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Abstrakt

Prace se zabyva metodami segmentace obrazu. Na principu prahovani je postavena me-
toda fuzzy segmentace. Ta je zobecnéna do vicekriterialni metody. Celd metoda je pode-
prena teorii volnych algeber. Pies uspofadané mnoziny na vlastnostech obrazu je vytvoren
volny distributivni svaz, jehoz prvky jsou termy pouzitelné k prahovani. Je predstaven roz-
klad na t¥idy ekvivalence, které mohou tvorit mozné vysledky segmentace. V zavéru jsou
predstaveny pouzité algoritmy a navrzeny metody jejich zrychleni. Dale je predstavena
metoda mozného odcitani objekti.

Summary

The thesis covers methods for image segmentation. Fuzzy segmentation is based on the
thresholding method. This is generalized to accept multiple criteria. The whole process is
mathematically based on the free algebra theory. Free distributive lattice is created from
poset of elements based on image properties and the lattice members are represented by
terms used by the threshoding. Possible segmentation results compose the equivalence
classes distribution. The thesis also contains description of resulting algorithms and me-
thods for their optimization. Also the method of area subtracting is introduced.
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1. Uvod

Segmentace je metoda analyzy obrazu, jejimz cilem je najit a vybrat na snimku ob-
razy skutecnych objekti. Vznikl jiz nespocet metod segmentace zalozenych na riznych
pristupech, v této praci se vsak zaméiime predevsim na metody zalozené na prahovani.

Nejlepsim segmentac¢nim nastrojem je lidsky mozek. Clovék je ¢asto schopen v ob-
raze vybrat i objekt, ktery je velmi Spatné odliSen od zbytku, nebof lidsky mozek do
analyzy obrazu, ktery oko vidi, dokadze zahrnout i vétsinu faktickych informaci, které o
dané scéné zna. Mozek automaticky analyzuje tvary, barvy, podobnosti a predevsim vy-
nika velmi vysokou schopnosti dedukce. Jakédkoliv ndpodoba lidského mozku je v soucasné
dobé pocitacdové prakticky nemoznd, nebot se jedné o strukturu natolik komplexni, Ze je
technicky nesestavitelna. Jediné, o co se mizeme pokouset, je vytvoreni pouhé zjednodu-
Sené aproximace tak slozitého systému.

Prestoze v minulosti bylo pouzitelnou metodou segmentace v nékterych kritickych
aplikacich dokonce i posazeni védce s fixou mezi tiskdrnu a skener, v soucasné dobé je
nasi snahou tento proces co nejvice zautomatizovat.

Ve druhé kapitole se seznamime s pojmy a konstrukcemi digitalniho prostoru. Objas-
nime si jeho souvislost s digitdlnim obrazem a uvedeme, pro¢ je tak vhodny pro popis
digitalnich snimkt. Dale si vysvétlime, co je cilem segmentace a predstavime zcela fun-
damentalni metodu, prahovani. Na jejim zakladé dale postupné vystavime teorii fuzzy
segmentace, kde se poprvé ukazi néktera tvrzeni podavajici zéklad dalsimu vyvoji. Zde
je predstaven pojem fuzzy spjatosti a poprvé pouzijeme vzajemné podobnosti v obraze k
tomu, abychom definovali segmentovany objekt.

Pro dalsi rozvoj vsak bude nezbytné polozit nékteré teoretické zaklady, abychom sesta-
vili korektni aparat k vyvoji dalsich metod. Timto se zabyva tfeti kapitola, ktera poskytuje
hlubsi néhled do nékterych ¢asti algebry, predklada propojeni konkrétnich pojmi ve snaze
ukazat vSechny souvislosti, které vedly k sestaveni pfedstavené metody, a podava nahled
na dalsi sméfovani teoretickych ivah. Zde budujeme nutny podklad, aby bylo mozno pro-
vadét segmentaci zalozenou na podobnosti ¢asti obrazu, ktera jiz ale nebude omezena na
analyzu jediné jeho vlastnosti.

Algebraicka ¢ast vychazi z pojmu usporadanych mnozin, plynule prejde k predstaveni
svazu a jejich konkrétnich vlastnosti, které se ukazi byt velmi uzitecnymi pro pozadované
zobecnéni. Zcela zédsadnim se pro nase ucely ukéaze distributivni svaz. S pomoci nékterych
specialnich prvkd a konstrukci ve svazech vystavime prostor, kde bude probihat feseni
segmentace. Zaroven nastinime jiny pohled na uvedenou teorii s pomoci matematickych
struktur, které ndm mohou pomoct k lepsimu pochopeni pouzitych konstrukei.

Ctvrtd kapitola je vénovana samotné metodé rozsifené, vicekriteridlni, segmentace.
Vyjdeme z analyzy prvku diive predstaveného prostoru. Ukaze se, ze ten je vytvoren nad
mnozinou jistych vlastnosti ptivodniho obrazu, pomoci jehoz prvki pak definujeme vza-
jemnou podobnost ¢i odlisSnost ¢asti obrazu. Pfineseme popis segmentovatelného objektu
pomoci pripustnych mnozin, které zaroven mohou pomoci k jeho lepsi charakteristice. V
zavéru kapitoly odvodime a pfedstavime algoritmus hledani vhodného prahu, ktery tvori



jadro jakékoliv praktické aplikace. Prodiskutujeme zde i otézku jeho slozitosti.

V posledni kapitole jsou uvedeny nékteré poznamky k implementaci uvedené teorie.
Jsou zde predstaveny konkrétni algoritmy jak pro jednoduchou fuzzy segmentaci, tak pro
navazujici vicekriterialni metodu. Zakladnimi algoritmy navazujici metody je algoritmus
vystavby fuzzy oblasti a navazujici algoritmus ziskavani hodnot pro stavbu prahu. Je zde
nastinén problém jejich slozitosti a jsou navrzena nékterda vylepseni. Pfedné u druhého
z algoritmt se jedna o dva mozné pristupy jejich zrychleni, porovname zde také jejich
efektivnost.

Nakonec je pfedstaveno mozné rozsifeni soucasné vicekriterialni metody. To je zalozeno
na vlozeni vice empirickych znalosti do problému. Pokusime se predstavit moznosti vy-
louceni nékterych bodu z vysledného objektu.



2. Segmentace digitalniho obrazu

Segmentace je zakladni metodou zpracovani digitalniho obrazu, jejimz cilem je rozdélit
obraz na jednotlivé ¢asti, které odpovidaji redlnym objekttim na obraze, proto takovym
castem téz rikame objekty. Piipadné mtzeme chtit vybrat jediny takovy objekt, jez je
predmétem naseho zajmu. Nejvétsiho uziti se segmentaci obrazu dostava pii zpracovani
riznych medicinskych snimkt, naptiklad z pocitacové tomografie, ¢i v konstrukci expert-
nich systémi a inteligentnich systémt, u nichz je snaha vytvorit jisty typ vnimani okoli,
tzv. pocitacové vidéni. Rozvoj metod segmentace jde ruku v ruce s vyvojem metod zpra-
covani obrazu a i samotnych digitalnich technologii. Existuje skutecné nespocet metod
segmentace, od velmi jednoduchych, pracujicich pouze s lokdlnimi vlastnostmi obrazu,
pres metody statistické, uvazujici i vlastnosti obrazu v okoli posuzovaného bodu, az po
metody velmi slozité pracujici napfiklad na principech frekvencéni analyzy.

2.1. Digitalni prostor

Zpracovani digitalniho obrazu zacina jiz jeho porizenim. Jelikoz vétsina soucasnych di-
gitalnich zaznamovych zafizeni snimé obraz pomoci svétlocitlivych ¢ipt s jednotlivymi
segmenty usporadanymi do pravidelné miizky, vysledny obraz tak nemtze byt spojity.
Kazdému bodu miizky pak prislusi néjakd aproximace hodnoty barevného svétla, které
dopadlo na plochu prislusného segmentu c¢ipu.

Definujme digitalni prostor jako dvojici (V, ), kde V' je neprazdna mnozina bodi a 7
je symetrickd binarni relace prilehlosti, takova, ze mnozina V je souvisla vzhledem k 7.
Definice je to velmi obecnd, v praxi ale budeme nejcastéji pouzivat predevsim ¢tvercovou
miizku, kterd je disledkem povahy snimaciho ¢ipu. Pravidelnd N-rozmérnd mfizka je
mnozina bodi

(6Z)N = {(d¢cy,--+ ,6cn) | en €Z, 1 <n < N}.

Ctvercovd mrizka je konkrétnim piipadem takové miizky pro dvourozmérny prostor a
jednotkovou vzdalenost ¢, tedy Z2. Je to miizka pro aplikace nejvyznamnéjsi, nebot tuto
strukturu ma vétsina digitalnich snimki. Miizka je vzdy diskretizaci realného prostoru,
takze kazdému jejimu bodu miizeme piitadit realné okoli, takzvanou Voronného buriku,
coz je mnozina vSech bodi, které jsou k danému bodu mtizky blize, nez k ostatnim bodim
miizky. Voroného bunkam ve ¢tvercové miizce fikdme pizely (zkratka terminu picture ele-
ment). Dalsf prakticky vyznamnou miizkou je 6Z3. Tato takzvana kubickd miizka najde
uplatnéni praveé napriklad v pocitacové tomografii, kde jsou snimany dvourozmérné fezy se
vzajemnymi rozestupy J. Jejich slozenim pak dostaneme trojrozmérny obraz. Voronného
okolim v tomto pripadé fikame voxely.

Tyto elementy spolu sousedi, coz teoreticky popiSeme pravé relaci prilehlosti. Obecné
by mohla byt piilehlosti jakdkoliv relace 7 C V2, my na ni ale mdme dalsi poZadavky.
Pozadavek symetrie je pomérné pfirozeny, protoze pokud element x sousedi s y, je vcelku
rozumné pozadovat, aby také y sousedil s x. Pozadavek, abychom pracovali na prostoru
jistym zptisobem souvislém, je téz velmi ptirozeny.

Definice 2.1. Posloupnost (zg,x1,- - ,T,) provki z V takovou, Ze xy = x, x, = y a
(xp_1,2x) €, 1 < k < n, nazveme m-cesta ve V' spojujici x a y, kde n nazveme délkou
cesty.



2.1. DIGITALNI PROSTOR

Souvislost V' vzhledem k 7 znamend, ze lze kazdé dva prvky z,y € V spojit 7 cestou.
Relace spojitosti z a y m-cestou je ziejmé reflexivni, staci vytvorit trividlni cestu (z)
délky 0, a také tranzitivni. Pokud totiz existuje cesta (x = z¢, -+ ,x, =y) mezi z a y a
cesta (y = o, -+ ,Yn = 2) mezi y a z, pak existuje alespon cesta (x = zg, - , T, = Yo, " ,
Yn = 2) z x do z. Pokud je navic pfilehlost 7 symetrickd, je symetrickd relace spojitosti
m-cestou.

V pravidelné miizce Z" jsou dvé nejvyznamndjsi relace piilehlosti wy a o, definované
jako

N
(z,y) € wy & Z|1’n—yn| =1

n=1

(r,y) EayerF#yalr, —ys <1, 1<n<N

Ve dvourozmérném prostoru fikame ptilehlosti w, stranové prilehlost nebo také 4pfi-
lehlost, protoze za ptilehlé povazujeme pixely, jez sdili stranu. Kazdy pixel tak ma 4 pixely
prilehlé. Prilehlosti a fikdme 8pfilehlost. Pixeliim staci sdilet vrchol nebo stranu, proto
je kolem kazdého pixelu osm k nému ptilehlych. Ve tfech dimenzich je w3 opét stranovou
prilehlosti a a3 je prilehlosti stranové-hranovou.

Jak miizek, tak prilehlosti existuje mnohem vice. Rtzné typy, stejné jako jejich rtizné
vlastnosti, vhodnost a mozné isomorfismy hloubéji rozebiréd [5, pfedevsim kap. 1 a 2].

Z predchoziho je ziejmé, Ze digitalni prostor (V, ) tvofi spojity neorientovany graf,
kde V' jsou uzly a 7 je mnozina hran. Po hranach se lze pfesouvat z jednoho uzlu do
druhého a vytvorit tak cestu. V nékterych chvilich na néj tedy budeme nahlizet spise
v grafovém pojeti a budeme tak moci pouzit nékteré z metod teorie grafii.

PO IO I R R PSP SN S S S Y
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Obrazek 2.1: Vievo je zndzornen digitdlni prostor v roviné jako body mrvizky, vlevo a
uprostred jsou navic zvyraznény bunky prislusejici kazZdému bodu, takzvané pizely. Vpravo
je digitdlni prostor zndzornén jako graf. Body prostoru tvori uzly, spojnice jednotlivych
uzlt tvori hrany grafu.

2.1.1. Obraz v digitalnim prostoru

Digitalni prostor ndm pomohl formalizovat povahu zédznamového zafizeni, ale protoze pti
porizeni obrazu jsme zaznamenali néjaké hodnoty barevného svétla, budeme je v tomto
prostoru také chtit néjak zapsat. Vytvotfime si proto digitalni obraz.

Definice 2.2. Digitalni obraz nad digitdlnim prostorem (V,m) je trojice (V,m, f), kde
f:V = C je funkce prirazugici bodim z V hodnoty z mnoziny barev C.



2.2. JEDNODUCHE METODY SEGMENTACE

Mnozina barev C by mohla znaé¢it naptiklad stupné $edi, nebo pii C = R? by uréovala
hodnoty pro kazdy ze tii barevnych kanali, cerveny, zeleny a modry. Takto uz mizeme
popsat vétsinu obvyklych obrazii, jaké zname tieba z monitoru pocitace.

Obrazek 2.2: Digitalnt prostor, kde jednotlive pizely maji prirazeny barevné hodnoty.

Je-li barva v obraze néjaky prvek R", lze ji zapsat jako usporadanou n-tici. Nékteré
barvy lze porovnavat. Naptiklad lze Tici, ze ¢erna barva ve standardu RGB, kterou za-
piSeme trojici (0, 0, 0), je tmavsi nez svétle zlutd, jez je reprezentovana jako (255,255, 150).
Nyni si takové uspotadani blize specifikujeme.

Definice 2.3. M¢éjme usporadané n-tice (ay,as, -+ ,a,) a (by,be,- -+ ,by,). Jejich uspord-
ddni zavedeme jako
(ay, a9, ,an) < (by,boy+ b)) < a1 <by A ayg<by AN---A a, <b,,
(ay, a9, ya,) = (by,boy -+ ,by) < ap=b; AN ag=by N--- A a, =b,.
Z tototo muzeme odvodit i ostré usporadani (ai,as, - ,a,) < (by,bg, -+ ,b,) <

((ll,(lQ,“‘ 7an> S (b17b27”' 7bn> A ((11,(12,“‘ 7an> 7£ (b17b27"' 7bn>

Na tento obraz ale vzneseme jesté jeden prakticky pozadavek. Zpravidla budeme pra-
covat nad obrazy koneénymi, to znamena, ze nosi¢ funkce f je konec¢ny. Jinymi slovy
mnozina {z € V | f(z) > o} ma koneény pocet prvki. Prvkem o zde myslime jisty nu-
lovy prvek mnoziny C, lze jej naptiklad povazovat za ¢ernou barvu pozadi, které vsak pii
segmentaci nebude pfimo predmétem naseho zajmu.

Nadale budeme uvazovat predevsim dvourozmeérné obrazy s pravidelnou mfizkou,
avSak nékterd teorie je prenositelna i na prostorové obrazy.

Definice 2.4. Binarni obraz nad digitalnim prostorem (V, ) je trojice (V,m, f), kde f :
V — (0, 1).

Zde je mnozina barev pouze dvouprvkova, proto obraz nazyvame binarni. Lze si jej
predstavit jako obraz ¢ernobily, kde nulové pixely tvofi ¢erné pozadi a pixely s hodnotou
1 tvori bily objekt v obraze.

2.2. Jednoduché metody segmentace

Segmentaci se snazime rozdélit obraz na objekty, tim zde rozumime oblasti obrazu, které
odpovidaji realnym objekttim zachycenym na obraze. Takova oblast segmentace by neméla
byt podmnozinou zadného vétsiho objektu a ani by se s jinou oblasti neméla protinat,
kromé nejvyse jejich spolec¢né hranice.



2.2. JEDNODUCHE METODY SEGMENTACE

2.2.1. Prahovani

Vysledkem segmentace, kterého se zde pokusime dosdhnout, je prevedeni barevného ob-
razu na binarni. Chceme tedy rozdélit obraz na dvé ¢asti, kde pixely s hodnotou 1 budou
znacit hledany objekt, zatimco nulové pixely budeme povazovat za pozadi. Nejjednodussi
z metod nalezeni takového obrazu je bezesporu prahovani. Jedna se o metodu lokalni ktera
posuzuje kazdy pixel zvlast a o tom, zda patii objektu, rozhodne jen na zékladé jeho barvy
a uzivatelem zadaného kritéria. Toto kritérium oznacime ¢ a nazveme jej prah. Vysledkem
bude obraz (V,m, f;), kde funkce f; pfifazuje pixelim hodnoty 0 nebo 1 nésledovné

_J1, pro f(z) >t
fulz) = {O, pro f(x) < t.

Je ziejmé, ze tuto metodu lze aplikovat jen na jednobarevny obraz, tedy jen ten, kde
C = R. Pokud bychom chtéli prahovat barevny obraz, museli bychom z néj vybrat pouze
jedinou vlastnost, naptiklad trovné jasu nebo jen jeden z barevnych kanali, nebo jej
nejprve prevést na obraz ve stupnich Sedi.

3)
Obrézek 2.3: Ukdzka prahovdni na obraze, kde je objekt na kontrastnim pozadi. 1) pivodni
obraz, 2) prilis nizky prdh, 3) optimdlni prah, 4) prilis vysoky prah.

Prahovani funguje dobfe jen pro obrazy, kde je objekt umistén na dostate¢né kon-
trastnim pozadi, napiiklad svétly objekt na tmavém pozadi, nebo obracené. V téchto
velmi konkrétnich pfipadech je prahovani postacujici, pomérné efektivni a lze snadno au-
tomatizovat. Histogram takového obrazu je obvykle tvofen dvéma vrcholy oddélenymi
vyznamnym minimem. Optimalnim prahem je hodnota, kde lezi toto minimum. Vhodné
kontrastni obraz je na obrazku 2.3. Zde vidime zavislost prahovani na vybéru vhodného
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prahu. Na 2) je pouzit prah pfili§ nizky, kromé hledaného objektu obsahuje prahovany
objekt pfili§ velkou oblast pozadi objektu. V 3) byl zvolen vhodny prah dle histogramu,
objekt je zde dobfe vymezen vici tmavému pozadi, ale vidime, ze pokud obraz obsahuje
jiné svétlé oblasti, pak jsou také zahrnuty do prahovaného obrazu, coz je dano tim, ze
metoda nebere v ivahu zaddnou souvislost objektu. Pro 4) jsme naopak pouzili prah p#ilis
vysoky, proto hledany objekt neni zachycen cely, presto je stale do vysledného objektu
zahrnuta cast svétlejsi oblasti v pozadi.

Obrézek 2.4: 1) Obraz nevhodny pro prahovani, 2) zde vysledek prahovdani neodpovidd
Zadnému redlnému objektu, [Dwight Hooker].

Pro obecné obrazy ale mtize tato metoda byt i velmi neefektivni, nedokaze si poradit
naptiklad se stinovanim, ani odlisit vice objektid podobné barvy. Jak je vidét na obrazku
2.2, ani pokud umistime préh do néjakého lokdlniho minima histogramu, tak neni zaru-
¢eno, ze néjaky objekt vybereme cely.

2.2.2. Segmentace zalozena na afinité

Hlavni nevyhody prahovani prameni z toho, Ze metoda nebere v tivahu, Ze realny objekt
byva zpravidla spojity. Je rozumné ocekavat, ze dva body objektu, které k sobé lezi rela-
tivné blizko, by si mély byt i podobné. Takto lze zajistit, aby naptiklad pomalu stinovany
objekt nebyl segmentaci rozdélen na dva.

Definice 2.5. Afinita v digitdlnim prostoru (V, =) je funkce ¢ : V? — (0, 1) splriugici
1.V eV, p(z,x)=1
2. Va,y €V, ¢ (z,y) =9 (y,)
[2, str. 4]

Afinita popisuje, jak jsou si dva pixely podobné, jak moc jsou mezi sebou spjaté. Da
s ocekavat, ze pixely lezici ve stejném objektu budou spjaté ve velké mife. Pomoci afinity
¥ (z,y) pak lze popsat pravdivost vyroku

reX&syeX.
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Vlastné se jedna o miru jistoty, ze pixely jsou ve stejném objektu X . Zde se objevuje prvni
podobnost s teorii fuzzy mnozin. Fuzzy mnozina A je definovana jako dvojice A = (X, p),
kde X je nosnd mnozina bodt a p: X — (0,1) je mira, jez vyjadiuje stupen prislusnosti
kazdého bodu k fuzzy mnoziné. Stupen pfislusnosti 1 znamena naprostou jistotu, ze bod
k dané mnoziné patfi, naopak 0 znaci jistotu, ze pixel k fuzzy mnoziné nepatii. Podobné
zde 1 vyjadiuje, ze oba pixely nepochybné lezi ve stejném objektu. Proto je prirozeny
pozadavek, aby afinita jednoho a téhoz pixelu byla nejvyssi mozna. Diky této podobnosti
obou teorii pouzivame pro afinitu termin fuzzy afinita.

Zatim je funkce 1 definovana docela obecné, konkrétni podobu funkce totiz vybirame
az podle aplikace. Afinita pak mize byt funkce zavisla na rozdilech barev pixelu, jejich
vzdalenosti, na néjakych statistickych vlastnostech z okoli obou pixelt nebo i na nékolika
takovych vlastnostech zaroveii. Casto budeme na afinitu klast jesté jeden pozadavek, a to
nulovost pro neprilehlé pixely

Y (v,y) =0 pro (v,y) ¢ .

Z4adné z uvedenych vlastnosti ale nezarucuje tranzitivitu afinity. Piedstavme si né&jakou
m-cestu, kde kazdé dva po sobé jdouci pixely maji vysokou afinitu, naptiklad je jeden pixel
jen o malo svétlejsi, nez nasledujici, ale prvni a posledni pixel si mohou byt podobné velmi
malo, prvni mize byt velmi svétly, zatimco posledni bude tmavy. Tak by se mohlo stat, ze
bychom prvni a posledni pixel ke stejnému objektu nepfifadili. Nastésti zaruceni takové
tranzitivity neni v nasi situaci tfeba. Pro ucely segmentace bude postacujici funkce, jez
zajistuje alespor tranzitivitu piislusnosti ke stejnému objektu. Pokud jsou pixely = a y
s vysokou mirou afinity v jednom objektu a pokud jsme si také s vysokou mirou jisti,
ze y a z jsou ve stejném objektu, chtéli bychom, aby i z a z nélezely s vysokou mirou
pravdivosti jednom objektu.

Dva pixely mohou byt spojeny riznymi 7-cestami, tém muzeme fikat retézce, a jed-
notlivym dvojicim pfilehlych pixeld (x;_1,x;) budeme fikat ¢ldnky fetézce. Na zakladé
afinity vytvofime novou funkci, ktera bude brat v tvahu rtizné moznosti jak se dostat
z pixelu x do pixelu y.

Definice 2.6. Fuzzy spjatost je funkce p: V? — (0,1) definovand piedpisem

wlz,y) = g RAX L min Y (Tp—1,Tx)

[2, str. 4]

Afinitu ¢ (zj_1, 13) si lze predstavit jako silu ¢lanku. Retézec je pak jenom tak silny,
jako jeho nejslabsi ¢lanek, coz pfi intuitivnim pohledu neni pfilis prekvapivé. Takze silu
fetézce realizujeme minimem pfes vSechny jeho ¢lanky. Pak vybereme nejsilnéjsi z fetézci
mezi x a y, to realizujeme maximem pies vSechny mozné cesty.

Nyni uvazujme relaci existence takové cesty mezi dvéma body. Relace je ziejmé re-
flexivni a symetricka. Dale pokud p(z,y) > t a pu(y,z) > t, pak existuje alespon jeden
fetézec z x do z, jehoz stupen fuzzy spjatosti je alespon t, vzdy totiz muzeme spojit oba
zminéné fetézce v bod€ y a pofad nebude sila zadného c¢lanku mensi nez ¢t. Takze plati
tranzitivita pfislusnosti ke stejnému objektu.

Véta 2.1. Pro dany prah t € (0,1) a danou fuzzy spjatost p je bindrni relace K, ; defi-
novand jako
(x,y) = tht < M(l’,y) >t

9
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relaci ekvivalence. [2, str. 4]

Se zadanym prahem a fuzzy spjatosti se obraz rozpadne do t¥id ekvivalence. Tyto t¥idy
pro nas budou pomérné vyznamné, nebot celd metoda spoc¢iva v hleddni néjaké takové
vhodné tiidy. Proto je také pojmenujeme jako fuzzy souvislé objekty nebo jednoduse fuzzy
objekty. Jejich nejvyznamnéjsi vlastnosti je jejich spjatost. Pokud je afinita nulova pro
nepiilehlé pixely, tedy ¢ (z,y) = 0 pro (x,y) ¢ m, pak jsou fuzzy objekty spojité vzhledem
k prilehlosti . Mnozstvi vzniklych fuzzy objektt zavisi na zadaném prahu. Bude-li prah
maly, vznikne mensi pocet tiid ekvivalence, které budou velké, bude-li naopak velky,
vznikne vétsi pocet malych objekti.

Protoze nas vSak ¢asto nezajima rozdéleni obrazu na vSechny fuzzy objekty, ale chceme
spiSe vybrat jeden hlavni objekt zajmu, radéji najdeme néjaky pixel u, o némz jsme pfe-
svédceni (napfiklad na zékladé naseho odborného odhadu), Ze k tomuto objektu patti. Pak
se pokusime najit vSechny pixely, které nejspis patii stejnému objektu. Nyni vytvorime
funkci m,, : © — p (u, x), jez kazdému bodu pfifadi miru fuzzy spjatosti s nami vybranym
pixelem u. Nad ptuvodnim digitdlnim prostorem takto vytvofime novy obraz (V,7,m,),
ktery nazveme spjatostni mapa. Na této mapé nyni mizeme provést prahovani. Tim se
obraz rozdéli na dvé skupiny, na fuzzy objekt {x € V| u(z,u) > t} a pozadi.

Tridu ekvivalence znacime [x] = {y € X |z ~ y} a tvoii ji vSechny prvky nosné
mnoziny X, které jsou ekvivalentni se zadanym prvkem z. Zde t¥idu ekvivalence obsahujici
prvek u tvoii pravé vSechny pixely x, jez jsou si s u dostateéné podobné, tedy [u] Kt =
{z € X |p(u,z) > t}, coz je zfejmé tentyz fuzzy objekt, ktery jsme vytvorili prahovanim.
Pokud bychom navic vytvofili spjatostni mapu pro kterykoliv jiny prvek tohoto objektu,
dostali bychom prahovanim stejny fuzzy objekt, nebof jsou si v8echny prvky v objektu
v tomto ohledu ekvivalentni.

V zajmu zdiraznéni souvislosti zde jesté uvedeme, ze v teorii fuzzy mnozin prahovani
odpovida a-fez, coz je ostra (nefuzzy) mnozina A, = {x € X | u(x) > a}.

Nékteré fuzzy objekty budeme povazovat i v dalsi teorii za natolik vyznamné, ze si
pro né zavedeme zvlastni oznaceni.

Definice 2.7. O (z,t) = {x € X | u(u,x) > t} oznacime mnoZinu vsech y spjatych s x
alespori s mirou t. [6, str. 340]

Pokud ovsem hledame v obraze néjaky objekt, miize byt velmi slozité predem odhad-
nout velikost prahu. Nebylo by tedy jednodussi vybrat vice bodu a vytvorit takovy objekt,
ktery vSechny tyto body obsahuje? Jednodussi, nez zkouset rizné hodnoty prahu a pozo-
rovat, zda ,strefime“ hledany objekt, bude naptiklad vybrat néjaky velmi typicky pixel
a dalsi pixel, jez je mu co nejméné podobny, ale u kterého jsme si stale velmi dobre jisti
jeho pfislusnosti k objektu. Vybereme-li tedy dva body a pozadujeme, aby oba néalezely
jednomu objektu, z predchoziho vime, ze budou vzhledem k pfislusnosti k tomuto objektu
ekvivalentni. Vybereme-li tedy jakykoliv dostate¢né nizky prah a vytvorime pro oba body
prislusné fuzzy objekty, budou oba objekty stejné. Jak ale méame jednoznacné urcit, jaky
prah vybrat? Pokud budeme chtit, aby vysledny objekt obsahoval co nejméné bod, které
k nému ve skutec¢nosti nepatii, je rozumné, abychom hledali objekt co nejmensi. Proto
jako prah zvolime pravé miru spjatosti obou vybranych bodi. Jakykoliv vétsi prah by
zpusobil, ze kazdy z téchto dvou pixelt by lezel v jiné tiidé rozkladu a vysledny objekt
by obsahoval jen jeden z nich.

10
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Definice 2.8. Nejmensi fuzzy spjaty objekt obsahujici body x a y oznacime jako Q (x,y) =
O (z, 1 (z,y)) = O (y, u(y,v)). [6, str. 340]

Vsechny pixely, které se do objektu 2 dostanou, musi byt s kazdym dalsim pixelem
spjaty s mirou alespon p (x,y), coz dava vzniknout ternarni relaci spjatosti

®(z,y,2) & 2 €Q(z,y).
Tuto relaci 1ze prepsat do pojmu fuzzy spjatosti nasledovné

P (2,y,2) & plz,z) > p(y) A py.2) > py).

Zkoumanim relace ® odvodime zaklad celé nasledujici metody.

Aplikace této metody vyzaduje algoritmus, jez bude prohledavat cely obraz, dokud
nebude zaruceno, ze jsme pro vSechny pixely nasli minimalni hodnotu fuzzy spjatosti. Al-
goritmus, ktery toto resi, dostaneme tupravou Dijkstrova algoritmu pro hledani minimalni
cesty v grafu. Pouziti tohoto algoritmu je mozné diky grafové strukture digitdlniho pro-
storu. Ptilehlé pixely povazujeme za uzly spojené hranou, jejimz ohodnocenim je hodnota
afinity téchto dvou pixeli.

Dijkstriv algoritmus zacind z vychoziho uzlu, pro kazdy navstiveny uzel si pamatuje
zatim nejnizsi dosazenou hodnotu cesty a prechézi do nenavstivenych uzli vzdy po hrané

Modifikace pro hledani spjatostni mapy pracuje spiSe se seznamem navstivenych pi-
xell, nez se seznamem téch nenavstivenych, a hledd maximalni cestu. Pokracuje vzdy
z pixelu s nejvyssi hodnotou m, a porovna, zda se zlepsi hodnota cesty do vSech prileh-
Ijch pixeli.

V prilozeném programu je provedena jednoducha implementace hledani spjatostni

mapy s afinitou
2

A o ey Ton

kde f(x) je hodnota jasu v pixelu x normovand na hodnotu z rozsahu (0, 1).

Na obrazech rozumnych rozmért je metoda pomérné rychla a v nékterych piipadech
dava velmi dobré vysledky. Je ale zna¢né nachylnd na vhodny vybér vychozich pixeli.
Je-li objekt jen malo oddélen od pozadi nebo se na jeho plose pfilis rychle méni hodnota
jasu, hrozi, ze segmentovany objekt ,pretece“ do pozadi.

Hlavnimi nevyhodami je vSsak moznost porovnavani pouze jedné vlastnosti, napriklad
jasu ¢i jediného barevného kanalu. Navic je naprosto nemozné takto vyhledat cely objekt,
pokud je z jakéhokoliv diivodu nesouvisly.

Na nésledujicich obrazcich je znazornén vysledek segmentace. Vychozi bod je oznacen
cervené, bod, podle kterého nastavujeme hodnotu prahu, znacime zelené. Uvadime zde i
ptislusnou spjatostni mapu (V, 7, m,). Bild barva pixelu znamen4, Ze je s vychozim spjat
s fuzzy spjatosti p(z,u) = 1, tmavsi barva znad¢i nizs$i hodnotu spjatosti.

Na obrazku 2.5 je vidét, ze vzhledem k pomérné necitlivému kritériu jsou v mapé
viditelné pomérné malé rozdily i velmi vzdalenych pixeld. Na spodnim segmentovaném
obraze je vidét, ze o malo odlisné volba vstupnich pixelii zptisobila vybér pozadi.

Naopak na obrazku 2.6 je patrné znacné zlepseni oproti predchozi metodé, také jsou
o néco lépe zfetelné odlisnosti ve spjatostni mapé.

11
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Obrézek 2.5: 1) Puvodni obraz, 2) spjatostni mapa a 3) vysledek segmentace, 4) vysledek
segmentace pro jiné€ vstupni body.

1)

Obréazek 2.6: 1) Spojitostni mapa a 2) vysledek segmentace.

12



3. Algebraické pozadi vicekriterialni
segmentace

3.1. Usporadané mnoziny

Afinni metoda pracovala s intervalem (0, 1). K porovnéni fuzzy spojitosti s prahem jsme
vyuzili vlastnosti uspofadani, jehoz znalost je vSak na readlnych cislech témér trivialni.

Nadale ale budeme porovnavat prvky slozitéjsi struktury, proto zavedeme usporadani
peclivéii.

Definice 3.1. Bud M mnoZina a < bindrni relace na M spliugjici
o reflexivitu: Vr € M z < x
o antisymetrii: Ve,y e M (e <y ANy<z)=zx=1y
o tranzitivitu: Vr,y,z € M (x <y ANy<z) =z <z,

pak < nazgvame uspotadani (nebo také ¢astené usporadani) na M a dvojici (M, <) na-
zveme (CasteCné) usporddanid mnozina.

Plati-li navic
e srovnatelnost: Ve,y e M x <y V y <z,
pak se (M, <) nazgvd linedrné usporadand mnozina. [7, str. 29]

Vidime, ze v predchozi metodé tvorily hodnoty fuzzy spojitosti linearné usporadanou
mnozinu, proto mélo smysl se pro kazdou dvojici pixeld ptat, zda je fuzzy spojitost veétsi
¢ ménsi nez zadany prah, nebot diky srovnatelnosti je takové porovnani pokazdé mozné.
I proto lze predchozi metodu oznacovat jako linearni. Naopak v ¢astecné uspotradané
mnoziné mohou existovat nesrovnatelné proky. Zkratka nelze tici, ktery ze dvou takovych
prvku je vétsi a ktery mensi. Ale i pokud jsou nékteré prvky navzajem nesrovnatelné,
vzdy mohou existovat prvky jiné, se kterymi je porovnat lze.

Definice 3.2. Bud (M, <) cdstecné usporadand mnozina. Pak se m € M nazjvd maxi-
méalni (resp. minimalni) prvek mnoziny M prdavé tehdy, kdyz Vx € M plati x > m (resp.
x<m)=zx=m. [7, str. 29]

Kazdy prvek, alespon v nasem pfipadé, kdy se budeme kviili kone¢nému obrazu omezo-
vat na konecné mnoziny, je porovnatelny s nékterym maximéalnim. A¢ se jedné o uzite¢nou
vlastnost, ¢asto je vhodnéjsi, pokud lze vSechny prvky porovnavat jen s jedinym takovym.
Maximalni prvky vsak jednoznac¢né urcené nejsou.

Definice 3.3. Bud (M, <) cdstecné usporddand mnoZina. Pak se T € M nazyvd nejvétsi
(resp. L € M se nazgyvd nejmensi) prvek mnoziny M prdvé tehdy, kdyZ Vx € M plati
T>x (resp. L <x). [7, str. 29]
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Pokud uz tedy takovy nejvétsi prvek existuje, je zfejmeé jediny a navic bude zaroven
jedinym maximdalnim (resp. minimalnim). Tim padem kazdy jiny prvek musi byt mensi,
nez tento nejvétsi. Obdobné pro nejmensi prvek. V intervalu (0, 1) z pfedchozi metody je
nejmensim prvkem neprekvapivé 0 a nejvétsim 1.

Definice 3.4. Necht je (M, <) éastecné usporadand mnoZina a N C M. Pak prveku € M
nazveme horni zdvorou mnoziny M prdve tehdy, kdyZ Ve € N : u > x. Nejmensi prvek
mnoziny vsech hornich zavor mnoziny N nazveme supremum mmnoziny N a oznacime jej
sup N nebo \/ N.

Prvek v € M nazveme dolni zdvorou mnozZiny M pravé tehdy, kdyz Ve € N : v < x.
Nejvetsi prvek mnoZiny vsech dolnich zavor mnoZiny N nazveme infimum mnoZiny N a
oznacime jej inf N nebo \ N. [7, str. 30]

Supremum ani infimum podmnoziny v ni nemusi lezet, ale pokud existuje, tak i pfes-
toze budou prvky podmnoziny navzajem nesrovnatelné, ziskame néjaky prvek, se kte-
rym je lze vSechny porovnat. Tvrzeni pro infima jsou obdobnd, nebot infima a suprema
jsou pojmy navzajem dudlni. Dualita pojmu zpusobi, ze pokud prevratime usporadani a
vzajemné zaménime vsSechna infima a suprema v platném tvrzeni, toto tvrzeni ztistane
platnym.

S usporadanim souvisi i dva vyznamné typy mnozin

Definice 3.5. Necht P je usporddand mnozina a Q C P.
e () je horni mnozina, pokud pro kaZdé x € Q) ay € P takové, Ze x <y plati y € Q
e dolni mnozina je dudlni pojem k horni mnoZiné.
[8, str. 20]

Do horni mnoziny spadaji s néjakym prvkem i vSechny vétsi, do dolni mnoziny zase
vSechny mensi. Zkratka pokud se v dolni mnoziné budeme pohybovat z néjakého prvku
kamkoliv smérem k mensim, dolni mnozinu nemiizeme opustit. Horni a dolni podmnoziny
generované neprazdnou podmnozinou () uspoiradané mnoziny P:

TQ={yeP|IrecQ,zey>z} a [Q={yeP|IxecQ,zey <z}
Horni a dolni podmnoziny generované prvkem x € P:

te={yePlyzz} a le={yeP|y<u}

3.2. Zobecnéni linearni metody

Predchozi metoda vychazela z faktu, ze vSechny pixely lze linearné usporadat podle podob-
nosti s vychozim bodem. Pak uz je snadné podle prahu rozdélit mozné podobnosti a tim
padem i vSechny pixely na dvé skupiny. To je ale mozné jen pokud porovnavame jedinou
vlastnost. Vétsina skutecnych obrazii je vsak o poznani komplexnéjsi, nez abychom mohli
vybrat praveé cely objekt porovnanim pouze jedné vlastnosti, napriklad jasu. Opét mizeme
porovnavat kterykoliv barevny kanal, hodnoty jasu ¢i néjaké statistické vlastnosti, napti-
klad primeér hodnot vybrané vlastnosti v okoli porovnavaného pixelu. Vybereme-li dvojici
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takovychto vlastnosti a pokusime-li se porovnat tyto dvojice v nékterych dvou pixelech,
zjistime dulezity fakt. Nékteré dvojice viibec nejde porovnévat, nebot pro usporadanou
dvojici pozadujeme stejné uspotfadani, jako bylo uvedeno v definici 2.3.

Tim vsak vyvstava problém, jak posoudit spjatost dvou pixelt, jez jsou si velmi po-
dobné v prvni vlastnosti, ale velice malo ve vlastnosti druhé. Budou pak dva pixely, kde
jeden ma vysokou hodnotu prvni vlastnosti a nizkou hodnotu druhé a ten druhy pravé
naopak, pattit k jednomu fuzzy objektu? Mohli bychom se pokusit dvojici vlastnosti
néjak nasilné linearizovat, napiiklad porovnavat jejich soucty, souciny ¢i vytvorit néjakou
funkci zavislou na obou rozdilech. Takova metoda by ale mohla zptisobovat velké chyby a
v zadném piipadé by dostatecné dobfe nevystihla obraz, nebot riizné vlastnosti se mohou
zna¢né ménit i pri zachovani podobnosti. To pak ovSsem neni metoda ani prili§ uzitecna,
ani elegantni.

Jako zobecnéni linearni metody se nabizi vytvofeni aparatu, jez bude porovnavat
cely tento soubor vlastnosti. Proto nyni afinitu nahradime multikritériem (nadéle jen
kritérium), které seskupi afinity pro ruzné vlastnosti, takze jeho hodnoty budou tvofit
castecné usporadanou mnozinu.

Definice 3.6. Zobrazeni & : V? — P, kde (P, <) je ¢dstecné uspoiddand mnoZina, spliiu-
JgiciVr,y,z € V:

o { je symetrické, tj. {(z,y) = {(y,x)
e & md maximum na diagondle, tedy &(x, x) > &(y, 2)
nazveme kritérium. [6, str. 340]

Druha podminka znaci, ze pixel je sam sobé nejpodobnéjsi, coz zajisti existenci nej-
vétsitho prvku T v oboru hodnot €. Plati navic Vo € V {(z,2) = T, tedy Ze takovy
nejvetsi prvek existuje pro kterykoliv pixel. Nejvétsi prvek lze ziskat z kazdého pixelu,
plati Vz,y, € V je &(x,z) = £(y, y).

Céstedné usporadanad mnozina P je tvorena vemi moznymi hodnotami kritéria, které
lze nad danym obrazem vytvorit.

Zobrazeni ¢ : V2 — P je surjektivni, jestlize kazdy prvek P méa néjaky vzor ve V2,
tedy jeho obraz Im(§) = P. Zahrneme-li tedy pozadavek surjektivity £, bude to znamenat
pouze to, ze usporadana mnozina P obsahuje pouze prvky takto vytvorené a zadné navic.
Proto mize byt T i nejvétsim prvkem usporadané mnoziny P.

Prakticky, pokud budeme porovnavat napiiklad dvé vlastnosti jako jsou rozdil hodnot
v ¢erveném kanalu a rozdil v modrém kanalu, bude nejvétsi prvek T vypadat jako dvojice
f(l‘, l’) = (07 O)'

Pro dva rozdilné pixely bude kritérium vracet ponékud pestiejsi hodnoty. Muzeme se
rozhodnout pfidat jesté jednotlivé kritérium vzdalenosti, s tim, Ze toto budeme vzdy uvéa-
dét jako prvni. Vezméme si dva pixely, napfiklad z s hodnotami RGB f(x) = [253, 164, 13]
a y s hodnotami f(y) = [189,215, 95|, které lezi vedle sebe, jak jsou znidzornény na nasle-
dujicim obrazku. Kritérium bude vypadat jako &(z,y) = (1, 64, 82)
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3.3. SVAZY

Vratme se nyni k relaci spjatosti ¢, @ (z,y,2) < z € Q(x,y), nebot podrobnym ro-
zebranim jejich vlastnosti ziskdme zaklad celé metody. V pojmech fuzzy relaci dostavame
nasledujici

®(z,y,2) & p(r,2) > p(ry) A ply2) > p@y).

Dalsi analyzou této relace zjistime nasledujici fakt.

Véta 3.1. Pro dand x, y, z € V je relace @ (z,y, z) ekvivalentni tvrzeni:
V(l’o, Ly 7xn>7 Lo =T, Tpn =Y El(yO» Y1, 7yk>7 Y =, Yp = = takovg; gev(yi—l7yi>
= (xj—lvxj> SplﬁU]YjCZ/ ¢ (xj—lvxj> < ¢ (yi—lvyi> . [67 str. 341/

Tato véta v podstaté rika, ze jakkoliv se dostaneme z bodu x do bodu y, vzdy na cesté
existuje néjaky c¢lanek s afinitou stejnou ¢i horsi, nez je podél néjaké cesty z x do z. Neboli
na kazdé cesté do y, tedy i na té nejlepsi, je alespon jeden ¢lanek s horsi afinitou, nez je
na kazdém c¢lanku alespon jedné cesty do z. Jedna se vychozi tvrzeni pro dalsi rozsifovani
metody. Diikaz vyplyva z dikladné analyzy predchoziho vztahu pro relaci spjatosti a je
dohledatelny v [6].

Proto pro kazdy bod, ktery nalezi fuzzy objektu staci najit cestu, kde je kazdy ¢lanek
lepsi, nez je alespon néjaky clanek té nelepsi cesty do bodu y. Z ¢ehoz ale neplyne, ze
by musely vSechny ¢lanky mit navzajem porovnatelnou afinitu, ¢imz se jednoduse ztraci
pozadavek linedrniho usporadani.

Bez tohoto omezeni nyni mfizeme afinitu nahradit nelinedrnim kritériem £ : V2 —
(P, <) spliujicim oba dodatecné pozadavky. Dostaneme tak nelinedrni relaci fuzzy spja-
tosti.

Definice 3.7. Ternarni relaci spjatosti definujeme pro pixely x,y,z € V jako
r,Yy,z2€P &

V(To, T1, 0 Tn), To =T, Tn =Y (Yo, Y1,""* »Yk), Yo=7T, Yp = 2 , 2€

V (Yi—1,yi) 3(wj_1,25) spliwgici §(zj—1,25) < E(Yim1,Yi) [6, str. 341]

vz

Jiz zde je jasné, Ze oproti linearni metodé zde bude tfeba slozitéjsi prostiedek pro
porovnavani kritérii. Proto si pfed dalsi specifikaci metody vybudujeme nejdiive jisty te-
oreticky zaklad. Zadefinujeme si nékteré algebraické struktury, které nam lépe pomohou
popsat vlastnosti hledaného objektu.

3.3. Svazy

Stézejni vlastnosti je moznost porovnani hodnot kritéria s prahem. OvSem zde narazime na
problém. I pokud bude prahem néjaka hodnota z uspofadané mnoziny P, miize byt obtizné
fici, zda je nékteré kritérium lepsi, nez tento prah. Jednoduse takto nelze posuzovat dva
nesrovnatelné prvky. Bylo by vsak dobré, kdybychom o nesrovnatelnych prvcich mohli fici
alespon, zda jsou oba vétsi, nez néjaky treti prvek, jejich infimum. Ani takové porovnani
ale nemusi byt v uspofadané mnoziné mozné, proto abychom takovou vlastnost zajistili,
zavedeme zvlastni typ usporadané mnoziny, svaz.

Definice 3.8. Usporddand mnoZina (L, <) se nazgvd svaz pravé tehdy, kdyz pro kaZdou
dvojici x,y € L existuje \/{x,y} a N{z,y}. [4, str. 3]
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3.3. SVAZY

Neboli ve svazu maji kazdé dva prvky supremum a infimum. Neni ale nutné omezovat
se pouze na dvojice. D4 se totiz dokazat, ze ve svazu méa supremum i infimum kazda
kone¢né neprazdnd podmnozina H C L.

Pro jednoprvkovou mnozinu je supremum i infimum rovno tomuto prvku. Mé-li H dva
prvky, dostdavame predchozi pripad. A pokud je H = {x,y, z} t¥iprvkova, je supremum
V{V{z,y}, 2z} a infimum A{A{x,y}, z}. Takto postupné lze ziskat supremum a infimum
libovolné n-prvkové podmnoziny svazu L.

Supremum a infimum pro dva prvky lze dle [4, str. 4] znacit i nésledovné

Vizy}=avy
Nlz.y} =z ny.

¢imz dostdvame dvé bindrni operace na L, neboli zobrazeni typu w : L? — L. Tyto
operace budeme nazyvat spojeni pro V a prisek pro A. Svaz L je navic vici obéma témto
operacim uzavieny, to znamena, ze zadnou jejich aplikaci nelze dostat prvek mimo L. Obé
navic spliuji tyto ¢tyfi pro svazy zasadni vlastnosti.

Idempotence: rVr=x, zANx==
Komutativita: rVy=yVze, TzAy=yAx
Asociativita: (xVy)Vz=xV(yVz)
(xAy)Nz=xAN(YyA=z)
Absorpce: cAN(xVy)=z, zV(rAy)==x

Jak dal vSak tyto dvé operace souvisi s relaci porovnani? To Ize snadno ukazat. Pokud
mame dva srovnatelné prvky, napiiklad z,y € L takové, ze z < y, pak je ziejmé, ze
VA{z,y} =y a AN{z,y} = x a proto taky x Vy =y a x Ay = x. Zaroven plati i opacnd
uvaha, proto

<y & rsANy==x
r<y < rVy=y

Svaz pak misto relace porovnani mizeme tplné popsat pomoci téchto dvou operaci,
¢imz ziskdme tzv. univerzalni algebru (L, A, V) typu (2,2).

Definice 3.9. Bud A mnoZina a I mnoZina indexi. Necht Vi € Ije w; n;-ndrni operace
na A, tedy w; : A" — A, n; € Ng. Pak A = (A, (Wi>z‘ef) nazveme univerzalni algebra
s nosnou mnozinou A a souborem operact (w;),;-

Soubor arit (n;),c; nazveme typ algebry (A, (w;);c;)- [7, str. 4]

Definice 3.10. Algebra £ = (L,A,V) tvori svaz prdvé tehdy, kdyZ L je neprdzdnd
mnozina, N\ a V jsou bindrni operace na L, jeZ jsou idempotentni, komutativni, asoci-

ativni a splnugi vlastnosti absorpce. 4,
str. 5]

Casto se v8ak svaz oznacuje pouze svou nosnou mnozinou, tedy pouze L namisto £.

Definice 3.11. Necht L je svaz a neprdzdnd podmnoZina M C L. Pak M je podsvaz
svazu L, kdyZ
r2yeM = zNye M, cVyeM

[8, str. 41]
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3.4. ZOBRAZENI MEZI ALGEBRAICKYMI STRUKTURAMI

Vyznamnymi podsvazy naseho svazu L jsou idedl a filtr.
Definice 3.12. Nechf L je svaz.

1. Neprdzdna podmnozina I C L se nazyvd ideal, pokud plati

e rycel=avVyecl
erxclL yclarz<y=xecl

2. Neprdzdnd podmnozZina F C L se nazyvd filtr, pokud plati

e rye F=axANyeckF
erxclL ycFarx>y=ax¢ckF

[8, str. 44]

Ideal a filtr jsou vzajemné dualni pojmy, které tizce souvisi s hornimi a dolnimi mnozi-
nami. Ovsem v této praci budeme klast vétsi diraz predevsim na filtry. Zjevnou analogii
je fakt, ze s danym prvkem patii do ideadlu i vSechny mensi a do filtru i vSechny vétsi.
Jednoduse filtr je neprézdné dolni mnozina uzaviend vici spojeni a naopak filtr je ne-
prazdna horni mnozina uzavienad vici priseku. Ideal ¢i filtr se nazyvaji vlastni, tvori-li
vlastni podmnoziny, neboli I & L, respektive F'' G L. Je ziejmé, Ze vlastni filtr nesmi
obsahovat nejmensi prvek L. Pro kazdy prvek svazu Va € L horni mnozina generovana
jednim prvkem 1 x je pokazdé filtrem, nebot ve svazu je na takové podmnoziné uzavienost
vuci pruseku automaticky splnéna. Filtry ¢i idealy generované jednim prvkem se nazyvaji
hlavni.

3.4. Zobrazeni mezi algebraickymi strukturami

Zobrazenim mezi algebraickymi strukturami nam pomaéahaji pfenaset nékteré teoretické
vysledky z jedné mnoziny na druhou. Néktera zobrazeni totiz pomahaji zachovavat nékteré
struktury. Zcela zasadnim typem na usporadanych mnozinach je usporddani zachovdvajici

/

zobrazeni (nazyvané téz monotonni nebo isotonnyi)
Definice 3.13. Méjme dvé usporidané mnoziny (P1,<1) a (P2,<2). ¢ : P| — P se
nazyvd isotonni, jestlize
r<y = o) <e(y).
[8, str. 23]

Pravym opakem je zobrazeni prevracejici usporaddni, také nazyvané antitonni, kde

r<y = oy) < o)
Budeme-li nahlizet na svazy jako na algebry, nejdilezitéjsimi zobrazenimi budou ta,
ktera zachovavaji obé operace.

Definice 3.14. Necht L, a Lo jsou svazy. Zobrazeni ¢ : L; — Lo je homomorfismus,
jestlize © zachovavd operace priuseku a spojent, tj. Vr,y € Ly
oz Viy) =) V2 o(y)
ez Ary) = () A2 p(y)
[8, str. 43]
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3.5. VLASTNOSTI SVAZU

Jelikoz je svaz zaroven usporadanou mnozinou, jsou svazové isomorfismy vzdy iso-
tonni. Dalsim dilezitym zobrazenim mezi svazy je isomorfismus. Jedna se o homomor-
fismus, ktery je navic bijektivni. Pokud existuje isomorfismus mezi svazy L; a Lo, pak
je nazveme isomorfni a piseme L, = Lo. Takové svazy mizeme v podstaté povazovat za
stejné a rozdily mezi nimi mtizeme zredukovat pouze na zalezitost vhodného pfeznaceni.
Pak je i mozné nadéle vynechat indexaci jednotlivych relaci.

3.5. Vlastnosti svazu

Svaz jsme si jiz definovali dvéma riznymi zpiisoby, jako uspofadanou mnozinu a jako
algebru. Je vsak skutecné nutné studovat rizné definice téze struktury? Samoziejmé,
nebot kazdy pohled ndm muze odhalit jeji rizné vlastnosti. Napfiklad tplnost svazu nelze
definovat algebraicky, nebot se jednd o pojem nélezejici Cisté uspordadanym mnoziném.

Definice 3.15. Svaz L se nazyvd uplny, pokud pro kaZdou podmnoZinu H C L existuje
ANH a\ H. [4, str. 24]

Tato definice je v podstaté samodudlni. Nebof existuje-li napfiklad supremum x néjaké
mnoziny, pak mnozina jejich hornich zdvor méa naopak infimum, opét prvek z. Proto
bychom si v definici vystacili i pouze s jednim z obou pojmil. Navic je zfejmé, ze pokud
kazda podmnozina mé supremum i infimum, musi i cely svaz mit nejmensi a nejveétsi
prvek.

Podobné jako prvocisla v oboru pfirozenych cisel, ve svazech je podobné vyznamna
skupina nerozlozitelnych prvki.

Definice 3.16. Nechf L je svaz. Prvek x € L se nazjvd spojové ireducibilni, jestliZe plati
e pokud L md nejmensi prvek, pak x # L
e Yu,v €L platiz =uVv = x=u nebox=n.
Prvek x € L se nazyvd prusekove ireducibilni, jestlize plati
e pokud L md nejuétsi prvek, pak v # T
e Vu,ve L platiz =u/Av = x=u nebox =n.
[8, str. 53]

V zajmu vétsi nazornosti lze obé druhé podminky definice piepsat pro spojové iredu-
cibilni jako

Vu,v €L u<zav<zr=uVuv<czx

a pro prusekové ireducibilni plati vztah dudlni.

Vlastné se jedna o prvky, jez nejdou rozlozit na prusek, pfipadné spojeni, jinych prvki,
takové zakladni stavebni kameny svazu. Mnozinu vsech spojové ireducibilnich prvkia ve
svazu L oznacime jako J (L) a mnozZinu vSech prisekové ireducibilnich jako M(L). Obé
tyto mnoziny jsou uspoiadané stejné jako svaz L, nebot prebiraji jeho usporadani.
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3.6. DISTRIBUTIVNI SVAZ GENEROVANY USPORADANOU MNOZINOU

Jelikoz jsme tyto prvky nazvali jakymisi stavebnimi kameny svazu, je zdhodno uvést, co
timto myslime. Chtéli bychom vyjadtit kazdy prvek svazu jako supremum nékolika spojoveé
ireducibilnich prvki, pripadné jako infimum prvkid prisekové ireducibilnich. Obecné to
sice provést nelze, ale alespon na konec¢nych svazech ano, jak popisuje nasledujici véta.

Véta 3.2. Necht L je konecny svaz. Pak Vx € L ezistuje podmnoZina F C J(L) takovd,
Zex=\/F.

A totéz plati dudlné, Vo € L existuje podmnozina F' C M (L) takova, ze v = A\ F.

Kromé vlastnosti, pomoci nichz jsme definovali svaz jako algebru, plati i dalsi identity
svazujici algebraicky koncept svazu a koncept svazu jako uspofadané mnoziny. Naptiklad
kazdy svaz splnuje nékteré nerovnosti.

Véta 3.3. Necht L je svaz a x,y,z € L. Pak plati
ez A(yVz)>(xAy)V(zAz2)
eV (yAnz) < (zVy A(zV2)
[8, str. 85]

Tyto nerovnosti se nazyvaji distributivni. Nejedna se o jediné nerovnosti, jez jsou ve
svazu splnény, ale tyto nds zajimaji nejvice, nebot davaji vzniknout jedné z dulezitych
trid svazl. Takové, kde jsou splnény jako rovnost.

Definice 3.17. Necht L je svaz. Tento svaz se nazyvd distributivni, pokud splriuje dis-
tributivni zakony, Vx,y,z € L

xA(yVz)=(xAy)V(zAz).

xV(yANz)=(xVy A(zVz).
[8, str. 86]

3.6. Distributivni svaz generovany usporadanou mnozi-
nou

Nyni se pokusime propojit usporadané mnoziny, jez jsme probrali v Gvodu, a podstatné
slozitéjsi strukturu distributivnich svazi. Nasim hlavnim cilem je vystavét distributivni
svaz, ktery jako podmnozinu obsahuje pravé uspofadanou mnozinu P, ktera popisovala
vsechny hodnoty kritéria v obraze. Svaz by pak mohl popisovat jejich vzajemné vztahy.

Pak by ale jisté bylo vhodné, abychom takovy svaz dokazali urc¢it jednoznacné. K tomu
nam dopomuze fakt, ze kazdy prvek konecného svazu lze zapsat pomoci ireducibilnich
prvki. V nasem pripadé lze konec¢nost usporadané mnoziny P povazovat za splnénou, ne-
bot v praxi lze pracovat pouze s kone¢nymi obrazy, proto lze ziskat zase jen koneény pocet
hodnot kritéria. Konec¢nost svazu bude souviset pravé s konecnosti mnoziny P. Zaroven
zde ukazeme, jak distributivni svazy souvisi s hornimi mnozinami.

Méjme uspofadanou mnozinu P. Mnozinu vSech hornich mnozin mnoziny P oznacime
% (P). Jelikoz se vlastné jedna o soustavu jistych podmnozin P, miZeme na % (P) zavést

20



3.6. DISTRIBUTIVNI SVAZ GENEROVANY USPORADANOU MNOZINOU

usporadani podle mnozinové inkluze C, ¢imz ziskame dalsi usporadanou mnozinu. Navic
prinikem ¢i sjednocenim hornich mnozin ziskdme opét horni mnozinu. Symbolicky, pokud
{Ai}Yier C%(P), pak (| Ai € % (P) ataké | A; € % (P). Takze % (P) tvofi Gplny svaz,
i€l i€l

jenz nazveme svaz horfw/ch mnozin mnoéinyeP. Ovsem dojde zde k jistému jevu. Pokud
mame v uspoiadané mnoziné P dva prvky z,y, kde z < y, pak Ty C 1z, nebot zkratka
ten mensi prvek ma ,nad sebou® vice dalsich prvki. Proto také v % (P) bude uspotradéani
opacné oproti P. O tomto pojednava [3, str. 37].

Nyni si ukdzeme, ze Vx € P tvofi 1 x spojové ireducibilni prvek svazu % (P).
Predpokladejme, ze o =U UV, kde U,V € % (P), zde je zfejmé, Ze x patii do jedné
z téchto mnozin, proto lze bez Gjmy na obecnosti predpokladat x € U. Pak T2 C U, ale
zéroveni T = U UV, proto T2 DO U, tudiz musi platit T2 = U. Cimz jsme si ovéfili
Ttz e J (% (P)), jak je uvedeno v [3, str. 116].

Déle jelikoz je P konec¢na, tak ma i konecny pocet hornich mnozin 1z generovanych
jednim prvkem. Kazda dalsi horni mnozina U € % (P) je sjednocenim nékolika hornich
mnozin {Tz;},ecscs. Proto jednak % (P) bude konecné a navic vSechny 12 budou tvofit
pravé mnozinu spojové ireducibilnich prvka {tz |z € P} = J (% (P)).

Véta 3.4. Necht je P konecnd usporddand mnoZina. Pak zobrazeni ¢ : x — T x je anti-
tonni zobrazeni (P, <) na (J (% (P)),2). /8, str. 116]

Na prikladech nize je uveden dualni piipad ke svazu dolnich mnozin, ktery je vsak
striktné analogicky. Mtzeme si na nich povsimnout zajimavého disledku. Nezavisle na
konkrétnich vlastnostech vychozi usporadané mnoziny, tvori mnozina jejich dolnich mnozin
distributivni svaz. Tato vlastnost souvisi s nasledujici vétou, nebof mnozinou ireducibil-
nich prvkid svazu muze byt prakticky jakakoliv usporadand mnozina.

N

Ly J(Lz) O(T(L2))

1\ Ls J(Ls) % O(J{Ls))

Obrazek 3.1: Ukdzka svazu dolnich mnoZin nad spojove ireducibilnimi proky distributivniho
(nahote) a nedistributivniho (dole) svazu. O znaci svaz dolnich mnoZin nad usporadanou
mnozinou J(L;) [3, str. 117]

Véta 3.5 (Birkhoffiiv reprezenta¢ni teorém). Necht L je koneény distributivng svaz. Pak
zobrazeni § : L — 2 (J (L)) definované jako

0(z) ={y € IJ(L) | v <y}
je isomorfismus L na % (J(L)). /8, str. 118]

Ovsem pokud svaz L nebude distributivni, tvrdime, ze timto postupem nad nim takovy
vytvorime. Tak jako tak jsme dokazali svaz vystavét z ireducibilnich prvki, jak bylo
naznaceno drive.
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3.6. DISTRIBUTIVNI SVAZ GENEROVANY USPORADANOU MNOZINOU

Tvrzeni 3.1. Necht P je usporddand mnoZina. Svaz % (P) je distributiond.

Zde si nastinime ideu diikazu. Horni mnozina je podmnozinou vychozi mnoziny, proto
se svaz % (P) sklddd z podmnozin P. Méjme libovolné horni mnoziny A, B,C' C P.
Tvrdime tedy, ze
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC).

Sjednocenim i prinikem hornich mnozin je opét horni mnozina a uvedenda identita na
systému podmnozin B(P) plati.

Navic, kdyz bude mit usporddand mnozina P nejvétsi prvek, bude i systém vSech
neprazdnych hornich mnozin %*(P) tvorit distributivni svaz. Protoze ma-li P nejvétsi
prvek, pak ho obsahuje kazda horni mnozina, ktera neni generovana prazdnou mnozinou.
Proto prinik prazdnych mnozin nebude nikdy prazdny, tudiz bude prvkem % *(P). Navic
nejvétsi prvek P bude tvofit nejmensi prvek v %*(P).

3.6.1. Volné distributivni svazy

Ziskali jsme sice distributivni svaz % (P), jehoZz prvky tvoii vSechna mozné kritéria a jejich
supréma, to nam ale zatim nestaci, nebot pro popis objekti v obraze se stale jedné o prilis
chudy aparat. Abychom mohli zachytit vSechny mozné vztahy kritérii, byl by vhodnéjsi
svaz volny.

Identita (rovnost) ve svazu je vyraz tvaru p = ¢, kde p a ¢ jsou jsou polynomy. Polynom
nad svazem L je vyraz n neurcitych zy,--- , x,, které mohou nabyvat hodnot z L a jsou
spojeny operacemi A, V a zavorkami. Polynom sam nabyva také hodnot z L.

Definice 3.18. Rekneme, Ze identita p = ¢ plati ve svazu L prdve tehdy, kdyZ p (xq,- -+, z,)
=q (1, ,2p), Va1, , 25 € L. [4, str. 28]

Definice 3.19. Necht L je svaz. Pro kazdou podmnoZinu H C L, H # () existuje nejmensi
podmnozina (H) C L obsahujici H a uzaviend vici A a V. Tedy (H) je podsvazem L,
ktery nazgvdme podsvaz L generovany H a H je generujici mnozina svazu (H). [4, str. 17]

Volny svaz je nejobecnéjsi ze svazli. V nasem ptipadé ale budeme pozadovat navic jeho
distributivitu. Prakticky se jedna o nejobecnéjsi distributivni svaz, ktery lze vytvotit nad
néjakou vstupni mnozinou P, jejiz prvky navic mohou spliovat néjaka usporadani. Nyni
si tedy Tekneme, co je volnost vzhledem k néjaké t¥idé svazi.

Definice 3.20. Necht jsou p; = q; identity Vi € I. Trida K vSech svazi splriujicich
vsechny identity p; = q;, © € I, se nazyva ekvacionalni tfida svazt. Fkvaciondlni trida je
trividlni, obsahuje-li jen jednoprvkové svazy. [4, str. 32]

Napriklad tfida distributivnich svazti D kromé identit idempotentnich, komutativnich,
asociativnich a absorp¢nich, aby viibec prvky tvorily svaz, musi spliovat i identity dis-
tributivni. Nyni si ukdZeme, co znamend pojem volnosti vzhledem ke generujici mnoziné
P, ktera splinuje néjaké nerovnosti, procez mizeme predpokladat, ze tvoii usporadanou
mnozinu.

Definice 3.21. Necht P je usporddand mnoZina a K je ekvaciondini trida svazi. Svaz
Fx(P) nazgvdme volny nad K generovany usporadanou mnozinou P prdvé tehdy, kdyz
jsou splnény nasledujici podminky
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3.6. DISTRIBUTIVNI SVAZ GENEROVANY USPORADANOU MNOZINOU
o Fx(P)eK
o P C Fk(P) aproVx,y,z € P plati:
MNMz,yb=zvP e sAhNy=zvFx(P)a\/{z,yt=2vP & xVy==zv Fx(P)
o (P) = Fk(P), tj. Fx(P) je nejmensi svaz dané€ tridy obsahujici P

e Necht L € K je libovolny svaz dané tridy a méjme isotonni zobrazeni ¢ : P — L
s vlastnosti N{z,y} = z v P = o) ANely) = ¢(z) a \{z,y} = 2z v P =
o(@) Vo(y) = ¢(2).

Pak existuje svazovy homomorfismus ¢ : Fx(P) — L, ktery rozsituje o, tj. Vo € P

je () = ¥(x).
[4, str. 32]

Tato definice je ponékud nepiehledna a neintuitivni, pokusime se ale alespon nastinit
vyznam jednotlivych bodt. Posledni podminku lze vyjadrit nasledujicim diagramem.

p—1 FK(P)

®

Obrézek 3.2: Komutugici diagram, [4, str. 33].

Rikame, Ze tento diagram komutuje, to znamena, Ze ¢ = 1) o). Zobrazeni ¢ je inkluze
usporadané mnoziny do svazu L se zachovanim usporadani a slozeni identity a homomor-
fismu v zobrazi tytéz prvky pres svaz Fk(P) zase na odpovidajici mista v L. Takze svaz
Fx(P) je oproti P obohacen o ty prvky, diky nimz spada do dané kategorie.

D4 se ukézat, ze volny svaz Fk(P) lze vytvorit pravé tehdy, kdyz existuje i svaz L
dané tfidy s vlastnosti Vz,y,z € P: N{z,y} =2v P& zAy=zv La\{r,y}=z2v
P& xvy=zv L, [4,str. 34].

Takovyto svaz L lze vytvorit pro kazdou usporddanou mnozinu P, jak je uvedeno v [4,
str. 36).

3.6.2. Dvoji vytvoreni svazu hornich mnozin

Volny svaz bude pro nase tcely velmi vhodny, ale zatim nemusi byt zcela ziejmé, proc
tomu tak je, ani jak volny svaz vytvofit. Opét ale budeme chtit, aby bylo zaruceno, ze
tento svaz vytvorime jednoznacné. Nabizi se pouzit stejny postup, jaky jiz byl jednou
uspésny pii vytvareni distributivniho svazu, a to vytvofeni soustavy hornich mnozin.
Prvni aplikaci jsme z obecné usporadané mnoziny P ziskali distributivni svaz % (P)
s inkluzi € : x 1 x. Pricemz jsme ukazali, ze obrazy prvkia z P tvofi v tomto svazu
spojové ireducibilni prvky. Nadale vSak budeme uvazovat pouze systém neprazdnych hor-
nich mnozin % *(P). Pfestoze v [4] ani [3] takova omezeni nepozaduji, v nasem piipadé si
vystacime s neprazdnymi podmnozinami, nebot dvoji inkluzi vytvofime v8echny potiebné
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3.6. DISTRIBUTIVNI SVAZ GENEROVANY USPORADANOU MNOZINOU

prvky. Ponechanim prazdné horni mnoziny by vznikly prvky navic, nula a jednicka svazu,
které by nebyly shodné s A{n(P)} a \/{n(P)}.

Kdyz nyni nad % *(P) vytvofime opét mnozinu v8ech neprazdnych hornich mnozin,
kterou oznac¢ime % *(%*(P)) = W (P), ziskdme novy distributivni svaz s usporadanim
<. Zobrazeni

n=¢eyp ocp, které n:x =1z

je slozenim dvou antitonnich zobrazeni, ¢imz zase dostavame zobrazeni isotonni. Tedy
r<yvP=1x<Tyve #(P).

V tomto ptipadé, kdyz je jiz % *(P) svazem, lze v souvislosti s jeho hornimi mnozinami
TU, U € %*(P), hovotit o hlavnich filtrech. Tudiz plati, ze hlavni filtry %*(P) tvori
spojové ireducibilni prvky svazu # (P). Jenze nékteré tyto filtry jsou generovany hornimi
mnozinami tvaru 1T x svazu P. Zduraznéme, ze tyto hraly tlohu spojové ireducibilnich
prvka v % (P). Dalsi idedly jsou pak tvofeny jako spojeni téchto ireducibilnich. OvSem
pti druhém zobrazeni €4« p) ;T2 11 2 dojde k dalsimu pfevraceni uspoiadani, proto se
vyznam téchto prvkt zmeéni.

Prvky, které v % *(P) byly spojové ireducibilni, se stanou zaroven prusekové ireduci-
bilnimi a prvky, jez byly spojenimi ireducibilnich prvki, se zobrazenim do # (P) pfeméni
ve pruseky obraziu prvka P. Tudiz kazdy prvek ve # (P) lze napsat jako spojeni prvkii
n(P) ¢i jejich pruseki.

Volny distributivni svaz nad P

Nyni zbyva pouze ovérit, jakou strukturu jsme ziskali dvojim vytvofenim svazu hornich
mnozin.

Véta 3.6. Méjme usporddanou mnozZinu P, pak # (P) je volny distributivni svaz gene-
rovany mnozinou P.

Diikaz. Staci ovérit podminky v definici 3.21, pricemz pracujeme s ekvacionalni tridou
distributivnich svazu D.
W (P) € D, protoze distributivita svazu hornich mnozin plyne z tvrzeni 3.1.

P C W (P) je ziejmé, dale 7 je slozenim dvou antitonnich zobrazeni, tudiz je isotonni.
ProtoVe,y € Proz <y = n(z) <n(y) =Tz <My =Tz >ty = z <y, zachovaji se
tedy i pfipadna suprema a infima.

P generuje # (P), nebot jakoukoliv aplikaci suprem a infim ziskdme vSechny prvky
z W (P) a se zachovanim distributivity nelze ziskat zadné dalsi.

p1 MWP)
Je nutné ukazat, ze pro dany svaz L € D a izotonni zobrazeni fﬂ\ /
¢ P — L existuje zobrazeni ¢ : #(P) — L takové, zZe W
1 on = ¢ je homomorfismus. [

Méjme prvek a € #(P). Jak bude ukdzdno pozdéji, lze jej jednoznacné zapsat (az na

komutativitu a idempotenci) ve tvaru o = \/ A a;, a; € P. Zobrazeni v lze definovat
i€l je;
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3.7. HORNI MNOZINY V OBRAZE

jako ¥(a) = VV A ¢(a;), coz ukazuje jeho existenci. Navic je urceno jednozna¢né az na
i€l jeJ;
komutativitu a idempotenci.
Déle Vx € P: (Y on)(zx) =v(n(z)) = (1T z) = ¢(x) a chceme ukazat, ze se jedna

o homomorfismus, ¢(a VvV ) = ¢ ((V A xj) v ( V A xl)) = c,p( V A xj).

i€l jeJ; keK leJy, i€IUK jeJ;
Podobny vztah plati pro pruseky, tedy ¢ je homomorfismus.
Timto jsme ukazali, Ze # (P) je volny nad t¥idou distributivnich svazi generovany
mnozinou P. O

3.7. Horni mnozZiny v obraze

Jednotlivé hodnoty kritéria jsou prvky usporadané mnoziny P. Jelikoz jsme jiz zavedli
horni mnoziny nad usporadanou mnozinou, nabizi se kritéria v relaci spjatosti prepsat do
pojmu tohoto systému podmnozin P.

Véta 3.7. Pro usporddanou mnozinu (P, <), mnoZiny A, B a zobrazeni o : A — P a
B B — P jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni

e Ya € A Jb € B takové, Ze 5(b) < a(a)
e Ma(a)lac A} CT{B(b)|b € B}

To, Ze prvni tvrzeni implikuje druhé, je zfejmé, nebot jiz vime, ze pokud je a(a) vétsi,
pak generuje mensi horni mnozinu. Druhy smér znamen4, Ze pokud je jedna horni mnozina
podmnozinou druhé, musi v té druhé byt alespon jeden mensi, coz je také pomérné ziejmé.

Disledkem je, ze muzeme upravit relaci spjatosti do nasledujiciho tvaru.

Véta 3.8. Necht z,y,z €V, pak v,y,2 € ¢ &
T{T{g(xz—l7xz> | 1 S ) S n} | <l‘0,‘ o 7xn>7 To =T, Tp = y} g
[6, str. 342]

Dikaz této véty plyne z véty predchozi, kterou aplikujeme nejdifive na zobrazeni &,
které zobrazuje dvojici pixelt do usporadané mnoziny P a nasledné na zobrazeni kazdé
cesty mezi dvéma body do #'(P).

3.7.1. Prakticka ukazka

Pro vétsi nazornost uvedeného postupu a lepsi porozumeéni celému definovanému konceptu
zde uvadime jednoduchy priklad. Vlevo je znazornéna usporadand mnozina se tfemi prvky
P = {a,b,c}, z nichz dva jsou porovnatelné. Na obrazku 3.6 byl generovan svaz hornich
mnozin (vpravo dole) nad tfiprvkovou mnozinou bez uspofadani (uprostied dole). Po-
v8imnéme si, Ze kdyz musime respektovat usporfadani, je svaz % (P, <) znatelné mensi.
Rozdil by se prohloubil u svazu #'(P, <).

Navic jsme ve svazu # (P, <) znazornili ireducibilni prvky. Spojové ireducibilni jsou
vyznaceny zelené, ty jsou zaroven obrazy prvka % *(P)\J (% *(P)). Prisekové ireducibilni
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jsou oznaceny modie a obrazy puvodnich prvki, jenz jsou zaroven prisekové i spojové
ireducibilni, jsou Cervené.

Pro vétsi nazornost je svaz navic opatien nékterymi skute¢né pouzitelnymi hodnotami
dvouprvkového kritéria .

Konkrétni postup vypada nasledovné: naptiklad pro podmnozinu {(1,3), (3,1)} C P
je T{(1,3),(3,1)} = {(1,3),(2,1),(3,1)}. Takto vytvofime horni mnoziny pro vSechny
neprazdné podmnoziny P, diky uspofadani si mohou byt nékteré z nich rovny, napfti-
klad 1(3,1) =1{(2,1),(3,1)}. Tyto podmnoziny pak uspofddame dle mnozinové inkluze.
Tentyz postup zopakujeme, ¢imz ziskAme mnozinu % (P). Druhd inkluze e4-(py funguje
prakticky stejné, pouze mame vétsi systém podmnozin.

wr (% (P,<),Q),<)=
(P, <) (#*(P,<),C) | ((W((P, S)),S)) |

T{(l/,3)‘§)} (1.3)y(2.1)
7‘(3,1). .T{(173)7(271)} (1’3)\,(3’1).

AN
| L ) \ o ®21)
(.l 3) HP T(%. o1(1,3) m (1,3)./ \.@)v[(l,é’)l\(zl)]

(1,3)A(2Bc< >.(3,1)

(L33

*(2,1)

3.8. Kategorialni pohled

Ackoliv jsme doposud pojem struktura pouzivali spiSe v intuitivnim vyznamu jakozto
charakteristiku néjakého usporadani ¢i vlastnosti objektu, je kolem matematickych struk-
tur vybudovéana rozsahla teorie, teorie kategorii, vytvarejici komplexni pohled na vSechny
typy objekti, jez se v celé matematice vyskytuji. Tato teorie nam tedy muze poskytnout
ponékud odlisny nahled na svazy.

Definice 3.22. .7 je matematickd struktura (strucnéji struktura), jestlize

e Pro kazdou mnoZinu X je uréena mnozina . [ X]|, jejiz proky nazgvame strukturace
mnoziny X a dvojice A = (X, a), a € & [X], nazgvdme objekty struktury .7 .

e Pro kazdé dva objekty A = (X, ), B = (Y, 3) je urcena mnoZina zobrazeni z X do
Y: homy (A, B) C Y™, jejiz proky nazjvdme morfismy z A do B, pricem? plati:

1. Pro libovolné dva morfismy f : A — B a g : B — C jejich sloZenim vznikne
morfismus go f : A — C.
2. Pro kazdy objekt A = (X, a) je identické zobrazeni idy : A — A morfismem.

[1, str. 12]

Prikladem matematické struktury mize byt prave struktura svazi, znacena Sva nebo
Lat (z anglického lattice). Struktura svazii neni nic jiného nez vSechny usporadané mnoziny,
pro jejichz kazdé dva prvky existuje supremum a infimum. Jeji podstrukturou je struktura
DLat distributivnich svaz.
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Objektem Lat je tedy svaz A = (X, <) nebo tfeba svaz B = (Y, <). Morfismy
homy(A, B) jsou zobrazeni f : X — Y, jenz jsou svazovymi homomorfismy, tedy Ze
zachovavaji suprema a infima, tj. Vz,y € X:

flxhay) = f(z)As fy)
flevay) = f(z) Ve fy)

Ovsem strukturou je naptiklad i struktura usporadanych mnozin Pos, nebo tieba Met -
struktura metrickych prostorti, a fada dalsich.
Predevsim nam ale teorie kategorii mtize pomoci lépe porozumét pojmu volnosti svazu.

Definice 3.23. Rekneme, e objekt (X, a) je volny nad mnozinou M, jestlize plati M C X
a pro kazdy objekt (Y, ) a kazdé zobrazeni fy : Y — M existuje prdavé jedno rozsirent
na morfismus f : (X,a) — (Y,B). To znamend, Ze [ je jediny morfismus takovy, Ze
VYme M : f(m)= fo(m). [1, str. 59]

Jiz na prvni pohled je jasné, zZe je tato definice o poznani jednodussi, nez definice
volného svazu uvedena diive, takze by mohla byt i ponékud srozumitelnéjsi. V podstaté
jedinym zasadnim pozadavkem je to, Ze zobrazeni f, musi byt jednoznacné rozsititelné
na zobrazeni celé mnoziny X na Y s tim, ze vysledné zobrazeni musi byt morfismem. To
znamena, ze musi zachovavat dilezité operace ¢i vyznacné prvky dané struktury. Intui-
tivné feceno, pokud jsme ze zadanych prvka M a pravidel pro morfismy na dané struktuie
schopni jednozna¢né ,dopocitat® zbylé obrazy prvki z X, pak je (X, ) volné vygenerovan
z M.

Vétsimu porozumeéni konceptu volnosti pomiize nasledujici ptriklad. Struktura mono-
idt Mon je struktura mnozin s jednou asociativni binérni operaci a neutralnim prvkem.
Tvrdime, Ze objekt (N, +,0) je volny nad mnozinou M = {1}. Morfismy na monoidech
musi zachovat neutrlni prvek a operaci, tedy Vz,y,€ X : f(x +y) = f(z)- f(y). Za
druhy objekt si zvolme tfeba (X, -, 1) € Mon. Zobrazeni f; : {1} — X je déno jako
fo(1) = z. Nadale postupujeme dle pravidel pro morfismy. Diky zachovani neutralniho
prvku je f(0) = 1 a kviili zachovani operace je f(2) = f(1+1) = f(1)- f(1) =2 -z = 27,
f(3) = 23 a tak déle, aZ vytvotfime obrazy vSech prvki Ny. TakZe (Ng, +,0) je zcela jisté
volny nad {1}.

V nasem pfipadé je svaz #(P) € DLat volny nad mnoZinou P, nebot zobrazenim
fojen: P — #(P) apokud vybereme libovolny svaz L € DLat a isotonni zobrazeni
¢ : P — L, pak existuje jediny svazovy homomorfismus ¢ : #(P) — L takovy, Ze
¢ = 1) on. Tato podminka je totiz v podstaté tataz, jako posledni podminka v pfedchozi
definici volného svazu, jiz jsme uz vsak ovérili. Neni tak nutno ovérovat dalsi tii podminky:.

Vytvorili jsme tedy vztah mezi usporadanou mnozinou a distributivnim svazem. Ka-
tegoricky vztahy mezi riznymi strukturami popisuji funktory.

Definice 3.24. Funktor z kategorie % do kategorie £ je predpis F : X — £, ktery
o kazdému objektu A z kategorie & pritadi objekt F(A) z kategorie L,

o kazdému morfismu f : A — B kategorie ¥ pritadi morfismus F(f) : F(A) — F(B)
kategorie £ tak, Ze plati:
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1. F(go f) = F(g) o F(f) pro libovolné morfismy f : A —- Bag: B — C
v kategorii K

2. F(idy) = idpay pro kaZdy objekt A € KX
[1, str. 173]

Takze navic ziskavame funktor z kategorie Pos do kategorie DLat, # : (P,<)
U (U*(P,<),C). To znamen4, Ze jakmile objevime morfismus jedné uspofadané mnoziny
na druhou, zname také morfismus mezi jejich volnymi distributivnimi svazy.

Diilezitym typem funktoru je zapominajici funktor, ktery je definovan pro libovolnou
strukturu .. Definujeme jej predpisem

Uy : ¥ — Set, ktery Uy : (X,a) — X,

dle [1, str. 176]. Tento funktor v podstaté ,zapomind“ strukturaci objektu, to znamena,
ze mu prifadi jeho nosnou mnozinu.

Jina definice volné struktury uvedend v [1, str. 228] stavi pravé na volném funktoru.
Volnyg objekt nad mnoZinou M je objekt Ay takovy, ze plati M C Agy a inkluze

v: M — U(A)
mé vlastnost, ze pro kazdy objekt A a kazdé zobrazeni f,
f:M—UCA)

existuje pravé jeden morfismus f*: Ay — A, ktery rozsifuje zobrazeni f. To znamena, ze
U(f*)ov = f je morfismus.

V nasem pfipadé to znamena, ze # (P) volny nad mnozinou P, kdyz plati P C # (P)
a pro inkluzi
n:P—UW(P))

plati, Ze pro kazdy objekt (svaz) L je kazdé zobrazeni f : P — L jednozna¢né rozsititelné
na morfismus f* : #(P) — L.

To také znamend, ze U(f*) on = f je morfismus. CimZ ale dostdvdme obdobnou
definici jako v pfedchozich pripadech. Staci pouhé preznaceni f = ¢ a f* = 1 a vidime,
ze dostavame posledni podminku prvi definice volného svazu, pouze s pozadavkem jed-
noznacnosti navic, ta je tam vsSak splnéna, vzhledem j jednoznacnosti toho, jak jsme
definovali.
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4. Termové prahovani

Tato kapitola pfedklada hlavni myslenky vcetné zakladnich teoretickych podkladi a
metod pro vicekriteridlni prahovani obrazu. Hlavni myslenky jsou nastoleny v [6], odsud
v této kapitole pfebirame i vétsinu vysledk.

4.1. Spojitostni term

Prvky ve # (P) lze zapsat jen pomoci prusekit a spojeni prvkiu puvodni usporddané
mnoziny. U takového zapisu lze vsak dosahnout jisté struktury, ktera pak bude vyhodna
predevsim pfi zpracovani vysledného algoritmu.

Disjunktni normalni tvar

Tento pojem pouzivame piedevsim pro popis termi v Booleové algebte. Term je ve zkratce
souborem proménnych, které nabyvaji hodnot prvku algebry, spojenych operacemi prii-
sekil, spojeni a zavorkami. Kazdy term booleovské algebry se da pfevést na nasledujici
tvar.

Definice 4.1. Rekneme, Ze booleovsky term p(xy,--- ,x,) je v disjunktnim normalnim
tvaru (DNF), jestlize je spojenim konjunktivnich klauzuli tvaru x7* N -+ N xir, kde z5° je
rovno termu x; nebo jeho negaci. Termy tvaru z5" nazyvame literédly. /8, str. 103]

Prestoze Booleova algebra je svaz jinych vlastnosti, nez svazy, se kterymi zde pracu-
jeme, je dobre pouzitelny i v tomto kontextu. V podstaté se totiz nejedna o nic jiného, nez
popis struktury prvkia ve svazu. Pfedevsim v distributivnich svazech nemame definovan
pojem negace, ale jiz jsme zjistili, Ze prvek svazu # (P) je disjunkci nékterych prvki,
které mohou byt zase zapsany jako konjunkce.

Tvary prvki ve # (P) jsou tedy jasnou analogii disjunktniho normélniho tvaru, pficemz
literaly tvori praveé prvky vychozi usporadané mnoziny P, pouze bez negaci.

Proto mizeme psat

H{M{aljeryliely=\/ \

i€l jeJ;

Diky tomu, Ze prvky # (P) jsou jednozna¢né urceny jako spojeni ireducibilnich prvki,
které jsou opét jednoznacné vici prisekim prvkd pivodni mnoziny, je i zapis v disjunkt-
nim normélnim tvaru vzdy jednozna¢ny az na potradi a opakovani (coz je vSak nepodstatné
diky komutativité a idempotenci). Toto je jedna ze zésadnich vyhod distributivnich svazi.

Jesté si specifikujeme, jak v tomto zépisu funguji obé operace ve svazu # (P). Mé&jme
dva prvky «, 8 € #/(P) zapsané ve tvaru o = \/ A aja 8=\ A a. Pak plati

i€l jeJ; keK ledy,
avi=\V Ao oa ang= /\w/\az)
i€lUK jeJ; (i,k)EIXK j€J; ledy,
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4.1. SPOJITOSTNI TERM

Opét se vratme k relaci blizkosti. Operace s hornimi mnozinami, jaké jsme provedli
ve vété 3.8, napadné pripominaji uvedeny zapis. Pokusime se toho vyuzit a prepsat je na
operace priseki a spojeni nad jednotlivymi kritérii. Takto ziskame ptredpis

T m) [1<i<n} [ (@o=w,21,- - 2n=y)} = V N Eior ),

(wo=a,@1, rn=y) 1<i<n
ktery bude zcela zasadni pro celou metodu.

Definice 4.2. Pro dany pdr pizeli x,y v digitdlnim obraze (V,x, f) s kritériem & : V2 —
(P, <) je spjatostni term pixelu (x,y) definovdn jako term ve # (P)

K(,y) = V N &)

(ro=w,21, T =y) 1<I<n

Nadéle mizeme pro zjednoduseni znacit # (P) jenom jako L. Takze spjatostni term
bude zobrazeni x : V2 — L.
Nyni také lze prepsat celou relaci spjatosti do pomérné jednoduché nelinearni podoby

(x,y,2) € P < k(z,y) < k(z,2),

ktera je zcela analogicka linearni relaci, pouze jsme p nahradili za x. Takto navic mtzeme
prepsat i oba fuzzy objekty. OvSem misto redlného prahu ¢ je nutné také pouzit nelinearni
obdobu. Jelikoz k(x,y) je prvkem L, tak je nutné tento term porovnavat opét s jinym
termem, proto jako prah pouzijeme 7 € L.

Oz, 7) = {ueV|k(z,u) <71}
Qz,y) = O (z,r(z,y)) = O(y,k(z,y)).

Tento postup je skuteéné rozsifenim ptivodni metody, nebot pro linedrné usporadanou
mnozinu P nejsou v obou pfistupech rozdily. Priisek na konec¢né linearné usporadané
mnoziné odpovidd minimu, spojeni naopak maximu. Takze svazem L bude opét fetézec,
jako prah tudiz postaci realnd hodnota.

Ani vyznam obou fuzzy objektl se nijak vyznamné neméni. Objekt Q(z,y) je opét
nejmensi objekt urceny kritériem &, ktery obsahuje x i y. Prestoze je objekt ) pro predem
dané kritérium urcen jednoznacné, ani v linearnim pripadé neni pravé trivialni jej urcit.
Opét je nutné prochazet cely obraz, aby viibec bylo mozné urc¢it hodnotu fuzzy spojitosti
k(z,y). Pozdéji zde predstavime algoritmus, jak jeji hodnotu ziskat, ale brzy uvidime, zZe

Dalsi analyzou relace spjatosti uvedené diive a v definici 3.7 ziskdme néasledujici ekvi-
valence

(x,y,2) € P & kK(z,y) = \/ /\ (i, m) < k(x,2) &

(zo=z,x1, xn=y) 1<i<n
g v<l‘:l‘07 Ly, 7xn:y>7 E|<x:y07 Y1y 5 Yk :Z> :
V(yi-1,y) I (@j-1,25) (o1, 25) < E(Yi1,9i)

Pokud kritérium bere v tivahu také vzdalenost pixelt, nemusi byt ¢lanek na cesté nutné
tvoren prilehlymi pixely, naopak dvojice pixeltl s néjakou vétsi vzdalenosti d muze byt
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4.1. SPOJITOSTNI TERM

vyhodnéjsi, pokud dava dobrou hodnotu dalsich vlastnosti. Neni proto nutné pozadovat
cestu piimo po ¢lancich. Takze pro suprema a infima pouzijeme obecné indexové mnoziny
a J;, 1 € I. I tedy bude mnozina néjakych obecnych cest z x do y s pohyby po nepfilehlych
pixelech. Takze dostavame

V A o)<z & VeI Mo =yo =2

i€l (uw)ed;

YV (yic1,y:) 3 (u,v) € J; E(u,v) < E(Yimt,¥i)

Pokud nyni misto kritérii pouzijeme literaly s € P na cestach J; C P, dostavame

\/ /\ s<k(z,z)eViel Hz=yo, Y,y =2) YV (Yim1,¥;) 35 € i s < E(Yi-1,4:)

i€l s€J;

Diisledkem je nésledujici véta.

Véta 4.1. Pro dané literdly s; € P C L, j € {1,--- ,m} a termy a; € L ve tvaru priseku
literdli s i € {1,--- ,n}, m,n € N, plati
/\ s; <k(z,z) &
Je{177m}
g E|<x:y07yl7"'7ykzz v y’b 1, Yi \/ yz 1»%))»
j=1

\/ a; < k(z,z) <

n

< /\ o =yo, yr, -+ e = 2) YV (Yi-1, 4) (@ < (W1, )
i=1

kde operdtory \/ a N\ aplikované na formule znaci logickou disjunkci a konjunkcs.
j=1 i=1
[6, str. 343]

Jiz vime, jaké jsou vyznamy literali, popisuji spjatost dvojic pixeli. Vyjadiuji v pod-
staté to jak snadné ¢i obtizné bylo pfejit z jednoho pixelu na druhy Ovsem pfesunem
nam dava nahled na to, jaky je v obraze vyznam termii.

Prisek literalt funguje v obraze spiSe jako disjunkce. Ptfi pohybu po cesté s termem
ve formé konjunktivni klauzule, naptiklad s; A s, se totiz mtizeme pohybovat po pixelech
spjatych s mirou s; nebo s9, ale samotna cesta je popsana literaly s; a ss.

Pro lepsi pochopeni divodu této zdanlivé nekonzistence se presunime zpét ke svazu
% (P). Prvek, ktery byl v L ve tvaru s; A sq, vznikl jako obraz 1 {si,s2} € Z(P).
Takze v % (P) se jednalo o supremum sup{?1 sy, Tsa}, coz je ale totéz, co sjednoceni dvou
podmnozin P, a sice 151U 1 s2. Coz objasnuje, pro¢ cestu popisuje sjednoceni jednotlivych
kritérii.

Naopak spojeni dvou termtt ma vyznam konjunkce. Bude-li term naptiklad ve tvaru
spojeni dvou literald s,V s9, musi byt dva pixely spjaty s mirou s, a zdroven s,. Pfesné toto
fikd druhd ekvivalence uvedené véty, tedy ze z jednoho pixelu do druhého musi existovat
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4.1. SPOJITOSTNI TERM

cesta s termem s, ale zaroven i cesta s termem $o, ovSem neni nutné, aby ty cesty byly
stejné.

Dosud uvedené véty byly stale analyzou relace ®, coz znamena, ze posuzovany bod
z: (z,y,2) € ® lezi v oblasti O(z, 7) uréené body = a y. Z posledni véty tedy lze odvodit

postup, jak vytvofit oblast ©. Pro libovolny term tvaru = \/ AN si; z druhé
i€{l, n} je{l,- m;}

O (z,7) = ﬂ O (r,7),

ekvivalence plyne

je{L... ,mi}
kde 7, = A si;. Tim se ndm zjednodusil problém na hledani © (z,7;) pro kazdé
je{L... ,mi}
i € {1l,---,n}. Bohuzel v tomto pfipadé uz nelze problém zjednodusit na pouhé sjedno-

ceni kritérii. Mé&me napfiklad term tvaru s; A so. Oblasti O (z,51) a © (z, s2) obsahuji
pixely, do nichz se lze dostat pomoci jednoho z téchto kriterii, ale vybereme-li bod na-
priklad z © (z, s1) a vezmeme v tvahu i literdl sy, 1ze najit dalsi pixely spjaté s onim vy-
branym bodem s mirou s, které ale nemusi lezet v © (z, s2). Tudiz ©(z, A s;;) 2
je{17...7mi}

U  ©(z,s; ), proto pouhé sjednoceni nestaci.

ie{1, - m;
o Mistc}) toho je nutné pouzit iteracni algoritmus postupného zvétsovani oblasti. Za¢neme
s T'= {z}. V kazdém kroku vybereme u € T a najdeme vSechny okolni pixely v €
V' splivjici £(u,v) > s;; alesponl pro nékteré j € {1,---,m;}. VSechny takové pixely
v priddme do 7. Diky tomu, Ze pracujeme nad koneénym obrazem, algoritmus skonci a
vyslednd mnozina pak bude T'= O (z, ;).

Teoreticky tento algoritmus zni jednoduse, ale vyvstava problém s hledanim vyho-
vujicich pixeld v. Hrozi totiz, ze v kazdém kroku bude nutné projit cely obraz, coz by
mohlo zptisobit zna¢né zhorSeni vypocetni naro¢nosti. Tomuto bude mozné predejit, jen
pokud zapojime vice znalosti daného problému a jeho vlastnosti. Konkrétné zde ome-
zime algoritmus pouzitim hlubsich znalosti o struktufe kritéria . Jiz dfive jsme kritérium
specifikovali jako uspofadanou n-tici podobnosti v jednotlivych vlastnostech.

V zajmu zjednoduseni algoritmu budeme nadale pozadovat, aby prvni hodnota kritéria
popisovala rozdil vzdalenosti d, samoziejmé s prevracenym usporadanim, coz je ovsem
rozumné pro vSechny parametry kritéria, nebof o jakoukoliv vlastnost se jednd, maly
rozdil hodnot znaci velkou podobnost a naopak velky rozdil svéd¢i o malé podobnosti.
Takze budeme uvazovat jen kritéria tvaru s = (d,ay, - ,ag_1).

V algoritmu lze toto omezeni uplatnit nasledujicim zptisobem. Misto prohledavani
celého obrazu sta¢i pixely v vyhovujici podmince £(u,v) > s;; hledat pouze v (rela-
tivné k velikosti celého obrazu) malém okoli pixelu u. Toto okoli ur¢ime podle vzdalenosti
d; ; piislusejici literdlu s; ; a samoziejmé podle zvolené metriky. Samozfejmé je zbytecné
jednou akceptovany pixel porovnavat s dalsimi literaly. Dalsimi iivahami o seskupovani
literali v klauzuli dle parametru vzdalenosti bychom mohli dosahnout prohledavani pro
specifické klauzule jen v daném rozsahu vzdalenosti. Timto by se dalo dosahnout maxi-

Yo/

vyhledavani.
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4.2. PRIPUSTNE MNOZINY
4.2. Pripustné mnoziny

Nasim cilem je v obraze najit objekt O(z, 7) obsahujici vychozi pixel z, ktery je uzavien
vzhledem k podobnosti s mirou alespon k(z,y). Co se vSak stane, kdyZ vybereme jiny
vychozi pixel? Pokud vybereme jiny pixel z dané oblasti z € ©(x, 7), nutné ziskdme opét
stejnou oblast, vybereme li v§ak bod mimo toto ©, ziskdme zcela jinou oblast, ktera vsak
nema s tou pfedchozi zadné spolecné pixely. Protoze Vu € V'\ O(z, 7) je k(x,u) < 7, jinak
by takovy bod musel byt v dané oblasti. Takze nutné Vz € O(z,7) je k(z,u) < 7, jinak
bychom se béhem algoritmu budovani © dostali az do u, takze Vz € ©(x,7): 2 ¢ O(u, 1)

Véta 4.2. Pro dany digitdini obraz (V,m, f) s kritériem & : V2 — P spliujicim obé
dodatecné vlastnosti pak pro kazdy term T € W (P) existuje rozklad V', jehoZ tridy jsou
uzavreny vuci podobnosti alespon s mirou T. [6, str. 345]

Definice 4.3. Tridy ekvivalence z véty 4.2 nazveme pIipustné mnoziny. Systém vsech
pripustnych mnozin oznacime <7 .
Pro danou mnozinu X CV definujeme o/x = {B € o/ | X C B}. [6, str. 345]

o/ tedy v podstaté predstavuje systém vSech moznych fuzzy objektt v obraze pro

vSechny mozné hodnoty prahu. Pak .&7x je soubor vSech fuzzy objektti obsahujicich mnozinu
X.

Tvrzeni 4.1. Ke kaZdé neprazdné podmnozing X C V existuje nejmensi pripustnd

mnozina Q(X) obsahugici X. Jestlize X = {x,y} pro néjaké pizely x,y,€ V, pak Q(X) =
O(z, k(z,y)). [6, str. 345]

Doposud jsme se snazili vybérem jednoho, pro objekt velmi charakteristického pixelu,
postihnout cely objekt, zaroven s nastavenim nejvétsi mozné odlisnosti vybranim druhého
pixelu, co nejméné podobného prvnimu, ale stale s velkou jistotou nalezejiciho objektu.
Pii pouziti redlnych snimacich zafizeni se ale ani hladka plocha nemusi zobrazit jednolité,
v obraze se muze projevovat naptiklad sum ¢i artefakty zpiisobené datovou kompresi
nebo zmensenim obrazu. Proto pouhé dva body nemusi charakterizovat objekt dostatecné
presné. Zavedeni pripustnych mnozin nam poskytuje aparat, jak charakterizovat objekt
néjakou jeho podmnozinou. Nejjednodussi pripad, dvouprvkovd mnozina X, nas vraci
k ptivodnimu pristupu, toto je tak jeho velmi rozumnym rozsitenim. Jak vSak postupovat,
pridame-li dalsi bod? Odpovéd je v nasledujici vété.

Véta 4.3. Mejme pizely x,y,z € V, pak
Qz,y,z) = O(x, k(x,y) A Kk(zx, 2)).
[6, str. 345]
Podobné miizeme ptidavat body v podstaté do libovolného poctu, z ¢ehoz vyplyva
nasledujici véta.
Véta 4.4. Méjme mnozinu X = {xg, x1, - ,x,} CV, pak
Q(X) = O(z,

R(Ti 1, 2;))-

n

2

[6, str. 345]
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Metoda termového prahovani je velmi elegantni, nebot velmi komplexné analyzuje po-
dobnost pixelt a rozhodne o podobé hledaného objektu jen na zakladé nékolika vychozich
bodi. Zjistili jsme, ze hledany objekt tvori pravé jedna z pripustnych mnozin a predstavili
algoritmus pro jeho nalezeni. Celd metoda vSak zavisi na znalosti spjatostniho termu.

4.3. Urceni spjatostniho termu

Pracujeme nad digitalnim obrazem (V,n, f) s kriteriem & : V? — P. Mame vybranu
mnozinu bodi, o které jsme pfesvédceni, ze nalezi hledanému objektu. Nasim cilem je
nalézt nejmensi pfipustnou nadmnozinu, jez bude hledanym objektem. Jakmile zname
pozadované spjatostni termy, nejednd se o naroc¢ny tkol. Zde si uvedeme algoritmus pro
jejich nalezeni, ale jak brzy zjistime, tato uloha je o poznani slozitéjsi.

Zacnéme vybérem dvou pixeld x,y € V reprezentujicich hledany objekt. Chceme
nalézt jejich spjatostni term ve tvaru x(z,y) = \V A &(xio1,xi).

T=10,T1, ,Tn=y) 1<i<n

Spojeni znaci, ze bychom méli hledat pres v(éechny cestyy>z x do y, coz vSak vede na
algoritmus principidlné jednoduchy, ale s netinosné velkou slozitosti, kterd dosahuje az
fadu O(3V1), a to jen pii zvoleni jednoduché 4pfilehlosti.

Misto prohledévani vSech cest, které nelze nijak rozumné omezit zaroven s pozadav-
kem, ze vysledkem bude nejvétsi mozny term, se pokusime posoudit vSechny termy ve
# . To se muze zdat jako nefesSitelny tkol, nebof svaz # ani explicitné nezndme a ani
se nebudeme snazit jej generovat. Vzhledem k rozsahlosti mnoziny P, ktera miize mit az
% prvki, by to totiz nebyl efektivni postup, v podstaté by to znamenalo ovérit kazdou
podmnozinu P. Stac¢i vSak védét, ze tento svaz existuje a mizeme vyuzit jeho vlastnosti.

Vime, Ze obsahuje nejvétsi prvek a zname i jeho podobu T = {(z,x), kterd v praxi
bude vypadat jako k-tice samych nul. Algortimus proto za¢neme s termem 7 = T a
postupné jej budeme snizovat, ¢imz se bude zvétsovat piislusna oblast ©.

Vime uz, ze hledany term r(z,y) = \V 7; je spojenim jednotlivych klau-

(z=z0,21,"" ,Zn=Y)
zuli a vysledné hledand oblast O(z, k(z,y)) = N O(x, ;) je prunikem oblasti
(z=z0,21, ,Zn=Y)

vzniklych z téchto klauzuli. Proto staci hledat pouze termy tvaru konjunktivnich klauzuli.
Je nutné vsak najit vSechny, které jsou dostatecné malé, aby pfislusna oblast s bodem
x obsahovala i bod y, takové termy nazveme cilove. Je tedy postacujici, kdyz se budeme
pohybovat pouze po konjunkcich literalu.

Déle si uvédomme, Ze neni nutné prochazet vSechny mensi termy, ale jen ty, které
povedou ke zvétSeni oblasti. Term lze snizit jeho konjunkci s néjakym literalem, nebot
pro jakékoliv termy o, psi vzdy plati o A < ¢ a o A < 1p. Vybereme tedy vSechny
literaly, které povedou ke zvétseni oblasti. Pochopitelné se musi jednat o literaly, které
soucasny term neobsahuje. Pokud by totiz bylo mozné piidat do oblasti © néjaky bod
pridanim literalu [, ktery uz vsak je v 7, museli bychom se do tohoto bodu dostat uz pii
budovani ©. Zaroven se ale budeme snazit zvétsovat oblast co nejméné, to znamena, ze ze
zvétSujicich literdld vybereme jen ty maximalni, tuto mnozinu oznacime M (7). Prochézeni
vSech literald zptsobi vétveni algoritmu.

34



4.3. URCENI SPJATOSTNIHO TERMU

Je ziejmé, 7Ze plati 1 < 7 = O(z,71) 2 O(x, 2). Proto jakmile zjistime, Ze néktery
term dal vzniknout oblasti zahrnujici bod y, neni tfeba kontrolovat vSechny mensi, protoze
prislusné oblasti také obsahuji y.

Shrneme-li tyto ivahy, mame algoritmus postupného zvétsovani ptivodné jednoprvkové
oblasti {x} maximalnimi moznymi termy. Prohledavani kazdé z vétvi stavového prostoru
1ze ukoncit, pokud dosahneme bodu y nebo pokud ziskdme term mensi, nez néktery cilovy.

Algoritmus hledani spjatostniho termu

Ve vychozim stavu mame frontu F' cilovych termt, ktera je prazdna, a s frontu () posu-
zovanych termi, kterd obsahuje pouze term T.

1. Odebereme term 7 ze zacatku fronty @)

2. Najdeme mnozinu M(7), kterou tvoii maximdalni prvky mnoziny {&(u,v) | u €

O(z,7), veV\O(z,7)}

3. VI € M (1) zkontrolujeme, zda je v F' né&jaky vétsi term nez 7 A [.
Pokud ne, zkontrolujeme, zda y € ©(z, 7 Al):

e pokud ano, 7 Al vlozime do F' a z F' odstranime vSechny mensi termy,

e pokud ne, 7 Al vlozime do @), pokud uz tam neni.

4. Je-li () prazdna, algoritmus konci. V opac¢ném ptipadé pokracujeme opét bodem 1.

Na konci F' obsahuje jen maximalni cilové termy, coz jsme zajistili kontrolou vétsich
termid v tvodu tretiho kroku. Pokud bychom v F' néjaky vétsi term nasli, znamenalo by
to, ze 1 pravé analyzovany term je schopny dosdhnout y, proto neni tieba jej kontrolovat,
ale ani zapisovat do F', protoze mensi term neovlivni kone¢né spojeni.

Diky prochézeni mnoziny M (7) prochézime obraz jen pomoci literali, které jsou nutné
k tomu, abychom zvétsili oblast ©, bez ¢ehoz logicky viibec nelze dosahnout bodu y. Navic
tim eliminujeme termy, které nevedou k cili, nebo které lze ,obejit“ tak, ze je stejné
ziskdme v pozdéjsich fazich algoritmu. Proto tvrdime, Ze vSechny cilové termy jsou bud
v seznamu F' nebo jsou mensi, coz vede k tvrzeni nasledujicimu.

Tvrzeni 4.2. Po skonceni algoritmu je k(z,y) =\/ F. [6, str. 346]

Na tomto tvrzeni stoji cela aplikovatelnost algoritmu. Diikaz stavi na tom, ze ukazeme,
Ze ze prave cesty s maximalnim termem dostanou sviij term do F'. Je vSak ponékud zdlou-
havy, ale lze jej snadno dohledat v [6, str. 346].

Algoritmus je bohuzel velmi pomaly, proto si pozdéji predstavime i nékolik moznosti
jeho zrychleni. V nehorsim pfipadé je nutné pocitat s kazdou moznou pfipustnou mnozi-
nou, nebot ji prislusi néktery term 7, ktery je tfeba analyzovat. Mnozinu 7 tvoii nejvyse
vSechny podmnoziny V, coz je pocet 2IV|. Nejvétsi pocet termt, které lze zapsat do se-
znamu Q, je tedy také 2!VI ale slozitost kazdého kroku algoritmu je fadové nizsi, proto
celkova, slozitost bude nejhiite fadu O(2/V1). Coz je sice asymptoticky lepsi, nez O(3IV1),
ale stale je to slozitost velmi Spatna.
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Nejhorsi piipad vsak také znamena, ze, vzhledem ke konstrukci mnoziny M, se prida-
nim literalu k termu pfislusna oblast zvétsi o jediny bod. Vétsinou vsak budeme pracovat
s obrazy, které obsahuji spise hladké oblasti, nez absolutné nahodny Sum. Proto oblasti
porostou rychleji a pripustnych termt bude ve skutecnosti nizsi pocet. Dalsim predpokla-
dem nejhorsiho mozného scénare je, ze pro dosazeni cilového bodu je nutné projit vsechny
termy. Takovy scénaf vsak nastane, jen kdyz budou cilové termy jen ty minimalni, napti-
klad pokud by vSechny termy byly nesrovnatelné. ani takovy pripad vSak ve skutecném
obraze nejspiSe nenastane. Skutecné vypocetni casy tak zdaleka nedosahuji horni hranice.

Timto jsme polozili kompletni teoreticky zaklad metody vicekriteridlni segmentace.
Nyni tedy lze pristoupit k jeji prezentaci a moznym vylepsenim
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5. Implementace

V zajmu lepsi ilustrace dosud pfedstavené teorie byla provedena implementace algo-
ritmu pro hledani spjatostnich termt. Vystupem je pfilozeny program, jenz byl naprogra-
movan v jazyce C++ s uzivatelskym rozhranim ve frameworku Qt.

Samotny kdéd se sklada z nékolika ¢asti. Soubor main.qgml mé na starost uzivatelské
rozhrani programu, které zde vsak nebudeme rozebirat. V souboru FuzzyAlgorithms.h
se nachéazi obsluha vsech metod, zatimco samotné algoritmy se nachézeji v souboru
FuzzyAlgorithms.cpp. Propojeni uzivatelského rozhrani a vnitini logiky programu se
déje v souboru main. cpp. Dalsi hlavickové a zdrojové soubory obsahuji nékteré pomocné
struktury. Témi jsou obrazek, pixel, term a indicator.

5.1. Segmentace zaloZena na afinité

V programu je taktéz implementovan algoritmus afinitni segmentace s afinitou

2
U(z y)=< —1)
’ fl@) _ f ’
1+|255 - 25y5|

kde f(z) a f(y) jsou hodnoty jasu obou pixeld v rozsahu (0, 255). Je zde moznost vybrat
vychozi bod a zvolit prah, ale vzhledem ke zvolenému kriteriu je metoda pomeérné necitliva
a prah je nutné volit velmi vysoky. Pfipadné lze vybrat dva body v obraze a prah se zvoli
automaticky. Vstup zpracovava metoda connMap (), kde se vytvori instance obrazu. Ten
je prochézen nésledujicim algoritmem dle [2, str. 75].

Dynamicky program pro fuzzy segmentaci. Mame frontu pixeld (), novy obraz
(V,m,m;) a vychozi bod x. Ve vychozim stavu obsahuje () pouze bod z a hodnoty spja-
tostni mapy jsou my(x) =1 a m,(u) =0, Yu € V,u # x.

1. Vyjmeme u z Q.
2. Yv € V takové, ze (u,v) € m a provedeme nasledujici:

e nastavime s = min{m,(u), ¥ (u,v)},

e pokud s > m,(v), pak v vlozime do ) a nastavime m,(v) = s.
3. Je-li Q) prazdna, algoritmus konc¢i. V opacném piipadé pokracujeme opét bodem 1.

Vsechny vystupy programu se ukladaji do slozky output, jez je umisténa ve slozce
s programem. Nazev souboru se sklada z casu spusténi dané metody a nékterych parame-
tru. Zde se taktéz ulozi vysledna spjatostni mapa (V, m,m,).
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5.2. VICEKRITERIALNI SEGMENTACE
5.2. Vicekriterialni segmentace

Pro 1cely ilustrace metody je implementovana moznost hledani fuzzy oblasti pouze pro
dva ¢i tfi vychozi body. Zahrnuli jsme zde vSak moznost vybéru metriky. Zpracované
metriky jsou souctova, téz zvana manhattanska

d(z,y) = |v1 — y1| + |22 — ¥o,

maximova metrika
d(r,y) = max{|z1 — y1|, [r2 — ¥2|},

a aproximace euklidovské metriky

d(w, y) = round (v/ar = i + 22 — )

Déle lze nastavit segmentaci pomoci dvou nebo t¥i kriterii, ktera lze zvolit jako rozdil
hodnot jasu nebo rozdil hodnot v jednotlivych barevnych kanalech obrazu ve standardu
RGB. Pro pfepocet barevnych hodnot (oznacenych r, g a b) na jas (oznacen f) pouzivame
vztah

f(z) =round (0,2126 - r(x) +0,7152 - g(z) + 0,0722 - b(z)) .

Obsluha této segmentacni metody se provadi v metodé connTerm(). Zde dochazi k volani
vypocetniho algoritmu, ktery se naléza v metodé connectednessTerm(). Déle v pfipadé,
ze je zvolena segmentace podle vice nez dvou bodi, se zde provadi vybér bod pro jednot-
livé kroky vypoctu termu a poté je zpracovan vysledny term z téchto ¢astecnych. Nakonec
je volana metoda BuildTheta(), kterd k vzniklému termu pfifadi oblast O(z, 7).

Hledéani spjatostniho termu probihd pfesné podle algoritmu uvedeného v predchozi
kapitole. Vypocet je vSak casto velmi zdlouhavy. Piestoze se nejspise ani zdaleka nepfi-
blizime k teoretickému hornimu limitu, vysoky pocet iteraci zptisobi téméf netinosnou
délku celého procesu. Nasim hlavnim problémem je tedy vypocetni narocnost. Pozadavky
na pamét jsou totiz fadove nizsi. I proto vSechny vysledky ilustrujeme na pomérné malych
obrazech.

V kazdé iteraci je nékolikrat vytvorena oblast © pro termy 7 a nékolik termt 7 Al. Ty
jsou ale koncipovany jako seznamy soutadnic ve formatu dvojice integerti. Rozmér téchto
seznamu je tedy nejvyse |V|- 8B. Bézné komerc¢né dostupné fotoaparaty maji snimaci
¢ipy s rozliSenim do 50M pz, kde miize vzniknou oblast O, kterd v paméti zabere misto o
velikosti nejvyse necelych 400M B. To je pii soucasnych velikostech pocitacovych paméti
stale tinosna hodnota, avSak vypocetni narocnost u tak velkého obrazu by byla nesrovna-
telné vyssi. Proto zde pfedstavime i nékteré moznosti, jak vypocet zrychlit.

5.2.1. Vystavba mnoZiny © z konjunktivni klauzule.

Algoritmus je naprogramovan v metodé GrowTheta (). Vystavba probihé iterativné z mnoziny
obsahujici vychozi bod T' = {z}

1. Projdeme vSechny body v seznamu 7', prvky indexujeme od i = 0.

2. Zjistime okoli i-tého bodu O(T;).
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5.2. VICEKRITERIALNI SEGMENTACE

3. Yu € O(T;) \ T zjistime, zda &(u,T;) > 7
pokud ano, vlozime u na konec 7.

4. Zvysime index o 1.
Pokud je i < |T'|, pokra¢ujeme bodem 1, jinak algoritmus konéi a O(z,7) =T

Algoritmus pokracuje, dokud se oblast zvétsuje. Navic tim, Ze index stale roste, prestoze
se zvétsuje velikost seznamu 7', nedochazi ke zbytecné kontrole bodi, jejichz okoli jsme jiz
jednou prohledavali. Velikost okoli jsme nastavili konstantni pro cely priubéh, a to podle
maximalni vzdalenosti ze vSech literald v dané klauzuli. Nabizi se sice optimalizace, kde
pouzijeme promeénliva okoli, ¢i skupiny literaltt budeme porovnavat na mezikruzi, ale po-
rovnani hodnot ve vSech bodech je asi srovnatelné narocné, jako by byl aparat, ktery by
takova okoli generoval.

Jisté zefektivnéni vsak stéle lze provést. V kroku 3 algoritmu hledani spjatostniho
termu generujeme oblast ©(x, T A1), kterd musi byt nadmnozinou oblasti O(z,7) vyge-
nerované na zacatku iterace, nebot vzdy plati 7 Al < 7.

Uvédomme si nyni, Ze vSechny body ©(x,7) bychom museli vlastné vygenerovat po-
druhé. Proto nebudeme oblast O(z, 7 A l) generovat z jednoprvkové mnoziny T = {x},
ale jako vychozi stav algoritmu zde pouzijeme 7' = O(x, 7). Stéle dojde ke kontrole vsech
bodt T', zda v jejich okoli nelezi bod, jehoz spjatost s kontrolovanym 7; je lepsi nez 7 A,
ale nebudou nadale zbyte¢né porovnavany s body ptvodni oblasti O(x, 7).

V soucasné podobé implementace je O(x,7) uloZen v paméti az do prepsani v dalsi
iteraci. Proto takova tprava je vzhledem k paméfové naro¢nosti mélo vyznamna.

5.2.2. Vytvoreni mnozZiny M(7)

Po vytvoreni mnoziny ©(x,7) néasleduje krok hledani vSech literald, které ,spoji vnitfek
oblasti z vnéjskem*. Tedy vytvofime mnozinu {{(u,v) | u € O(x,7), v € V' \ O(x,7)},
ze které pak vybereme vSechny maximalni prvky, ¢imz vznikne mnozina M (7). Toto je

e/

obraz.

Pracujeme se seznamem S vSech zjisténych kritérii, ktery je ve vychozim stavu prazdny.
1. Zkontrolujeme kazdy bod T; oblasti O(z, 7).
2. Projdeme kazdy bod v; € V' \ O(z, 7)

3. Zjistime hodnotu kriteria (75, v;). Tuto hodnotu ulozime do seznamu S.

Pocet operaci zde muze dosahovat az %. Stejné hodnoty miize dosahovat i velikost
seznamu S, Ktery bychom néasledné museli usporadat. Proto bude jednodussi udrzovat
tento seznam maly a takovy, aby obsahoval jen maximalni hodnoty. Za¢neme tedy hodnotu

kritéria pred zapsanim porovnavat s obsahem seznamu. Nahradime bod 3 nasledujicimi
kroky.
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5.2. VICEKRITERIALNI SEGMENTACE

3’. e Zkontrolujeme, zda je v S néjaky vétsi literal, nez (75, vj).

e Pokud neni, ulozime {(7;,v;) do S a vSechny mensi a stejné literaly odstranime.
Po skonceni algoritmu je M (1) = S.

Seznam S tady udrzujeme maly, nebot mozny pocet neporovnatelnych kritérii je pod-
statnd mensi, nez |V|?. Proto neni ani pfili§ naroénd jeho pribéznd kontrola. Nyni zde
predstavime dva mozné piistupy ke zrychleni tohoto kroku. Oba nasledujici pfistupy jsou
naprogramovany v metodé getMaxM().

Omezeni prohledavané vzdalenosti

V programu je zahrnuta moznost omezeni maximalni vzdalenosti od kontrolovaného bodu
T; pii prohledévani zbylé ¢asti obrazu V' \ O(z, 7). Po zvoleni této moznosti lze v obraze
vybrat dva body, jejichz vzdalenost pii dané metrice je pouzita jako maximalni vzdalenost
pro prohledavani.

Vychazime zde z tivahy, ze mezi vSemi zadanymi body se uvniti souvislého objektu
da prejit i m-spojitou cestou nebo cestou s jen malymi skoky po nepfilehlych pixelech,
proto nejsou nutné velké vzdalenosti v jednotlivych literdlech. Naopak pokud je objekt
nesouvisly, lze urcit, jak vzdalené ¢asti obrazu jesté budeme povazovat za souc¢ast objektu.
Takova nesouvislost mtize vzniknout naptiklad prekrytim jinym objektem.

Vzdy je totiz mozné, ze obraz obsahuje naptiklad oblast podobné barvy jako hledany
objekt, ktera je ale od objektu oddélena néjakym skokem. Zde miizeme predpokladat, ze
je-1i jejich vzdalenost moc velka, jednd se o soucast pozadi, nikoliv o objekt. Presto se
vsak jedna pouze o heuristiku, ne o exaktni metodu.

Vynechanim nékterych klauzuli se vysledny term zmensi, coz vede ke zvétSeni oblasti.
Jsme vSak schopni odhadnout dolni i horni hranici vysledné oblasti. Podobnym tématem
se zabyva [6, str. 348].

Vysledny term ve tvaru k(z,y) = V 7i(z,y) je spojenim konjunktivnich klauzuli

iel
Ti(z,y). Omezeni prohledédvané vzdalenosti lze formalizovat jako vynechani vSech termii
Ti(z,y) < A, kde term A nastavime jako jediny literdl A = (dyn4s,0, -+ ,0). Zde vidime,
ze kazdy literal se vzdalenosti vétsi nebo stejnou jako d,,,, bude mensi nez A\, nezavisle
na ostatnich hodnotach. Ostatni literdly s mensi hodnotou vzdalenosti budou bud mensi
nebo nesrovnatelné.

Klauzule rozdélime na dvé skupiny, ty mensi nez A, které budou 1ndexovany 1= {i e
I'| 7:(z,y) < A}, a vétsi ne# A spolu s nesrovnatelnymi, indexovény I = I\ 1.

Nyni ozna¢ime k(z,y) = \/ n(x,y) a kK(z,y) = V 7i(z,y). Nésledujici vztahy jsou

= el
ziejmé.
K(z,y) < A
K(z,y) < k(z,y) a K(r,y) < k(2,y)
R(z,y) VE(z,y) = k(z,y)

7 téchto vztahi také vyplyva
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5.2. VICEKRITERIALNI SEGMENTACE

K(z,y) < k(z,y) < K(z,y) VA

[6, str. 348]
Proto také plati

O (z,kK(z,y)) 2 O (z,K(2,9)) 2 O (,5(z,y) V).

Jsme tedy schopni ohranicit velikost hledané oblasti, ale nejsme schopni urcit presné
feSeni.

Obrézek 5.1: 1) segmentace bez pouZiti a 2) s pouZitim omezeni prohleddvané vzddlenosti.

Na obraze 5.1 jsme provedli segmentaci bez omezeni (1) a s pouzitim omezeni prohle-
davané vzdalenosti (2). Objekt vznikly segmentaci bez omezeni je znatelné mensi.
Vysledny segmentacni term pro 1) je k(x,y) = [(8,0) A (1, 3)]V[(8,0) A (2,2)]V[(8,0) A (4, 1)]V
[(7,0) A (1, 4)]V[(13,0) A (2, D)]V(1,11)V[(17,0) A (1, D)]V[(4,1) A (3,3)]V(7,1)V[(6,1) A (1,4)]V
(2, )V I[(3,3) A(7,0)] V[(1,3) A (5,2)] V[(1,7) A (4,2)] V[(3,3) A (1,10)] V (3,6), ktery je
vsak pomérné rozsahly.

Po omezeni vzdalenosti na d,,., = 6pr ve 2) jsme ziskali omezeny term k(z,y) =
(L, 11)V[(4,1) A (3,3)]V[(6,1) A (1, D]V (2, 7)V[(1,3) A (5,2)]V[(1,7) A (4,2)]V](3,3) A (1,10)]V
(3,6). Ten je zcela zfejmé oc¢istén o vSechny klauzule obsahujici néjaky parametr vzdale-
nosti vétsi nez 6. Vysledny objekt je vétsi, ale prekvapivé 1épe vystihuje svou skutecnou
predlohu. To nas miize vést k domnénce, ze tato metoda mize byt v nékterych pripadech
vyhodné, nebot jsme zredukovali term i ¢as vypoctu a zaroven jsme velmi dobie postihli
hledanou oblast.

Obrazek 5.2 zachycuje segmentaci obrazu o velikosti 128 x 84. Na ném si pfedvedeme
casovou efektivitu metody.

Bez omezeni jsme ve 2) ziskali spjatostni term s(x,y) = [(1,4)] V [(1,2) A (6,0)] V
[(5,0) A (1, 3)] V(4 D] V3,00 A (1,3) A(2,2)] VIEZ,2) AB, DI VI(2,3)] V[(2,1) A(9,0)] v
[(1,1) A (10,0)] V [(5,0) A (2,2)]. Celkova doba zpracovani byla 16 min 24 s zaroven s
celkovym pribéhem 78 iteraci algoritmu.

Ve 3) bylo pouzito omezeni vzdalenosti dp,.. = T7px. Ziskali jsme pfiblizny term
K(a,y) = [(1L4)] VI(1,2) A6,0] VI[(50) A (L3)]V[(41)] V3,0 A(1,3)A(22)]V
[(2,2) A (3, 1)] V[(2,3)] V[(5,0) A (2,2)]béhem 66 iteraci v celkovém case 9s.

Pro 4) bylo pouzito omezeni vzdéalenosti d,q, = 4px. Ptiblizny term k(z,y) = [(1,4)]V
[(4, D] V[(3,0) A (1,3) A (2,2)] V[(2,2) A (3,1)] V [(2,3)]byl vypocten v 50 iteracich za
dobu pouhych 3s.
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3) | ™
Obrézek 5.2: 1) fotografie teky Innoko, [Jo Keller, public domain/, 2) segmentace bez
pouZiti omezend, 3) s omezenim vzdalenosti dy,q. = Tpz, 4) s omezenim vzddlenosti dpg, =
4dpx.

Vzniklé oblasti jsou na prvni pohled stejné, vyskytly se pouze nepatrné rozdily, ale

doslo k vyznamnému zkraceni doby vypoctu. Zatim se tedy tento pristup zda jako vy-
hodny.

Profezavani prohledavaného prostoru

Chceme-li zrychlit generovani mnoziny M (7), ale bez toho, abychom ztratili pfesné Fesent,
je nutné pfijit se sofistikovanéjsi metodou omezovani prohledavané oblasti.

Piedstavme si, ze porovnavame vzdalenost a rozdil jasu. Je-li oblast © napriklad upro-
stfed obrazu, vybereme prvni pixel v © a postupné prochazime cely obraz. V krajich ob-
razu nejspise budou pixely, jenz budou vracet velice Spatné hodnoty kritéria, a ¢im vice se
budeme blizit ke stfedu obrazu, tim lepsi hodnoty budeme dostavat, az v nejblizsim okoli
O ziskdme hodnoty, které budou tvofit maximum seznamu, a tedy M (7). Zd4 se zbytecné
projit druhou polovinu obrazu, kdyz je témér vyloucené, ze bychom dostali jakékoliv lepsi
hodnoty. Je vSak néjaka Sance, abychom si mohli byt naprosto jisti a nevynechali tak
néjaky dilezity literal?

Zde vsak muzeme pristoupit k jistému tridéni na zakladé dosud ziskanych hodnot.
Zkratka ptridame-li do seznamu S term tvaru A = (d,0,--- ,0), je jiz naprosto vylouceno,
aby se vyskytoval néjaky vétsi ¢i nesrovnatelny term ve vzdalenosti vétsi nez d. Prubézné
pii prichodu algoritmu tedy budeme ofezavat velikost prohledavaného okoli. Modifiku-
jeme tedy kroky 2 a 3’, ¢imz dostaneme upraveny algoritmus.

Pracujeme se seznamem S vsSech zjisténych kritérii, ktery je ve vychozim stavu prazdny,
na zacatku je d,,,, rovno maximalni vzdalenosti v obraze.

1. Zkontrolujeme kazdy bod T; oblasti O(z, 7).
2. Projdeme kazdy bod v; € Oy,,..(T;) \ O(z, 7) z okoli T;

3”7. e Zkontrolujeme, zda je v S néjaky vétsi literal, nez £(7;, v;).
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e Pokud neni, ulozime £(7;,v;) do S a vSechny mensi a stejné literaly odstranime,

navic, je-li (75, v;) tvaru (d,0,---,0) a d < dmag, obnovime hodnotu dye, = d

Tvrzeni 5.1. Po skonceni algoritmu je M (1) = S.

Diikaz. Skutecéné, existuje-li literdl & = (d,0,---,0), pak pro kazdy literal tvaru ¢ =
(Ayay, -+ ,a5-1), kde A > d, plati ¢ < &, nebot vzdy plati a; > 0,---, a1 > 0.
Pamatujme, ze usporadani kritérii je prevracené vuci usporadani jednotlivych slozek.

Hodnoty ay,--- ,a;_1 mohou byt libovolné. Pak jediné dalsi mozné tvary literald
mohou byt ( = (0,a1, - ,a5_1), kde § < d. Konkrétné existuji literaly tvaru (; =
(0,0,---,0), pro které plati (; > &, a tvaru (o = (d,a1,--- ,ax_1), a; libovolné pro
1 <1 <k, které jsou s £ nesrovnatelné.

Déle jakmile £ vlozime do S, bude mozné do S pfidat uz jen literaly vétsi a nebo nesrov-

natelné. Vime jiz, ze vSechny vétsi a nesrovnatelné literaly jsou tvaru (6, aq,- -+ ,ax_1), 0 <
d. Vidime tedy, ze po ptidani takového literalu jiz neni mozné vlozit do S zadny literal se
vzdalenosti vétsi nebo rovnou d. O

Proto je zbytecné nadale prohledavat ve vétsi vzdalenosti. Polomér okoli tak lze zmen-
Sovat za béhu algoritmu.

Oba tyto pristupy jsou koncipovany jako volitelné, lze si vybrat metodu zrychleni a
porovnat tak jejich ti¢innost.

1) 2)
Obrézek 5.3: 1) Segmentace s pouZitim profezdvani prohleddvaného prostoru, 2) segmen-
tace s orezavdnim a zdroven s omezenim prohleddvané vzddlenosti d,., = Tpx.

Na obraze 5.3 jsme pouzili metodu prorezavani prohleddvané oblasti. V 1) jsme ziskali
stejny term k(x,y) jako v pfedchozim piipadé na obrazku 5.2 bez pouziti heuristiky.
Celkovy pocet iteraci algoritmu se téz nezménil, avsak ¢as vypoctu se znacné snizil, a to
na 17s.

Ve 2) jsme zéaroveri pouzili heuristiku s omezenim d,,,, = 7pz. Vysledny term %(zx,y)
je stejny jako jsme ziskali v predchozi metodé se stejnym omezenim, i poc¢et probéhlych
iteraci ztistal zachovan. Snizil se vSak vypocetni ¢as na T7s.

Vyvozujeme zde proto zaveér, ze metoda profezavani je velmi ac¢inna pro dvouprvkova
kriteria. Pro viceprvkové kriterium mtze byt vyhodnéjsi pouzit zaroven s heuristikou, ne-
bot se snizuje Sance na nalezeni literalu s hodnotou (d,0, - - ,0).

5.3. Zakazané oblasti

Lidské oko je nejlepsim dostupnym segmentac¢nim nastrojem, nasi snahou je vsak co nej-
vétsi automatizace segmentacniho procesu. Clovék je schopen odlisit i objekt, ktery je
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témér nerozlisitelné oddéleny od svého pozadi. Snadno se mize stat, ze segmentovana
oblast ,pretede“ do pozadi, ¢ pohlti néjaky dalsi podobny objekt. Clovék viak dokéze
snadno rozpoznat i objekty, které ani predstavena metoda nedokaze rozlisit. Lidsky mozek
si je totiz schopny domyslet, ze néjaka ¢ast obrazu nemize byt soucasti objektu, na ktery
se diva. My se takové chovani pokusime c¢astecné napodobit i v nasledujicim rozsireni
uvedené metody.

Dosud jsme vybirali body, o kterych si myslime, ze nalezi hledanému objektu, a to
navic tak, aby si byly vzajemné co nejméné podobné. Pravé tento vybér simuluje tlohu
mozku v analyze informaci, které ¢lovék ziskal svym zrakem, nebot do metody dodava
nékteré faktické znalosti o problému. Zahrnutim dalsich informaci by se tedy mél model
zdokonalit.

V nékterych situacich se ndm mtze zdat segmentovany obraz moc velky. Jsme totiz
schopni se ze zkusenosti rozhodnout, Ze vysledek segmentace pokryl i jiny nez hledany
objekt. Takovou dodatec¢nou informaci se pokusime do metody dodat.

Jsme-li si jisti, ze nékterd ¢ast vysledného objektu k nému urcité nepatii, mizeme
vybrat jeden z téchto nepatti¢nych bodu a pokusit se jej ze soucasného objetu odebrat.

Mé&jme tedy obraz (V,m, f) ve kterém jsme vybrali dva body z; a zo. Uvaha pro
libovolny pocet bodi n by byla obdobna, dvojice bodti je vsak jednodussi pro predstavu
i zapis. Segmentaci vznikne fuzzy objekt ©(x1, k(z1,22)), ktery je zdroven pripustnou
oblasti. Zjistili jsme vSak, ze tato oblast obsahuje bod z, o kterém jsme pfesvédceni, ze
by k danému objektu prisluset nemél. Pak plati

R(x1, e) < K(x1,2) a K(xy,x9) < K(xe, 2).

Je zfejmé, Zze takovou oblast zcela jisté nelze popsat jedinym termem. Proto nelze vytvorit
pripustnou oblast, kterd obsahuje body x; a x9, ale nikoliv z. K jeho odebrani proto
musime pfistoupit jinak.

Cilem je vytvorit oblast jednozna¢né urcenou zadanymi i zakédzanymi body. Zde se
nabizi pouzit dvojici pfipustnych oblasti a vytvofit jejich rozdil. Prvni oblasti je ptivodni
oblast O(x1, k(x1, z2)). Nyni chceme vytvofit druhou oblast obsahujici z, které ale neob-
sahuje zadny z bodd z; a x2. Oznacme tuto hledanou oblast ©(z, 7). Pak musi platit

T> Kk(xy, 2) > K(T1,29) a T > K(x,2) > K(T1, T2).

Chceme tento term urcit jednoznac¢né a zaroven tak, aby byl co nejmensi, coz zptsobi, ze

odecitand oblast bude nejvétsi mozné. Predpokladejme, Ze je tvaru 7 = \/ 7;. Postacujici
jeJ

podminkou, aby 7 > k(x1,2) a T > k(z2,2), je

i > k(x1,2) a 7> K(xe, 2), Vj € J

Zaroven ale pozadujeme, aby klauzule 7; byly co nejmensi.
Pro ziskani téchto klauzuli mizeme modifikovat algoritmus hledani spjatostniho termu.
V kroku 3 testujeme, zda oblast ©(z1, 7 Al) obsahuje cilovy bod x5 a pokud ano, ulozime
term 7 A [ mezi cilové termy. Navrhujeme modifikaci, kde kontrolujeme, zda O(z,7 A l)
obsahuje néktery z bodi x; a pokud ano, ulozime 7, jako jednu z hledanych klauzuli.
Teoreticky nas sice zajima kazdy literal \ vetsi nez [, protoze klauzule 7 A A by stale
tvorila oblast, ktera nedosahuje zadného z bodt x;, ¢ € I, ale takovy literal by nevedl
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5.3. ZAKAZANE OBLASTI

ke zvétSeni oblasti. Je-li totiz A > [, [ € M(7), pak O(z,7) = O(z,7 A ). Takze zadny
z takovych literald nebude mit vliv na velikost oblasti prislusejici vyslednému spojeni.
Staci tedy uvazovat jen tyto vysledné klauzule 7.

Krok 3 Algoritmu hledani spjatostniho termu tedy nahradime krokem 3’, ¢imz ziskame
algoritmus hledani termu odcitané oblasti.

3. VIl € M(7) zkontrolujeme, zda je v F' néjaky vétsi term nez 7 A [.
Pokud ne, zkontrolujeme, zda néjaky vstupni bod z; € O(z, 7 A l):

e pokud ano, 7 vlozime do F' a z F' odstranime vSechny mensi termy,

e pokud ne, 7 Al vlozime do @, pokud uz tam neni.

Obrézek 5.4: 1) Fuzzy objekt, ktery pojmul znacnou cast pozadi, 2) tentyz fuzzy objekt po
odectu pozadi. [6]

Uvedeny obrazek jasné ilustruje ideu metody. Obraz jsme segmentovali s vychozim bo-
dem oznacenym cervené a prahem s (z,y) = [(3,0)A(1,2)A(2,1)]V[(2, 1)A(1,3)]V[(2,2)]V
[(2,0) A (1,4)] vV (1,5) V[(4,0) A(3,1)] V[(1,1) A(8,0)] V[(6,0)A(2,1)] V[(6,0)A(1,3)].
Vysledna oblast vsak obsahovala znacnou ¢ast oblohy, proto jsme pristoupili k jejimu
odecteni. Vychozim bodem pro od¢itani se stal tmavé fialové oznaceny bod a prislusny
term byl 7 = [(4,0) A (1, 1)] V[(2,0) A (1,2)] V (1,3) V[(3,0) A (2,1)]. Od¢itana oblast je
vyznacena svou hranici ve fialové barve.

Toto rozsiteni je vsak prakticky pouzitelné jen v pripadé, ze zahrnuty cizi objekt je po-

mérné jasné definovan vi¢i nadobjektu vzniklého prvni segmentaci. Odecitany podobjekt
musi vynikat vyssi spjatosti, nez objekt ptvodni.
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6. Zavér

Ve druhé kapitole jsme si pfedstavili pojmy digitalniho prostoru a digitalniho obrazu.
Seznamili jsme se s cili a zdkladnimi metodami prahovani obrazu. Piedstavili jsme si prin-
cip metody prahovani a poukézali na jeho hlavni nedostatky, jako byla nulova navazanost
vybéru objektu na okolni hodnoty. Tento problém vylepSovala metoda fuzzy segmentace,
ktera brala v ivahu podobnost sousednich pixeld. Seznamili jsme se s pojmem fuzzy spo-
jitosti a s nékterymi fuzzy objekty, ze kterych vychézela i nasledujici metoda.

Predstavili jsme princip dalsiho rozvoje metody, ktery smétfoval k analyze vice po-
dobnostnich znakti obrazu soucasné. Kvuli tomuto pfistupu vsak bylo nutné vybudovat
solidni algebraicky podklad, ktery by podepiel celou metodu. Od usporadanych mnozin
jsme se dostali pres svazy k pojmu distributivity a volnosti svazu, vybudovali jsme ptislu-
$ny volny distributivni svaz a poskytli n¢kolik rozdilnych néhledi na tento pojem.

Pomoci prvki onoho svazu, volnych termii, jsme predstavili vicekriterialni segmentaci.
Vysvétlili jsme princip termového prahovani a predstavili algoritmus ziskani vhodného
termu. Zjistili jsme vsak, ze se jedna obecné o vypocetné velmi slozity problém. I proto
byl pozdéji ilustrovan jen na pomérné malych obrazech.

Nasledna implementace ukazala, ze i pres vypocetni naroc¢nost lze dosdhnout jistych
castecnych vysledkil. Predstavené moznosti urychleni se ukézaly jako vyhodné a umoznily
zpracovani obrazu za zlomek pivodniho casu. I presto vSak zakladni slozitost algoritmu
zustava exponencialni.

Predstavena moznost rozsifeni, kterd do segmentace vklada pozitivni vliv lidského
faktoru, umoznuje s minimalnimi zasahy zpfesnéni hledané oblasti. Jeji vysledky jsou
vSak pouze Castecné.
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A. Obsah prilozeného CD

Prilozeny program vyzaduje kompilaci. Doporucené prostiedi pro Windows je Qt Cre-
ator a framework Qt ve verzi 5.3 nebo vyssi spolu s kompilatorem Visual C++ 2013.

Pro Linux je nutny framework Qt ve verzi 5.3 nebo vyssi a kompilator gcc verze 4.8
nebo vyssi. Zaroven doporucujeme pouzit prostiedi Qt Creator.
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