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Uvod

kladnich poznatki teorie pravdépodobnosti. Podstatnou meérou totiz prispivaji
k pfesvédceni o poznatelnosti svéta. Uplatiiuji se rovnéz vyrazné ve dvou funda-
mentalnich vétach matematické statistiky, zejména v Glivenkové vété o stejno-
mérné konvergenci empirické distribu¢ni funkce k jejimu teoretickému protéjsku.
Interference zakont velkych ¢isel s redlnym svétem se obzvlast projevuje pii expe-
rimentalnich metodach ziskavani znalosti o readlnych jevech a procesech. Poznatek
o zakonech velkych ¢isel tak pronikl do vsech experimentalnich disciplin ve formé
presvédceni, Ze ,,¢im vice méfeni bude provedeno, tim presnéjsi predstavu ziskame
o skutecné hodnoté mérené veliciny.“

Cilem préace je vytvorit relativné uzavienou teorii zadkont velkych cisel na
zékladé odborné literatury. Vychozim podkladem pro nas bude teorie miry a in-
tegralu, ktera od prvni poloviny minulého stoleti tvoii fundamentalni metodiku
teorie pravdépodobnosti. V zavérecné kapitole bude rovnéz poukazano na vyuziti

téchto zakont v nékterych statistickych tlohéch.



1. Zakladni pojmy

V této casti prace budou shrnuty zakladni pojmy a véty teorie miry a integralu
(ziZené pak na teorii pravdépodobnosti), potfebné pro samotnou praci. V zévéru
této kapitoly pak bude vysvétleno nekolik zédkladnich pojm® matematické statis-
tiky. Mimo to prace predpoklada zakladni znalosti teorie mnozin a elementarni

analyzy (posloupnosti, fady redlnych ¢isel i funkei, jejich limita / konvergence).

1.1. Mira a integral

1.1.1. Mira

Definice 1.1. Systém podmnozin (znac¢ime ) mnoziny X nazveme o-algebra

nad mnozinou X, jestlize VA, C X,n € N, plati:
i) A, eXNA ey = (A\Ay)eX

(i) {Au e X = UL 4n€el

(i) X € &

Poznamka 1.1. Prvni dvé podminky piedchozi definice 1ze slovné vyjadrit tak,
ze o-algebra je systém mmnozin uzavieny na operaci rozdilu a spocetného sjedno-

cent mnozin.

Véta 1.1. MnoZinova o-algebra Y je uzavrend také na operaci spocetny prunik

mnozin.
D4k a z: Viz [1, str. 24]

Véta 1.2. Prianik libovolného systemu o-algeber ¥; nad X, kde i je z néjaké

indexove mnoziny I, je rovneZ o-algebra nad X .

D ik a z: Viz [2, str. 27]; podminka X € (1),.; X; je zfejma.



Véta 1.3. Necht G je libovolny systém podmmnoZin mnoziny X. Oznacme G sys-
tém vsech o-algeber obsahugjicich G. Prinik tohoto systému je nejmensi o-algebra

generovand (obsahujici) G.
D4k a z: Viz |2, str. 28]

Definice 1.2. Necht G je systém vSech otevienych mnoZin v R"™. Nejmensi
o-algebru generovanou timto systémem nazveme o-algebrou borelovskych mnozin

v R™ a znaéime B,,.

Poznamka 1.2. V R! je tedy o-algebra borelovskych mnozin definovana jako

minimalni o-algebra generovana systémem vsech otevienych intervali.
Definice 1.3. Mnozinovou funkci p na o-algebie ¥ nazveme mira, jestlize:
(i) p: ¥ — (0, 00)
(i) u(0) =0
(iii) Jestlize {E,}:°, C ¥ a E; N E; = pro i # j, pak

1 (U En> = Z,u(En) (fekneme, ze p je o-aditivni).
n=1

n=1

Definice 1.4. Uspofadanou trojici (X, X, u), kde X je néjakd (neprazdnd)
mnozina, ¥ je o-algebra nad X a p je mira na X, nazveme prostor s mirou

(nebo také méritelny prostor.)
Véta 1.4 (Vlastnosti miry). Necht (X, ¥, p) je prostor s mirou. Pak plati:
1. A, Be X, AC B= pu(A) < u(B) (tzv. monotonie miry)
2. Ap€X,n=12=p(UL An) <3505 1(4n)
3. A CAC---CA=U7" A= p(A) = lim, oo u(Ay)
4. Ay DA D DA=2 A ATn: u(Ay) < oo = pu(A) = lim, e u(A,)

D4k a z: Viz [1, str. 37-38]



Poznamka 1.3. Na o-algebie borelovskych mnozin B; lze definovat tzv. Le-
besgueovu miru py, kterd vznika rozsifenim miry z okruhu generovaného zleva
uzavienymi intervaly. Mira na tomto okruhu vznika pfirozenym rozsifenim mnozi-
nové funkce, kterad intervalu pritfadi jeho délku. Rozsifeni miry z okruhu na mi-
nimalni g-okruh lze provést Caratheodoryho postupem pomoci tzv. vnéjsi miry

(podrobnéji viz [1]).
1.1.2. Méritelné funkce a jejich konvergence
Pokud nebude feceno jinak, budeme nadéle uvazovat méfitelny prostor (X, X, u).

Definice 1.5. Funkce f: X — R se nazyva méritelnd (nékdy také Y-métitelnd),
jestlize plati:

{reX;f(z)<a}e® VaeR

Poznamka 1.4. Podmince z predchozi definice jsou ekvivalentni také tyto:

Va e R: {z € X; f(x) < a}, resp. {z € X; f(z) > a}, resp. {z € X f(x) > a}
D ik a2 [2,str. 72

Poznamka 1.5. Necht (R",B,,u1), n € N je méfitelny prostor. Funkci

f: R™ — R nazveme borelovsky méritelnd (borelovska), je-li B,-méritelna.

Véta 1.5 (Vlastnosti méfitelnych funkci). Necht f a g jsou méfitelné funkce.
Pak také funkce:

1. ¢f(x) VeeR

2. f(x)+g(x) po vhodném dodefinovdni v bodech, kde f(x)+ g(x) nema smysl

>

7 po dodefinovini v bodech, kdef(x) = 0
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jsou meritelné funkce.
D4k a z: Viz |2, str. 74]

Véta 1.6. Necht je dana posloupnost { f,,}°°, méritelngch funkci. Pak také funkce

n=1

SUp,en fn (), infhen fr(x), imsup,,cy fo(x), iminf, ey fr(x) jsou méritelné.

D4k a z: Viz [1, str. 84]

Definice 1.6. Rekneme, 7e méfitelna funkce s: X — R je jednoduchd, jestlize
mnozina s(X) (obor hodnot) je kone¢na. Takovou funkei lze také zapsat pomoci

tzv. charakteristické funkce x :

1 z€eA
0 jinde

@)=Y avale) xale) = {

kde «; jsou libovolné konstanty a mnoziny A; jsou po dvou disjunktni takové, ze

Ui Ai = X.

Poznamka 1.6. Libovolnou redlnou funkei f lze rozloZit na tzv. kladnou a zé-
pornou c¢ast:

fH(z) .= max{f(z),0} ...kladnd édst funkce f

f(z) := max{—f(z),0} ... zdpornd cdst funkce f
Pak lze psat:

f=r—=f =+

Véta 1.7. Necht f je méritelnd funkce. Pak existuje posloupnost {s,}>, jedno-
duchyjch funkci, pro které plati:

i |s1(2)] < s2(x)] < ... Ve e X

ii. s, — fna X!

IPro jistotu zopakujme dva zékladni druhy konvergence posloupnosti funkei { f,, }:

e bodova konvergence (zn.f, — f) na M:
Ve>0Vex e M 3Ing e N:n>nyg=|fulz) — f(z)|<e

o stejnomérnd konvergence (zn.f, = f) na M:
Ve>03ng e NVe e M:n>ng=|folr) — flz) <e



1. pro f >0 na X lze zvolit s < so < ..., t. s, T f

D ik a2 [l str. 85

Teorie miry nam umoznuje zavést dalsi druhy konvergence funkénich posloup-
nosti, které, jak dale uvidime, ndm poslouzi jako postacujici podminky integro-

vatelnosti:

Definice 1.7. Rekneme, e posloupnost {f, } skoro véude koneénych méfitelnych

funkeci konverguge skoro vsude na mnoziné M (znacime f,, — f s.v.na M), jestlize
Ve >0Ve e M\ My3dnge NVneN:n>ng=|f.(z) — f(z)] <e,
kde pu(My) = 0.

Poznamka 1.7. Pojem skoro vsude na mnoziné znamena, ze dand vlastnost

neplati pouze na takové podmnoziné dané mnoziny, ktera ma nulovou miru.

Definice 1.8. Rekneme, 7e posloupnost { f,,} skoro vude kone¢njch méfitelnych

funkei konverguje k funkci f podle miry (znacime f, A fs.v.na M ), jestlize
Ve > 0: lim p({z;|fu(z) — f(z)] > €}) =0
Véta 1.8. Necht f, — f s.v. na M, u(M) < oo. Pak také f, 2 f na M.

D ik a z: Viz [2, str. 125]

Véta 1.9. Necht f, & f na M, u(M) < oo. Pak ezistuje podposloupnost
{fr. 300, C {fn}oo, takovd, Ze fr, — f s. v. na M.

D 4k a 2z Viz |2, str. 126]

1.1.3. Lebesguetiv integral

Definice 1.9. Nechf s(z) = > | a;xa, (), p(A;) < 00,i =1,...n, pak Lebes-

gqueuv integrdl z jednoduché funkce s je definovan takto:

[ stran =Y a4
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Poznamka 1.8. Ziejmé:
1. [y xadp = p(A)

2. Jps@)dp = [y xps(@)du = [ 35%, cixaxs dp = 322, aip(As N E), kde
Eex

Definice 1.10. Necht f > 0 je méFitelna funkce takova, Ze existuje posloupnost
jednoduchych funkci {s,}52,, s,(¥) = > %) an, X4, (7), pro kterou plati s, T f

pron — oo a M(U?;(ln) Ap,) < oo ¥n € N. Pak Lebesquetiv integrdl z nezdporné

funkce f polozime:

/Xf(x) dp = lim [ s,(x)du

n—oo X

Definice 1.11. Necht f je libovolnd méfitelna funkce. Pak jeji Lebesquetiv inte-

gral definujeme

[ t@dn= [ fr@au= [ rad

ma-li tento vyraz smysl.

Véta 1.10 (Monotonie integralu). Necht 0 < f(x) < g(x) s.v. Pak

og/xﬂx)dus/xg(x)du

Dk a z |2, Str. 95

Véta 1.11. Necht f(x) je méritelnd funkce, ¢ libovolné redlné cislo. Pak plati:

[ er@an=c [ fau

Dk a z |2, str. 107]
Véta 1.12.

1 [ fl@)dp<oo= f<oosv vX
10



2. [y fl@)dp>—o00= f>—00sv vX
D ik a z: Viz [2, str. 96]

Véta 1.13. Necht f(x) a g(x) jsou méritelné funkce, které maji konecny integrdl,
a necht h(xz) = f(z) + g(x) a h je dodefinovdno tam, kde tento soucet definovdn

nent. Pak:

| @i [ f@yaus [ o
D1k a z Viz [2, str. 111]

Véta 1.14. Méritelnd funkce f md koneény Lebesquetiv integrdl < f*,f~
maji konecny Lebesquetiv integrdl < |f| ma koneény Lebesguetiv integrdl a plati

| [x f(@)dpl < [ |f(2)]dp.

D 4 k a z: Prvni ekvivalence plyne piimo z definice Lebesgueova integralu méfi-

telné funkce, zbytek viz [2, str. 96].

1.2. Pravdépodobnost

1.2.1. Nahodny jev, definice pravdépodobnosti

Teorie pravdépopodobnosti studuje vysledky tzv. nahodnych pokusi, tj. pokusi
(urenych pevné danym systémem podminek), které mohou mit vice riznych
vysledkt, z nichz nastava vzdy praveé jeden.

Uvazujme tedy néjaky pevné zvoleny pokus. Oznacme ) mnozinu vSech moznych

vysledki tohoto pokusu, w € €2 jeden konkrétni vysledek.
Definice 1.12.

e Kazda podmnozina A C €2 se nazyva jev, kazda jednoprvkova podmnozina

{w} C Q se nazyva elementdrni jev.

e Rekneme, Ze pii realizaci ndhodného pokusu nastal jev A, nastal-li takovy

vysledek w, pro ktery plati w € A, tedy nastal-li vysledek priznivy jevu A.

11



Prazdna mnoZina () se nazyva nemoZny jev, mnozina vsech vysledki Q jisty

jeuv.

Sjednoceni jevi Ay, ..., A, je jev, ktery nastane, jestlize nastane alespon

jeden z jevi Ay, ..., A,; zna¢ime A; U---U A, nebo | J_, 4;.

Prinik jevi Aq,..., A, je jev, ktery nastane, nastanou-li vSechny jevy

Ay, ..., A, soucasng; zna¢ime A; N---N A, nebo _, A;.

Rozdil jevii A a B je jev, ktery nastane, nastane-li A a zaroven nenastane

B; znaci se A\ B.
Jev opacny (doplnek) k jevu A je jev AC = Q\ A.

Jevy A a B nazveme neslucitelné (disjunktni), nemohou-li nastat souc¢asné,

tedy AN B = (.

Abychom mohli zavést na 2 funkci pravdépodobnosti, je tfeba uvazovat systém

jevi obsahujici €2, ktery je uzavieny na operaci rozdilu a spocetného sjednoceni

jevlh — nam uz znamou o-algebru.

Definice 1.13. Nechf 2 je mnozina vysledki ndhodného pokusu. Je-li ¥

o-algebra podmnozin mnoziny ), nazyva se jevové pole. Prvky A € ¥ se na-

zyvaji nahodné jevy.

Definice 1.14. Necht je déna neprdzdnd mnozina 2 a na ni definovana

o-algebra X.. Pravdépodobnosti (pravdépodobnostni mirou) nazveme kazdou re-

alnou funkci P() definovanou na X, ktera spliiuje tyto podminky:

(i) P(A) >0, VAeyx

(ii)) P(Q) =1

(iii) Jestlize {A,}>°, C ¥ a A;NA; =0 pro i # j, pak

p(GAn> - SR

12



Definice 1.15. Uspotadanou trojici (€2, X, P) nazyvame pravdépodobnostni pro-

stor.

Poznamka 1.9. Pokud nebude feceno jinak, budeme v dalsim textu uvazovat

pravdépodobnostni prostor (€2, 3, P).

Véta 1.15 (Vlastnosti pravdépodobnosti). Pro libovolné nahodné jevy A, B € %,
{A,}22, C ¥ plati:

(V.1) P(0) =0
(V.2) P(AY) =1-P(A)
(V.3) P(4) <1
(V4) AC B= P(A) <P(B)
(V.5) P(B\ A) =P(B) —P(ANB),
specidlné A C B = P(B\ A) = P(B) — P(A)
(V.6) P(UpZi An) < 20021 P(An)
D ik a z Viz [3, str. 11-14]

Poznamka 1.10. Z defini¢nich vlastnosti (i) a (iii) a z tvrzeni (V.1) pfedchozi
véty je patrné, ze pravdépodobnost je specialni pripad miry. Rovnéz lze naopak

tvrdit, ze mira p, kterd splituje podminku p(X) = 1, je pravdépodobnosti.

Poznamka 1.11. Podle predchozi poznamky tedy lze tvrzeni uvedené v sekcich
1.1. - 1.3. aplikovat i na pravdépodobnostni prostor (€2, 3, P). Pro nékteré pojmy
teorie miry se vsak v teorii pravdépodobnosti uzivaji specialni nazvy. Pro nas

budou v dalsim dtlezité tyto:

a) jestlize P(X mé& urcitou vlastnost) = 1, fekneme, ze X ma tuto vlastnost skoro
jisté (s. j.),

b) pojmim konvergence skoro v§ude a konvergence podle miry odpovidaji v teorii

pravdépodobnosti po fadé pojmy konvergence skoro jisté a konvergence podle

pravdéeépodobnosti.

13



Definice 1.16. Nahodné jevy A, B se nazyvaji nezdvislé, jestlize plati
P(ANB)=P(A)-P(B)

Véta 1.16. Pro libovolny ndhodny jev A plati, Ze Q0 a A jsou nezavislé, a také

0 a A jsou nezdvislé.
D dka z: 3, str. 27]

Definice 1.17. Nahodné jevy systému C = {A), A € A} se nazyvaji nezdvislé,
jestlize pro kazdou kone¢nou skupinu {A,... Az} C A plati:

k k
P (ﬂ AAZ) =[[PAy)
i=1 i=1
Véta 1.17. Jestlize jsou ndhodné jevy systému C = {Ax, X € A} nazdvislé, pak

jsou nezavislé nahodné jevy libovolného podsystéemu C; C C.

D 1 k a z: Plyne primo z definice nezavislych nahodnych jevt. [ ]

1.2.2. Nahodna veli¢ina, zptusob zadani, ¢iselné charakteristiky

Definice 1.18. Realnou funkci X : Q — R! nazveme ndhodnou veli¢inou, jestlize

je tato funkce Y-méfitelnd, to znamend, jestlize pro kazdé x € R! plati
{weX(wW) <2} E (X <1)ex
Poznamka 1.12. Obdobné zavedeme pro zjednoduseni zapisu toto znaceni:
{we ) X(w)€eB}=E (X €B)

Definice 1.19. Rozdéleni pravdépodobnosti ndahodné veliciny X je mnozinova

funkce Px(B): By — R! definovand vztahem:
Px(B)=P(X e€B), Beb

Véta 1.18. Necht X je ndahodnd velicina, Px jeji rozdéleni pravdépodobnosti.
Pak (R, By, Px) tvori pravdépodobnostni prostor.

D 4k a z: Viz [3, str. 36]
14



Definice 1.20. Nechf X je ndhodné veli¢ina. Funkce Fx: R! — R! definovani
predpisem
Fx(z)=P(X <z), z€R!

se nazyva distribucni funkce nahodné veliciny X.
Véta 1.19 (Vlastnosti distribu¢ni funkce).
1. Fx je neklesajici funkce
2. lim, oo Fx(z) =1 lim, o Fx(z) =0
3. Fx je zleva spojitd v kazdém bodé x € R!
D 4k a 2: Viz [3, str. 37-38] 2
Definice 1.21. Distribuc¢ni funkce F'x se nazyva

a) diskrétni, existuje-li (konefna ¢i nekone¢nd) prosta posloupnost redlnych cisel
{z,} a ji odpovidajici posloupnost kladnych ¢isel {p,},> p, = 1, pro které
plati

Fx(z) = Z pn Vo €R!

n: rn<T

Funkci p(z,) = p, nazyvame pravdépodobnostni funkci nahodné veliciny X.

b) absolutné spojitd, existuje-li nezaporna, borelovsky méFitelna funkce

fx(z): R! = R! pro kterou plati vztah:
Fx(z) = / fx(t)dt VzeR!

Funkci fx nazveme hustotou (rozdéleni pravdépopodobnosti) nahodné veliciny

X.

Jestlize ma X diskrétni (absolutné spogitou) distribu¢ni funkci, pak stejné na-

zveme i tuto ndhodnou veli¢inu samotnou a jeji rozdéleni pravdépodobnosti.

2Tento diikaz je veden sice pro distribu¢ni funkci definovanou predpisem Fx(z) = P(X <
r),r € RY, kterd je spojita zprava, oviem diikaz spojitosti zleva ndmi definované distribuéni
funkce by se s nezbytnymi ipravami vedl analogicky.

15



Definice 1.22. Necht X je ndhodna veli¢ina. Jeji stfedni hodnotou rozumime
¢islo

E(X) = /QX(W) ap

Mnozinu vSech ndhodnych veli¢in definovanych na pravdépodobnostnim pro-
storu (2, X, P), které maji kone¢nou stfedni hodnotu, budeme znacit symbolem

L1(€2,%,P) nebo zkracené L.

Poznamka 1.13. Prakticky vypocet stfedni hodnoty se provadi pomoci téchto

vzorcil, odvozenych z predeslé definice:

E(X) = anpn pro X diskrétni,

E(X) = /Ra:f(x)d$ pro X absolutné spojitou.

Véta 1.20 (Vlastnosti stiedni hodnoty ndhodné veli¢iny). Necht X, Y jsou nd-

hodné veliciny z mnoZiny Ly a a, b jsou libovolnd redlnd cisla. Pak plati:
1. E(aX) =aE(X)
2. E(X+Y)=EX)+EY)

3. PX<Y)=1 = EX)<E®Y)

Dk a z: 3, str. 54]
Definice 1.23. Rozptylem (varianci) ndhodné veli¢iny X rozumime ¢islo
var(X) = 0%(X) = E(X — E(X))?
Véta 1.21 (Vlastnosti rozptylu). Necht X md konecny rozptyl, a,b € R. Plati:
1. var(X) >0

2. var(X) =0 P(X =¢) =1
16



3. var (a + bX) = b* var (X)
4 var (X) = E(X?) — (E(X))?
Dk a z: 3, str. 58]

Véta 1.22. Libovolnou nahodnou velicinu X lze transformovat na tzv. normo-
vanou nahodnou veli¢inu, tedy takovou ndhodnou wvelicinu Y, pro kterou plati

E(Y)=0avar(Y)=1.

D 1k a2z Uvazujme

Plati:

var(X)  var(X)

EY) = (X - E(X)) _E(X ZE(Y) _E(X) —E(X)
var(X)

X - E(X)> _ var(X —E(X)) _ var(X) _

var(Y) = var ( 0 = var(Y) = var(Y)

Definice 1.24. Cislo 7, € R, (o € (0, 1)), nazveme «a-kvantil ndhodné veliciny

X, jestlize plati:
PX<zy)<a AN PX>z,)<1l-a
Poznamka 1.14.
e Kvantily normovaného norméalniho rozdéleni obvykle zna¢ime u,, a € (0, 1).

e Druhou nerovnost v predeslé definici lze psat 1 — P(X < z,) < 1 — o,
dohromady pak P(X < z,)) < a < P(X < z,) a tedy z, je takové ¢islo,
které spliiuje Fx(z,) < a < Fx(z, +0).

o Jestlize je X absolutné spojitd ndhodna veli¢ina, plati a = Fix(z,).
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1.2.3. Nahodny vektor, nezavislé nahodné veli¢iny

Definice 1.25. Zobrazeni X: Q@ — R"™ nazveme (n-rozmérny) ndhodny vektor,
jestlize je YX-métitelné.
Poznamka 1.15. Pro zjednoduseni zapisu zavedeme nasledujici oznaceni:
Xw) <xe X)<z1,...,X, <z, kde x = (21, ...2,) € R"
Poznamka 1.16. Y-méfitelnost zobrazeni X znamena, ze plati:
e {we); X(w)<x}e¥ VxeR" nebo ekvivalentné
e {weQ X(w)eB}eX VBeB,

Véta 1.23. X = (X4,...,X,): Q — R" je naghodnym vektorem prdvé tehdy, kdyz

X, je nahodnd velicina pro vsechna vt =1,...,n.
D ik a z: [3, str. 80]

Definice 1.26. (Sdruzenou) distribucni funkci ndhodného vektoru X rozumime

funkci Fx: R™ — R definovanou vztahem:
Fx(x) = Fx(x1,...,2,) =P(Xi <2q,..., X, <z,) =PX<x), xe€R"
Poznamka 1.17.

e Distribuéni funkce Fx(z1,...x,) ndhodného vektoru X se nazyva diskrétni,
existuje-li prosta posloupnost {x,,} C R" (kone¢nd nebo nekonecnd) a ji
odpovidajici posloupnost kladnych ¢isel {p,,}, > pm = 1, takové, Ze plati

Fx(z1,...,2,) = Fx(x) = Z Pm, VxeR"

m: Xm <X

Rekneme pak, Ze nahodny vektor X je diskrétni.

e Distribuéni funkce Fx(xq,...x,) nédhodného vektoru X se nazyva
absolutné spojita, existuje-li nezaporna borelovsky méfitelna funkce

f(x) = f(xy,...2,): R — R takova, ze:

Fx(l’l,...,xn):Fx(X):/"'/ f(tl,,tn)dtldtn VXERn
18



Funkce f(x) se nazyva hustota ndhodného vektoru X a o vektoru X rovnéz

fikame, ze je absolutné spojity.
Definice 1.27. Nahodny vektor (X;,...X; ), k=1,....,n—1;1 < i <
< i < n, se nazyva margindalni nahodny vektor prislusny k nahodnému

vektoru X a jeho distribuc¢ni funkce F'x

funkce k funkei Fx(xq,...,z,).

x;, (Tiy, -+ iy, ) margindlnd distribucni

(SRR

Véta 1.24. Necht X = (Xi,...,X,) je ndhodny vektor s distribucni funk-

ct Fx(xy,...,x,). Pro distribuéni funkci ndhodného vektoru (Xi,,...,X,,),
E=1,....,n—1;1 <4 < ... <1 <n platt
Fx, ,..x, (@iy,y ooy xyy) = lim Fx(z1,...,2,)

x;—00 VjFAil,...,ix
D ik a z [3, str. 88]

Definice 1.28. Necht X = {X,, A € A} je systém nahodnych veli¢in. Rekneme,
ze nahodné veli¢iny tohoto systému jsou nezavislé, jestlize pro kazdou konec¢nou

podmnozinu {Ay,..., A, } C A plati
FX>\17"'vXAn (1‘1, ce ,l’n) = HFXM (.Tj) V(Z'l, ce ,.Tn) e R"
j=1

Véta 1.25 (Nutnd a postacujici podminka nezévislosti ndhodnych veli¢in). Necht

Fx(x) = Fx,,. x,(%1,...,%,) je sdrufend distribucni funkce ndhodného vektoru
X=Xy,...,. X, aFx,(z), j =1,...,n, jsou margindlni distribucni funkce prislu-
cné ndhodné veliciny X ;. Ndhodné€ veliciny X, . .., X,, jsou nezdvislé pravé tehdy,
kdyz plati

Fy(x) =[] Fx,(x;) Vx=(z1,...,2,) €R
j=1

D 4k a z: Viz [3, str. 95]

Véta 1.26. Necht Xi,...,X, jsou nezdvislé ndhodné wveliciny a necht
di(z): Rt = RY, j =1,...,n, jsou borelovsky méFitelné funkce. Potom jsou nd-
hodné veliciny Y; = ¢;(X;), j =1,...,n, rovnéZ nezdvisle.
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D 4k a z: Viz [3, str. 97]

Véta 1.27. Jsou-li Xy, ..., X, mezavislé nahodné veliciny s konecnymi druhymi

momenty, potom plati:

var (Z Xj) =Y var(X;)

j=1 j=

D 4k a z: Viz [3, str. 104]

1.2.4. Néktera rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in

Definice 1.29. Rekneme, 7e diskrétni nahodnd veli¢ina X mé binomické
rozdéleni pravdépodobnosti s parametry n a p, n € N, p€ (0,1), (znacime
X ~ Bi(n,p)), jestlize nabyva pouze hodnot j = 0,...,n, a to s pravdépodob-

nostmi

P =)= (1) w0 =0

Definice 1.30. Rekneme, ze diskrétni ndhodna velicina X mé Poissonovo roz-

deéleni pravépodobnosti s parametrem A, A > 0, (zna¢ime X ~ Po()\)), jestlize

nabyva pouze hodnot j = 0,1,... s pravdépodobnostmi
M\

|3()(:j):7.@—A j=0,1,...
j!

Poznamka 1.18. Néhodna veli¢ina X ~ Po(\) ma tyto charakteristiky:
E(X)=A var(X) = A

Definice 1.31. Rekneme, Ze absolutné spojitd ndhodna veli¢ina X ma rovno-

meérné rozdeleni s parametry a a b, a,b € R, jestlize ma hustotu

-

— € (a,b)
x ¢ (a,b)

et ={

(@RS
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Poznamka 1.19. Nahodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim o parametrech
(a,b) ma tyto charakteristiky:
a+b (b—a)?

E(X) = 5 var(X) =

Definice 1.32. Rekneme, Ze absolutné spojita nahodnéa velicina X ma normadini

(Gaussovo) rozdéleni s parametry p a o2, u € R,0% > 0, jestlize ma hustotu

1 _(@—w)?
e 202

fx(z) =

o 27r.

Poznamka 1.20. Nahodné veli¢cina X, kterd ma normdlni rozdéleni N (u,o?),

ma tyto charakteristiky:
E(X)=p var(X) = o?
Poznamka 1.21. Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X ~ N(u,o?) plati:

Plu—o <X <p+o)=~68,3%
P(p—20 <X < p+20)~955%
Plpu—30 <X <p+30)~99,7%

Posledni vyraz je znamy pod nazvem pravidlo tri sigma a v podstaté 1ika, ze
mimo uvedeny interval se realizuje pouze velmi maly zlomek hodnot nahodné

veliciny X ~ N(u,o?).

Definice 1.33. Nechf Xi,..., X} jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim

N(0,1). Pak fekneme, ze ndhodné veli¢ina
Q=) Xi
k=1

mé x2-rozdéleni s k stupni volnosti. Znaéime Q ~ 3.
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1.2.5. Centralni limitni véta

Oblast centralnich limitnich vét presahuje ramec nami probirané teorie, ale s
jejich vyuzitim budeme moci snaze ilustrovat Glivenkovu vétu zminovanou v
uvodu (viz piiklad 3.3). Proto alesponi okrajové zminime jednu z téchto vét, a to

Moivre-Laplaceovu, kterou pozdéji v uvedeném prikladu pouzijeme.

Definice 1.34. Necht {X,}>°, je posloupnost ndhodnych veli¢in a nechf X
je ndhodna veli¢ina, kazda z nich definovand na pravdépodobnostnim prostoru
(€, %, P). Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych veli¢in {X,} konverguje k X v

distribuci (podle rozdéleni), jestlize

lim Fy, (x) = Fx(z) v kazdém bodé spojitosti funkce Fx.

n—oo
Znacime
D
X, — X
Véta 1.28 (Moivreova-Laplaceova véta). Méjme posloupnost {Y,,}5°, nezdvis-

lych ndhodnych veli¢in, Y, ~ Bi(n,p). Potom

Y, —
Zy=—2 D ¥ N(0,1)

np(1 —p)

Rekneme, Ze posloupnost {Z,} md asymptoticky rozdéleni N(0,1) (znacime

{Z.} ~N(0,1) ).
D 4k a z: Viz [3, strana 128§]

Poznamka 1.22. 7 tvrzeni predchozi véty a podle vét 1.20 a 1.21 je ziejmé, Ze

as Yn as p 1 - D
Yo~ N(np,np(1—p)),  —~N (p, %)

1.3. Statistika

V praktickém Zivoté nezndme presné teoretické rozdéleni pravdépodobnosti (¢i
distribuéni funkei) zkoumané ndhodné veli¢iny (statistického znaku) — napft. prav-

dépodobnosti vyskytu vadného vyrobku, po¢tu mikroorganismu ve vzorku, chyby
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méfeni. Ovsem provedenim nékolika na sobé nezavislych pokust lze ziskat pred-
stavu o tom, jak teoreticka distribuc¢ni funkce vypada. Pomoci zakonii velkych ¢i-
sel pak miizeme dokazat, ze pokud provedeme dostatec¢né velké mnozstvi pokusii,
miizeme se s libovolnou presnosti blizit teoretickym vypoctiim teorie pravdépo-

dobnosti.

Definice 1.35. Nahodny vektor X = (X;(w),..., X,(w)), jehoz slozky jsou ne-
zavislé nahodné velic¢iny se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti (), se nazyva

nahodny vybér o rozsahu n z rozdélent Q).

Definice 1.36. Kazdou borelovsky méfitelnou funkci ¢(X;(w), ..., X, (w))
ndhodného vybéru X = (X;(w),...,X,(w)) nazyvame vybérovou funkci nebo

také statistikou ndhodného vybéru X.

Poznamka 1.23. Jednou z nejzndméjsich a nejuzivanéjsich statistik ndhodného

vibéru je tzv. vybérovy primer X, = 13" X,
Véta 1.29. Necht X = (Xj(w),...,Xn(w)) je ndhodny vybér z rozdélent

N(p,0?). Pak vgbérovy primer X,, md rozdélent N(u, %2>

Realizaci ndhodného vybéru o rozsahu n ziskdme n-tici hodnot (zy,...,z,). Vy-
tvorime tzv. vektor variant — ziskané hodnoty usporadame a opakujici se hodnoty

zahrneme pouze jednou. Vektor variant znac¢ime (zpyj, ..., ).
Definice 1.37.

e Pocet vsech vyskyti varianty ;) v této realizaci nazveme absolutni cetnosti

této varianty a znacime n,.
e Cislo r; = ™ nazveme relativni Cetnosti varianty .

e Soucet vSech relativnich cetnosti variant mensich ¢i rovnych z}; nazveme

relativni kumulativni cetnost a znacime Fj.
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Definice 1.38. Empiricka distribucni funkce F je funkce definovana timto pred-

pisem:
0 = <uq
Flx)=¢ F vy <o <01y, t=1,...r—1
I x>

Poznamka 1.24. Empiricka distribuéni funkce je tedy schodovita distribu¢ni
funkce, na ose x jsou vyneseny naméfené varianty zy;, a skoky v nich maji velikost

n;/n, (tedy relativni ¢etnost dané varianty).
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2. Zakony velkych cisel

2.1. Slaby zakon velkych ¢isel

Véta 2.1 (Cebysevova nerovnost). Nechf X je ndhodnd velicina se stvedni hod-

notou E(X) a rozptylem o0*(X). Pak Ve > 0:

P (5] X () ~ E(X)] > €}) < 0*(X)

D 4k az Ozmatme A = {w;|X(w) — E(X)| > €}, A9 jeji doplnék, tedy
AY = {w;| X (w) — E(X)| < e}. MfiZeme psat:

o*(X) = [ (X —E(X))*dP = [ (X —E(X))*dP+ [, (X —E(X))*dP >
> [, (X —E(X))2dP > 2 P(A)

Odtud primo plyne tvrzeni véty. [ ]

Véta 2.2 (Slaby zdkon velkych ¢isel). Necht {X,}°°, je posloupnost nezdvislych

ndhodnych velicin, kterd spliuje ndsledujici podminky:
(i) E(X,) = [ X,dP=0VneN

(i) 0*(X,) = [ X2dP <ooVn €N
N
(#3) lim EZU (X;)=0

i=1

n—oo

Pak posloupnost aritmetickych priméri

1 n
{— E XZ} konverguje k 0 podle pravdépodobnosti.
n
i=1

D 14 k a zz Uvazujme ndhodnou veli¢inu

Podivejme se na jeji stfedni hodnotu a rozptyl:
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(e
o*(X) = 02<%§:Xi> = %zn:f()(
i=1 i=1

Pouzijeme CebySevovu nerovnost:

Tedy

n—oo n—oo 52

0 < lim P(w;|X(w)] > ¢) < lim _EZ

pri¢emz prvni nerovnost plyne z defini¢nich vlastnosti miry a posledni rovnost

zarucuje predpoklad (iii) tvrzeni véty. Odtud plyne:

lim P(w; | X(w)| >¢) =0

n—oo
coz znamena, ze X konverguje k 0 podle pravdépodobnosti, a to je ovsem poza-

dovany vysledek. [ ]

Poznamka 2.1. Prvni predpoklad tvrzeni 2.2 lze zobecnit: staci predpokladat,
ze vSechny uvazované nahodné veliciny maji konec¢nou stfedni hodnotu, tedy

|E(X,)| < 00, ¥n € N. Pak za platnosti ostatnich predpoklada véty plati:

1TL
~ D (X —E(X) S0
ni:l
Tedy
1 « P 1 «
“NTX, S lim =Y E(X
p 2l 2

D 4 k a z: Budeme uvazovat ndhodnou veli¢inu Y, = £ 377"

(X, — E(X,)). Déle

vyuzijeme stejny postup jako v predeslém duikaze:

E(Y,) — (% SO(X - E(X,-») = S () — ECX) =0

i=1



o*(Y,) =0 (% Z(Xi - E(Xz‘))> = iCTQ(Xi)

Z Cebysevovy nerovnosti tedy:

n

11
0 < lim P(w; |V, (w)] > ¢) < lim = ) o(X;) =0

n—oo T n—oo e N
i=1

Odtud plyne, ze Y, = + 31" | (X; — E(X;)) konverguje k nule podle pravdépodob-

1=

nosti. ]

Definice 2.1. Necht {X;} je posloupnost nahodnych veli¢in, pro které plati
VieN: 0%(X;)<b, 0<b< oo
Pak fekneme, ze nahodné veliciny X; maji stejnomérné omezené rozptyly.

Véta 2.3 (o aritmetickém priméru). Necht {X,} je posloupnost po dvou nezd-
vislych ndahodngch velicin, které maji stejnomérnée omezené rozptyly, a plati pro

né€ E(X,) =a € R, VYn € N. Pak

D 4 k a z: Predpoklad (ii) tvrzeni véty 2.2 je zfejmé splnén. Rovnéz plati:

n—oo ’[’L2 - n—oo M

1 n
lim —ZO‘Q(XZ'—CL) < lim b =0
=1

A podle poznamky 2.1 plati:

1< 1< :
—EXiihm— a:hmwza
n
=1

n—oo 1, n—oo N
i=1

Véta 2.2 vyjadiuje pouze postacujici podminky k tomu, aby posloupnost ndhod-
nych veli¢in splilovala slaby zakon velkych cisel. V nésledujici vété uvidime, ze

nahodné veli¢iny X; nemusi za urcitych podminek byt ani nezavislé.
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Véta 2.4 (Markovova). Necht pro posloupnost nahodnych velicin { X}, plati:

|1 -
i [— (Z Xf)] -
j=1

Pak posloupnost

n -
J=1

1 n
{— Z(Xj — E(Xj))} konverguge k 0 podle pravédpodobnosti.

D i k a z: Pouzijme na posloupnost{% > (X~ E(Xj))} Cebysevovu nerov-

ogP( 25>:

1 n 1 n Var(% Z;'l:1 X;) 1 1 n
=P ( poy Zj:l X;—E (ﬁ Zj:l Xj)‘ > 5) < =2 -2 [ﬁ var (Zj:l Xj)}

Posledni ¢len konverguje k 0 podle predpokladu, ¢imz je dokézano tvrzeni véty. m

nost:

0| 29) o

a o X = 2 B(XG)

Pro tplnost uvedme jesté vétu, kterd neklade zadna omezeni na rozptyl uvazo-

vanych nadhodnych veli¢in:

Véta 2.5 (Chinc¢inova). Necht {X;} je posloupnost nezdvislych stejné rozdélengch
ndhodnych velicin, které maji konecnou stredni hodnotu E(X;) = a, Vj € N. Pak

1 n
n -
J=1
D 4k a z: Viz [3, str. 118-120]

2.2. Silny zakon velkych cisel

Véta 2.6 (Kolmogorovova nerovnost). Necht {X;}", je posloupnost nezdvis-
lych ndhodnyjch velicin s nulovou stredni hodnotou a konecnymi rozptyly a necht
X(w) = maxj<gp<n{| Zle Xi(w)|} (tedy X(w) je mazimum absolutnich hodnot

castecnych soucti). Pak Ve > 0:
1 n
P{{w; [X(w)| = €}) < ;ZUQ(Xk)
k=1
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D ik a z: Oznacme:

E=A{w;|X(w)| >} (hledany jev)

sp =, X; (k-ty cdstecny soucet)

By = {w;[sk(w)] > e}Nciepiws [si(w)] < e} (k-ty cdstecny soucet je proni,
ktery vyskoci z epsilonového okoli nuly, tedy Ex,k = 1,2,... jsou neslucitelnée
jevy)

Plati:

n 2
sidP:/ set > X, | dP=

i=k+1
n n n—1 n
SURCEEYS SRS oERED 9B oR 2 P
By i=k+1 i=k+1 i=k+1 j=i+1

Rozeberme podrobnéji jednotlivé sc¢itance:

/ 28k
Ey

(veli¢iny x g, - sk a X;,7 > k+1, jsou nezavislé, tedy integral 1ze rozdélit na souéin;

i=k+1 i=k+1 i=k+1

druhy integral je nulovy podle pfedpokladu a z aditivity integralu)

J

(opét xm, a X, i > k+ 1 jsou nezavislé)

En: X;?2dP = En: /XEkadP:P(Ek) En: /deP

ki=k+1 i=k+1 i=k+1

n—1 n n n
2/ Y > XX;dP=2) Z/Ekxixjdpzz

5 (5w

By i—k41 j=it1 i=k+1 j=i+1 i=k+1
> </ deP> =2 ) (/XEkXidP)- > (/XEkadP> =
j=i+1 \Y Bk i=k+1 j=it+1
=2 > (P(Ek)/XidP> > (P(Ek)/deP) =0
i=k+1 j=i+1

29



(podle pfedpokladi jsou ndhodné veli¢iny X; a X, ¢ # j nezavislé, rovnéz jsou
pro ¢ > k + 1 v8echny nezavislé s funkei xp, , stfedni hodnota [ X, dP =0, Vn,
takze vysledek je nulovy)

Tedy souhrnem:
/ $2dP = / spdP+P(E) > /deP > / s2dP > P(Ey)e
Ep Ek i=k-+1 E

Pak 1ze psat:

Xn:UQ(Xk):02 (Zxk) :/( n Xk>2dP:/sisz /Esidpz

Odtud uz pfimo plyne tvrzeni. (]

Vé&ta 2.7. Necht {y,} je posloupnost redlnych ¢isel, pro kterou je lim, ooy = y

konecna. Pak také
1 n
li n—oo i —
im - ZZI Yi =Y

D ik a2z Z predpokladii plyne, Ze

‘v’5>03n0€NVn2n0:|yn—y|<g

Necht n; je prirozené ¢islo vétsi nez ng takové, pro které plati:

L =yl < &
w2 vl <3

Pro n > n; plati:

no n

1 — 1 — 1 1 1
_ . — | = N < | = L _ .
S iy =y | S D )|+ Y ()| <
i=1 i=1 i=1 i=ng+1
_ 1i< )+n—n05<

30



Véta 2.8. Necht {y,} je posloupnost realnych cisel takovd, Ze

X Yn __
Yot = s < o0. Pak

D 4k az Oznaéme:
50 =0 Sp= g U tn =Y 1 Yi pron € N
Odtud:

Y = (Si - Si—l)i

n+1 n+1 n+1 n+1 n
tap1 = Z Y = Z 18; — Z 18i_1 = 18; — (i41)s; =
i=1 i=1 =0
n
= —so—i—z 15; Y+ (n+1)sp41 = Zsl—l—(n—l—l)snﬂ

Rovnost vydélime vyrazem (n+1):

tn+1 o
n+1 n+1n281+8n+1

Tedy:

tn—i—l
+1

limy,— oo = —s +s =0 (z predchozi véty)

Véta 2.9. Necht {X,} je posloupnost nezdvislych nahodnych velic¢in, pro kterou
plati:

(i) [X,dP=0 VneN

(ii) 3071 0% (Xp) < 00
Pak

Z X, konverguje skoro jiste.

n=1
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D 4k az Oznacme:

(W) = supq{|smir(w) — sm(w)|; k € N}
a(w) = inf{a,,(w);m € N}

Dokazme nejprve, ze
Z X, (w) konverguje < a(w) =0
n=1

44 2
=

Podle Cauchy—Bolzanova kritéria konvergence tad:

ZX” konverguje < Ve >0 dng € NVm > ng Vk € N: |s 0k (w) — sp(w)| < €

n=1

Tato nerovnost plati pro vSechna k, tedy rovnéz
(W) = sup{|smir(w) — sm(w)|;k € N} < e
Tvrzeni pak plyne z libovolnosti e:
inf{e,e >0} =0 = a(w)=inf{a,(w),meN}=0

W@,
<=

Predpokladejme, ze a(w) = inf{a,,(w),m € N} = 0. Odtud vyplyva, ze:
Ve >0 3mg € N: a(w) < e

£,
Ve >0 dmg € N: sup{|smgir(w) — sme(w)]; &k € N} < &
.

Ve >0 3dmg € NVEk € N: |8, 406 (W) — S ()] < &
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Pro libovolna prirozena ¢isla n,p > mq pak plati:
50(9) — 59()] < [30() — Smal@)] + [5p() = 5m()] < 22
Cim# jsme dok4zali cauchyovskost (a tedy konvergenci):
Ve >0 3dme e NVn,p>mgp:|sp(w) — sp(w)| < 2e

Timto je ekvivalence dokazana.

Z Kolmogorovovy nerovnosti Ve > 0, Vm,n € N:

1 m+n
P ({w;sup{[smix(w) — sm(w)[;k =1,2,...n} > ¢e}) < = Z o?(X})
< k=m+1
Pfi limitnim prechodu n — oo se nerovnost nezmeéni:
1 oo
Pllwian@)2 ) < 5 Y o)
k=m+1
Protoze a(w) = inf{a,,(w)}, zfejmé plati i nerovnost:
1 oo
0 < P({w;a(w) >¢}) < = Y (X)) < o0
k=m+1

Protoze fada > -, 02(X,,) konverguje (a tedy posloupnost zbytkt této fady kon-
verguje k 0: limy, oo 30 02(Xy) = 0), plati:

0 < P({wia(w) = £}) <0
Z libovolnosti e pak plyne a(w) = 0 s. v., a tvrzeni je timto dokazéno. [

Véta 2.10 (Silny zakon velkych ¢isel). Necht {X,,}°°, je posloupnost nezdvislych

ndhodngych velicin, kterd spliuje ndsledujici podminky:
(i) E(X,) = [ X,dP=0VneN
(i) 0*(X,) = [ X2dP <ooVneN
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(iii) > 07, n2 ) < %

Pak posloupnost aritmetickych priméri

1 n
{— g Xz} konverguje k 0 skoro jisté.
n
i=1

D ik a z: Oznacme Y, (z) = =

splnuje

predpoklady predchozi véty:

[e.e]

- X, — (X,
Zo 202 (7) = Z 7 512 ) < 0o podle predpokladu (iii)

= n=1

Predpoklady véty 2.9 jsou splnény, tedy plati:
Z Z — konverguje skoro jisté.
n=1 n=1
Pak z véty 2.8 o posloupnostech plyne, ze
1 1 i X — 0 skoro fists
1My 00— ; = 0 skoro jisté
i :
a tedy tvrzeni véty je dokazano. [ ]

Poznamka 2.2. Pfedpoklad (i) predeslé véty lze rovnéz zobecnit — staci uvazovat

E(X,) < 0o, Vn € N. Pak
1iX 1iE(X) 0 skoro jisté
— i — i) — Ooro Jiste
o {Cr— J

Tedy lim,,_ % S X =lim, % S E(X) s

Xn—E(Xn)

D4k az Zad{Y,} nyni vezmeme Y, = a diikaz vedeme analogicky

jako v predchozi véte. [ ]
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Poznamka 2.3. Predpoklady silného ZVC jsou ziejmé silnéjsi nez predpoklady
slabého ZVC.

Dakaz:

Dokazme nejprve, ze

ig <oo:>nh_>ngoﬁ20

n=1

Protoze rozptyl 0%(X) je nezaporny, ziejmé plati:
v c N: Z n+z zp: UQ(XnJri)
n _—
P — n—l—p T = (n+1)?
Nekonecna ciselna fada X7 + X5 + ... konverguje pravé tehdy, kdyz posloupnost

jejich ¢astecnych soucti je cauchyovska, tedy:

Ve >0 dnyp e NVp e N:

Z predchozich dvou nerovnosti plyne:

Ve >0 dnyp € NVp e N:

no+p O'Q(XZ')
Z (no + p)?

i=ng+1

Odtud tedy:
Jim Z 7

Piiklad takové posloupnosti, ktera splituje podminky slabého ZVC a nespliiuje
podminky silného ZVC, najdeme v piikladu 3.1 v dalsi kapitole. Tim bude tvrzeni

poznamky dokézano. [ ]

Poznamka 2.4. Rovnéz predpoklady véty 2.10 jsou pouze postacujicimi pod-
minkami, nikoli nutnymi. Lze tedy napfiklad najit takovou posloupnost {Y,},

kterd konverguje k 0 skoro jisté, pfi¢emz >~ ~ (Yn)

diverguje.
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Klicem k sestrojeni takové posloupnosti bude nasledujici definice. V ptikladu 3.2

pak jednu takovou posloupnost zkonstruujeme.

Definice 2.2. Rekneme, Ze dvé posloupnosti funkei {X,,} a {g,} jsou ekvivalentni

v Chincinoveé smyslu, jestlize

ZP {w; X, (w) # Yo(w)}) < o0

2.3. Empiricka distribu¢ni funkce, Glivenkova véta

Pomoci silného zdkona velkych ¢isel si nyni dokdzeme tzv. Glivenkovu vétu. Ta
ik4, Ze empirické funkce F,,(x) ndhodného vybéru z rozdéleni @) konverguje skoro

jisté k teoretické distribu¢ni funkci F'(x) tohoto rozdéleni.

0 T S :L‘m
Pfipomenme, ze F,(x) = ¢ Fi= 2y <2 <@gy, i=1,...7r—1
1 x> T

Lze tedy Fict, ze F,(x) = %, kde k je pocet realizovanych hodnot mensich nez x.
Mgjme nédhodny vybér o rozsahu n z rozdéleni s distribu¢ni funkci F'(z). Pravdé-
podobnostni funkce ndhodné veli¢iny Y (x): R — {0, 1,...,n} vyjadiujici, kolik
hodnot bude pii libovolné realizaci tohoto ndhodného vybéru nalevo od bodu x,

ma zfejmé binomické rozdéleni Bi(n, F'(x)):

n

P(Y =k)= (k) (F(x)*(1 = F(z))™™® k=0,1,...n

Vypocitejme stredni hodnotu a rozptyl této nahodné velic¢iny:

=S ok(} ) renta - =3 e~ Pl =

I ACINIE B (Z - 1) (F(@))F(1 = Fa)™




K urceni rozptylu vyuzijeme nasledujicitho vypoctu:

E(Y (Y = 1) = 3 Kk = D (F@) (- Pl =

= : [(F(@) (1= F)"" =

o?(Y) = E(Y?H) - EX(Y) = n(n — 1)F%(2) + nF(z) — n*F*(z) =
= nF(x)(1 - F(z))
Nyni uvazujme posloupnost {F, ()}, tedy posloupnost empirickych distribu¢nich

funkci realizaci ndhodného vybéru o rostoucim rozsahu n a ovéime, zda spliuje

predpoklady véty 2.10 ve znéni poznamky 2.2:

Uvazujme posloupnost {F,(x)} tedy posloupnost empirickych distribu¢nich
funkci realizaci ndhodného vybéru o rostoucim rozsahu n a ovéime, zda spliuje

predpoklad (iii) véty 2.10 :




K dikazu konvergence této fady vyuzijeme integralni kriterium. Budeme uvazo-
vat funkci f(z) = 2, ktera je zfejmé na (1, 00) definovana, nezdporna a neros-
xT

touci, tedy spliuje predpoklady pro toto kriterium. Vypocitejme nyni integral

/Oold 11 O+1 1<
—qAxr = _— fry —_ = —
3 222 |, 9 -9~

Protoze tento integral konverguje, konverguje i uvazovana rada, a tedy posloup-
nost empirickych distribu¢nich funkei {F,(z)} spliiuje predpoklady silného zé-

kona velkych ¢isel a konverguje skoro vsude k F'(x).

Nyni si tedy odvodime jednu z podstatnych vét matematické statistiky —
Glivenkovu(—Cantelliho) vétu. Ta ndm dava podklad k tvrzeni, Ze pfi dostatecném
mnozstvi pozorovani lze s libovolnou presnosti aproximovat skute¢né zastoupeni

pozorovaného jevu v celku.

Véta 2.11 (Glivenkova). Necht ndhodné veliciny X1, ... X, jsou prvky ndhod-
ného vybéru z rozdéleni s distribucni funkci F(x). Ddle necht F,(z) znaci empi-
rickou distribucni funkci a konecné oznacme

A, = sup |F,(z)— F(x)]

—oo<r<o0

Potom platt
P(lim A, =0)=1

n—oo

D i kaz Prokazdé M € Nak =1,2,... M oznaCme x,7; nejmensi takové

&islo, pro které plati F(z) < £ < F(z 4 0) (kde F(z + 0) = lim,_,4 F(y)).

k

Tyto body se nachazeji tam, kde F'(z) = 17,

nebo v bodech nespojitosti teoretické
distribucni funkce.

Oznacme:

AS) = max |F,(xamk) —F(xM,k)|,A7(12) = max |F,(xyr+0)— F(xpg +0)

1<k<M 1<k<M

Dokazme, ze pak plati:



0sr

0s

07r

06

0s&r

0.4

03r

0z

01r

Uvazujme nejprve, ze maximum v pfedchozi nerovnosti bude A,(ll) a predpokla-

dejme, Ze je této hodnoty dosazeno v bodé xj ;. Kdyz ptijdeme od tohoto bodu
doleva, rozdil mezi empirickou a teoretickou distribuc¢ni funkci se muze zvétSovat.
Ovsem maximélné do bodu, kdy se teoretickd distribu¢ni funkce snizi na (resp.
pod) hodnotu %, tedy do bodu zps_1. OvSem v tom pfipadé by uvazované
maximum muselo byt pravé v bodé xys 1, coz je spor s piedpokladem.
Hodnota teoretické distribu¢ni funkce tedy miize klesnout maximalné o ﬁ,
pficemz F,(x) nemuze smérem doleva stoupat - a tedy celkové se rozdil mezi
nimi zvysi o maximalné % (a tohoto maxima nelze dosahnout).

Pokud bychom se pohybovali od bodu z,,; napravo, okamzité narazime na limitu
|Fo(zar+0) — F (2 +0)|, ktera je podle pfedpokladti mensi nez nase maximum
(a plati pro ni analogické tvrzeni, Ze pfi pohybu napravo od ni nemuzeme jeji
hodnotu pfesahnout o vice nez 7).

Analogické tivahy je mozno provést i v pripadé, ze maximum v predchozi nerov-
nosti je AP,

Nasledujici dva obrazky ilustruji popsanou situaci pro vybér z normovaného nor-
maélniho rozdéleni o rozsahu 7 pro M = 5. Zelenou barvou jsou vykresleny rozdily

funkenich hodnot v bodech xp i, resp. 2/, +0, ervenou je pak maximum rozdilu

teoretické a empirické distribuc¢ni funkce na celé realné ose.

Teoreticka //—_ 08}
Empiricka / 7

Teoreticka
Empiricka

0esr /
08

075

07r

0658

06

085

Podle silného ZVC (viz také predchozi piiklady) plati:

VeeR: P(lim F,(x)=F(z))=1 A P(lim F,(z+0)=F(zx+0)) =1

n—oo n—oo
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Odtud tedy:

VeeR: P(lim |[F,(z)-F(x)]=0=1 A P(lim |F,(z+0)—F(z+0)|) =1

n—oo n—oo

Z cehoz vyplyva

n—oo . 1
max(AD APYZF 05 v, = limsup A, < AL

n
n—oo

Coz se da prepsat pomoci pravdépodobnosti:

1 1
P(limsupAnSM)zl = P(limsupAn>—>:0

n—oo n—oo M

Odtud limitnim prechodem pro M — oo

P(limsup A, > 0) =0

n—0o0

Odtud uz ptimo plyne dokazované tvrzeni. [ ]
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3. Piiklady

Priklad 3.1. Najdéme priklad posloupnosti, kterd spliuje predpoklady slabého
ZVC a nespliuje silny ZVC.

Zkonstruujme posloupnost {f,} mnezavislych ndhodnych veli¢in, pro které

o?(fn) = 1n7(17ﬁ1)' Posloupnost {1n?:431)} je pro n > 1 rostouci, tedy lze psat:
1< n(n+1)
im — S 62(f) < lim —t Y
J 2 ot = o

Nyni dokazme, ze fada ) -, Wfﬂ) diverguje. Vyuzijeme k tomu obmeénéné

majorantni kriterium a integralni kriterium.

— n+l G n 1 G 1
Znﬂn(n—l—l) :Z (n2ln(n—|—1) +n21n(n+1)> = ann(n—l—l)

n=1 n=1 n=1

Na tuto radu aplikujeme integralni kriterium:

Mgjme funkei f(z) = ;- Ta je ziejmé pro z € (1,00) definovana, nezadporna

1
zIn(z
a nerostouci, a tedy splnuje predpoklady integralniho kriteria.

Uvazujme nyni funkeci F'(x) = In(In(x)). Jeji derivace podle z méa tvar:

- i~ [ g e = ) = F@)

% dx zfejmé diverguje,

Protoze ovSem F(00) = 00 a F'(1) = —o0, integral f1oo 2In

proto diverguji i obé fady:

= 1 = n+1
—a —
; nln(n + 1) ; n?ln(n + 1)
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Priklad 3.2. Najdéme priklad takové posloupnosti, ktera konverguje skoro vsude

k 0, a pfitom nespliiuje pfedpoklady silného ZVC.

Jak uz bylo feceno, k sestrojeni této posloupnosti vyuzijeme definici 2.2.

Nejprve definujme posloupnost {f,,(x)} na intervalu (0, 1):

1 proxze(0,5)=A,
fa(z) =14 —1proz e (1—5,1)=A2

0 jinde ... oznacme Af,

Toto je posloupnost ndhodnych veli¢in definovanych na pravdépodobnostnim pro-
storu (J, By, P), kde J = (0,1), B je systém pruniki borelovskych mnozin B;
s J a P je Lebesgueova mira (viz pozndmka 1.3) na R! (P(J) = 1, tedy P je

pravdépodobnostni mira).

fW f2

80— : C 60 :

40} ] 40}

20f ] 20}

0 oF

-20¢ ] -20}

-40} ] -40}

O 112 R o A ' 34 1
f. &

80— : C 60 :

40t ] 40}

20t ] 20}

0 o—

20+ g -20

-40} ] -40}

AT I | T T T I ' ITVT:

Obréazek 1: Grafy prvnich ¢tyt ¢lenti posloupnosti { f,,(z)}
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Ukazme, zZe tato posloupnost spliuje podminky véty 2.10, a tedy konverguje skoro

vsude k O:
1
D= fodP = [ fodP=P(AL) -1+ P(A2)-(~1) + P(A°
f/f /Of (AL) -1+ P(A2) - (~1) + P(A)
_1 1 0—0
o T U7
(fn)—/f ap /fﬁdP—P(Al) 12 £ P(A2) - (—1)? + P(AS)
> 9

Nyni sestrojme posloupnost {g,}, kterd je k {f,} ekvivalentni v Chincinové

smyslu:
e" prox e Al
gn(x) = —€" proz € A?
0 proxe A

Dokazme, Ze je tato posloupnost je opravdu ekvivalentni s { f,,}

o0 oo o0 2
ZP{xfn ) # go(@)}) = > P(A,UAY) = o =T 1:2<00
n=1 n=1 2
Plati:
Ve>0Vr € (0,1) Inge NVRE N:n>nyg= gu(x) =0=|g,(x) — 0| =0<e

Odtud plyne, Ze posloupnost {g,} nekonverguje pouze v bodech 0 a 1, pficemz

P({0,1}) =0, a tedy
{gn} — 0s. V.

Nyni dokazme, Ze posloupnost {g,} nesplituje podminku (iii) silného ZVC

262n

1
) = [ gap =2l = 20
0

43




g, 9,
80 . ‘ . 80— . . : :
40 1 401 1
20 B 20+ B
of | o} 1
-20} 1 20} 1
40} 1 40} 1
B 17 T CREET” ' 3/4
9, g,
60— ‘ ; . — 60— . . : :
40t 1 401 1
20— g 20+ _
0 B o |
=20+ E— 20t _
-40} 1 40} 1
0% 1 s BaITTY ' ' '15;;

Obréazek 2: Grafy prvnich ¢tyt ¢lentt posloupnosti {g,(z)}

> e Z 3 7 g
n=1 n=1
Tato fada diverguje podle limitnitho Cauchyova odmocninového kritéria:
e 2 62 62
lim = —>1
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Priklad 3.3. Graficky ukazme, Ze empirickd distribu¢ni funkce ndhodného vy-
béru z rozdéleni a) chi-kvadrat, b) Poissonova, skutecné konverguje k teoretické

distribu¢ni funkeci toho rozdéleni.

Z vypoctu v sekci 2.3. vime, ze ndhodna velic¢ina Y,, vyjadiujici pocet namétenych
hodnot vyskytujicich se pfi realizaci ndhodného vybéru rozsahu n nalevo od bodu

x mé binomické rozdéleni Bi(n, F(x)). Déle vime, Ze

E(Fu(z)) =E (ﬁ(;p)) = F(z), var(Fp(z)) = —~

n

Yy

= ma asymptoticky

Rovnéz z poznamky za vétou 1.28 vime, ze nahodna velic¢ina

rozdéleni N (F(:):), w) tedy

Fu(r) - F(2)
VE(@)(1 = F(x))v/n

~ N(0,1)

Pro kazdé r € R mutZzeme sestrojit interval, v némz se bude hodnota F, ()

pohybovat s pravdépodobnosti 95% (95% interval spolehlivosti):

P w025 < N = Ug975 | =
( 0% = \/F(x)(l—F(x))\/_< ’ )

= (F(SU) — Up,975 \/F(x)(\;ﬁ— F(z)) < Fu(x) < F(x) + ug975 \/F(x)(\}ﬁ— F(x)))

Grafy pro Poissonovo a x? rozdéleni vytvoiime v programu Matlab (pouZity zdro-
jovy kéd viz pifloha). Cervenou barvou je vyznacena teoreticka distribuéni funkce
daného rozdéleni, zelenou hranice vyse uvedeného intervalu a modrou empiricka
distribu¢ni funkce pro jednu vygenerovanou realizaci nahodného vybéru z tohoto

rozdéleni.
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2, n=10

0 5 10 15

Obréazek 3: Konvergence empirické distribuéni funkce — x2

Po(5), n=10 Po(5), n = 100
. 1 .
i
L=
08 =
i
06 i
|
0.4+ [
02! 1
=
| L 0: | |
0 5 10 15 0 5 10 15

Obréazek 4: Konvergence empirické distribu¢ni funkce — Po(5)

Z obrazkt je jasné patrné, ze interval spolehlivosti se pro rostouci n zuzuje, coz

lze ostatné jednoduse dokazat vypoctem:

F(z)(1-F(z F(z)(1-F(x
l(z) = F(z) + uo,m5% — <F(x) - u07975—( )\(/ﬁ ( ))) =

2. U0,975w coz pro n rostouci klesa

Rovnéz je zfejmé, ze limitu horni i dolni hranice intervalu tvori teoreticka distri-

buéni funkce F(x):

Jim, (F(I) — Up 975 \/F(m)(\;—_ F<x))> = F(x)—uogms\/ F(a)(1 - F(x)) Jim % = F(x)



Piiklad 3.4. Pro Poissonovo, rovnomérné a norméalni rozdéleni, pro které plati a)
E=1, var =1, b) E = 6, var = 6, graficky znézornéte konvergenci aritmetickych
priamértd ndhodnych vybéri o rostoucim rozsahu k teoretické stfedni hodnoté E

daného rozdéleni.

V programu Matlab nasimulujeme provadéni nahodného pokusu z daného roz-
déleni, tim nam vznikne posloupnost ¢isel, kterou ozna¢ime {z;}. Hodnotu ari-
metického priméru naméfenych hodnot budeme vysetfovat vzdy po k (ve zdro-
jovém kédu uvedeném v prilohdch se tato proménnd nazyva krok) méfenich
a tyto pruméry vyneseme do grafu s vyznacenou teoretickou stfedni hodnotou
daného rozdéleni. Tento vypocet provedeme celkem n-krat (v Matlabu n nazy-
vame pocet). Maximalni rozsah souboru tedy bude roven n - k.

Jak je vidét z nize vyobrazenych grafii, pro rozdéleni s rozptylem 1 bylo
obecné tfeba mnohem mensi rozsah ndhodného vybéru, aby se jeho priamér ustalil
v intervalu (E —0,1; E+0, 1).

Porovnani vSech tii zadanych typli rozdéleni pfindsi pomeérné zajimavé
zjisténi — totiz ze ,nejméné korektni“ vlastnosti vykazuje norméalni rozdéleni:
aritmeticky priameér se k teoretické stfedni hodnoté blizi relativné nejpomaleji
a ma nejvétsi vykyvy.

Ovsem podle véty 1.29 plati X,, ~ N(u, %) Vybérovy primeér mé tedy nor-
mélni rozdéleni a lze pouzit pravidlo t71 sigma (pozndmka 1.21): hodnoty ndhodné

veli¢iny X, se budou s pravdépodobnosti zhruba 0.997 pohybovat v intervalu

I = ( E(X0) = 3y/var(X,), E(X,) + 3y var(X,,))

Tento interval se pro n — oo zuzuje az k jedinému bodu — E(X,,) = pu.
Kdyz hranice tohoto intervalu vykreslime do grafu (zelenou barvou), vidime, ze

hodnoty aritmetického priimeéru se v tomto intervalu vesmés pohybuji.

Poznamka 3.1. Pravidlo t7i sigma ndm v tomto piipadé zarucuje, Ze pro kazdy
rozsah k-7,7 = 1,..n je pravdépodobnost, ze kiizek oznacujici aritmeticky primeér

realizace ndhodného vybéru 7;.; bude uvniti intervalu Iy.;, rovna 0.997, nikoli,
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Ze je to pravdépodobnost poctu kiizkd vyskytujicich se uvniti oblasti vyznacené

hranicemi I,, v rdmci jednoho pozorovani (simulace).

Poznamka 3.2. Obdobné intervaly I,, by se daly vykreslit i pro ostatni rozdélent,

ovsem Kk jejich sestrojeni je tteba dalsi teorie, ktera neni predmétem této prace.
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ZAavér

V ramci této bakalarské prace jsem se zabyvala zakony velkych ¢isel. Na za-
kladé literatury jsem dokazala zakladni znéni slabého a silného zakona velkych
Cisel, i nékteré jejich obecnéjsi varianty, a na piikladé ukazala jejich rozdilnost.
Préace rovnéz obsahuje dikaz Glivenkovy véty o stejnomérné konvergenci empi-
rické distribuc¢ni funkce k teoretické, jejiz platnost je pak také demonstrovana na
prikladu. Dale jsem se zabyvala vySetfovanim konvergence aritmetickych primeéra
nahodného vybéru z urcitého rozdéleni ke stfedni hodnoté tohoto rozdéleni v
zavislosti na jeho typu - konkrétné jsem zkoumala norméalni, Poissonovo a rov-
nomérné rozdéleni. Z piikladu je patrné, ze nejpomalejsi konvergenci v tomto
smyslu jevi normélni rozdéleni, ale i u néj se s rostoucim rozsahem nahodného

vybéru tato konvergence projevuje.
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P¥#ilohy

Priloha A. Zdrojové kédy pro tvorbu grafi ilustrujicich konvergenci empirické

distribuéni funkce k teoretické (ptiklad 3.3) v programu Matlab :

function poissemp(n, lambda)
R = poissrnd(lambda, [1 n]);
[f,Rf]=ecdf(R);
stairs(Rf,f);

x = 0:0.2:15;

F = poisscdf(x,lambda);

hold on;

stairs(x,F,’r’)
inf=F-1.96*sqrt(F.*(1-F)/n);
sup=F+1.96*sqrt (F.*(1-F)/n);
stairs(x,inf,’g-.")
stairs(x,sup,’g-.")

hold off;

function chi2emp(n, st)
R = chi2rnd(st,[1 n]);
[f,Rf]=ecdf (R);
stairs(Rf,f);

x = 0:0.2:15;
F = chi2cdf(x,st);
hold on;

plot(x,F,’r’)
inf=F-1.96*sqrt (F.*(1-F)/n);
sup=F+1.96*sqrt (F.*(1-F)/n) ;
plot(x,inf,’g-.")
plot(x,sup,’g-.")
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hold off;
Priklad volani:

poissemp(10, 5)
title(’Po(5), n = 10’, ’fontsize’, 14)
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Priloha B. Priklad zdrojového kédu funkci pro tvorbu grafi konvergence arit-
metickych praméria ndhodného vybéru k teoretické stiedni hodnoté (pfiklad 3.4).

Normalni rozdéleni (ostatni obdobné):

function normalni(E, var, pocet, krok)

max=pocet*krok;

x=0:0.1:max;

plot(x,E,’Color’, ’Red’);
axis([0,max+1,E-1.3,E+1.3])

set(gca,’YTick’, [E-1:0.5:E+1])
set(gca,’YTickLabel’, [E-1:0.5:E+1], ’fontsize’, 14)
hold on

plot(x, E-0.1, ’Color’, ’Yellow’);

plot(x, E+0.1, ’Color’, ’Yellow’);

prumer=zeros(1,pocet);
vyber=normrnd (E,var, [pocet krok]);
for i=1:pocet
suma (i)=sum( [vyber(i,:)]);
prumer (i)=sum(suma)/(ixkrok) ;
xove (i)=ixkrok;
yove (i)=3%sqrt (var/(ixkrok)) ;

end
plot (xove,prumer, ’b+’);

plot (xove,E+yove,’Color’, ’green’);

plot (xove,E-yove,’Color’, ’green’);
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