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Abstrakt

Praca je napisana ako stru¢ny prehl'ad zakladnej tedrie k danej téme s rozSirenim
na spracovanie postupov a rieSenie prikladov.

Praca je rozdelena na dve zakladne Casti. Prva Cast je zamerana na zakladné
teoretické poznatky ojazykoch, gramatikach a automatoch. Podrobne je v nej
vysvetlend teoria vztahujicu sa kformalnym jazykom a operaciam nad nimi,
ku gramatikdm aich rozdeleniu a ku koneCnym automatom, spolu srozdelenim
na deterministické a nedeterministické.

Druhd cast’ je venovana spracovaniu, vysvetleniu a spocitaniu prikladov

tykajucich sa danej témy od jednoduchych az po zlozité.

Abstract

This bachelor's thesis is written as a brief list of fundamental theory on the given
topic with extensions of working out methods and solving examples.

The thesis is divided into two basic parts. The first part is focused on the
essential theoretical pieces of knowledge about languages, grammars and machines.
There is a particular explanation of the theory related to formal languages and
operations on languages, grammars and their separation, and to finite state machines,
together with dividing them into deterministic and nondeterministic ones.

The second part is devoted to working out, explanation and calculation of the

examples applied to the given topic - from the simple ones to the difficult ones.
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Uvod

Bakalarska praca sa zaobera kapitolou teoretickej informatiky tykajicou sa
jazykov, automatov a gramatik. Tato problematika je sucast predmetu diskrétna
matematika vyuCovanom na Fakulte podnikatel'skej Vysokého ucenia technického
v Bme. Je jej vSak venovany len maly priestor v ramci tohto predmetu. Jazyky,
automaty a gramatiky su zadkladom informatiky a preto je potrebné kvalitné a presné
pochopenie ich principov.

Praca je rozdelend na dve zékladné Casti, prehl'ad tedrie a spracovana zbierka
prikladov. Snahou prvej Casti prace je zovSeobecnenie a zostruCnenie poznatkov
zo zakladnych literatir tak, aby podavala zékladny, struény a Tahko pochopitelny
prehl'ad teorie. Ma slazit  Studentom Fakulty podnikatel'skej ako podklad
pre pochopenie uciva a vytvorit zaklad pre nasledna schopnost’ spracovania prikladov.

Druhé cast je spracovand ako zbierka prikladov. Je v nej vyber prikladov
od jednoduchych, pre lahké pochopenie zakladnej problematiky, az po zlozité,
pre zvladnutie skasky z tohto predmetu. Ku kazdému prikladu je vysvetlenie postupu

rieSenia spolu so samotnym rieSenim.
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1 Vymedzenie problému a ciel’ prace

1.1 Vymedzenie problému a navrh realizicie

V kazdej spolocCnosti vratane univerzit sa objavuju urcité prednosti a nedostatky.
Nedostatkom, ktory je rieSeny v tejto bakalarskej praci je malé mnozstvo cCasu
a priestoru venované vyucbe v oblasti jazykov, automatov a gramatik v predmete
diskrétna matematika vyuCovanom na Fakulte podnikatel'skej Vysokého ucenia
technického v Brne. Praca sa zaobera klasifikaciou jazykov, gramatik a automatov.
Je vnej spracovany zovSeobecneny teoreticky prehlad zakladnych poznatkov, ktoré
su dolezité pre nasledné spracovanie prikladov potrebnych pre dokladné pochopenie
témy a zvladnutie uciva. Spracovavanim prikladov je vytvoreny uceleny subor, ktory
kompletne zahriiuje vysSie uvedené témy. K tomuto suboru prikladov su vytvorené
postupy ich rieSeni a samotné rieSenia.

V praci su vyuzité hlavne tieto 2 zdkladné metody:

Systematicky popis

V praci je pomocou systematického popisu realizovany pokus priblizit
Studentom teodriu vzt'ahujucu sa k formalnym jazykom a operaciam nad nimi, tedriu
gramatik aich rozdelenia atedriu koneCnych automatov spolu sich rozdelenim
na deterministické a nedeterministické. Dalej je v praci velmi prehladne popisana
dokazova metdda regularity jazyka, pummping lemma.

ZovSeobecriovanie

Praca je napisana v ¢o najjednoduchSej forme, aby dotyCny Citatel' (Student)
ziskal vSeobecny prehlad oteorii automatov, gramatik ajazykov. Je v nej
zovSeobecnena azhrnutd tedria k danej téme tak, aby davala zmysel abola

v zjednodusenej forme dobre pochopitel'na.

1.2 Ciel’ prace
Cielom bakalarskej prace je priblizenie zakladnych typov gramatik, jazykov a

automatov, ich zakladné rozdelenie a vyuzitie v ekonomickej a informatickej praxi.

Rozsirenie vyucby predmetu diskrétna matematika na Fakulte podnikatel'skej v Brne.
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Blizsie vysvetlenie danej tematiky a spracovanie postupov arieSenia prikladov

od jednoduchych az po zlozitejsie.
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2 Struc¢ny avod do tedrie jazykov, automatov a gramatik

Prvé zéklady formalnych jazykov vznikli vdaka americkému matematikovi
Noamovi Chomskému, ktory pri Stadiu prirodzenych jazykov vytvoril matematicky
model gramatiky ajazyka. Po Chomského definicii vyuzili zakladné objekty gramatiky
Backus a Nauer a vytvorili Backus- Nauerovu formu. Tato forma je definiciou syntaxe
pre programovaci jazyk Algol 60. S d’al§im vyvojom sa aplikovala tedria jazykov
v oblasti prekladacov programovacich jazykov.

V dnesnej informaticky zameranej dobe predstavuju formalne jazyky velmi
dolezith oblast. Pod formalnymi jazykmi chdpeme matematické Struktury vznikajice
formalizaciou a zovSeobeciiovanim prirodzenych a umelych jazykov, hlavne jazykov

programovacich.

2.1 Abeceda

V beznom zivote slovo abeceda znamena ur€iti sadu znakov (pismen), ktorymi
sa graficky vyjadruju hlasky. Z hlasok sa skladaju slova, sluziace ako dorozumievaci
prostriedok l'udi.

Tato praca sa venuje pojmu abeceda a dalSim spolu suvisiacim pojmom
z matematického hl'adiska. A prave z tohto hladiska sa abecedou rozumie l'ubovolna
neprazdna kone¢na mnozina, ktorej prvky sa nazyvaju znaky, pismena alebo symboly
abecedy. V literature sa abeceda oznacuje gréckym pismenom X. Prikladom abecedy
moze byt binarna abeceda {0,1}, mnozina cislic {0,1,...,9}, hexadecimalna abeceda

£0,1,..9,A,... F}, atd" [2]

2.2 Slovo

Slovo (taktiez retazec) v nad abecedou X je mozné ziskat vytvorenim konecnej

dizky symbolov, ktoré tuto abecedu tvoria (napr. aaba je slovo nad abecedou {a,b}).
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Poget znakov, ktoré slovo tvoria oznadujeme | v | a nazyvame ho dizkou slova.
Pocet vyskytov symbolu a v slove v sa oznaCuje | v |, (#a (v)). Ak teda v = aabbaa,
potom | v |,=4.

Prazdnou postupnostou znakov (Cize prazdnym slovom) rozumieme slovo
ktorého dizka | v | = 0. Takéto slovo sa oznaduje A.

Mnozinu vietkych slov nad abecedou X oznalujeme ¥° a mnoZinu vietkych
neprazdnych slov =",

Slovo u je podslovom slova v ak existuju slova x,y také, ze v = xuy. Pokial
x = A, tak potom slovo u je prefixom, Cize predponou slova v. Ak y = A, vravime, ze

slovo u je sufixom, Cize priponou slovav. [2]

2.2.1 Operacie nad slovami

Castou operaciou so slovami je ich zrefazenie, tzv. spojenie do jedného slova.
Zretazenie slova u = aja,...a, so slovom v = bjb,...b, sa oznacuje u.v alebo CastejSie
taktiez uv auv = aja..a, biby..by, Operacia zretazenie je asociativna, CcCize
u.(v.w) = (u.v).w pre lubovol'né slova u,v,w. Pri zretazeni sa prazdne slovo A chova ako
jednotkovy prvok, ¢izeu. A =Au=u.

Dal§im spdsobom zretazenia je takzvané i- nasobné zrefazenie slova v,
oznalované ako v. Prei=0sa v’ =X prei=1sav' =v, prei =2 sa v> = vv atd.
Vseobecne teda plati, ze v' = v

Pri zretazeni ma exponent vzdy vac€Siu prioritu nez samotne zretazenie.

2.3 Jazyk

Formalny jazyk nad abecedou X je 'ubovolna mnozina slov nad touto abecedou,
&ize podmnozina 3°. Napriklad {a, ab, aab, b, bbb} je jazyk nad abecedou {a, b},
prazdna mnozina A je jazykom nad Tubovolnou abecedou X. Jazyk je obvykle
oznacovany pismenom L.

Na rozdiel od abecedy moze byt jazyk ako konecny, tak aj nekonecny.

Koneénym jazykom rozumieme jazyk, ktory obsahuje konecny pocet slov. Naproti
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tomu nekonecny jazyk, je jazyk, ktory obsahuje nekonecné mnozstvo slov. Z toho

plynie, ze konecné jazyky je mozné zadat vypisom prvkov, ale nekonecné iba

s pomocou nejakej obmedzujucej podmienky, ktora charakterizuje slova obsiahnuté

v takomto jazyku.

2.3.1 Operacie nad jazykmi

Kazdy formalny jazyk je mnozina slov nad urcitou abecedou a preto je mozné

s jazykmi prevadzat §tandardné mnozinové operacie ako prienik, zjednotenie, rozdiel

alebo doplnok. Nad formalnymi jazykmi sa ale zavadzaju aj d’alSie Specidlne operacie

ako napriklad zretazenie, iteracia alebo zrkadlovy obraz jazyka.

Standardné mnozinové operdcie

Ak L, je lubovolny jazyk nad abecedou X; al, je Tubovolny jazyk
nad abecedou X, modzeme na ne aplikovat Standardné mnozinové operacie
zjednotenia, prieniku a rozdielu. Vysledkom je vzdy jazyk nad abecedou
31 U 3. Doplnkom jazyka L, je jazyk co-L; =%, - L.

Zretazenie jazykov

Zretazenim jazykov L; a , L, kde L; je jazyk nad abecedou X; a L, jazyk

nad abecedou X,, je jazyk ;. L, = {uv |u € L, v € L,} nad abecedou X,  %,.
Operacia zretazenie je asociativna.

1- td mocnina jazyka

I- t4 mocnina je definovana pre kazdé i # No. L' oznaduje i- tu mocninu jazyka L
aplati : L= {A}, L"'=LL".

Iterdcia jazyka

o0
Iteraciou jazyka L je jazyk L = U='=I:I L' . Jedna sa o zjednotenie vietkych
mocnin daného jazyka.

Pozitivna iterdcia jazyka
o

Pozitivna iteracia jazyka L je jazyk L™ = Uz’=1 L' . Vtomto pripade sa jedna
o zjednotenie vSetkych mocnin daného jazyka okrem prazdneho slova A, Cize
0- tej mocniny.

Zrkadlovy obraz jazyka

15



Zrkadlovym obrazom jazyka L je jazyk L = {u® | u = L}, kde u® je zrkadlovy
obraz slova u. Napriklad u = aaba, potom zrkadlovym obrazom slova u je

u® = abaa.

2.4 Gramatika

Formélna gramatika umoziiuje vygenerovanie vSetkych slov patriacich
do daného jazyka. Preto su gramatiky povazované za generativne systémy. Gramatika
je zlozena z mnoziny prepisovacich pravidiel P, pomocou ktorych modze byt kazdé
slovo vygenerované z dopredu urCeného pociatocného symbolu S. Generacia
pozadovaného slova prebieha tak, ze sa zacne s pociatoénym symbolom S, na ktory
sa aplikuje prislusne prepisovacie pravidlo P. Na takto ziskany retazec sa opit’ aplikuje
vhodné prepisovacie pravidlo P ato az do doby, kym sa nevygeneruje pozadované
slovo.

Formalna gramatika je §tvorica G={Z, T, S, P}, kde
e X —jeabeceda
e T- je konetnd mnozina termindlnych symbolov (termindlov) taka, Zze

N n X = 0. Zjednotenim N a X dostaneme mnozinu vsSetkych symbolov

gramatiky, tzv. celkova abeceda, ktori obvykle oznacujeme V.

e S- je pociatocny symbol (neterminal). S = N. Nazyva sa taktiez korenom
gramatiky.
e P- je kone&na mnozina prepisovacich pravidiel. P = VNV’ x V' Pravidlo

(o, B) sa obvykle zapisuje v tvare o — . Pre kazdé pravidlo o — B z P plati, ze

a obsahuje aspon jeden neterminal.

Jazyk L(G) = {w € T"; S =>" w} je jazyk gramatiky G, &iZe jazyk vygenerovany
gramatikou G. [7]

2.4.1 Chomského hierarchia gramatik a jazykov

Na zéklade roznych obmedzeni na tvar pravidiel rozdelil Noam Chomsky

gramatiky do Styroch skupin (typov).
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Chomského hierarchia teda rozliSuje tieto Styri zakladné typy gramatik

G={=,T,S, P}

Typ 0

Ide o l'ubovolnu gramatiku. Na tvar pravidiel sa nekladi ziadne obmedzujuce
poziadavky. Tieto gramatiky st niekedy oznacované ako frazové gramatiky.

Dp 1

Kontextova gramatika - pre kazdé prepisovacie pravidlo
zP:a — B oplati | o | < | B |, svynimkou tvaru pravidla S — A, pokial
sa Snevyskytuje na pravej strane ziadneho pravidla. Gramatiku typu jedna
nazyvame taktiez neskracujucou, pretoze nou vygenerované slova sa bud
predlzuju alebo zostavaju rovnako dlhé, nikdy sa vSak neskracuju.

Typ 2

Bezkontextova gramatika - kazdé jej pravidlo je tvaru A — a, kde | o | >1
s vynimkou pravidla S — A, pokial sa S nevyskytuje na pravej strane ziadneho
pravidla.

Typ 3

Regularna gramatika - kazdé jej pravidlo je tvaru A — aB alebo
A — asvynimkou S — A, pokial sa S nevyskytuje na pravej strane ziadneho

pravidla.

Jazyky typu 3
regularne

Jazyky typu 2 bezkontextove

Jazyky typu 1 kontextové

Jazyky typu 0

Obrizok 1: Chomského hierarchia [7]
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Hierarchi¢nost gramatik spociva vtom, ze kazdd regularna gramatika
je bezkontextova, kazda bezkontextova gramatika je kontextova a kazda kontextova
gramatika je typu 0. Opacne to samozrejme neplati.

Hierarchia gramatik urCuje aj prislu§nu hierarchiu jazykov. Jazyk L je regularny
(pripadne bezkontextovy, kontextovy, typu 0), pokial existuje regularna (pripadne
bezkontextova, kontextova, typu 0) gramatika G taka, ze L(G) =L. [7]

2.5 Automat

Kone¢ny automat je teoreticky vypoctovy model, s ktorym sa uz kazdy z nas
urcite stretol, akurat si to neuvedomil. V skutocnosti je to model pouzivany pri riadeni
¢innosti napriklad automatu na kavu, bankomatu, automatickych otvarani dveri alebo

svetelnej krizovatky.

2.6 Konecny automat

Pod pojmom konecny automat (KA) chapeme model, ktory je mozné vyuzit
pre modelovanie systémov s koneCnym poctom stavov a vstupnych podnetov. Je mozné
ho rozdelit na deterministicky a nedeterministicky.

Konec¢ny automat je patica A= (S, X, f, so, F), kde

e S-je konecna neprazdna mnozina stavov,

e - je abeceda vstupnych symbolov ( vstupov),

e f-je parcialna prechodova funkcia, f: S x X — S,
e 50-je poCiatocny stav , so = S,

e F-je mnozina koncovych stavov, F = S. [7]
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2.7 Rozsirena prechodova funkcia

Majme zapis prechodovej funkcie f(si, a) = s;. Tento zapis vyjadruje, ze automat
zo stavu s; po pre€itani symbolu aprejde do stavu s;. Vystithuje ho zobrazenie
prechodovej funkcie zapisom f: S x X — S.

Pre umoznenie definovania jazyka prijatého kone¢nym automatom, je potrebné
zaviest' rozsirent prechodovu funkciu f: S x ¥° — S. Tato funkcia je definovana
vzhl'adom k dizke slova z " takto:

e f'(s,h) =s pre vietky slovas S,
o f'(s,va)=f(f (s, v).a), ak je f (s, v) a f(f (s, v),a) definované,
1 inak.

Symbol 1 znaci, ze funkcia nie je definovana. [2]

2.8 Jazyk prijaty automatom

Aby bol jazyk prijaty (akceptovany) konecnym automatom A, musi byt tvoreny
takymi  slovami, pod ktorymi automat prejde zpociatocného stavu s
do niektorého z koncovych stavov z F.

L(A) = {v £ 2" | f( so, v) € F}, jazyk ktory je takto akceptovany nejakym

kone¢nym automatom sa nazyva regularny. [2]

2.9 Stavy dosiahnutel’né automatom

V kone¢nom automate sa nachadzaju stavy, ktoré su dosiahnutelné alebo
nedosiahnutelné. Nedosiahnutel'né stavy su pre automat zbytocné aje vhodné ich
eliminovat’.

Stavy dosiahnutelné automatom su také, ktoré spifiaji: Nech A = (S, Z, £, so, F)
je kone¢ny automat. Stav s € S je dosiahnutelny, ak existuje slovo v € I také, ze

f*(so, V) =s.
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Stav automatu je nedosiahnutel'ny, pokial nie je dosiahnutelny. [2]

2.10 Nadbytocné stavy

Popri stavoch nedosiahnutelnych koneCnym automatom existuju aj stavy
nadbytoCné. Su to stavy, z ktorych sa ziadnym spdsobom neda dostat’ do ziadneho
z koncovych stavov automatu.

Nech A = (S, Z, f, so, F) je konecny automat. Stav s = Sje nadbytoCny, ak
z tohto stavu neexistuje Ziadna prechodova funkcia f (s, v') = sy, kde v' je doteraz

neprecitana Cast’ vstupného slova a sy = F.

2.11 Reprezentacia konecnych automatov

Kone¢ny automat A = (S, Z, f, so, F) je mozné reprezentovat viacerymi
sposobmi. Najpouzivanej§ie su vymenovanie prvkov a pravidiel prechodovej funkcie,

tabul'ka prechodov a stavovy diagram.

e Reprezentdcia vymenovanim prvkov a pravidiel prechodovej funkcie

Je dany kone¢ny automat A = ({so, s, S2, S3}, {a, b}, f, so, {2, 83 }), kde pre f

plati:

f(s0, @) = 52, f(s2, 8) =3y,
f(s0, b) =51, f(s2, b) =s3,
f(s1, @) = sq, f(s3, @) = s3,
f(s1,b) = sy, f(s3, b) =s,.

e Reprezentdcia tabulkou prechodov
Prechodovu funkciu konecného automatu je mozné jednoduchym spdsobom
prezentovat’ tabulkou prechodov. Zahlavie stipcov tvoria symboly vstupnej abecedy,
zahlavie riadkov jednotlivé stavy automatu. Pociatocné stavy su oznaCované —,

koncové stavy «— astavy, ktoré su sucasne pociato¢né aj koncové symbolom <.
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Vnutorné pole tabulky na riadku s; a stipci a vyjadruje vysledok prechodovej funkcie
f(si, a). Pokial’ pre danu dvojicu nie je definovana, uvadza sa znak - .

Je dany konecny automat A = ({so, S1, S2, S3}, {a, b}, f, so, {s2, 83 }), kde
pre f plati:

Tabulka 1: Reprezenticia konecného automatu tabul’kou prechodov

a b
— S Sy S1
S1 So S1
Ay} S1 S3
— S3 S3 S1

e Reprezentdcia stavovym diagramom
Tato graficka reprezentacia pomocou stavového diagramu je najpouzivanejsia.
Diagram je tvoreny mnozinou uzlov, z ktorej kazdy predstavuje urcity stav automatu
a orientovanymi hranami medzi tymito uzlami. Hrany su ohodnotené symbolmi
vstupnej abecedy. PocCiato¢ny stav je oznaceny —, koncovy stav dvojitym kruhom.
Je dany konecny automat A = ({so, S1, S2, S3}, {a, b}, f, so, {s2, 83 }), kde
pre f plati:

Obrazok 2: Reprezentacia kone¢ného automatu stavovym diagramom
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2.12 Totalna prechodova funkcia

Ku kazdému automatu A existuje ekvivalentny automat A’ s totalnou
prechodovou funkciou. Znamena to, ze automat z kazdého stavu prejde do iného stavu
pod vSetkymi vstupnymi symbolmi.

Totalna prechodova funkcia je definovana: Mame automat A = (S, Z, f, so, F).
Automat A" zostrojime tak, Ze k automatu A pridame jeden novy nekoncovy stav q,
do ktorého nasmerujeme vSetky chybajice prechody. K stavu (taktiez pridame

prechod, ktory v filom zacina aj konci, takzvanu slucku, pre vSetky vstupné symboly.

Automat A" =(S U {q}, %, f', so, F), kde q & S a f" je definované:
f'(s,a)= f(s, a), ak je f(s, a) definované
q, inak. [2]

2.13 Deterministicky konecny automat

Deterministickym automatom sa chape taky konecny automat, u ktorého
je prechod zo sucasného stavu do nového stavu po prichode vstupného symbolu urceny
jednoznagne. Co znamena, e automat pod jednym vstupnym symbolom prejde

zo sucasného stavu iba do jedného nového stavu.

2.14 Nedeterministicky konecny automat

Nedeterministicky kone¢ny automat sa od deterministického konecného
automatu liSi tym, ze nemusi mat jednoznac¢ne dany prechod z aktualneho stavu
do nového stavu po prichode vstupného symbolu. V tomto pripade je vymedzené
mnozina stavov, do ktorych moze automat prejst. Automat si teda v priebehu svojho
vypoctu mdze vyberat, do ktorého stavu z mnoziny stavov po prichode vstupného
symbolu prejde. Dalsia odlinost je v tom, e nedeterministicky kone¢ny automat ma
vymedzeni aj mnozinu pociatoénych stavov, na rozdiel od deterministického

konec¢ného automatu, ktory ma pociatoCny stav iba jeden.
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2.15 Pumping lemma

Ak chceme zistit ¢i je dany jazyk regularny, mozeme sa k nemu pokusit
skon§truovat’ prislusny automat. Ak sa to podari, znamena to, ze dany jazyk skutocne
regularny je. Ak sa to vSak nepodari, mdze to znamenat’ Ze dany jazyk regularny nie je,
ze automat neexistuje. Dokazat to mozeme pomocou vety nazyvanej pumping lemma,
ktora je nutnou podmienkou pre regularitu jazyka.

Pumping lemma vSak nie je dostaCujucou podmienkou pre dokaz regularity
jazyka. Pomocou nej mozeme dokazat’, ze jazyk regularny nie je, nie vSak, ze regularny
je. Aby sme skuto¢ne dokazali, ze dany jazyk je regularny, musime pouzit
Myhill- Nerodovu vetu.

Dokaz pomocou pumping lemmy: Pokial je jazyk regularny, tak pren plati:

d neN

Vvel,|v|>n

1 xyz, kde |xy |<n,|y|>1
e VieNy:v=xyzel
Cislo n sa neformalne nazyva pumpovacia konstanta.
Pre dokaz pomocou pumping lemmy sa vyuziva negacia regularity jazyka:
e VneN
e Jvel |v|=2n
o V xyz kde|xy|<n,|y|>1
° EIiENo:V’nyiZEEL
Po dokézani vyssie uvedenych podmienok je mozné s istotou tvrdit, ze jazyk nie je

regularny. Nie je v§ak mozné dokazat’, ze jazyk regularny je. [2]

2.16 Vyuzitie v ekonomickej a informatickej praxi

Jazyky, automaty a gramatiky su vyuzivané i v ekonomickej praxi a to prakticky
1 v kazdom systéme z dévodu samotnej logi¢nosti navrhu. Nielen ako vlastna podstata
funk¢nosti pouzitého jazyka, ale aj ako nutny teoreticky podklad samotného fungovania

vztahov a suvislosti jednotlivych ekonomickych vlastnosti systému. Viazby
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ekonomickych pravidiel musia byt jednoznacne dané v priamych suvislostiach, a musi
byt mozné formalne ich zapisat. Iba takto definovany systém je mozné vytvorit a
aplikovat. Je teda nutné uz pri navrhu ekonomického ¢i iného systému definovat’ vizby
jednotlivych sekcii a poloziek v matematicky definovatelnych suvislostiach.
V koneCnom doésledku sa tak buduje potencionalne T'ahko rozsiritelny matematicky
zéklad pre budovanie systémovych nadstavieb a vytvorenie vSeobecnych Sablon
pre ekonomické ucely.

V informatickej praxi je bezné pouzivat a formalizovat navrhy pomocou
formalnych jazykov. Jazyky, automaty a gramatiky st samotnou podstatou zdrojového
kédu. Nielen programovacie jazyky a z nich vychadzajice informacné systémy
su postavene na tejto tedrii, ale aj samotné prekladaCe jazykov. Vyuzivaja sa
na spracovanie prirodzeného jazyka a navrh a popis hardvéru napriklad v strojoch a

automatoch.
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3 Zbierka prikladov s vlastnym navrhom rieSenia

3.1 Slovo

Priklad cislo 1
Je dana abeceda = = {0, 1}. Vypiste vietky slova, ktoré maju dizku 3.

RieSenie:

Pocet tychto slovje 2° = 8 a sti to : {000, 001, 010, 100, 111, 110, 101, 011}

Priklad cislo 2
Je dana abeceda T = {x, y}. Nad touto abecedou uréite dvojice slov, ktoré spiniaju
nasledujuce podmienky:

* |u|=|v[=3

° |uk=[vl

Riesenie:

Ide o priklad v ktorom je potrebné vypisat dvojice slov nad abecedou X = {x, y}, ktoré
spifiaj podmienky, Ze slova uav maji dizku 3 a poget vyskytov symbolu x v slove
u sa musi rovnat poctu vyskytov symbolu y v slove v.

Medzi dvojice, ktoré spifiaju zadané podmienky patria:

U] = XXX V1 = yyy Uy = Xyy Vi1 = yXX
Uy = XXy V) = yyX ujp = Xyy V12 = XyX
U3 = XXy V3 = yXy uj3 = Xyy Vi3 = XXy
Uy = XXy V4 = XYy Uiy = yXy V14 = YXX
Us = XyX Vs = yyX ujs = yXy V15 = XyX
Ug = XyX V6 = YXy Ui = YXy Vi6 = XXY
U7 = XyX V7 = Xyy uj7 = yyx V17 = yXX
ug = yXX Vg = yyX ujg = yyx Vig = XyX
Ug = yXX V9 = yXy Uj9 = yyX V19 = XXy
Ujo = YXX V1o = XYy
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Priklad cislo 3
Slovo u = abab. Urcite :
a) vSetky prefixy slova u

b) vSetky sufixy slova u

C) vSetky podslova slova u, ktoré obsahuju rovnaky pocet znakov a, b.
RieSenie:
a) Prefixov slova u je dohromady 5 a su to: A, a, ab, aba, abab

b) Sufixov slova u je dohromady taktiez 5 a st to: A, b, ab, aba, abab

C) Podslova slova u, ktoré obsahuju rovnaky pocet symbolov a,b: A, ab, ba, abab

3.2 Operacie nad slovami

Priklad cislo 4

Nad abecedou T = {0, 1} uréite vietky slové u, ktoré spliiaju nasledujtice podmienky:

e [ul=4
e =1y
RieSenie:

Podmienky pre dizku slova u = 4 a zrkadlovy obraz slova u spiiaju tieto 4 slova:
u; = 0000 us;=0110
u=1111 uys = 1001

Priklad cislo 5

Su zadané slova u = aab, v = abba, w = abab, x =0100, y =0011, z= 111. Ur¢ite:
a) uv.z

b) Z.V.X

C) W.Z.U.X

d) V.y.W

e) Z.y.X.W.V.U

f) Auv.w

26



RieSenie:

Vo vSetkych pripadoch a — fide o zret'azenie slov. RieSenim teda je:

a) u.v.z = aababballl

b) z.v.x = 111abba0100

c) w.z.u.x = abab111aab0100

d) v.y.w = abba001labab

e) zy.x.w.v.u=11100110100abababbaaab

g) Prazdne slovo sa pri zretazeni chova ako jednotkovy prvok, takze:

A.u.v.w = aababbaabab

Priklad cislo 6

Explicitne rozpiste postupnost’ znakov ktora vznikne zret'azenim:

a) slova u = 0%(10)” so slovom v = 1*

b) slova u = aba’ so slovom v = c(ab)?
C) slova u = ab(aba)’ so slovom v = aab’
d) slova u = 11(01)* so slovom v =2
Riesenie:

Pri zretazeni ma exponent vzdy vac§iu prioritu ako samotné zretazenie. RieSenim je:
a) uv=0010101111

b) u.v = abaaacabab

C) u.v = ababaabaabaaabb

d)  uv=110101

3.3 Jazyk

Priklad cislo 7

Slovne popiste jazyky :
a) Li={ab,c}
b)  L,={abc}’
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C) L;={ab,c}"

d)  Ly={a} .{b} {c}

e) Ls={a} .{b} {c}

f) Le={a,b,c} .{a}.{a, b, c}
g) Rozhodnite ¢i L; = Ls

Riesenie:
a) Jazyk L, obsahuje vsetky slova nad abecedou X = {a, b, c}. Je to jazyk

obsahujuci vSetky mozné slova, ktoré vzniknii kombinaciou symbolov a, b, ¢. Tento

jazyk obsahuje aj prazdne slovo A, pretoze mnozina symbolov {a, b, ¢} je na *.

b) Jazyk L, obsahuje vietky slova, ktoré su tvorene mocninami slova abc. Cize
abc” =2, abc' = abc, abc® = abcabe atd’.

C) Jazyk L; obsahuje vsetky slova vznikajuce kombinaciou symbolov a, b, c.
Neobsahuje vSak prazdne slovo A, pretoze mnozina symbolov {a, b, c} je na +.

d) Jazyk L, obsahuje vsetky slova tvoriace kombinaciu slov {a} .bbb.{c}".
Najkratsie slovo tohto jazyka je slovo bbb, ktoré vznikne v pripade jeho zretazenia
sa’bbbc’ = AbbbA = bbb. Dalsie slova su tvorené kombinaciou rdzneho po&tu
symbolov a zretazenych so slovom bbb zretazenych s roznym poctom symbolov b.
Formalne sa tento jazyk da zapisat’ ako {xyz |x=a',y=b",z=¢";i,j € Ny}

e) Jazyk Ls obsahuje vSetky slova tvorené réznym poctom symbolov a ret'azenych
s roznym poctom symbolov b zretazenych s réznym poctom symbolov ¢. Do tohto
jazyka patri aj prazdne slovo A. Formalne sa tento jazyk da =zapisat ako
{xyz|x=a,y=b,z=c"1j, ke Ny}

f) Jazyk L obsahuje vSetky slova tvorené roznou kombinaciou symbolov
z ¥ = {a, b, c} zretazenych so symbolom a zretazenych sroéznou kombinaciou
symbolov z X = {a, b, ¢}. Najkrat§im slovom tohto jazyka je slovo a.

g) Jazyky L; a Ls sa nerovnaju. Jazyk L; obsahuje vSetky slova nad abecedou
Y = {a, b, ¢} ajazyk Ls obsahuje vSetky slova tvorené réoznym poctom symbolov
a retazenych s roznym poctom symbolov b zretazenych s réznym poctom symbolov c.

Jazyk Lsje obsiahnuty v jazyku L.
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Priklad cislo 8
Urcite jazyk L nad abecedou X = {0, 1} taky, ze slova tohto jazyka obsahuju rovnaky

pocet symbolov 01 1.

RiesSenie:

Riesenim je formalny zapis jazyka L = {u & {0, 1}"| |ulo = [u],}.

3.4 Operacie nad jazykmi

Priklad cislo 9
Su zadané jazyky L; = {01, 1, 010}, L, = {1, 100, 010}, Ly = {yx, xx, x},
Lis={y, yx, yy}, Ls = {yy, yxy, y}. Urcite:

a) L. L,

b) L,. L,

C) L. 14

d) Ly . Ls. Ls

e) ALy

Riesenie:

a) Zretazenie jazyka L, s jazykom L, sa riesi nasledujucim sposobom. Vezmeme

prvé slovo zjazyka L, a zretazime ho s kazdym slovom z jazyka L,. Tymto spdsobom
vzniknu slova 011, 01100, 01010. Dalej vezmeme druhé slovo z jazyka L; a zretazime
ho s kazdym slovom z jazyka L, a tymto sposobom pokraujeme az kym nevycCerpame
vietky slova zjazyka Li. L, . L, = {011, 01100, 01010, 11, 1100, 1010, 0101, 010100,
010010}

b)  L,.L;={101, 11, 1010, 10001, 1001, 100010, 01001, 0101, 010010}

C) L; . L; = {yx01, yx1, yx010, xx01, xx1, xx010, x01, x1, x010}

d)  Ls.Ls. Ls = {yyxyy, YYXYXy, YYXY, YXXYY, YXXYXy, YXXY, YXyYy, YXyXY, yXy,
YXYXYY, YXYXYXY, YXYXY, YXXXYY, YXXXyXy, YXXXy, YXXyy, YXXyXY, YXXY, YYyXyy,
YYYXYXY, YYYXY, YYXXYY, YYXXYXY, YYXXY, YYXYY, YYXYXY, YYXY }

e) Zretazenim jazyka L; s prazdnym slovom A dostaneme opét jazyk L.
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A.L,= {01, 1,010}

Priklad cislo 10
Je dany jazyk L, = {11, 10, 01, 00} a jazyk L, = {11, 111, 010, 01} nad abecedou
> =10, 1}. Urcite:

a) L1 () Lz

b) LimL,

C) co-L;

Riesenie:

a) Pri zjednoteni jazykov sa postupuje rovnakym spdsobom ako pri zjednoteni

mnozin. Preto rieSenim zjednotenia jazyku L, s jazykom L, bude:

L, U L,= {11, 10,01,00, 111,010}

b) Pri prieniku jazykov sa taktiez postupuje rovnakym sposobom ako pri prieniku
mnozin. Preto rieSenim bude:

LinL,={11,01}

C) Doplnkom jazyka L; bude jazyk, ktory obsahuje vsetky slova nad abecedou
> =10, 1}, okrem slov, ktoré obsahuje samotny jazyk L.

co-L; ={1,0, 111, 110, 101, 011, 100, 010, 001, ...}

Priklad cislo 11
Je dany jazyk L= {1, 0, 11, 00} nad abecedou X = {0, 1}. Urcite:

*

a) L
by L'
RieSenie:
a) Jazyk L* znamena, Ze ide o iteraciu jazyka L. Pod pojmom iteracia jazyka L

rozumieme zjednotenie v§etkych mocnin jazyka L.

L"={\,1,0,11,00, 1111, 0000, 111,000, 111111, 000000, ...}

b) Jazyk L znamena, Ze ide o pozitivnu iteraciu jazyka L. Pozitivnou iteraciou
jazyka L chapeme zjednotenie vSetkych mocnin jazyka L okrem nultej mocniny, Cize

prazdneho slova A.
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Priklad cislo 12

Urcite zrkadlovy obraz danych jazykov:
a)  L;={x,1,01,001, 0100}

b)  L,=1{10,011, 1101, 1110}

C) L; ={001, 0011, 01001}

Riesenie:

a)  Zrkadlovy obraz jazyka L, jejazyk L," = {\, 1, 10, 100, 0010}
b)  Zrkadlovy obraz jazyka L, je jazyk L,® = {01, 110, 1011, 0111}
c) Zrkadlovy obraz jazyka Ls je jazyk L~ = {100, 1100, 10010}

3.5 Gramatika

Priklad cislo 13
Je zadana gramatika G = ({S, A, B}, {a, b}, S, P), kde

P={S — Aa|B,
A — Aa|a,
B — Bb |b}
Urcite €i sa zo slova AaBb da odvodit’ slovo:
a) aaabbb
b) aabb
C) aaabb
Riesenie:
a) Slovo aaabbb je mozné odvodit' nasledujucim spdsobom pomocou relécii

priameho odvodenia:

e na zaCiatku vyuzijeme pravidlo A — Aa aslovo upravime na:

AaBb = AaaBb.
e pomocou toho istého pravidla dostaneme slovo AaBb =g AaaBb = g aaaBb.

e potom pomocou pravidla B — Bb dostaneme slovo

AaBb =g AaaBb = g aaaBb = g aaaBbb
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e vyuzitim pravidla B — b odvodime AaBb = AaaBb = g aaaBb = ¢
aaaBbb = g aaabbb
b) Slovo aabb je mozné odvodit nasledujucim spdsobom pomocou relacii priameho
odvodenia:
e ako prvé vyuzijeme pravidlo A — a a slovo upravime na: AaBb = aaBb.
e pomocou pravidla B — b dostaneme AaBb = aaBb = g aabb
C) Slovo aaabb je mozné odvodit nasledujucim sposobom pomocou relécii
priameho odvodenia:
e na zaCiatku vyuzijeme pravidlo A — Aa a slovo upravime na AaBb = AaaBb
e pomocou toho istého pravidla upravime slovo do  podoby
AaBb =g AaaBb = ; aaaBb
e ako posledné vyuzijeme pravidlo B — b a dostaneme AaBb =g AaaBb = ¢

aaaBb = g aaabb

Priklad cislo 14

Je zadana gramatika G = ({S, A, B}, {0, 1}, S, P), kde
P={S—A0|B1|0]|1,

A—A0|1,
B —B1|0}
Urcite, ¢i st nasledujuce slova akceptované gramatikou G:
a) 0
b) 1000
¢) 01111
d 101
RieSenie:
a) Pomocou relacii priameho odvodenia zistime, ¢i je slovo O generované

gramatikou G:
e vyuzitim pravidla S — 0 ziskame slovo S = 0 a zistili sme, ze slovo O je
generované gramatikou G.
b) Pomocou relacii priameho odvodenia zistime, ¢i je slovo 1000 generované

gramatikou G:
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c)

vyuzitim pravidla S — AO sme dostali slovo S =g A0

d’alej sme aplikovali pravidlo A — AO a ziskali sme S =g A0 = ¢ A0O
pomocou toho istého pravidla dostaneme S =g A0 = g A0O0 = g A000
nakoniec vyuzitim pravidla A — 1 dostaneme hladané slovo
S =6 A0 = g AO0 = g A0O00 = ¢ 1000. Slovo 1000 je generované
gramatikou G.

Pomocou reléacii priameho odvodenia zistime, ¢i je slovo 01111 generované

gramatikou G:

d)

ako prvé aplikujeme pravidlo S — B1 a dostaneme S = B1

potom s trojnasobnym vyuzitim pravidla B — B1 ziskame S =Bl = ¢ Bl1
=gBl1l = BI1111

nakoniec s vyuzitim pravidla B — 0 dostaneme slovo S =¢Bl = ¢Bll = ¢
B11l = gBI1111 = gO01111. Slovo 01111 je teda generované gramatikou G.

Pomocou relacii priameho odvodenia zistime, ¢i je slovo 101 generované

gramatikou G:

1)

2)

3)

4)

vyuzitim pravidla S — B1 dostaneme S = ¢ B1
ako d’alsie vyuzijeme pravidlo B — 0 a dostaneme S = gB1 = 01

vysledné slovo je 01, Co nie je to, ktoré hl'adame — nespravny spdsob

vyuzitim pravidla S — B1 dostaneme S = g B1
opatovnym vyuzitim pravidla S — B1 dostaneme S = gB1 = gB11

je evidentné ze zo slova B11 uz nedostaneme slovo 101 — nespravny spdsob
vyuzitim pravidla S — AO dostaneme S = g A0
ako d’alsie vyuzijeme pravidlo A — 1 a dostaneme S = g A0 = 10

vysledné slovo je 10, €o nie je to, ktoré hl'adame — nespravny spdsob

vyuzitim pravidla S — AO dostaneme S = g A0

opatovnym vyuzitim pravidla S — A0 dostaneme S = g A0 = g A0O
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e je evidentné, ze zo slova AOO uz ziadnym sposobom neostaneme slovo 101 —
nespravny sposob

e Slovo 101 nie je generované gramatikou G.

Priklad cislo 15
Urcite jazyk generovany gramatikou G = ({S}, {0, 1}, S, P), kde
P={S—0S1|01}

Riesenie:
e ako prvy krok je mozné vyuzit' dve prepisovacie pravidla S — 01 a S — 0S1
a dostaneme dve varianty slov:
S = 01 - dostaneme slovo 01
= g 0S1
e na slovo 0S1 je opat’ mozné aplikovat’ tie isté prepisovacie pravidla:
0S1 = 0011 - dostaneme slovo 0011
= g 00S11
e na slovo 00S11 je analogicky mozné opit aplikovat prepisovacie pravidla
a dostaneme dve varianty slova:
00S11 = 5000111 — dostaneme slovo 000111
= ¢ 000S111
e zvypoltov je jasne vidiet, ze gramatika G generuje jazyk

L(G) = {0"1" | n> 1}, pretoze vygenerované slova s 01, 0011, 000111 ...

Priklad cislo 16
Urcite jazyk generovany gramatikou G = ({S, A, B}, {0, 1}, S, P), kde:
a) P={S — A0 |BI,
A— Al1]0,
B — B1|0}
b) P={S — AB| AA,
A — B0 |01,
B— 1}
c) P={S— A|B,
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A—A0|1,

B — B1|0}
d) P={S— Al|Bl],
A—A1]|0,
B—B1|1}
RieSenie:
a) Pomocou relacii priameho odvodenia ur¢ime jazyk L(G). Odvodzovanie jazyka

generovaného gramatikou G ma na zaciatku dve vetvy, po ktorych sa mézeme vydat’.

Jedna zacina pravidlom S — A0 a druha pravidlom S — B1.

1)

2)

Prva vetva:

Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — AO.

Dostaneme slovo S = g AO.

Na slovo A0 je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla A — Al a A — 0.
Vyuzitim pravidla A — 0 dostaneme S = g A0 = g 00 — odvodili sme prvé
slovo 00. Vyuzitim pravidla A — Al dostaneme S = g A0 = g Al0.

Na slovo A10 je mozné aplikovat’ tie isté prepisovacie pravidla A — Al a A —
0. Vyuzitim pravidla A — 0 dostaneme S = g A0 = g A10 = ¢ 010 —
odvodili sme druhé slovo 010. Vyuzitim pravidla A — Al dostaneme S = g
A0 = gAl10 = g Al110.

Na slovo A110 je mozné opat aplikovat tie isté prepisovacie pravidla. Vyuzitim
pravidla A — 0 dostaneme S = g A0 = g A10 = g A110 = ¢ 0110 -
odvodili sme tretie slovo 0110. Vyuzitim pravidla A — Al dostaneme S = g
A0 = gAl0 = gAl110 = g Alll0.

Opét mbézeme aplikovat’ obe prepisovacie pravidla, ale pre odvodenie prvej Casti
jazyka nam staci vyuzitie pravidla A — 0 a dostaneme S = g A0 = g A10 =
gAl110 = G A1110 = 01110 — odvodili sme Stvrté slovo 01110.

Je evidentné, Ze tato vetva generovania slov vytvara slova typu 01"0, kde n > 0.
Druha vetva:

Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — B1.

Dostaneme slovo S = g B1.
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Na slovo B1 je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla B — Bl a B — 0.
Vyuzitim pravidla B — 0 dostaneme S = g Bl = g 01 — odvodili sme prvé
slovo O1. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = gB1 = gBI11.

Na slovo B11 je mozné aplikovat’ tie isté prepisovacie pravidla B — Bl a B —
0. Vyuzitim pravidla B — 0 dostaneme S = ¢ Bl = ¢ B11l = ¢ 011 -
odvodili sme druhé slovo 011. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = ¢
Bl = sBIl = gBIII.

Na slovo B111 je mozné opat’ aplikovat tie isté prepisovacie pravidla. Vyuzitim
pravidla B — 0 dostaneme S = g Bl = g B1l = g Bl111l = ¢ 0111 -
odvodili sme tretie slovo 0111. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = g
Bl = gBIl = ¢BIl11 =gBI1I11.

Opidt mdézeme aplikovat’ obe prepisovacie pravidla, ale pre odvodenie druhej
Casti jazyka nam staci vyuzitie pravidla B — 0 a dostaneme S = ¢ Bl = ¢
Bl1l = ¢B111 = gB1111 = 01111 — odvodili sme Stvrté slovo 01111.

Je evidentné, Ze tato vetva generovania slov vytvara slova typu 01™, kde m > 1.

3) Jazyk generovany gramatikou G je L(G) = {01"0, 01™ |[n>0, m > 1}.

Al1110...
All10
A110 01110
Al0 0110
A0 < 010 BI11111...
00 Bl1111
Bl1l 01111
Bl1 < 0111
Bl < 011

Obrazok 3: Nizorna schéma odvodenia jazyka, priklad ¢. 16, a)

Pomocou relacii priameho odvodenia ur¢ime jazyk L(G). Odvodzovanie jazyka

generovaného gramatikou G ma na zaciatku dve vetvy, po ktorych sa mézeme vydat’.

Jedna zacina pravidlom S — AB a druha pravidlom S — AA.

1) Prvavetva:
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3)

Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — AA.

Dostaneme slovo S = g AA.

Na slovo AA je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla A — B0 a A — 01.
Vyuzitim pravidla A — BO dostaneme S = ¢ AA = ¢ BOA. Vyuzitim
pravidla A — 01 dostaneme S = g AA = g O0lA.

Na slovo BOA je mozné aplikovat’ prepisovacie pravidla A — B0 a A — 01.
Vyuzitim pravidla A — B0 dostaneme S = ¢ AA = ¢ BOA = ¢ BOBO.
Vyuzitim pravidla A — 01 dostaneme S = g AA = ¢ BOA = ¢BO001.

Na slovo BOBO je mozna aplikovat’ pravidlo B — 1. Po jeho aplikacii dostaneme
S = gAA = gB0A = 3gB0B0 = 1010 — odvodili sme prvé slovo jazyka
1010.

Na slovo B0O1 je taktiez mozné aplikovat pravidlo B — 1. Dostaneme tak S =
¢ AA = gBOA = gB001 = g 1001 — odvodili sme druhé slovo 1001.

Na slovo 01A je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla A — B0 a A — 01.
Vyuzitim pravidla A — BO dostaneme S = ¢ AA = ¢ 01A = ¢ 01BO.
Vyuzitim pravidla A — 01 dostaneme S = ¢ AA = g 0l1A = ¢ 0101 -
odvodili sme tretie slovo 0101.

Aplikaciou pravidla B — 1 na slovo 01B0 dostaneme S = ¢ AA = g 01A =
G 01BO = 5 0110 — odvodili sme Stvrté slovo 0110.

Druha vetva:

Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — AB.

Dostaneme slovo S = g AB.

Na toto slovo je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla A — BOa A — 01.
Aplikaciou A — BO dostaneme S = g AB = g BOB. Aplikaciou A — 01
dostaneme S = ¢ AB = g 01B.

Aplikaciou pravidla B — 1 na slovo BOB dostaneme S = ¢ AB = ¢ BOB =
G 101 — odvodili sme piate slovo 101.

Aplikéciou pravidla B — 1 na slovo 01B dostaneme S = g AB = g 01B = ¢
011 — odvodili sme Sieste slovo 011.

Tymto sme vycerpali vSetky mozné varianty odvodenia slov v jazyku L(G).
Jazyk L(G) je teda tvoreny slovami L(G) ={101, 011, 1010, 1001, 0110, 0101}.

Tento jazyk je konecny, obsahuje konecny pocet prvkov, ktoré sme vymenovali.
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BOB - 101

AB
01B -011
BOBO - 1010
BOA
BOOI - 1001
Bl
01B0O -0110
01A
0101

Obrazok 4: Nazorna schéma odvodenia jazyka, priklad ¢. 16, b)

c)

Pomocou relacii priameho odvodenia ur¢ime jazyk L(G). Odvodzovanie jazyka

generovaného gramatikou G ma na zaciatku dve vetvy, po ktorych sa mézeme vydat’.

Jedna zacina pravidlom S — A a druhé pravidlom S — B.

1) Prvavetva:

Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — A.

Dostaneme slovo S = g A.

Na slovo A je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla A — A0 a A — 1.
Vyuzitim pravidla A — 1 dostaneme S = g A = g 1 — odvodili sme prvé
slovo 1. Vyuzitim pravidla A — AO dostaneme S = g A = g AO.

Na slovo A0 je mozné aplikovat tie isté prepisovacie pravidla A — AOa A — 1.
Vyuzitim pravidla A — 1 dostaneme S = g A = g A0 = ¢ 10 — odvodili sme
druhé slovo 10. Vyuzitim pravidla A — AO dostaneme S = gA =cA0 =g
A00.

Na slovo A00 je mozné opéat aplikovat tie isté prepisovacie pravidla. Vyuzitim
pravidla A — 1 dostaneme S = g A = g A0 = g AO0 = g 100 — odvodili
sme tretie slovo 100. Vyuzitim pravidla A — A0 dostaneme S = g A = g A0

= g A00 = g A000.
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3)

Opét mbézeme aplikovat’ obe prepisovacie pravidla, ale pre odvodenie prvej Casti

jazyka nam staci vyuzitie pravidla A — 1 a dostaneme S = g A = A0 =g
A00 = g A000 = g 1000 — odvodili sme §tvrté slovo 1000.

Je evidentné, Ze tato vetva generovania slov vytvara slova typu 10", kde n > 0.
Druha vetva:

Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — B.

Dostaneme slovo S = g B.

Na slovo B je mozné aplikovat dve prepisovacie pravidla B — Bl a B — 0.
Vyuzitim pravidla B — 0 dostaneme S = g B = g 0 — odvodili sme prvé slovo
0. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = B = gBI.

Na slovo B1 je mozné aplikovat’ tie isté prepisovacie pravidla B— Bl aB — 0.
Vyuzitim pravidla B — 0 dostaneme S = g B = g Bl = ¢ 01 — odvodili sme
druhé slovo 01. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = ¢B = ¢Bl = ¢
B11.

Na slovo B11 je mozné opat’ aplikovat tie isté prepisovacie pravidla. Vyuzitim
pravidla B — 0 dostaneme S = ¢ B = g Bl = ¢ Bll = ¢ 011 — odvodili
sme tretie slovo 011. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = ¢B = ¢ Bl
=gBll = ¢BIll11.

Opidt mdézeme aplikovat’ obe prepisovacie pravidla, ale pre odvodenie druhej
Casti jazyka nam staci vyuzitie pravidla B — 0 a dostaneme S = ¢ B = ¢ Bl
=gBll = gB111 = 0111 — odvodili sme §tvrté slovo 0111.

Je evidentné, Ze tato vetva generovania slov vytvara slova typu 01", kde n > 0.

Jazyk generovany gramatikou G je L(G) = {10™, 01" | m, n> 0}.
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A0000...
A000

A00 < 1000
A0 < 100
A 10 BI111...
1 BIl11
S BI11 < 0111
Bl 011
B 01
0
Obrazok 5: Ndzorna schéma odvodenia jazyka, priklad ¢. 16, ¢)
d) Pomocou relacii priameho odvodenia ur¢ime jazyk L(G). Odvodzovanie jazyka

generovaného gramatikou G ma na zaciatku dve vetvy, po ktorych sa mézeme vydat’.
Jedna zacina pravidlom S — A1l a druha pravidlom S — B1.

1) Prvavetva:

e Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — Al.

e Dostaneme slovo S = g Al.

e Na slovo Al je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla A — Al a A — 0.
Vyuzitim pravidla A — 0 dostaneme S = g Al = g 01 — odvodili sme prvé
slovo O1. Vyuzitim pravidla A — Al dostaneme S = g Al = g All.

e Naslovo All je mozné aplikovat’ tie isté prepisovacie pravidla A — Al a A —
0. Vyuzitim pravidla A — 0 dostaneme S = g Al = g All = ¢ 011 -
odvodili sme druhé slovo 011. Vyuzitim pravidla A — Al dostaneme S = g
Al =g All =g AlIll.

e Opit mozeme aplikovat’ obe prepisovacie pravidla, ale pre odvodenie prvej Casti
jazyka nam staci vyuzitie pravidla A — 0 a dostaneme S = g Al = g All =
g Alll = 0111 — odvodili sme Stvrté slovo 0111.

e Je evidentné, Ze tato vetva generovania slov vytvara slova typu 01", kden > 1.

2) Druhé vetva:

e Na zaciatku vyuzijeme prepisovacie pravidlo S — B1.

e Dostaneme slovo S = g BI.
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e Na slovo Bl je mozné aplikovat’ dve prepisovacie pravidla B — Bl a B — 1.
Vyuzitim pravidla B — 1 dostaneme S = g Bl = g 11 — odvodili sme prvé
slovo 11. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = gB1 = gBI11.

e Na slovo B11 je mozné aplikovat’ tie isté prepisovacie pravidla B — Bl a B —
1. Vyuzitim pravidla B — 1 dostaneme S = ¢ Bl = g Bll = ¢ 111 -
odvodili sme druhé slovo 111. Vyuzitim pravidla B — B1 dostaneme S = ¢
Bl = sBIl = gBIII.

e Opit mozeme aplikovat obe prepisovacie pravidla, ale pre odvodenie druhej
Casti jazyka nam staci vyuzitie pravidla B — 1 a dostaneme S = g Bl = ¢ Bl
1 =gB111 =g 1111 - odvodili sme §tvrté slovo 1111.

e Je evidentné, Ze tato vetva generovania slov vytvara slova typu 1™, kde m > 2.

3) Jazyk generovany gramatikou G je L(G) = {01", 1™ |n>1, m>2}.

Allll...
Alll
All < 0111
Al < 011
01 B1111...

BIll11
B11 < 1111
Bl < 111
11
Obrazok 6: Nazorna schéma odvodenia jazyka, priklad ¢. 16, d)

Priklad cislo 17

Navrhnite gramatiku G, ktora generuje zadany jazyk:

a) Jazyk, ktory obsahuje rovnaky pocet azretazeny srovnakym poctom b.
L(G)={a""|n>0}
b) Jazyk, ktory obsahuje slova zacinajiice symbolom b zretazené s lubovolnym

po¢tom symbolov a. L(G) = {ba" | n > 0}
C) Jazyk, ktory obsahuje slova s parnym poctom a zret'azenych s neparnym poctom

b + prazdne slovo. L(G) = {a”™b*™" | m, n > 0}
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d) Jazyk, ktory obsahuje slova zlozené lubovolne zo symbolov aab dizky

najmenej 3. L(G) = {w | w e {a, b}, | w]|> 3}

Riesenie:
a) Gramatika, ktora generuje jazyk L(G) = {a"b" | n> 0} obsahuje:
G=(S, {a, b}, S, P), kde :
P={S —aSb|A}
b) Gramatika generujuca jazyk L(G) = {ba" | n > 0} bude urcite obsahovat’ aspoil
dva termindly, aby sme oddelili zaciatok slova so symbolom b azvySok slova
obsahujuci I'ubovolny pocet symbolov a.
G=({S, A}, {a,b}, S, P), kde :
P={S —Db|bA,
A — Aala}

Zmb2n+1

C) Gramatika generujuca jazyk L(G) = {a | m, n> 0} obsahuje:

G=({S, ABj, {a,b}, S, P), kde :

P={S— AB,
A —aa|aaA | A,
B —b|bbB|A}

d) Gramatika generujuca jazyk L(G) = {w | w € {a, b}", | w|> 3} obsahuje:
G=({S,AB}, a,b}, S, P), kde:
P={S —aA|DbA,

A — aB | bB,

B —aB|bB|a|b}

3.6 Konecné automaty

Priklad cislo 18

Je dany konecny automat, ktory pracuje nad abecedou £ = {a, b} a je tvoreny stavmi s,
S1, S2, S3. Automat zo stavu sy prejde po prichode symbolu a do stavu s; a po prichode
symbolu b do stavu s, zo stavu s; prejde po prichode symbolu a do stavu sy a
po prichode symbolu b do stavu s,, zo stavu s, prejde po prichode symbolu a do stavu s;

a po prichode symbolu b do stavu s; a zo stavu s3 prejde po prichode symbolu a do stavu
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s> a po prichode symbolu b do stavu sg. Stav sg je poCiatocny stav automatu a stav sz je
konec¢ny stav automatu. Znazornite automat A :

a) Vymenovanim prvkov a pravidiel prechodovej funkcie

b) Tabul'kou prechodov

c) Stavovym diagramom

RieSenie:

a) Koneény automat A = ({so, s1, S2, 3}, {a, b}, f, so, 83), kde pre f plati:

f(s0, @) = s1, f(s2, a) = s3,
f(s0, b) = s, f(s3, b) = sy,
f(s1, @) = so, f(s3, a) = 52,
f(s1,b) =s, f(s3, b) = so.

b) Koneény automat A = ({so, s1, S2, S3}, {a, b}, f, so, 83), kde pre f plati:

Tabul’ka 2: Tabul’ka prechodov, priklad ¢. 18

a b
— S0 S1 S2
S1 So S2
S2 S3 S1
<« S3 S2 So

43



c) Konecny automat A = ({so, s1, S2, S3}, {a, b}, f, So, 83), kde pre f plati:

Obrazok 7: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 18

Priklad cislo 19
Je zadany jazyk L(A) = {w & {a, b} || w |a mod 2 # 0}. Je to jazyk, ktorého automat
prijima vSetky slova nad abecedou X = {a, b}, ktoré obsahuju neparny pocet vyskytov

symbolu a. Ur¢ite:

a) Konec¢ny automat A vymenovanim prvkov a pravidiel prechodovej funkcie
b) Konec¢ny automat A tabul'kou prechodov
C) Konec¢ny automat A stavovym diagramom
Riesenie:
a) Kone¢ny automat akceptujuci slova z jazyka L(A) zadany vymenovanim prvkov
je: A=({so, s1}, {a, b}, f, so, s1), kde pre f plati:
f(s0, 2) =3, f(s1, 8) = so,
f(s0, b) =50, f(s1,b) =s;.

b) Kone¢ny automat akceptujuci slova zjazyka L(A) zadany tabulkou prechodov
je: A=({so, s1}, {a, b}, f, so, s1), kde pre f plati:
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Tabul’ka 3: Tabul’ka prechodov, priklad ¢. 19

a b
— S0 S1 So
51 So 51
d) Konec¢ny automat akceptujuci slova z jazyka L(A) zadany stavovym diagramom

je: A=({so, s1}, {a, b}, f, so, s1), kde pre f plati:

b b
@ /[

Obrazok 8: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 19

Priklad cislo 20
Urcite jazyk prijimany koneCnym automatom A, ktorého stavovy diagram vyzera

nasledovne:

b b
a
5 5
a a
5 a 5
b b

Obrazok 9: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 20
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RiesSenie:

Z obrazku je vidiet, ze prvé slovo, ktoré automat prijima je slovo b™ab",
kde m, n> 0.

Druhym akceptovanym slovom je slovo b™ab"ab*, kde kde m, n, k > 0.

Tretim akceptovanym slovom je slovo b™ab"ab*ab’, kde m, n, k, 1> 0.
b™ab"ab"ab'ab°ab®,

Stvrtym slovo

kdem, n, k, 1, 0, p>0.

akceptovanym slovom je
Tymto spdsobom, by sme mohli pokracovat’ dalej, ale pre urCenie jazyka
prijimaného koneénym automatom A nam stacia vysSie uvedené Styri slova.
Je vidiet, Ze automat akceptuje slova, ktoré maju pocet vyskytov symbolov

a nedelitelnych 4. Ide teda o jazyk L(A) = {w € {a,b }" || w | mod 4 # 0}.

Priklad cislo 21

Pre konecny automat A, ktory je zadany vymenovanim prvkov a pravidlami

prechodovej funkcie, vytvorte jeho reprezentaciu pomocou tabulky prechodov

a stavového diagramu. Automat A je zadany nasledovne: A = ({so, S1, S2, S3},

{a,b, c,d}, f, so, {s1, s3}), kde pre f plati:

f(s0, @) =s1, f(s2, 2) = s3,
f(s0, b) = sy, f(s2, b) =5,
f(s0, €)= s2, f(s2, ©) = s0,
f(so, d) = s2, f(s2, d) = s2,
f(s1,a) =sy, f(s3, a) = s3,
f(s1, b) =si, f(s3,b) =s,
f(s1,¢) = s, f(s3, ¢) = s,
f(s1,d)=si, f(s3, d) =s.
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RieSenie:
e Reprezentacia konecného automatu tabul'kou prechodov:

Tabul’ka 4: Tabul’ka prechodov, priklad ¢. 21

a b c d
So S1 S1 S2 S2
S1 S1 S1 S1 S1
S? S3 S? So S2
S3 S3 S1 S1 S1

e Reprezentacia konecného automatu stavovym diagramom:

Obrazok 10: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 21
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Priklad cislo 22
Navrhnite nedeterministicky kone¢ny automat A, ktory prijima jazyk vSetkych

slov nad abecedou X = {a, b}, ktoré koncia sufixom aab alebo bbab.

RiesSenie:

Obrazok 11: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 22

Priklad cislo 23
Navrhnite nedeterministicky kone¢ny automat A, ktory prijima jazyk vSetkych

slov nad abecedou X = {a, b}, ktoré zacinaju prefixom abba alebo bb.
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RiesSenie:

Obrazok 12: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 23

Priklad cislo 24
K zadanému deterministickému konecnému automatu A zostrojte totalny
konecny automat A’.

Tabul'ka prechodov A:

Tabul’ka 5: Tabul’ka prechodov, priklad ¢. 24

a b
So So S1
S1 - S2
S2 S3 -
S3 - -
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Riesenie:
e Ako prvé k automatu A zadanému tabulkou prechodov zostrojime stavovy

diagram.

Obriazok 13: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 24

e Ztabulky prechodov automatu A je mozné jednoducho zistit, pre ktoré
stavy nie je definovand prechodova funkcia kjednotlivym vstupom.
Vytvorime teda novy stav s4 , do ktorého nasmerujeme prechody pre tieto
stavy.

e Tabulka prechodov A":

Tabul’ka 6: Tabul’ka prechodov, priklad ¢. 24
a b

So So S1

S1 S4 S2

Sy S3 S4

S3 S4 S4

S4 S4 S4

e Podla tabulky prechodov automatu A" zostrojime jeho stavovy diagram.
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b a
S, S,  |— S,
‘ b b a,b
/
/
a
S, S,

Obrazok 14: Automat reprezentovany stavovym diagramom, priklad ¢. 24

3.7 Pumping lemma

Priklad cislo 25

Pomocou  vety o vkladani (pumping  lemma)  dokazte, ze  jazyk
L={we{ab} ||wl=|wl} nieje regularny.

RieSenie:

Pre dokaz pomocou pumping lemmy sa vyuziva negacia regularity jazyka:
e VneN
e Jvel |v|=n
e V xyz kde|xy|<n,|y|=1
e JieNy: v =xyz¢L
Dokaz ze jazyk L nie je regularny:
e nech n je lubovol'né ¢islo z N
e zvolime slovow=a"b", |w|>n
e nech rozdelenie je l'ubovolné podl'a podmienok |xy |<n,|y|>n
e x=a"k>0
o y=a,l>1k+H<n
e z=2a"""" -ide o zvysok symbolov a zretazenych so symbolmi b

e zvolimei=2
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: 2k o ki K 2kneke] I
e w =xyz=a.a .a b'=a " .b'=a".b"
e ntl#n
e W &L

Tymto sme dokazali, ze jazyk L nie je regularny.
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4 7Zaver

Tato praca mala dosiahnut vytyCeny ciel, priblizit zakladné typy gramatik,
automatov a jazykov a ich zakladné rozdelenie. Blizsie vysvetlit danu tematiku a
spracovat postupy a rieSenia prikladov od jednoduchych az po zlozité. Praca bola
pre prehl'adnost’ a pouzitel'nost rozdelena na dve zakladné Casti a to teoreticky prehl'ad
a rieSenu zbierku prikladov.

Teoreticky prehl'ad danej tematiky bol spracovany stru¢ne a prehl'adne. Bude
sluzit' Studentom ako predloha pre spravne pochopenie zakladnej problematiky. Je
v flom vysvetlené €o je to abeceda, slovo a jazyk, ¢o sluzi k naslednému pochopeniu, ¢o
je to gramatika a automat generujuci danu gramatiku. Dalej je tedria rozsirena
o vysvetlenie totalnej a rozSirenej prechodovej funkcie, deterministického a
nedeterministického konecného automatu, stavov dosiahnutelnych automatom a
nadbyto¢nych stavov automatu. V kapitole o pumping lemme je vysvetlena dokazova
metoda regularity, respektive neregularity jazyka.

Zbierka bola napisana ako subor prikladov spolu s podrobnymi popismi
postupov a rieSeni. Nachadzaji sa v nej priklady tykajuce sa vsetkych zakladnych
kapitol potrebné pre zvladnutie uciva a absolvovanie skusky. K prikladom je podrobny
popis postupu rieSenia, aby bolo jasné ako sa priklad riesi a ako sa k spravnemu rieSeniu
krok po kroku dopracovat'.

Snahou bolo vytvorit’ stru¢nu, prehladnu a pre Studentov pouzitelnu zbierku

prikladov sluziacu pre podporu vyucby predmetu Diskrétna matematika.
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