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Anotace

Diplomova prace se zabyva vlastnostmi funkci, jako jsou linearni, kvadratické, go-
niomterické ad. Cilem prace je navrhnout vhodné matematické tlohy se zamérenim na
funkéni vztahy, ve kterych by zaci pomoci matematického programu GeoGebra mohli ob-
jevovat a osvojit si potiebné vlastnosti funkci. V praci také najdete pravothlou soustavu

soutadnic a prehled zakladnich vlastnosti.

Klicova slova

linearni, kvadratické, goniometrické funkce, pfima a nepfimé tmeérnost, pravoihld

soustava soutradnic, applet, GeoGebra

Annotation

My thesis is about functions, like linear functions, quadratic functions, goniometric
functions etc. Goal of my work ist to design appropriate tasks with focus on function
links. Students can with help of matematic program GeoGebra discover and adopt needed
properties of functions. In this work you can find Cartesian coordinates and overview of

basic properties of functions too.
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Uvod

Tato diplomova prace slouzi jako sbirka tloh z matematiky, ktera je uréena predevsim
zakim a ucitelim matematiky na II. stupni ZS. Najdete tu ale i trochu teorie.

Cilem mé diplomové prace je navrhnout vhodné matematické ilohy se zamérenim
na funkéni vztahy, ve kterych by zaci pomoci matematického programu GeoGebra mohli
objevovat a osvojit si pottebné vlastnosti funkei. Vytvorit ucebni materiél, ktery by slouzil
ve vyuce matematiky k lepsimu pochopeni, osvojeni a procviceni vSech dulezitych pojmu
a dovednosti k tomuto tématu.

Struktura préace se skldada celkem ze sedmi kapitol. Prace zacind kapitolou: ”Obecné
povidani”, pokracuje kapitolou ” Pravotihla soustava souradnic”. V praci najdete prehledem
zékladnich vlastnosti funkci. Nejrozsahlejsi kapitolou této prace jsou ” Linearni funkce”, se
kterymi se zaci setkavaji ve vyuce nejdiive. Dale pokracuje nepfimou imérnosti a kvadra-
tickymi funkcemi. Kapitola ” Goniometrické funkce”je zamérena predevsim na seznameni
s funkcemi sin, cos, tg a cotg.

Ke kazdé uloze je vytvoreny applet, ktery slouzi jako pomucka k feseni prikladu nebo
ke kontrole jejich feSeni v této diplomové praci.

Applety jsou vytvareny v softweru GeoGebra. Jedna se o matematicky program pro
interaktivni geometrii, algebru i analyzu, ktery je ur¢en predevsim pro ucitele a studenty.
Jedna z jeho vyhod je, Ze je k dispozici ke stazeni zdarma do pocitace i do mobilniho
telefonu. Aplikaci GeoGebra muzete také vyuzivat online, tedy bez nutnosti stazeni, na
adrese https://www.geogebra.org.

Ma diplomova préace je psana v programu IXTEX. Obrazky jsou tvofeny v programu
GeoGebra.
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Kapitola 1
Obecné povidani

Kde se zaci s funkcemi setkavaji a co potfebuji umét nez zacnou probirat jednotlivé
funkce?

Ve gkole i mimo ni se muzeme setkat s tim, ze nékteré veli¢iny zavisi na jinych. Dobrym
piikladem je napiiklad nakup. Kdyz budeme nakupovat nanuky, zaplatime za vétsi pocet
nanuku vice penéz (piima umeérnost). Nebo pii praci ve skole, ¢im vice zaku bude uklizet
tidu, tim rychleji budou mit uklizeno (neptimd tmeérnost). Tyto zavislosti v matematice
oznacujeme pojmem funkce.

Matematika je plna nejruznéjsich funkei, jako jsou linearni, kvadratické, goniometrické
a dalsi. Zaci se s témito funkcemi setkdvaji na druhém stupni zékladnich skol. Nejdifve
se seznami s linedarnimi funkcemi, pozdéji s grafy piimé a nepiimé imérnosti. Toto ucivo
a goniometrické funkce. Aby zaci vSe dobte pochopili, musi umét pracovat v pravouihlé
soustavé soutadnic, kam zakresluji body, sestavit tabulku a sestrojit graf dané funkce.
Ptredevsim musi umeét pracovat s cisly, vyrazy a rovnicemi, bez kterych se pii pocitani
neobejdou.

Ve skole se zaci s funkcemi setkavaji i ve fyzice. Napt. kdyz jedeme na kole, doba
jizdy zélezi na rychlosti kola. Cfm rychleji pojedeme, tim ujedeme vétsi drahu za dany
¢as. Nebo pii ptisobent sily na plochu. Cim vétsi silou budeme pusobit na uréitou plochu,

tim vétsi vznika tlak.
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Kapitola 2
Pravouhla soustava souradnic

Dfive nez za¢neme probirat jednotlivé funkce, zopakujme si, jak se znazornuji body

v pravoihlé soustavé souradnic.

Jak se vlastné body v soustavé hledaji? Je to celkem jednoduché. Méjme dvé na sebe
kolmé pifmky, nazyvame je osy x (vodorovnd) a y (svisld). Tam kde se osy protinaji se
nachézi bod, ktery nazyvame pocdtkem. Jeho soutadnice zapiseme takto [0;0]. Na osach

zvolime hodnoty, jak zndzoriiuje obr. 2.1. Pojdme si to zkusit na piikladech.

1. Applet 2.1: Soutadnice z

Vasim tkolem je nalézt hodnotu soufadnice z bodu A. Svoji odpovéd napiste do
prislusného textového pole. Pokud budete mit piiklad spravné, zméacknéte tlacitko:

"Nové zadani,” tim se zméni soutadnice bodu A.

y

>
Noveé zadani

Ciselna hodnota sougadnice x bodu A je: 2

Lituji, to je Spatné. :-(

Obrézek 2.1: Body - soutadnice x.
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2. Applet 2.2: Soutadnice y

Naleznéte hodnotu soufadnice y bodu A. Svoji odpovéd napiste do prislusného

textového pole. Pokud to budete mit spravné, zmacknéte tlacitko: "Nové zadani.”

™S
Nové zadani

Ciselna hodnota sou¢adnice y bodu A je: 3

Obrazek 2.2: Body - soufadnice y.

3. Applet 2.3: Souradnice bodu A

V appletu zapiste do textového pole obé souradnice bodu A. Pokud soufadnice

napisete spravné, zmacknéte na tlacitko: "Nové zadani”a tkol si nékolikrat pro-

cvicte.

»
Nové zadani

Souradnice bodu A jsou (2, -2)

Lituji, to je Spatné. :~(

Obrézek 2.3: Body - soutadnice x i y.
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4. Applet 2.4: Body
V soustavé soutadnic jsou znazornény body A az I. Urcete jejich soutadnice, které

tvori dvé ¢isla v daném potadi [z, y]|. Jaky bod byste oznadili pocatkem?

]
y
¥ x *

Obrazek 2.4: Body

5. Zndzornéni bodu

Otevtete si program GeoGebra a znazornéte body:
a) A=[12], Db)B=[10, ¢ C=[22, d)D=[5-4, ¢ E=][00]

Napovéda: Jak to udéldte? Bud pomoci tlacitka: "Novy bod”, pomoci kterého
umistite bod na pfislusné misto v soustavé soufadné nebo napiSete do okénka

”Vstup”napt. A=(1,2) a hledany bod se vam sam zobrazi.
Poznamka:

Vsimnete si, ze v programu GeoGebra se pouzivaji k zapisu hodnot soutadnic kulaté

zavorky. Ve vétsiné ucebnic jsou to ale zavorky hranaté.



Kapitola 3
Vlastnosti funkci

Nyni si vytvorime prehled vlastnosti, které muzeme pozorovat u jednotlivych funkei.
Funkei rozumime zobrazeni z mnoziny realnych ¢isel do mnoziny redlnych cisel. U funkei
muzeme urcovat defini¢ni obor, obor hodnot, spojitost, paritu, monotonii, periodi¢nost,
omezenost, jeji extrémy ad.

Definice jsou prevzaty z publikace [8].

3.1 Defini¢éni obor a obor hodnot

Definice:

e Defini¢ni obor funkce f je mnozina D(f) = {x;[z;y] € f}, coz je mnozina vSech

hodnot nezavisle proménné z, které se ve funkci vyskytuji.

e Obor hodnot funkce f je mnozina H(f) = {y; [z;y] € f}, coz je mnozina vSech

hodnot funkce y, které se ve funkci vyskytuji.

3.2 Spojitost

Definice: Funkce je spojitd na néjakém intervalu, pokud graf je mozné narysovat

v tomto intervalu bez preruseni jednim tahem.
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3.3 Parita funkce
Definice: Funkce f se nazyva:
a) SUDA FUNKCE pokud plati: (Vo € D(f)) f(—z) = f(x),

b) LICHA FUNKCE pokud plati: (V& € D(f)) f(—z) = —f(z).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y. Graf liché funkce je stfedové soumérny

podle pocatku soustavy souradné.

3.4 Monotonie funkci

Definice: Funkce je:
a) rostouci, prave kdyz plati (Vzy,xe € D(f)) (21 < 22 = f(x1) < f(22)),
b) klesajici, pravé kdyz plati (Vz1, 2o € D(f)) (21 < z2 = f(x1) > f(22)),
c) neklesajici, prave kdyz plati (Vxy, 20 € D(f)) (1 < 29 = f(21) < f(x2)),
d) nerostouci, prave kdyz plati (Vxy,ze € D(f)) (x1 < z2 = f(z1) > f(x2)).

Je-li funkce f neklesajici nebo neroustouci, nazyvame funkci f MONOTONNI.
Je-li funkce f rostouci nebo klesajici, nazyvame funkci f RYZE MONOTONNI.

3.5 Periodicka funkce
Definice: Funkce f se nazyva periodicka s periodou p # 0, plati-li:
(Ve € D(f)) (f(z+kp) = f(z), kdek € Z).

Existuje-li nejmensi ¢islo pyg > 0 takové, ze funkce f je periodicka s periodou pg, nazveme

toto ¢islo py nejmensi kladnou periodou funkce f.
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3.6 Omezenost
Definice: Rikdme, ze funkce f je
e OMEZENA SHORA (konstantou K), plati-li:

(3K € R) (Vz € D(f)) f(z) < K.

e OMEZENA ZDOLA (konstantou K,) plati-li:

(K € R)(Vx € D(f)) f(x) = K.

e OMEZENA, je-li omezena zdola i shora.

3.7 Extrémy
Definice: Necht A C D(f),a € A, b € A. Funkce f md na mnoziné A:

e v bodé a NEJMENSI hodnotu, pravé kdyz pro véechna = € A je f(z) > f(a).

Hodnotu f(a) nazyvame minimem funkce f na mnoziné A.

e v bodé b NEJVETSI hodnotu, prévé kdyz pro viechna = € A je f(z) < f(b).

Hodnotu f(b) nazyvame maximem funkce f na mnoziné A.

3.8 Funkce prosta

Definice: Funkci f na definicnim oboru D oznacujeme jako prostou na D, pokud
pro kazdé dvé hodnoty x1 # x5 z D plati f(z1) # f(x2).



Kapitola 4

Linearni funkce

4.1 Co je to linearni funkce?

1. Applet 4.1.1: Ferda Mravenec
Co je to linearni funkce a jaké ma vlastnosti? Na to zkusime ptijit pomoci tohoto ap-
pletu 4.1.1, kde vidime jakym predpisem je zadana lineatni funkce. Pomoci animaci

muzeme zjistit, jak se dana funkce méni a jaké ma vlastnosti v ruznych situacich.

81y
Linearni funkce
7

y=axr+b

Yy + 6 a=025 D animace a
5 b=0 D animace b

Funkce je: rostouci
4 |:] pohyb mravence
Do okénka niZe napiste, jak vypada predpis této funkce:
3
f(x)=
2
D Zkontrolovat vysledek \

Obrazek 4.1: Funkce rostouci: a > 0

Jak je vidét grafem linedrni funkce je PRIMKA riznobézng s osou y. Pohyb
Ferdy Mravence ukazuje, zda je funkce rostouci (Ferda Mravenec jde nahoru),
klesajici (Ferda Mravenec se pohybuje doli) ¢i konstantni (Ferda Mravenec jde

vodorovneé).

18
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Musime si, ale polozit otazku: Pro¢ se Ferda Mravenec pohybuje zrovna

takto? Kdyz se podivame na predpis funkce

kde a, b € R a pustime animace, zjistime, ze zalezi na hodnoté ¢isla a. Pokud je
a > 0 jedna se o funkci rostouci, ovsem je-li a < 0 je funkce klesajici, a kdyz se

a = 0 je funkce konstantni.

Linearni funkce

=ar 7
y=ar+b a=p j animace a

&
b=1 j animace b

| ] pohyb mravence

Funkee je: konstantni

Do okénka niZe napiste, jak vypada piedpis této funkce:

flx)y=
3

&

[ ] zonwrolovat visledek . pe m*?

L)

< b

f

10 =] & 7 4 -5 4 3 -2 T a 2 3 4 ] ] T & 9 ]

Obrazek 4.2: Funkce konstantni: ¢ = 0

Linearni funkce

1 = axr
y az+b § a=.02 :|animacea

b=05 :| animace b
Funkce Je: Klesajici )
4 L ] pohyb mravence

Do okénka niZe napiste, jak vypada piedpis této funkce:

f 2 %
| l Zkontrolovat vysledek il

Obrazek 4.3: Funkce klesajici: a < 0

Déle zalezi na hodnoté cisla b. Parametr b vlastné linearni funkci posouva o b jed-

notek nahoru nebo dolu. Zalezi zda b > 0 nebo b < 0. Pokud b = 0 piimka vzdy
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bude prochézet pocatkem [0, 0], tedy nedojde k posunuti a tuto funkci oznacujeme

jako primou imeérnost viz obrazek nize.

Linedrni funkce

y=ar+b 7

a=025 —| animace a

b=0 j animace b

Funkce je: rostouci ]
L pohyb mravence

Do okénka niZe napiste, jak vwpada pledpis této funkce:

fx)=

3
Zkontrolovat vysledek . l‘_w?_.! 'g
Y
%

Obrézek 4.4: Pfim4a dmérnost: b =0

Meéjme dvé veliciny. Pokud budou ptimo timérné, musi platit, ze kdyz jednu veli¢inu
zvétsime (zmensime) = krat, druhou velicinu také zvétsime (zmensime) x krat.
Uved'me si dva piiklady:

1. Dva kilogramy jablek stoji 52 K¢. Pul kilogramu stoji 13 K¢.

2. Ze 3 kg svetek ziskame 900 g Svestkovych povidel. Ze 6 kg ziskdme 1800 g

svestkovych povidel.

Prehled zdkladnich vlastnosti:

a) a<0
D(f) = (—00,00), H(f) = (—00,00). Neni omezend ani shora, ani zdola. Je
klesajici, tedy prostd. Nema maximum, ani minimum. Je spojita v R.

b) a=0
D(f) = (—o0,00), H(f) = (b). Je sudd, pro b = 0 i lichd. Je omezend. Je
neroustouci a neklesajici (konstantni). Md4 maximum a minimum pro kazdé

x € R. Je spojita v R.

c) a>0
D(f) = (—o00,00), H(f) = (—00,00). Neni omezend ani shora, ani zdola. Je

rostouci, tedy prostd. Nema maximum, ani minimum. Je spojita v R.
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2. Applet 4.1.2: Obdélnik
Z appletu pozorujte rozmeéry obdélniku. Vsimnéte si, ze rozmér b je vzdy dvojnasob-
kem roméru a. Takové zavislosti fikdme piima tmeérnost (déle jen PU) A jak uz
dobfte vite, PU je specialnim pripadem linearni funkce. Grafem je piimka nebo jeji

cast. Tuto zavislost bychom mohli zapsat vzorcem b = 2a.

AN

Obrézek 4.5: Obdélnik

Jaky rozmér bude mit strana b, kdyz a bude 1, 2,3,4,5,67

4.2 Defini¢éni obor a obor hodnot

1. Applet 4.2.1:

Zjistéte defini¢ni obory a obory hodnot v tomto appletu 4.2.1. Spravné teseni zob-
razite zaskrtnutim okénka ”Zobrazit reSeni.”

y

5
D Dalsi funkce
.

Defini¢ni obor

Obor hodnot

Obrazek 4.6: Linedrni funkce
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4.3 Monotonie linearni funkce

1. Applet 4.3.1: Kocka

Byla jednou jedna kocicka Micka, ktera si moc rdda hrala s klubickem. Ale jednoho
dne se kocicce klubicko zakutalelo. Kdyz se kutélelo, zanechavalo po sobé ¢ervenou
stopu. Pomoci appletu rozhodnéte, po které funkci se klubicko pohybovalo. Jednéd

se o funkci rostouci, klesajici nebo konstantni?

[ Jrotka
[ Jxiubicko

Pl PR 1 1 1

Obrézek 4.7: Kocka

2. Applet 4.3.2: Sankovani
Na obrazku sankuje holcicka. Pomoci appletu rozhodnéte, po jaké funkci holcicka

jezdi a urcete monotonii této funkce.

Obrazek 4.8: Sankovani
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3. Applet 4.3.3: Cyklista

Pepik jede na kole na vylet, jeho ¢ast cesty muzete pozorovat v appletu.

a) Rozhodnéte o jakou funkci se jedna.

b) Urcete monotonii této funkce.

Obréazek 4.9: Cyklista

4.4 Grafy linearnich funkci

1. Applet 4.4.1

Narysujte graf funkce: a) y=2+2 b)y=x-—1

ResSeni:

Prvni zpusob: POCETNI

1. Do rovnice dosadime za proménnou x libovolna ¢isla, a tim ziskdme hodnoty
Y.

2. Zjisténé udaje zapisujeme do tabulky a naneseme do pravoihlé soustavy sourad-
nic.

3. Nakonec body propojime piimkou.



KAPITOLA 4. LINEARNI FUNKCE 24

Zkusme si do funkce y = x + 2 dosadit za z ¢islo —2. Jak to bude vypadat?

y = —2+4+2

y = 0.

Timto jsme zjistili, ze kdyz r = —2 tak y = 0.

Vytvorme tabulku pro x = —2,—-1,0,1, 2.
x|-2]-1]01]2
y|! 01234

To samé pro funkci y = x — 1.

r|-21-110]1]2
y|-3|-2[-1]0]1

Vypocitané hodnoty naneseme do kartézské soustavy souradnic a spojime primkou.

Obrazek 4.10: Graf

Druhy zpusob: GRAFICKY

Tento zptsob je spiSe pro bystiejsi hlavicky, ale posudte sami, je docela jednoduchy.
Obé funkce jsou rovnobézné s funkei f : y = x a této vlastnosti vyuzijeme. Jde totiz
o funkci f v posunuti. Pokud b > 0, funkci posouvame nahoru o b jednotek, jestlize

je ale b < 0, funkci posouvame doli o b jednotek.
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V nasem piipadé za a) se bude funkce f posouvat nahoru o dvé jednotky, za b) se

funkce f bude posouvat dolu o jednu jednotku.

/ fry=x
1 /'""'

[ i1jednotkadols _~ h:y=x-1

2 jednotky nahoru

-1

Obrazek 4.11: Graf

Tohoto poznatku vyuzijte i v nasledujicim cviceni.

2. Applet 4.4.2

Narysujte graf linedrni funkce, ktera je ddna vzorcem:
a) y = 2x, b) y =2z +2, c)y=2x—2.

Pomoci appletu zkontrolujte, zda jste pracovali spravné.

ResSeni
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Zmacknutim na tlacitko se zobrazi funkce.

D=
@ y=2x+2
D e

Obrézek 4.12: Linedrni funkce - grafy

Reseni nasledujicich tloh zkontrolujte pomoci appletii jimz uréenym.

3. Applet 4.4.3: Konstantni funkce

26

Na obrazku jsou grafy konstantnich funkeci. Piifadte ke kazdému grafu vzorec,

kterym je funkce vyjadiena.

d)y=-2
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D funkee f D funkce h

Obrazek 4.13: Konstatni funkce

4. Applet 4.4.4: Hledejte grafy
Na obrdzku jsou grafy linedrnich funkei. Pfifad'te ke kazdému grafu vzorec, kterym

je funkce vyjadrenad.

a)y =, b)y=-1z+1, c)y=3r+1, d)y=-1z+3.

3

Obrazek 4.14: Applet 4.4.4.
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5. Applet 4.4.5: Hledani funkce

28

Napiste do okénka predpis funkce f a prusecik funkce f a g. Pokud jste vSe napsali

spravné, zmacknéte tlacitko " Nova funkce”.

>
Nova funkce

1.V jakém bodé se pfimky protinaji?
P=(151)| Spravné!:-)
2. Napis$ predpis funkce f:

y=2x+4 | Spatné! :(

Obrazek 4.15: Nova funkce

6. Applet 4.4.6: Sestrojte funkci
Je déna funkce y = 3z — 1,2 € (=3, 3). Vypocitejte hodnoty této funkce v bodech

0, 2, -2 a narysujte funkei na milimetrovy papir. Reseni ovéfte pomoci appletu. 5]

Reseni:

Obrazek 4.16: Applet 4.4.6
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7. Applet 4.4.7

Sestrojte grafy téchto funkei:
a) fi:y=1,5z, b) fo:y=15bx+2.

Reseni:

fi:y=1,5z

fa=1,5¢+2

Obrazek 4.17: Applet

8. Applet 4.4.8: Narysujte funkci

Sestrojte v téze pravouhlé soustavé souradnic grafy funci typu y = 3x + b, kde
b=-2-1,0,1,2.

Reseni:
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Obrazek 4.18: Applet 4.4.8

9. Applet 4.4.9: Sestrojte funkce

Sestrojte v téze pravouhlé soustavé soutfadnic grafy funci typu y = ax — 1, kde
a=-2,-1,0,1,2. [5]

Reseni:

N

Obrazek 4.19: Applet 4.4.9
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10. Applet 4.4.10: Narysujte funkci

Sestrojte v téze pravouhlé soustavé souradnic grafy funci typu y = —ax + 1, kde

a=-2-1,0,1,2.

Obrézek 4.20: Applet 4.4.10

11. Applet 4.4.11: Jedna se o linearni funkci?
Z tabulky vyberte predpisy, které oznacuji linedrni funkce. Jestli si nevite rady,

otevtete si applet 4.4.11, ve kterém se vam zobrazi zadané funkce v grafické podobeé.

y = 2x y=2 y = a3 — 2 y=3r+3

y=—-Tx+5 y=—2 y=x>+3x+1 y=2
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PUNNY

C] Dalsifunkce g1y =

Obrazek 4.21: Applet 4.4.11

12. Applet 4.4.12

Spojte dvojice predpisu funkci, jejichz grafy jsou rovnobézné piimky. Pokud si ne-

budete jisti, oteviete si applet 4.4.12.

y=x—3 y=—-x+5 y=-3r+1 y=3r+1

=3r—1 y=x+3 y=-—-3r—1 y=—xr—0>5

Obrazek 4.22: Rovnobéznost
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4.5 Linearni funkce v praxi

1. Applet 4.5.1: Na kole a autem

Cyklista Mirek trénuje na silniéni zavody. Svoji obvyklou okruzni devadesatikilomet-
rovou trasu zvladne pfiblizné za 2,5 hodiny. TTi ¢tvrté hodiny po Mirkové odjezdu

vyjizdi autem Mirkovi naproti trenér. Tuto trasu zvladne ptiblizné za 75 minut.

Z appletu urcete:
a) za kolik minut po Mirkové startu ho trenér potka,

b) v jaké vzdélenosti od cile trasy se setkaji. [7]
ciL

ek
R T T T T LT T PP TP PP PP PP RPPPPr x stiat

t[h)

Obréazek 4.23: Applet 4.5.1

2. Applet 4.5.2: Pohybova tloha
Petr se vydal z Malsic do Bechyné, coz je 18 km. Cesta mu obvykle trva 2,5 ho-
diny. O hodinu pozdéji za nim vyjel na kole Jirka, ktery cestu obvykle zvladne za
% hodiny.
7 appletu urcete:
a) za jak dlouho Jirka dohoni Petra,
b) kolik kilometru od Bechyné to bude. [7]
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24]s (km]

BECHYNE

tih
75

o5
MALSICE

Obrézek 4.24: Pohybova tloha

Nyni dloha k zamysleni.

3. Applet 4.5.3: Cesta do préce
Kazdé rédno jezdi Veronika autobusem do prace z Bechyné do Ceskych Budéjovic.
Jeji cestu popisuje graf v zavislosti drahy na ¢ase. Oteviete si applet 4.5.3 a zamys-

lete se nad otazkou: Co lze z grafu vycist?

ki
w{sMm

t[min]
o

Obréazek 4.25: Cesta do préce

Co vés mohlo napadnout: Jak dlouho trv4 cesta do Ceskych Budéjovic? Jakou vzdélenost
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Veronika ujede? Jak dlouho a po kolika kilometrech stoji autobus na zastavce? Kdy jede

rychleji, a kdy pomaleji?

4. Ukol pro vas

Sestrojte grafické znazornéni drahy na ¢ase z mista vaseho bydlisté do skoly nebo

k babi¢ce. Pouzijte k tomu program GeoGebra.

5. Applet 4.5.4

Cyklista jede prumérnou rychlosti 30 1% . Pomoci appletu zjistéte kolik km ujede

za:
a) 0,5 hod, b) 45 minut, c) 1,5 hod, d) 1,75 hod.

60| km]

Obrazek 4.26: Cyklista

6. Applet 4.5.5: Stielba

Zavodnik ve sttelbé pistoli nastiili za 2,5 hodiny 60 ran (stfili rovnomérné). Se-
stavte tabulku pro pocty vystfelenych ran za 5, 10, 15, 20 a 25 minut a sestrojte

graf této zavislosti. [3]

Reseni: Jisté jste si v§imli, ze jde o pfimou timérnost, proto

x|[5]10]15]20 |25 |150
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V matematickém programu GeoGebra sestrojime graf:

y [pocet ran]

Obrézek 4.27: Stielba

7. Applet 4.5.6: Rychlost zvuku
Rychlost zvuku ve vzduchu pfi teplté 0 °C je 331 = . Zvysi-li se teplota vzduchu

1
S

o 1 °C, zvysi se rychlost zvuku o 0,6 .

a) ZapiSte rovnici vyjadiujici zavislost rychlosti zvuku ¢ na teploté ¢, ktera se méni
od 0 °C do 22 °C a sestrojte graf téfo funkce.

b) Z rovnice vypoéitejte rychlost zvuku pii téploté 22 °C.

c) Urcete, pii jaké teploté je rychlost zvuku ve vzduchu 340 2.

d) Své vysledky porovnejte s grafem funkce, ktery jste sestrojili v bodé a). [7]
Resen:

a) ¢=331+0,6t, ¢t € (0,22) [*]
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¢ [m/s]

346
344
342
340
338
336
334
332

330

c=331+40,6t

t [s]

Obrazek 4.28: Rychlost zvuku

b) Do rovnice ¢ = 331 + 0, 6t za t dosadime hodnotu 22, tim zjistime rychlost zvuku.

c = 331+0,6-22,
c = 344,2.

Rychlost zvuku pii teploté 22 °C je 344,2 .
c) Nyni do rovnice [*] dosadime za ¢ hodnotu 3402 .
340 = 331 +0,6f,
t = 15.
Rychlost zvuku 340 7 je pii teplote 15 °C.

8. Applet 4.5.7: Sud

20 22 24

37

Ze sudu, v némz je 150 litru vody, vytece kazdou minutu 30 litru. Zapiste rovnici

funkce, ktera urcuje objem vody v sudu v zavilosti na dobé vypousténi. Stanovte

téz definiéni obor této funkce a sestrojte graf. [7]
Reseni: Rovnice je:

y = 150 — 30z



KAPITOLA 4. LINEARNI FUNKCE

kde z ... ¢as [min], y ... objem vody [1].
Defini¢ni obor je (0,5) a obor hodnot je (0, 150).

Z rovnice zjistime, kolik vody vytece ze sudu kazdou minutu béhem 5 minut.

y | 150 | 120 | 90 | 60 | 30 | O

Nyni sestrojime graf.

y
A

Obrazek 4.29: Sud



Kapitola 5
Neprima timeérnost

5.1 Co je to nepirima imeérnost?

Meg¢jme dvé veliciny. Pokud budou neptimo imérné, musi platit, ze kdyz jednu veli¢inu
zvétsime (zmensime) x krét, tak druhou zmensime (zvétsime) = krat.

Uved'me si dva piiklady:

1. Cim rychleji Fidi¢ osobniho automobilu pojede, tfm méné ¢asu bude potiebovat

k ujeti dané vzdalenosti.

2. Cim vic pracovniku bude pracovat, tim méné budou potiebovat ¢asu k vykonani

zadané praci.

1. Applet 5.1.1

V appletu 5.1.1 prozkoumejte vlasntosti neprimé imérnosti.

39
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Nep¥ima umérnost

8|
N

k=-2.3 D animace k
3

Funkce je: rostouci

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Do okénka niZe napiste, jak vypada predpis této funkce: 4

f(x)=

D Zkontrolovat vysledek

Obrazek 5.1: Nepfima timérnost

Nepiimou umeérnost nazyvame kazdou funkci, kterd je dana predpisem y = f, k €
R — {0}, x # 0. Kde z je nezdvisle proménnd, y zavisle proménna a k je koeficient
nepiimé imeérnosti.

Grafem nepiimé umeérnosti je kiivka zvana HYPERBOLA | nebo jeji ¢ast.

Piehled zakladnich vlastnosti pro:

a) k<0
D(f) = (—00,0) U (0,00), H(f) = (—00,0) U (0,00). Je lichd. Neni ani shora,
ani zdola omezend. Je rostouci pro z € (—00,0) a x € (0,00). Je prostd. Nem4
(

maximum, ani minimum. Je spojitd pro x € (—00,0) a z € (0, 00).
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Obrézek 5.2: Funkce NU: k < 0

b) k>0
D(f) = (—00,0)U (0, 00) H(f) = (—o00, 0) U (0, 00). Je lichd. Neni ani shora,
ani zdola omezend. Je klesajici pro z € (—o0, 0) axz € (0, 00). Je prosta. Nema

maximum, ani minimum. Je spojitd pro x € (—oo, 0) az € (0, c0).

y

Obrézek 5.3: Funkce NU: k> 0
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5.2 Defini¢éni obor a obor hodnot

1. Applet 5.2.1

Zjistéte definicni obory a obory hodnot v appletu 5.2.1. Spravné fesSeni zobrazite

zaskrutnutim okénka ”Zobrazit feseni.”

[:] Dalsi funkce
[:] Zobrazit reseni

P4

y

-7 -6 -5 -4 -3 -2
Definicni obor

Obor hodnot

Obrdazek 5.4: Defini¢ni obor a obor hodnot

5.3 Monotonie nepirimé imeérnosti

1. Applet 5.3.1

Rozhodnéte, které z néasledujicich funkei jsou roustouci, a které klesajici na svych

dvou ¢éastech:

8|8 ot
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Spravnost fesen{ ovéite kliknutim na tlacitko: "spravnd odpoved.”

Funkce q(x) =

2 ‘ \/ spravna odpovéd

05
X

je rostouci. klesajici.

Poun posuvnik.

Obrazek 5.5: Monotonie

5.4 Grafy neprimé iimeérnosti

1. Applet 5.4.1:

Sestrojte grafy funci f :y = % ag:y= —% :
Resent:
Nejprve sestrojime tabulku.
x B 2133|123
hodnoty fce f —% —% -1 -2 121 % %
hodnoty fce g % % 1 2 |-2-1 —% —%

Déle znazornime body v kartézské soustavé souradnic a spojime je.

43
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0.5

«Q

-0.5

Obrézek 5.6: Grafy nepfimé imérnosti

44
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2. Applet 5.4.2: Posunuti funkce 1

45

V appletu pozorujte, jak se posouva funkce y = % +a, kde =3 < a < 3.

Posun posuvnik.
°

Predpis zobrazené funkce:

1
y=—+1
x

-25 -2 -15 -1 -0.5 0

Obréazek 5.7: Posunuti 1

3. Applet 5.4.3: Posunuti funkce 2

V appletu pozorujte, jak se posouva funkce y = —% +a, kde =3 < a < 3.

Posui posuvnik. /
L)

y

Predpis zobrazené funkce:

1
y=——+1
xr

/
|

Obréazek 5.8: Posunuti 2
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4. Applet 5.4.4: Hledani funkce 1
V appletu do okénka: ” f(x) = "napiste predpis zobrazené funkce. Pokud jej napisete

spravné, zmacknéte na tlacitko ” Nova funkce.”

Do okénka napis$ predpis funkce f.

»
Nova funkce 4 fo=-1/x | Spatné. :o

Obréazek 5.9: Hledani funkce 1

5. Applet 5.4.5: Hledani funkce 2
V appletu do okénka: ” f(x) = "napiste predpis zobrazené funkce. Pokud jej napisete

spravné, zmacknéte na tlacitko ”Nova funkce.”

. " ‘I y Do okénka napié predpis funkee f.
Nova funkce |

Waj=-2ix-1  Spravna =)

I
Obrézek 5.10: Hleddni funkce 2
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5.5 Neprima imeérnost v praxi

1. Applet 5.5.1

Posunte body tak, aby jste nasli funkci, ktera se shoduje s tvarem chladici véze

jaderné elektrarny Temelin.

Obréazek 5.11: Temelin

2. Applet 5.5.2

V appletu 5.5.2 rozhodnéte, zda se jednd o pfimou nebo nepfimou imeérnost. Zda

jste odpovédeéli spravne, zjistite kliknutim na tlacitko PU nebo NU.

a) 20 litrovy sud se naplni vodou za 40 minut. Za jak dlouho se naplni 60 litrovy
sud?

b) Jeden rohlik stoji 1,90 K¢. Kolik stoji dva rohliky?

c) Vojta zaplati za kino 180 K¢. Kolik korun zaplati, kdyz zaplati i za svoji pritelkyni?
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d) Aneta s Patrikem uklidi pokoj za 3 hodiny. Jak dlouho jim to bude trvat, kdyz

jim s uklidem pomuze jesté maminka?

e) 24 cerpadel vycerpa nadrz za 5 hodin. Jak dlouho by to trvalo 10 ¢erpadlum?

f) Otec vymaluje pokoj za 1 hodinu. Za jak dlouho vymaluje pokoj, kdyz mu ptijde

na pomoc jeho syn a bude pracovat se stejnym vykonem jako otec?

g) Chodec ujde za 10 minut 1 km. Kolik ujde za 20 minut, kdyz pujde stejnym

tempem?

h) Zavislost hustoty télesa na jeho hmotnosti.

i) Zavislost spotfeby nafty na poc¢tu ujetych kilometra. Predpokladdme-li, Ze spotieba

paliva zustava stejna.

j) Zavsilost objemu télesa na jeho hustoteé.



Kapitola 6

Kvadratické funkce

6.1 Co je to kvadraticka funkce?

Kde jste se mohli setkat s kvadratickou funkci? Nic vds nenapada? Budete se divit,
kvadraticka funkce je na kazdém rohu. Pojd'me se spolu podivat na fotografie a pomoci

GeoGebry graf kvadratické funkce zvyraznime.

1. Applet 6.1.1

Pomoci posuvniku najdéte funkci, ktera se shoduje s tvarem klece.

[

[

Obrazek 6.1: Klec
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2. Applet 6.1.2
Pomoci posuvniku najdéte funkci, ktera se shoduje s tvarem podstavce, ze kterého

tryska voda.

. Zobrazit feSeni

Obrazek 6.2: Kasna

3. Applet 6.1.3

Pomoci posuvniku najdéte funkci, kterd se shoduje s tvarem svétla.

W zovrezt vsseni

Obrézek 6.3: Svétlo
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Jisté jste si vSimli, ze nékteré fotografie, spise kvadratické funkce pripominaji. Oteviete

si nyni applet 6.1.4 a pojdme prozkoumat kvadratické funkce a jejich vlastnosti.

y
Kvadraticka funkce

a2
y=azx’+br+c D Vrchol paraboly
6

D Prasecik s osou x

d D Prisecik s osou y
a=-1 D animace a
b=1 D animace b
c=5 D animace ¢
rostouci klesajici

Napis, jak vypada vzorec této funkced :y =

zZkontrolovat vysledek  d:y = —x*+x+5

Obrézek 6.4: Applet 6.1.4

Cilem tohoto appletu 6.1.4 je ziskat védomosti o kvadratickych funkcich. Pomoci

animaci muzeme zjistit, jak se dand funkce méni a jaké md vlastnosti v ruznych situacich.

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci, kterda je ddna predpisem:
f:y=ar’+br+c,kde a € R-{0}, b, ¢ € R. Grafem je parabola s osou soumérnosti

o|ly. Prusecik osy o s parabolou se nazyvé vrchol paraboly: V-2 ;¢ — % ].

Nyni pojdme prozkoumat vlastnosti kvadratické funkce. Jak bude vypadat graf, kdyz

a > 0 nebo a < 0. A pro¢ jsme v predchozim odstavci vyfadili moznost, aby a = 07

Piehled zakladnich vlastnosti:

1. a>0
D(f) = (—o00,00), H(f) = (¢ — %,oo). Pokud b = 0 je funkce sudd, jinak neni

ani suda ani licha. Omezena zdola. Rostouci pro = € (—% ,00). Klesajici pro = €

(—o0, —% ). Minimum v bodé (—% ic— % ). Neni prostd. Je spojitd v R.
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klesajici rostouci

Obrazek 6.5: Kvadraticka funkce: a > 0

2. a<0
D(f) = (—o0,00), H(f) = (—o00,c — %> Pokud b = 0 je funkce sudéd, jinak neni
ani sudd ani lichd. Omezend shora. Rostouci pro z € (—o0, —% ). Klesajici pro
T € (—% ,00). Maximum v bodé (—% iC— % ). Neni prosta. Je spojitd v R.

y

rostouci klesajici

Obrazek 6.6: Kvadratickd funkce: a < 0
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3.a=0

Nejedna se o kvadratickou funkci, ale o linearni s predpisem y = ax + b.

y

neni kvadraticka funkce

Obrazek 6.7: Pripad: a =0

6.2 Definicni obor a obor hodnot

1. Applet 6.2.1
Zjistéte definiéni obory a obory hodnot v tomto appletu.

T y

3
D Dal$i funkce
D Zobrazit feseni

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Definicni obor

Obor hodnot B

Obréazek 6.8: Defini¢éni obor a obor hodnost
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6.3 Monotonie kvadratické funkce

1. Applet 6.3.1: Jedeme na vylet autem

Vojta se svymi kamarady se rozhodl jet na vylet do Krkonos. Popiste ¢ast jeho cesty

z hlediska monotonie funkce trajektorie jeho cesty.

Vylet

@» T

Zastav!
T T

Obrézek 6.9: Vylet

2. Applet 6.3.2: Skateboardista

Na rampé jezdi Petr na skejtu. Zjistéte, po které funkci skejtuje a zkoumejte vlast-

nosti této funkcee.

y

Skateboardista

Obrézek 6.10: Skateboardista
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3. Applet 6.3.3: Monotonie

Pomoci appletu 6.3.3 rozhodnéte, v jakém intervalu jsou zadané funkce rostouci

nebo klesajici.

y=2x%+2 y =% — 21 y=x>+x+1 y=—-x>+zx—-1

y=—x°+x y=—2%+2x y=ax>+3z+1 y=—2%—3z

Funkce:

r(x) = x*+3x+1

Obrazek 6.11: Monotonie

6.4 Grafy kvadratickych funkci

1. Applet 6.4.1
Narysujte graf funkce f :y = 2.
Resent:

e Pomoci programu GeoGebra v pravoihlé soustavé souradnic znazornime body z ta-

bulky, které jsme zjistili po dosazeni do zadaného predpisu.

z|-3|2|-1]0]1]2]3
yl9l4|1|0[1]4
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e Dale zvolime tlacitko: ” KuZelosecka dand péti body,” vybereme pét bodu a zobrazi se

nam hledand funkce y = 22

Obrézek 6.12: Funkce y = x>

Poznamka: V programu GeoGebra lze rovnou vykreslit funkci pres zadani predpisu
funkce do fadku " Vstup”.

2. Applet 6.4.2: Posunuti
Sestrojte grafy funkei:

y = a7, y =142, y = —a7, y=—’—2.
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Reseni:
g(z) = = +2
ol W) @) =’
X
7 6 -5 4 3 3 4 5 6 7
a<0 @ h(z) = —2*
@])({L‘) = —z*—-2

Obrazek 6.13: Posunuti

3. Applet 6.4.3
Uréete hodnoty kvadratické funkce y = 22 — 5 v bodech z = —1;0; 1; 3.

\f y

~ssk—

Obrézek 6.14: Funkce y = 22 — 5
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4. Applet 6.4.4
Je ddna kvadratickd funkce f : y = 22% — 5 + 3. Rozhodnéte, zda body lezi na
funkei f: A= (0,3, B=[2,1], 0 = [-2,1], D=4, %]

379

35

25

0.5

-0.5

Obrazek 6.15: Kvadraticka funkce

5. Applet 6.4.5: Nova funkce 1
V appletu 6.4.5 napiste do okénka predpis funkce f, pokud jej napiSete spravné,

zméacknéte na tlacitko: ”Nova funkee” a zkuste to znova.
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> -
Nova funkce

Do okénka napié predpis funkce f.

e Spatné, ;-

s

Obréazek 6.16: Nova funkce 1

6. Applet 6.4.6: Nova funkce 2
V appletu 6.4.6 napiste do okénka predpis funkce f, pokud jej napiSete spravneé,
zmacknéte na tlacitko: ”Nova funkce”a zkuste to znova.

B
Nova funkce

Napis pfedpis funkce f:  y=3¢-x-2 Spatné! :(

-9 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 0 / 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
-1
-2

-4

-5

Obrazek 6.17: Nova funkce 2
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7. Applet 6.4.7: Nova funkce 3
Napiste do okénka predpis funkce f a pruseciky s osou z a y. Pokud jste hodnoty
napsali spravné, zmacknéte tlacitko ”Nova funkce.”V jakych ptipadech se nejednéd

o kvadratickou funkci? Své tvrzeni oduvodnéte.

g
Nova funkce

Do okénka napis$ predpis funkce f.

fix)=-4x2+3x+4 ~ Spravné :-)

Prepis body tak, aby jejich hodnoty byly spravné

Py, (2.0) Spatné :-(
. Py (1.2 Spatné :~(
P, (0,4) Spravné :-)

Obréazek 6.18: Nova funkce 3

8. Applet 6.4.8: Rovnice
Uréete rovnici kvadratické funkce y = ax? + 1 [**], jestlize jeji graf prochdz{ bodem
se soufadnicemi: A = [2.3], B = [14], C = [-2,8], D = [-5,2], E = [3,5], F = [4,-1]

a funkci narysujte.

Reseni:
Abychom zjistili rovnici, musime dosadit souradnice bodu A do predpisu funkce a vyjadrit
neznamou a. Pak se vratime zpét k predpisu [**] a dosadime za a vypocitanou hodnotu.

Ukéazeme si to pro bod A.

y = ar?+1,
= 4da+1,
2 = da,
1
a = —.
2

Zjistili jsme, ze hodnota a = ;. Nyni ji dosadime do [**¥] a tim ziskdme hledanou

rovnici, kterd je y = 3 2% + 1.
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Pomoci GeoGebry zobrazime graf.

45

3.5

c:y=0.5x2+1

Posun posuvnik. \ /

05

-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Obréazek 6.19: Rovnice

Reseni pro dalsf body: pro By =322 +1, proCy = T22+1, pro D y = 0, 0422 +1,
proEy=0,4422 +1apro F y = —0,132% + 1.

9. Applet 6.4.9: Omezenost
Pomoci appletu rozhodnéte, zda uvedené funkce maji maximum nebo minimum.

Zvladli byste to sami?

y=a>+1, y =+ 3x + 2, y=—x%—0,bx,
y=a®— 2z, y = —0,52% + 2, y =0,42% + 3z,

y =3 — 222, y=—2x%+2+3, y=—a%+1.
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Posun posuvnik tak, aby se zménila funkce.

G O

Obrézek 6.20: Omezenost

10. Vrchol paraboly

Urcete soutadnice vrcholu paraboly, ktera je grafem funkce:

y=a>+1, y =+ 3x + 2, y=—a%—0,bx,
y=a®—2x, y = —0,5z2% + 2, y = 0,422 + 3,
y =3 — 222, y=—2x%4+2+3, y=—x%+1.

Urcité jste si vSimli, ze zadané funkce jsou stejné jako v predchozim piikladeé.
Oteviete si applet 6.4.9 a pojdme spoletné hledat extrémy téchto funkei. Jak?

Pomoci tlacitka " Extrémy”- vyberete funkci a zobrazi se extrémy.
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11. Applet 6.4.10: Prusecik s osou x

Urcete pruseciky paraboly s osou x.

Posun posuvnik tak, aby se zménila funkce. Zobrazit prusecik(y) s osou x
@

Obrézek 6.21: Pruseciky s osou x

6.5 Kvadraticka funkce v praxi

1. Applet 6.5.1: Bechynsky most
Bechynsky most se zacal stavét uz v roce 1926 a otevien byl za 2 roky. Jednd
se o zelezobetonovy most pfes feku Luznici, po kterém jezdi nejenom auta ale
i elektrifikovany vlak. Tento most je dlouhy 190,5 m a Siroky 8,9 m. Diky oblouku,

ktery pripomina svym tvarem duhu, dostal most prezdivku bechynkd duha.

a) Pomoci posuvniku v appletu najdéte funkei, ktera se shoduje s obloukem mostu.

b) Urcete vlastnosti této funce.
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Obrazek 6.22: Bechynska duha
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Kapitola 7
Goniometrické funkce

V 9. ro¢niku se zaci setkavaji poprvé s funkcemi sin, cos, tg a cotg, definovanymi pro
ostry tuhel v pravouhlém trojihelniku. Teprve az na stfedni Skole toto ucivo probiraji
podrobnéji.

Pomoci appletit pojdme prozkoumat vlastnosti téchto funkei.

1. Applet 7.1: Funkce sinus

Pomoci posuvniku a, b zkoumejte, jak se méni funkce sinus dana predpisem

y=a-sinx+b.

f(x) = 1 sin(x)

Obréazek 7.1: Funkce sinus

Grafem funkce sinus je kiivka zvana SINUSOIDA..

65
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Piehled zakladnich vlastnosti:
D(f) = (=o0,00); H(f) = (—=1,1). V intervalu (=5 + 2km; 5 + 2km) A k € Z je

funkce rostouci a v intervalu (7 + 2/{7?,37” + 2km) Nk € Z klesajici. Je lichéd. Je

omezend v celém definicnim oboru zdola, i shora. M4 maximum v kazdém bodé 5 + 2k7
a minimum v bodé 37” + 2km Nk € Z. Hodnota maxima je 1 a minima je -1. Je spojita.

Je periodickd s nejmensi periodou 27.

2. Applet 7.2: Pravouhly trojuhelnik 1.

Otevrete si applet 7.2 a urcete délky odvésny a. Vytvorte tabulku a ze ziskanych

udaju sestrojte graf funkce sinus.

y
% 2
IT> S 8
T
9
©..B
T a6
X
8
“xBﬁ
7 ~’x° Q trojuhelnik 1 Q trojuhelnik 5
~)(B"
. trojuhelnik 2 trojuhelnik 6
5 ' D) ) v
. ‘B, @ trojuhelnik 3 @ trojhelnik 7
5 x
- @ trojuhelnik 4 @ trojahelnik 8
4 5
"B
& 2
X
3 .
2 xB"
, 8
—_— *%.
A 4 1 x? 3 x 4 x% 6 x 7 x 8 x 9 x "1'0 1 12 13 14 15 16 17
[ c, - C, Cs C;” ¢, C

Obrézek 7.2: Pravouhly trojihelnik 1.

Reseni:
Jak budeme postupovat? Z trojuhelniku 1 zjistime, ze velikost thlu @ = 10° a pfepona

¢ =10 cm. Z appletu déle zjistime, ze strana a = 1,74 cm.

Vypocitame sina podle vzorce: sina = ¢, kde pfepona ¢ = 10 cm a stranu

a zjistime z appletu 7.2.

trojihelnik | 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
« 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80°

a 1,71 34|50 64| 77| 871|941 99
sin v 0,171 0,34 | 0,50 | 0,64 | 0,77 | 0,87 | 0,94 | 0,99
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Graf této funkce je na obrazku 7.3 nize.

y

Obrazek 7.3: Funkce sinus

3. Applet 7.3: Funkce kosinus

Pomoci posuvnikt a, b zkoumejte, jak se méni funkce kosinus ve tvaru y = a-cos x+b.

— 12y

[&] o

f(x) = 1 cos(x)

Obrdzek 7.4: Funkce kosinus

Grafem funkce kosinus je kiivka zvanda KOSINUSOIDA.
Piehled zakladnich vlastnosti:
D(f) = (—o00,00); H(f) = (—1,1). V intervalu « € (m + 2km; 2w + 2km) A k € Z je

funkce rostouci a v intervalu x € (2kw, 7 +2km) Ak € Z klesajici. Je sudé. Je omezena

v celém definiénim oboru zdola i shora. M4 maximum v bodé [2k7; 1] a minimum v bodé

[+ 2km; —1] ANk € Z. Je spojita. Je periodickéd s nejmensi periodou 27.
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4. Applet 7.4: Pravouhly trojihelnik 2.
Otevrete si applet 7.4 a urcete délky odvésny b. Vytvorte tabulku a ze ziskanych

udaju sestrojte graf funkce kosinus.

y
Bx_ ......... X?-B- .
X
’ ._st
juhelnik 1 (helnik 5
..XBS trojuhelni trojuhelni
c trojhelnik 2 trojiihelnik 6
“ 5
x* trojihelnik 3 trojihelnik 7
."xsg trojuhelnik 4 trojuhelnik 8
.‘sz
X
—% X, X, )g § % X, X X% 2 14 16 18
A Cq c, Cq Cg ¢ S ¢, c,
Obrazek 7.5: Pravouhly trojihelnik 2.
ResSeni:

Jak budeme postupovat? Z trojihelniku 1 zjistime, ze velikost thlu a = 10° a pifepona

¢ = 10 cm. Z appletu dale zjistime, ze strana b = 9,8 cm.

10 cm a stranu

Vypocitame cosa podle vzorce: cosa = %, kde prepona ¢ =

b zjistime z appletu 7.4.

trojuhelnik | 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8
@ 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80°
b 98 | 94 | 87 | 7,7 | 64 | 50 | 34 | 1,7
Cos o 0,98 1 0,94 | 0,87 | 0,77 | 0,64 | 0,50 | 0,34 | 0,17
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Graf této funkce je na obrazku 7.6 nize.

Iy

f £ 3

X
u* 10° 2° 30° 40° 50° 60° 3 80"

Obrdazek 7.6: Funkce kosinus

5. Applet 7.5: Funkce tangens

Pomoci posuvniku a, b zkoumejte, jak se méni funkce tangens dana predpisem

y=a-tgx+b.

f(x) = 1 ta(x)

Obrézek 7.7: Funkce tangens

Grafem funkce sinus je kfivka zvanda TANGENTOIDA.
Prehled zakladnich vlastnosti:
D(f) € R—{% +kr}, k € Z; H(f) = (—00,00). Vintervalu (=5 +km; L +km)Ak € Z

je funkce rostouci. Je licha. Neni omezena zdola, ani shora. Je periodicka s nejmensi

periodou 7.
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6. Applet 7.6: Pravouhly trojihelnik 3.

Otevrete si applet 7.6 a urcete délky odvésny a. Vytvorte tabulku a ze ziskanych

131y
129406
Bs
trojuhelnik 1. trojuhelnik 2.

By
trojuhelnik 3. trojuhelnik 4.
trojuhelnik 5. trojuhelnik 6.

udaju sestrojte graf funkce tangens.

2
£a$

LY
ta3

o]
o

> X
I
>

Obrézek 7.8: Pravouhly trojihelnik 3.

Reseni:
Jak budeme postupovat? Z trojihelniku 1 zjistime, ze velikost ithlu o = 10° a odvésna

b =10 cm. Z appletu déle zjistime, ze odvésna a = 1,8 cm.

Vypocteme tg a podle vzorce tga = ¥, kde odvésna b = 10 cm a odvésnu a zjistime

z appletu 7.6. To opakujeme pro ostatni trojuhelniky.

trojahelnik | 1. | 2. | 3. | 4 | 5. | 6.
a 10° | 20° | 30° | 40° | 45° | 50°
a 18 | 36 | 58| 84 | 10 | 11,9
tg o 0,18 0,36 | 0,58 | 0,84 | 1 | 1,19
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Graf této funkce je na obrazku 7.9 nize.

Yy

£y =tg(z)

Obrazek 7.9: Funkce tangens

7. Applet 7.7: Funkce kotangens

Pomoci posuvniku a, b zkoumejte, jak se méni funkce kontangens s predpisem

y=a-cotgx +b.

a=1
@ ()

Obrazek 7.10: Funkce kotangens

Grafem funkce sinus je kiivka zvanda KOTANGENTOIDA.
Prehled zakladnich vlastnosti:
D(f)e R—{krn}, k € Z; H(f) = (00, 00). Je klesajici v intervalu (km;m + k)

A k € Z. Je licha. Neni omezend ani zdola, ani shora. Je periodicka s nejmensi periodou

.
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7.1 Defini¢éni obor a obor hodnot

1. Applet 7.1.1

7 grafu urcete definicni obory a obory hodnot danych funkei.

v

' o
D Dali funkee / \
Zobrazit feseni 0s / \
/ N\

D(f) =< —m,7 >
H(f) =< -1,1> \
\

™\ /

\ /
\\ / s

Obréazek 7.11: Definiéni obor a obor hodnot

7.2 Goniometricka funkce v praxi

1. 7.2.1: Siroké more
Na sirokém mofi pluje piratska lod a plave delfin. Pomoci appletu 7.2.1 zjistéte, po

jaké funkci pluje a urcete jeji vlastnosti. Védéli byste, po které funkei plave delfin?

..

Obrazek 7.12: Siroké moie



Z.aver

Myslim si, ze jsem zadané cile beze zbytku splnila. Vytvorila jsem ucebni materidl,
ktery slouzi ve vyuce matematiky k lepsimu pochopeni, osvojeni a procviceni vSech

Uvédomuji si, ze v této praci by se dalo pokracovat napt. vice rozepsat kapitolu ” Go-
niomerické funkce”’nebo vytvorit dalsi kapitoly jako jsou: Mocninné funkce, Logaritmické
funkce a dalsi.

Vytvareni appletu v programu GeoGebra bylo pro mne nejdrive tézké, ale casem jsem
se s nim naucila dobfe zachazet. Porad si, ale uvédomuji, ze program GeoGebra umi
daleko vice véci, o kterych jesté nevim nebo jsem je v praci nepouzila. V budoucnoti
bych se s timto programem rada jesté vice seznamila.

Program GeoGebra je pifnosem v mém pedagogickém povoldni. Zakam vytvaifm
applety, které jim sdilim pfes internetové stranky https://www.geogebra.org.

Svoji praci jsem psala v programu EIEX, ve kterém se mi matematickd sazba psala

vice nez dobre.
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