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Abstrakt 
Cílem t é t o p r á c e je transformovat současný fo rmát m a t e r i á l ů k p o č í t a č o v ý m cvičení z p řed­
m ě t u Signály a S y s t é m y do p r o s t ř e d í Jupyter. D o s a v a d n í m a t e r i á l y jsou č leněny podle t é m a t 
do j edno t l i vých P D F soubo rů , k t e r é obsahuj í r e l evan tn í teorii a u k á z k y M A T L A B kódu . 
Tema t i cké okruhy se zabývaj í z á k l a d y d ig i t á ln ího zp racován í s igná lů na poč í t ač i . Vy tvořené 
Jupyter notebooky obsahuj í teoretickou oporu z or ig iná ln í p ř ed lohy ve f o r m á t u M a r k d o w n 
+ L a T e X a p ů v o d n í implementace pro p r o s t ř e d í M A T L A B je zde p ř e v e d e n a do j azyka P y ­
thon. T y t o m a t e r i á l y nav íc p ř í m o p rezen tu j í v ý s t u p y P y t h o n k ó d u typu graf, p ř e h r a t e l n é 
audio, text, ob rázek nebo jejich i n t e r a k t i v n í kombinace. 

Abstract 
The goal of this bachelor thesis is to transform the current format of materials for computer 
exercises from the Signals and Systems course into Jupyter environment. Current materials 
are divided by topics into ind iv idua l P D F files that contain relevant theory and M A T L A B 
code examples. These P D F materials cover basics of d igi ta l signal processing on computer. 
Produced Jupyter notebooks contain theory from original materials i n M a r k d o w n + L a T e X , 
and M A T L A B code examples are replaced by P y t h o n examples. In addi t ion to current 
materials, they display output of the P y t h o n code which may include graphs, playable 
audio, text, image or some interactive combination of listed. 
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Kapitola 1 

Úvod 

O b o r ů zabývaj íc í se zp r acován ím a a n a l ý z o u s igná lů je celá ř a d a . Jejich m o d e r n í m i od­
vě tv ími jsou n a p ř í k l a d poč í t ačové v idění a zp racován í p ř i rozeného jazyka . T y se zabývaj í 
komplexn ími p r o b l é m y jako samoř íd íc í auta, identifikace osoby, syn t éza řeči a s t ro jový pře ­
klad p ř i rozeného jazyka . Studenti , k t e ř í by se chtěl i z abýva t řešen ími t ěch to p r o b l é m ů však 
mus í ov láda t z á k l a d n í znalosti o s ignálech, k t e r ý m se tato p r á c e věnuje. 

Kval i tn í výukové m a t e r i á l y jsou pro studenty d ů l e ž i t ý m zdrojem informací . V t é t o p rác i 
se z a m ě ř í m e na v y t v o ř e n í i n t e r a k t i v n í h o m a t e r i á l u pro d ig i tá ln í zp racován í s ignálu . Pro­
g ramovac í jazyk v t ěch to ma te r i á l ech je P y t h o n v p r o s t ř e d í Jupyter. Studenti ma j í č a s to 
zkušenos t i s Py thonem d íky jeho š i rokému použ i t í . Nav íc jsou v Py thonu i m p l e m e n t o v á n y 
knihovny pro s t ro jové učení , k t e r é se dnes b ě ž n ě používaj í ( nap ř ík l ad pro rozpoznáván í 
obl ičejů) . P r o s t ř e d í Jupyter podporuje i n t e r a k t i v n í widgety, k t e r é jsou velmi už i t ečné pro 
demonstraci p ř í k l a d ů z p r o b í r a n é lá tky. 

Text p r á c e je rozdě len do šesti kapi to l . K a p i t o l a 2 popisuje d o s t u p n é m a t e r i á l y ke zpra­
cování s igná lu a jejich formy. V d a l š í m kapitole jsou vysvě t leny i m p l e m e n t a č n í p r o s t ř e d k y 
pro v y t v o ř e n í poč í t ačových cvičení , s k t e r ý m bude t a k é pracovat cílový už iva te l . Nás ledu­
jící kapi tola obsahuje u k á z k y řešených ú loh . K a ž d á t aková ú l o h a m á v tomto textu svou 
v l a s tn í podkapi to lu s d e t a i l n í m popisem. V p ř e d p o s l e d n í kapitole je shrnuto už iva te l ského 
t e s tován í se z p ě t n o u vazbou formou d o t a z n í k u . 
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Kapitola 2 

Materiály k digitálnímu zpracování 
signálů 

V t é t o kapitole se nejprve velmi s t r u č n ě z a m ě ř í m e na m a t e r i á l y ke zp racován í s igná lu na 
různých fakul tách a ná s l edně si uvedeme p řeh led m a t e r i á l u na naš í fakul tě . 

2.1 Dosavadní formy mater iá lů 

D i g i t á l n í z p r a c o v á n í s i g n á l u na C a r d i f f s k é u n i v e r z i t ě 

P ř e d m ě t s k ó d e m C M 0 2 6 8 vyučovaný na fakul tě P o č í t a č o v ý c h věd a Informatiky Card i ­
ffské univerzity se věnuje d ig i t á ln ímu zpracován í s ignálu , p r o s t ř e d í M A T L A B a generování 
grafiky v tomto p ros t ř ed í . V tomto kurzu se nejprve z a m ě ř í na p rác i v p r o s t ř e d í M A T L A B , 
a pak na zp racován í s ignálu , kde se nejčastěj i j e d n á o zvuk. 

M a t e r i á l y pro v ý u k u t v o ř í 1 p ř evážně prezentace ve f o r m á t u P D F s teorii a u k á z k y kódů . 
T y t o u k á z k y jsou t a k é poskytnuty jako soubory s p ř í p o n o u .m pro p r o s t ř e d í M A T L A B 
s k o m e n t á ř i . Dá le jsou pak n a p ř í k l a d poskytnuty u k á z k y v ý s t u p ů , n a p ř í k l a d v l iv různých 
h u d e b n í c h efektů na s ignál akus t ické v souborech typu wav. 

Ú v o d do v ý p o č e t n í h o m y š l e n í na M I T 

V kurzu pod j m é n e m Úvod do výpočetního myšlení (Introduction to Computa t iona l T h i n ­
king), k t e r ý je vyučován od roku 2019 na M a s s a c h u s e t t s k é m technolog ickém inst i tutu, se 
zabývaj í kombinac í t é m a t ze t ř í ob las t í : informatika, matemat ika a aplikace. M e z i tyto t é ­
mata uvád í n a p ř í k l a d d a t o v é struktury, Monte Car lo metody, filtrace obrazu a m n o h é další . 
V tomto kurzu je jako p rog ramovac í jazyk zvolen Ju l i a . Jazyk Ju l i a je velmi efektivní , vy-
sokoúrovňový jazyk. 

P ro p rác i s t í m t o jazykem využívaj í r e a k t i v n í P lu to notebooky 2 . J e d n á se o notebooky 
podporu j í c í vykres lování rovnice, f o rmá tovaného textu, spus t i t e lných b u n ě k v jazyce Ju l ia , 
a ř a d y i n t e r ak t i vn í ch p r v k ů ( p o d o b n ě jako u Jupyter n o t e b o o k ů , k t e r é jsou blíže p o p s á n y 
v dalš í kapitole). Jako m a t e r i á l y jsou s t u d e n t ů m poskytnuty P l u t o notebooky, k t e r é jsou 
velmi čas to h l avn í oporou přednáše j í c ího . P řednáše j í c í čas to demonstruje p r o b í r a n é t é m a 
p ř í m o v t ěch to n o t e b o o c í c h na i n t e r ak t i vn í ch p ř ík ladech s k ó d e m v jazyce Ju l ia . 

1 M a t e r i á l y k p ř edmě tu CM0268 jsou dos tupné z h t tps : / /users .cs .c f .ac .uk/Dave .Marshal l /CM0268/  
PDF/ 

2 P l u t o notebooky jsou dos tupné z h t tps : / /g i thub.com/mitmath/18S191/ t ree/Spr ing21/notebooks 
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2.2 Cvičení do p ř e d m ě t u ISS 

Studi jn í m a t e r i á l y do ISS (Signály a sys t émy) jsou d o s t u p n é z veřejné s t r á n k y p ř e d m ě t u 3 . 
V t é t o p rác i se z a m ě ř í m e pouze na m a t e r i á l y k p r a k t i c k é m u procv ičování s igná lů a sys­
t é m ů . T y jsou s t u d e n t ů m poskytnuty formou samostudia, pro p rak t i cké ověření zna los t í 
z í skaných z p ř e d n á š e k a jako p ř íp r ava pro vyp racovan í s a m o s t a t n é h o projektu. P ro tuto 
čás t s tud i jn í etapy jsou s t u d e n t ů m k dispozici cvičící a p řednáše j íc í ke konzu l t ac ím . 

Cvičení ke zp racován í s igná lu na poč í t ač i jsou rozdě lena na t ěch to p ě t čás t í : 

• Projekce do b á z í a Fourierova ř a d a 

• P r á c e se zvukem, filtrace a s p e k t r á l n í a n a l ý z a 

• Zpracován í obrazu 

• N á h o d n é s i g n á l y 

• Vzorkování a kvan tován í 

K a ž d á čás t m á svou s ložku obsahuj íc í jedno P D F s instrukcemi pro vypracován í , r e levan tn í 
teor i í a u k á z k a m i M A T L A B kódu . Dá le se v nich p ř í p a d n ě nacház í soubory se vstupy, jako 
je zvuk a obraz reprezentu j íc í n á š s ignál pro zpracování , nebo ně j aká p ř i c h y s t a n á data a 
soubory s M A T L A B funkcemi. 

K t u č n ě z v ý r a z n ě n ý m č á s t e m byly už dř íve v y t v o ř e n y Jupyter notebooky Ing. K a t e ř i n o u 
Zmolíkovou °. V seznamu cvičení zde nen í uvedeno p r v n í , k t e r é je z a m ě ř e n o na s e z n á m e n í 
s p r o s t ř e d í m . U p ů v o d n í c h cvičení se j e d n á o t ipy k p rác i s M A T L A B e m . P r o ú v o d a t ipy 
k P y t h o n u studenti mohou využ í t notebooku od Ing. Žmolíkové. 

Z á k l a d e m t é t o p r á c e jsou tyto u v e d e n é mate r i á ly . Odkazy na tyto m a t e r i á l y jsou uvedeny v 
p o z n á m k á c h . V nové v y t v o ř e n é formě vy tvo řených m a t e r i á l ů (kterou si p ř e d s t a v í m e v dalš í 
kapitole), se tedy vyskytuje u p r a v e n á teorie p ů v o d n í c h cvičení, u p r a v e n ý kód p o s k y t n u t ý c h 
Jupyter n o t e b o o k ů , a rozš í ření n ě k t e r ý c h kapi tol . 

3 S t r á n k a p ř edmě tu ISS: h t t p s : / / w w w . f i t . v u t b r . e z / s t u d y / c o u r s e s / I S S / p u b l i c / . c s 
4 M a t e r i á l y cvičení: h t t p s : //www.f i t . v u t b r . c z / s t u d y / c o u r s e s / I S S / p u b l i c / p r o j _ s t u d i j n i _ e t a p a / 
5 Dosavadně vytvořené Jupyter notebooky: h t t p s : / / w w w . f i t . v u t b r . c z / - i z m o l i k o v a / I S S / p r o j e c t / 
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Kapitola 3 

Implementační prostředky 

V t é t o kapitole si p ř e d s t a v í m e i m p l e m e n t a č n í p ros t ředky , p o m o c í k t e r ý c h byla v y t v o ř e n a 
nová forma s tud i jn ích m a t e r i á l u . S t ě m i t o p r o s t ř e d k y bude t a k é pracovat cílový uživate l 
(student). 

3.1 Jazyk Python 

P y t h o n je in te rp re tovaný , i n t e r ak t ivn í , ob jek tově o r ien tovaný p r o g r a m o v a c í jazyk. Zahrnuje 
moduly, výj imky, d y n a m i c k é psan í , velmi vysoké d y n a m i c k é d a t o v é typy a t ř ídy . Podporuje 
více p rog ramovac ích paradigmat nad r á m e c ob jek tově o r i en tovaného p r o g r a m o v á n í , jako je 
p r o c e d u r á l n í a funkční p r o g r a m o v á n í . M á r o z h r a n í pro mnoho sys t émových volání a kniho­
ven, s te jně jako pro r ů z n é okenní sys témy, a je rozš i ř i te lný v C nebo C + + [1]. J e d n o d u c h á 
syntaxe Py thonu klade d ů r a z na č i te lnos t , a proto snižuje n á k l a d y na ú d r ž b u programu. 

V Py thonu jsou i m p l e m e n t o v á n y knihovny pro s t ro jové učení , k t e r é se dnes ča s to pou­
žívá pro zp racován í s ignálu . Vě t š ina s t u d e n t ů m á navíc ně jaké zkušenos t i s t í m t o jazykem, 
p ro tože m á široké využi t í , a je č a s to snadno použi te lný . Z t ě c h t o d ů v o d ů je v h o d n ý m im­
p l e m e n t a č n í m jazykem t ě c h t o m a t e r i á l ů . 

3.2 Jupyter notebook 

Tato čás t je v h o d n ě u p r a v e n ý text dokumentace projektu Jupyter d o s t u p n é h o z [2] a č t e n á ř i 
dává p řeh led o formě cí lových m a t e r i á l u t vo řených v t é t o prác i . 

Jupyter Notebook je i n t e r a k t i v n í v ý p o č e t n í p r o s t ř e d í , k t e r é u ž i v a t e l ů m umožňu je vy­
t v á ř e t dokumenty v p o z n á m k o v é m bloku, k t e r é zahrnuj í : ž ivý kód, i n t e r a k t i v n í widgety, 
plochy, n a r a t i v n í text, rovnice, o b r á z k y a video. T y t o dokumenty posky tu j í ú p l n ý a samo­
s t a t n ý z á z n a m v ý p o č t u , k t e r ý lze p řevés t do r ů z n ý c h f o r m á t ů a sdílet s o s t a t n í m i p o m o c í 
e-mailu, Dropboxu , s y s t é m ů pro s p r á v u verzí (jako g i t / G i t H u b ) nebo nbviewer.jupyter.org. 

W e b o v á aplikace notebooku 

Tato aplikace uvažuje jako dokumenty notebooku pouze soubory s p ř í p o n o u .ipynb. Uži­
v a t e l ů m umožňuje : 

1. Upravovat kód v prohl ížeči s a u t o m a t i c k ý m z v ý r a z ň o v á n í m syntaxe, odsazován ím 

2. S p o u š t ě t kód z prohl ížeče s výs ledky v ý p o č t ů p ř i p o j e n ý m i ke kódu , k t e r ý je vygene­
roval 
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3. Sledovat výs ledky v ý p o č t ů s m u l t i m e d i á l n í m i reprezentacemi, jako jsou H T M L , WT^K., 
P N G , S V G , P D F atd. 

4. Vy tvá ře j t e a použ íve j t e i n t e r a k t i v n í widgety JavaScriptu , k t e r é vážou i n t e r a k t i v n í 
ovládac í p rvky už iva te l ského r o z h r a n í a vizualizace s r e a k t i v n í m i v ý p o č t y na s t r a n ě 
j á d r a . 

5. V y t v o ř t e n a r a t i v n í text p o m o c í značkovacího jazyka M a r k d o w n 

6. Zahrnout m a t e m a t i c k é rovnice p o m o c í syntaxe L a T e X u v Markdown , k t e r é jsou vy­
kres lovány v prohl ížeči p o m o c í M a t h J a x ( javascr ip tová knihovna) 

J á d r a 

P r o s t ř e d n i c t v í m j á d r a a architektury zas í lání zp ráv Jupyter umožňu je notebook s p o u š t ě t 
kód v ř a d ě různých p rog ramovac í ch j a z y k ů . P r o k a ž d ý dokument p o z n á m k o v é h o bloku, 
k t e r ý už iva te l o tevře , s p u s t í webová aplikace j á d r o , k t e r é s p u s t í kód pro d a n ý p o z n á m k o v ý 
blok. K a ž d é j á d r o je schopno s p o u š t ě t kód v j e d i n é m p r o g r a m o v a c í m jazyce a exis tuj í j á d r a 
d o s t u p n á v následuj íc ích jazycích: Python , Ju l ia , R , Ruby, Haskell , Scala, node.js. K a ž d é 
z t ě c h t o jader komunikuje s webovou apl ikac í notebooku a w e b o v ý m proh l í žečem p o m o c í 
protokolu zp ráv J S O N . 

G 



Dokumenty k notebooku 

Dokumenty obsahuj í vstupy a v ý s t u p y i n t e r a k t i v n í relace a t a k é n a r a t i v n í text, k t e r ý dopro­
vází kód, ale nen í u r č e n k p rováděn í . V ý s t u p generovaný s p u š t ě n ý m k ó d e m , vče tně H T M L , 
ob rázků , videa a grafů, je z a b u d o v á n do notebooku, což z něj činí ú p l n ý a s a m o s t a t n ý zá­
znam v ý p o č t u . Webová aplikace notebooku v n í m á pouze soubory s p ř í p o n o u .ipynb jako 
dokumenty. 
Notebooky se sk láda j í z l ineárn í sekvence b u n ě k . Ex i s tu j í t ř i z ák l adn í typy buněk : 

1. S p u s t i t e l n é b u ň k y k ó d u - vstup a v ý s t u p živého k ó d u , k t e r ý je s p u š t ě n v j á d ř e . 

2. B u ň k y M a r k d o w n - n a r a t i v n í text s v loženými rovnicemi WF^X.. 

3. N e z p r a c o v a n é b u ň k y - ne fo rmá tovaný text, k t e r ý je zahrnut bez ú p r a v př i p ř e v o d u 
p o z n á m k o v ý c h b loků do různých f o r m á t ů p o m o c í nbconvert. 

File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help 

B S • Run • C 

| 1 | In [ 1 ] : 1 p r i n t ( " H e l l o World!") 
2 x = 5 
3 x + 1 

H e l l o World! 

O u t [ l ] : 6 

Markdown s rovnicemi LfT^X: 

ein = - 1 

1 Markdown s rovnicemi $\LaTeX$: 
2 
3 $ e * { i \ p i } = -1$ 
4 (Buňka s neformátovaným textem) 

O b r á z e k 3.1: T y p y b u n ě k v n o t e b o o c í c h Jupyter 

I n t e r n ě jsou dokumenty notebooku data J S O N s b i n á r n í m i hodnotami z a k ó d o v a n ý m i base64. 
To j i m umožňu je číst a p r o g r a m o v ě manipulovat j akýmko l i p r o g r a m o v a c í m jazykem. Vzhle­
dem k tomu, že J S O N je t e x t o v ý fo rmát , dokumenty p o z n á m k o v é h o bloku jsou v h o d n é pro 
sp r ávu verzí. 

Notebooky lze exportovat do různých s t a t i ckých f o r m á t ů vče tně H T M L , reStructered-
Text, DT£]X, P D F a p rezen tac í p o m o c í n á s t r o j e Jupyter nbconvert. Jakýko l i dokument po­
známkového bloku d o s t u p n ý z veřejné adresy U R L nebo na G i t H u b u sdílet p r o s t ř e d n i c t v í m 
nbvieweru. Tato s lužba n a č t e dokument p o z n á m k o v é h o b loku z adresy U R L a vykres l í jej 
jako statickou webovou s t r á n k u . Výs lednou webovou s t r á n k u tak lze sdí let s o s t a t n í m i , 
aniž by si museli instalovat Jupyter Notebook. Vyzkoušet si vzdá lený Jupyter notebook bez 
jakékol i instalace je m o ž n é na https: / / docs . j upy te r . org /en / l a t e s t / s t ar t / index .h tml . 
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3.2.1 J u p y t e r widgets 

Jupyter Widgets je p r i m á r n ě framework pro p o s k y t o v á n í i n t e r ak t i vn í ch ovládac ích p r v k ů . 
Bal íček ipywidgets t a k é poskytuje z á k l a d n í lehkou sadu zák ladn ích ov ládac ích p r v k ů for­
mulá ře , k t e r é používa j í tento r á m e c . M e z i ty to ov ládac í p rvky p a t ř í t e x t o v á oblast, t ex tové 
pole, ov ládac í p rvky pro v ý b ě r a v ícenásobný výběr , zašk r t ávac í políčko, posuvníky , panely 
karet, rozložení mř í žky a td [3]. 

U k á z k a widgetu je v t é t o p rác i uvedena n a p ř í k l a d na o b r á z k u 4.1. Tento widget pro 
ov ládan í obsahuje: prvek pro v ý b ě r (zde typ filtru), p o s u v n í k pro parametr omega UJ, a za­
škr távac í políčko pro parametr symmetry. Uživa te l si t ě m i t o p rvky zobrazuje r ů z n é p ř ík l ady 
v ý s t u p ů pro zvolené parametry, pro h lubš í p o c h o p e n í p r o b í r a n é lá tky. 

I n t e r a k t i v n í widgety jsou v t ěch to cvičení v y t v o ř e n y p o m o c í zák ladn ích p r v k ů . H lavně 
p o m o c í funkce interact ive . Je j ími vstupy je funkce, k t e r á z a o p a t ř u j e n a p ř í k l a d vykres lení 
grafů, fixní parametry nebo parametry n a s t a v i t e l n é ov ládac ími p rvky widgetu. J e d n o d u c h ý 
t u t o r i á l pro tvorbu t ěch to widgetu je d o s t u p n ý v dokumentaci v ipywidgets 1 . 

1Dokumentace k ipywidgets h t t p s : / / i p y w i d g e t s . r e a ď t h e d o c s . i o / e n / 7 . 6 . 2 / u s e r _ g u i d e . h t m l 
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Kapitola 4 

Ukázky řešení a výstupů 

Tato kapi tola se věnuje popisu v y b r a n ý c h čás t í řešení a prezentuje výs tupy , k t e r é jsou 
v y t v o ř e n y po s p u š t ě n í k ó d u nacháze j íc ího se v b u ň k á c h n o t e b o o k ů . T é m a z notebooku 
Projekce do b á z í a Fourierova ř a d a v t é t o t ex tové čás t i p r á c e není . Z k a ž d é h o da l š ího 
notebooku o s ignálech je zde uvedena jedna podkapi tola . Ce lkem jde tedy o č tyř i t é m a t a : 

1. Č í s l i c o v á filtrace - P r á c e se zvukem, filtrace a s p e k t r á l n í a n a l ý z a 

2. Filtrace 2D s i g n á l ů - Zák l ady zp racován í obrazu 

3. S o u b o r o v é odhady - N á h o d n é s ignály 

4. K v a n t o v á n í audio s i g n á l u a obrazu - Vzorkování , aliasing a kvan tován í 

K r á t k ý popis j edno t l i vých čás t i se sk l ádá ze zák l adn í teorie, k ó d u a generovaného v ý s t u p u . 

9 



4.1 Číslicová filtrace 

V t é t o čás t i si u k á ž e m e jak filtrovat audio s ignál . Toto t é m a se nacház í v notebooku Zpra­
cování zvuku. Nejdř íve je v notebooku uvedeno jak postupovat krok za krokem př i ana lýze 
fil tru, vče tně v ý s t u p ů tohoto postupu. N a konci t é t o podkapi to ly cvičení se v notebooku 
nacház í i n t e r a k t i v n í widgety, k t e r é p rezen tu j í v ý s t u p y všech t ě c h t o k roků pro zvolený filtr. 
Student si zde m ů ž e definovat v l a s tn í filtr u v e d e n í m koeficientů b, a. Jako t ř i p ř í k l ady filtrů 
jsou uvedeny: 

1. j e d n o d u c h á doln í p ropusť (zvýrazn í nízké frekvence a os labí vysoké) 

2. o s t r á p á s m o v o u propusť (zvýrazňuj íc í velmi úzký interval frekvencí) 

3. nes t ab i ln í filtr (velmi p o d o b n ý fi l t ru 2, ale n a v r ž e n ý tak, aby b y l nes tab i ln í ) 

Všechny filtry se v notebooku zadávaj í p o m o c í jejich koeficientů 6, a, k t e r é určuj í diferenční 
rovnici f i l tru: 

Q P 

V N = & f c X t n ~ fc] ~ 5 ľ a k V ^ n ~ fc]' 
k=0 k=l 

kde y je v ý s t u p n í s ignál a x v s t u p n í s ignál . 
U k a ž d é h o fil tru si zob raz íme jeho impu l sn í odezvu, f rekvenční charakterist iku, nuly a póly. 
Podle polohy pó lů nav íc z h o d n o t í m e s tabi l i tu fi l tru a nakonec provedeme samotnou filtraci 
našeho s ignálu . 

I m p u l s n í odezva f i l tru h[n] je reakce fil tru na j e d n o t k o v ý impuls, dává n á m informaci o 
chování fi l tru v čase . V P y t h o n u j i z í skáme p ř í m o v y t v o ř e n í m j e d n o t k o v é h o impulsu a jeho 
vyf i l t rováním p o u ž i t í m funkce sc ipy. s i g n á l . l f i l t e r . 

F r e k v e n č n í charakteristika f i l tru i í ( e í a ' ) ukazuje chování fi l tru pro j edno t l ivé frekvenční 
s ložky obsažené v s ignále . M ů ž e m e z n í tedy vyčís t , k t e r é frekvence filtr posiluje nebo 
k t e r é naopak po t l aču je . V P y t h o n u k je j ímu z ískání použ i j eme funkci sc ipy. s i g n á l . f reqz. 
P r o t o ž e frekvenční charakterist ika je k o m p l e x n í funkce, budeme j i zobrazovat zvlášť jako 
její modu l (magnitudu) a argument (fázi). Z magni tudy m ů ž e m e vyčís t , jak filtr různé 
frekvenční s ložky v s ignále posíl í nebo po t lač í , z argumentu, jak se j edno t l ivé frekvenční 
s ložky zpozd í nebo p ř e d b ě h n o u . 

N u l y a p ó l y f i l tru jsou body v k o m p l e x n í rovině z, k t e r á tvoř í definiční obor přenosové 
funkce fil tru H {z). P ř enosová funkce je zobecněn í frekvenční charakterist iky - z a t í m c o 
frekvenční charakterist ika je def inovaná pouze pro hodnoty , kde UJ je k r u h o v á frekvence, 
p řenosová funkce je def inovaná pro jakékol i k o m p l e x n í číslo z. O b e c n ě m á přenosová funkce 
tvar 

y{z) __ Etohz-" 

akz~ 

D o s a z e n í m za z bychom z přenosové funkce mohl i vyčís t f rekvenční charakterist iku 
fil tru. P r o n á s jsou v tomto cvičení dů lež i t é nuly a pó ly přenosové funkce. N u l y jsou takové 
hodnoty z, pro k t e r é je p řenosová funkce nulová (tzn. její č i t a t e l je roven nule), pó ly jsou 
takové hodnoty z, pro k t e r é je p řenosová funkce nekonečná (tzn. její jmenovatel je roven 
nule). V Py thonu m ů ž e m e nuly a pó ly fi l tru z ískat p o m o c í funkce s c i p y . s i g n á l . t f 2 z p k . 
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Stabil itu f i l t ru m ů ž e m e zhodnotit p o m o c í polohy pó lů . P o k u d je filtr s t ab i ln í , generuje pro 
omezené vstupy omezené výs tupy . O m e z e n ý m i v ý s t u p y mys l íme , že tyto hodnoty neu t íka j í 
do oo ani —oo. P l a t í , že s t ab i ln í filtr m á všechny pó ly u v n i t ř j e d n o t k o v é kružnice , neboli že 

\Pk\ < 1 V/c, 

v o p a č n é m p ř í p a d ě je filtr nes tab i ln í . 

Nakonec provedeme samotnou filtraci na šeho s ignálu p o m o c í filtru z a d a n é h o koeficienty b, a 
funkcí s c i p y . s i g n á l . l f i l t e r , a výs ledek p o r o v n á m e s o r ig iná lem poslechem. 

4.1.1 I n t e r a k t i v n í u k á z k y filtrace 

Následuj í s n í m k y obrazovky widge tů , k t e r é shrnuj í informace o zvolených filtrech. 

filter Low-pass 

omega 
• symmetry 

1.57 

íwi _ 0.2 + 0.2e-'ul + 0.2e->! + 0.2e-'w3 + 0.2e">a 

Moduly a a r g u m e n t y 

O nuly x Póly • e ' 0 ' 

arg H[z) mod H(z] 
_ 1 H _ Í I IF n FT 3rr 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 -FT T T Z Q T T T n 

n 
rr 

2 
n 
u 

n 

-n n — 7rt rr _Jrr ,•3 
i ( ) I Jt 3, •• I n 

w[radj 

O b r á z e k 4.1: I n t e r a k t i v n í widget - zvolený filtr Dolní propust 
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N a o b r á z k u 4.1 v id íme několik různých p o h l e d ů na stejnou informaci. Ve všech č tverc ích 
m á m e zobrazené pozice nul a pó lů . Pó ly jsou v tomto p ř í p a d ě u m í s t ě n é 4 na s t e j ném 
mís t ě [0,0i]. V p r v n í m čtverci m á m e v y o b r a z e n é vzdá lenos t i od nul a pó lů k bodu 
na j e d n o t k o v é kružnic i . P o k u d vzdá lenos t i od bodu od nul mezi sebou v y n á s o b í m e a 
podě l íme je souč inem vzdá lenos t í od pó lů (ten je v tomto p ř í p a d ě roven 1), dostaneme modu l 
frekvenční charakterist iky v b o d ě pro OJ = 1.57. Jel ikož jsou všechny vzdá lenos t i od nul vetš í 
než 1 a dě l íme jedn ičkou , vyjde n á m nenu lový modul . P o k u d bychom sečetl i úh ly n a z n a č e n é 
v p r v n í m č tverc i n a z n a č e n é zelené se z n a m é n k e m plus a červené se z n a m é n k e m m í n u s (znovu 
poznamenejme, že pó ly jsou 4 na s t e j ném mís t ě , t a k ž e se v o b r á z k u tento úhe l nacház í 
č t y ř i k r á t ) , z í skáme argument frekvenční charakterist iky pro zvolenou OJ. Zeleně vyznačené 
úh ly daj í dohromady 360° a č t y ř n á s o b n ý červený m á velikost -90°, což d á dohromady -
360°. Výs ledný argument je tedy roven 0° nebo t a k é 0 r a d i á n ů m . Sv í r ané ú h l y (argumenty) 
jsou sestrojeny podle pomys lných vodorovných os, k t e r é procháze j í n u l y / p ó l y , a úsečkou od 
n u l / p ó l ů k bodu e3UJ). 

Uve de né výs ledky jsou lépe zobrazeny v dalš ích grafech, kde je zobrazen modu l ( d r u h ý č tve­
rec) a argument ( t ř e t í č tverec) k o m p l e x n í funkce H{z) pro intervaly < —1.15,1.15> reá lné a 
< —1.15,1.15> i m a g i n á r n í složky. V š i m n ě t e si , že jsou zde charakterist iky uvedeny v rad iá -
nech. P r o ně jaký n á š s ignál s vzorkovací frekvencí fs, bychom m ě ř í t k o upravi l i v y n á s o b e n í m 
hodnotou / s / 2 7 r a dá le pracovali s H z . 
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Dalš í i n t e r a k t i v n í widget ukazuje impu lzn í odezvu fil tru a spektrogram s ignálu po filtraci. 
Poskytne taky informaci v t e x t o v é formě o tom, zda je v y b r a n ý filtr s tab i ln í . 

filter Low-pass 
Njmp 32 

Filter je s tab i ln í . 

Impulzní odezva h[n] 
\J.2.\J 

0.15 

0.10 

0.05 

0.00 

\J.2.\J 

0.15 

0.10 

0.05 

0.00 

\J.2.\J 

0.15 

0.10 

0.05 

0.00 

\J.2.\J 

0.15 

0.10 

0.05 

0.00 

\J.2.\J 

0.15 

0.10 

0.05 

0.00 
0 ) 10 15 20 25 30 

Spektrogram [Low-pass] 

f [Hz] 

50 

-75 
-100 PSD 

IdB] 
-125 

-150 

Spektrogram [originál] 

f [Hz] 

-50 

-75 
-100 PSD 

IdB] 
-125 

-150 

O b r á z e k 4.2: I n t e r a k t i v n í widget 2 - zvolený filtr Dolní propust, o r ig ináln í s ignál je u ložen 
v souboru music.wav se vzorkovací frekvencí 44100 H z . 
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4.2 Filtrace 2D signálů 

4.2.1 F i l t r a c e p o m o c í k o n v o l u č n í m a s k y 

Pro 2D s ignály se l ineárn í fi l try vě t š inou realizují p o m o c í filtrů s konečnou impu l sn í odezvou 
F I R , k t e r é ma j í definovanou impu l sn í odezvu jako: 

h[i,j] pro 
1 I 
2 - - 2 ' 

J J 
2 - J - 2 

F i l t r y bývaj í nejčastěj i def inovány m a t i c í n a z ý v a n o u maska s vel ikost í (7 + 1) x ( J + 1). 
S a m o t n á filtrace je p r o v á d ě n a nás ledovně : mat ic i resp. masku h p ř i lož íme na k a ž d ý pixel 
obrazu, odpovída j íc í hodnoty spolu v y n á s o b í m e a výs ledky seč t eme . T í m z í skáme v ý s t u p n í 
hodnotu pro d a n ý p ixe l [6]. O b r á z e k 4.3 tento postup demonstruje. 

v Ýs l 

k ° n v o l u č n i 

e d n ý Pixel 
maska 

1 2 1 

_2_ 

+- - 2 - -| 165-1 

O b r á z e k 4.3: P r inc ip d i sk ré tn í d v o u r o z m ě r n é konvoluce. 1 

M a t e m a t i c k ý zápis tohoto v ý p o č t u m ů ž e m e zapsat jako: 

ĺ í 
2 2 

y[k,l] = x[k,l]*h[k,l]= ^2 5ľ M ^ j ' M f c - M - J ] , 

kde y s indexy k a l je v ý s l e d n á hodnota na pixelu s t ě m i t o indexy, * znač í operaci kon­
voluce, h je zvolená maska a x p ů v o d n í 2D s ignál . V notebooku je tento algoritmus navíc 
vy j ád řen P y t h o n k ó d e m p ř ipomína j í c ího syntax j azyka C , aby b y l student schopný imple­
mentovat tento algoritmus i v j iných p rog ramovac ích jazycích . K s a m o t n é fil traci se dále 
použ ívá funkce s c i p y . s i g n á l . convo le2d . Nejprve je d e m o n s t r o v á n a na o b r á z k u s masky 
pro r o z m a z á n í a zaos t ř en í obrazu, a ná s l edně je p o u ž i t a pro detekci hran (viz následuj íc í 
podkapitola) . 

1obr. 4.3 byl převzat z https://commons.wikimedia.Org/wiki/File:Konvoluce_2rozm_diskretni.jpg 
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4.2.2 Z á k l a d n í detekce h r a n 

V p ř e d c h o z í m p ř ík l adě byla p ř e d s t a v e n a operace konvoluce a její aplikace na dvě matice: 
obraz a j á d r o . Ve v y t v o ř e n é m cvičení jsou dá le uvedeny p ř ík l ady jader, a jejich v l iv př i 
konvoluci s o b r á z k e m . V t é t o čás t i si u k á ž e m e p ř ík lad , k t e r ý v tomto cvičení nás leduje . 
P o m o c í konvoluce se p o k u s í m e detekovat hrany v ob rázku , a u k á ž e m e si j aké informace 
z í skáme pokud na výs ledek navíc aplikujeme n ě k t e r é e l e m e n t á r n í m a t e m a t i c k é funkce. 

Z j e d n o d u š e n ý Cannyho h r a n o v ý detektor 

Bude se jednat o p r v n í 2 kroky algori tmu Cannyho h r a n o v é h o detektoru. T y t o a dalš í kroky, 
k t e r é byly pro jednoduchost cvičení vynechány , jsou p o p s á n y v č l ánku [4]. O d k a z o v a n ý 
č lánek napsal s a m o t n ý t v ů r c e tohoto detektoru John F . Canny. 

1) El iminace š u m u v obrazu 

Pro přesnějš í detekci hran je v h o d n é v s t u p n í obraz zbavit š u m u . Z b a v í m e se 
t í m detekce falešných hran. V Cannyho algori tmu se vě t š inou použ ívá j á d r o pro 
gaussovské rozos t řen í . To lze v y p o č í t a t p o m o c í Gaussovské funkce, k t e r á je pro 
2D def inována jako: 

1 _*
2

+y
2  

Výs ledná matice se m u s í vyděl i t sumou její hodnot, aby se její součet rovnal 
j edné . P o k u d by byla větší , pak by výs ledný obraz b y l světlejší a v o p a č n é m 
p ř í p a d ě tmavš í . 

2) S p o č t e n í velikosti a s m ě r u gradientu 

Pro zj ištění hodnot gradientu aplikujeme nejčastěj i použ ívaný Sobe lův o p e r á t o r , 
a to o velikosti 3x3. Hodnoty t ě c h t o o p e r á t o r ů jsou v y p s á n y v následuj íc ích 
mat ic ích : 

Ex Ey 
T 

0 
2 

- 1 
0 
1 

T y t o matice aplikujeme na or ig iná ln í obraz k a ž d o u zvlášť. Mat ice Gx slouží 
k detekci hor i zon tá ln ích hran a Gy pro na lezení vodorovných . P ř í p a d n ě se daj í 
aplikovat současně (tj. po sobě na s te jný obraz), kde by výs l edkem byla abso lu tn í 
hodnota gradientu pro d a n ý pixel . 

Gxy = y/Gl + G\ 0 = a r c t a n ( | ^ , 

kde Gx, Gy jsou výs ledky po konvoluci s u v e d e n ý m i mat icemi Ex, Ey, a Gxy je 
velikost intenzity gradientu a 9 je směr nebo t a k é úhe l gradientu. Tento úhe l se 
pro dalš í zp racován í vě t š inou zaokrouhluje na n á s o b k y 45°. 

N a dalš í s t r a n ě jsou zobrazeny všechny výs ledky d r u h é h o kroku (tj. aplikace 
masek Ex a Ey zvlášť, velikost a úhe l gradientu). Or ig iná ln í obraz m ů ž e m e v 
textu naj í t zde. 
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4.2.3 F i l t r a c e ve f r e k v e n č n í oblast i 

V předchoz ích dvou p o d k a p i t o l á c h byla p ř e d v e d e n a filtrace 2D s ignálu p o m o c í masky a 
u k á z k a její aplikace. Zde si u k á ž e m e filtraci p o m o c í rychlé Fourierovy transformace, k t e r á 
se použ ívá ve s t a n d a r d n í c h k n i h o v n á c h v p ř ípadech , kdy je na še maska větš ích rozměrů . 
Operaci konvoluce obrazu s j á d r e m je v t ě c h t o p ř í p a d e c h výhodně j š í p o č í t a t ve f rekvenčním 
oblasti . N a p ř e d si uvedeme s t r u č n o u teorii k 2 D - D F T p ř e v z a t o u ze školních m a t e r i á l ů [6]. 

2D signál m ů ž e m e reprezentovat mat ic í : 

x[k, l] 

x[0,0] 
x[l,0] 

x[0,1] 
x[l,l] 

x[0,L- 1] 
x[l,L- 1] 

x[K-l,0] x[K-l,l] ••• x[K-l,L-í\ 

Pro 2D signál , definujeme 2D Fourierovu transformaci jako: 

K-1L-1 
(fk+gl) 

k=0 1=0 

kde / a g jsou frekvence obrazu. O b r á z k y s k t e r ý m i pracujeme jsou vzorkované a proto / a g 
jsou n o r m a l i z o v a n é frekvence obrazu. U v e d e n á rovnice o d p o v í d á D T F T (Discrete T ime 
Fourier Transform), kde fag m ů ž o u n a b ý t l ibovolných hodnot. P ř i p r a k t i c k é m použ i t í 
pracujeme s 2D d i sk ré tn í Fourierovou t r a n s f o r m a c í ( 2 D - D F T ) : 

K-1L-1 
X[m,n] = ^2x[k,l]e-j2n(^+^) 

k=0 1=0 

V y p o č t e m e pouze pro d i sk ré tn í frekvence: 

/ = mAf g = nAg, 

kde 

Af = — Ag = —. 
M N 

M, N jsou ce lými čísly, nejčastěj i p o u ž í v á m e M = K, N = L. 
2 D - D F T m ů ž e bý t s p o č t e n a pro k a ž d o u dimenzi zvlášť 

K-1L-1 K-l L - l 

X[m,n] = J 2 x ^ e ~ M ^ + ^ = E e-J2*^J2xlk> 
k=0 1=0 k=0 1=0 

-J21TÍ 

t a k ž e m ů ž e m e s p o č í t a t 2 D - D F T jako apl ikování dvou 1 D - D F T - n a p ř e d ř á d k y a potom 
sloupce (nebo ob ráceně ) . 

Inverzní Fourierova transformace v d v o u r o z m ě r n é m prostoru ( 2 D - I D F T ) : 

nj. • 

L , 

m=0 n=0 

Vzhledem k vlastnostem p o d o b n ý c h u D F T je matice X[m, n] syme t r i cká , proto se s tač í 
f - l , n = 0 . . . f zaměř i t na p r v n í kvadrant s indexy m = 0 ... M- — 1, n = 0 . . . y — 1. 
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V P y t h o n u m ů ž e m e pro v ý p o č e t využ í t funkce n u m p y . f f t . f f t 2 . Výsledek t é t o operace 
budeme n a z ý v a t spektrum (frekvencí) obrazu. N a š í m vstupem t é t o funkce bude ob rázek ve 
s t u p n í c h šedi s hodnoty typu f l o a t . U b a r e v n ý c h o b r á z k ů by se 2D Fourierova transfor­
mace aplikovala na k a ž d o u barevnou složku zvlášť (jako bychom pracovali se t ř e m i r ů z n ý m i 
o b r á z k y ) . Č a s t o se p ř e d vizual izací nebo př i ope rac í toto symet r i cké spektrum p o s o u v á tak, 
aby se nu l tý koeficient nacháze l u p r o s t ř e d spektra (funkce n u m p y . f f t . f f t s h i f t ) . Operaci 
tohoto posuvu v tomto cvičení p o u ž í v á m e jak př i vizual izaci spektra, tak p ř e d ap l ikac í f i l ­
t ru , k t e r ý se aplikuje kolem n u l t é h o koeficientu spektra. P r o vizual izaci spektra se vě t š inou 
použi je pouze jeho modul , ke k t e r é m u p ř i č t e m e hodnotu 1, a s p o č t e m e logaritmus t é t o 
hodnoty. Tento výs ledek je v h o d n ý pouze pro v izuá ln í v n í m a n í člověka. 

ftm,n) log(\F[p,q)\) 

" • r 

h o r n í p r o p u s 

D O L N Í PROPUST 

O b r á z e k 4.5: Fi l t race ve frekvenční d o m é n ě p o m o c í F F T 
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N a o b r á z k u 4.5 m o d r á š ipka znač í p ř í m o u 2D F F T , če rvená znač í z p ě t n o u ( inverzní) 2D 
F F T , šedé š ipky znač í filtraci p ů v o d n í h o spektra o b r á z k u a to b u d n ízkých nebo vysokých 
frekvencí (podle vepsaných p o p i s k ů ) . F i l t r nastavuje v y b r a n é frekvence na hodnotu nula, 
k t e r á je zde r e p r e z e n t o v á n a če rnou barvou, což o d p o v í d á b a r e v n é m u s c h é m a t u magma. 

Tento ob rázek je v y t v o ř e n ze s n í m k ů obrazovky s i n t e r a k t i v n í m widgetem Jupyter no­
tebooku. N a tomto widgetu si student m ů ž e vyzkouše t m ě n i t rozsah f rekvenčního filtru 
p o m o c í parametru r á d i u s (po loměr ) a sledovat v l i v na v ý s t u p n í ob rázek z í skaný p o m o c í 
2D I F F T . Dá le m ů ž e m ě n i t jeho typ ( d o l n í / h o r n í - v o b r á z k u 4.5 jsou zde uvedeny oba 
najednou), p ř í p a d n ě si nač ís t j iný v s t u p n í obrázek . Zde byla jako vstup z á m ě r n ě v y b r á n a 
Rubikova kostka, k t e r á m á ve f rekvenčním spektru j a s n ě v id i te lné vzory. T ě m i jsou vysoké 
frekvence zob razené jako paprsky, k t e r é se ve spektru nacháze j í p r a v ě kvůl i p r a v i d e l n ý m 
h r a n á c h kostky. 

V e l m i p o d o b n ě v y p a d á pos ledn í podkapi tola tohoto cvičení , kde se tak jako v 4.2.1 pracuje 
s j á d r y (masky). Mís to p ř í m é aplikace j e d n o d u c h é h o filtru, k t e r ý n a s t a v í v y b r a n é frekvence, 
se provede operace konvoluce s v y b r a n ý m j á d r e m . T a je ve frekvenční oblasti def inována 
jako H a d a m a r d ů v součin (element-wise product) . J á d r o je tedy z a r o v n á n o na velikost vstup­
ního obrazu a p řevedeno do f rekvenčního spektra. N a ob rázek i j á d r o je pro konzistenci v 
notebooku nejprve ap l ikována operace posuvu f f t s h i f t , a to než se p ředa j í implemento­
vané funkci conv_fft2 (funkce posuvu se m ů ž e aplikovat i p ř e d samotnou fit). Zde budeme 
sledovat v l iv na spektrum vstupu a v l i v na v ý s t u p op2t z í skaný p o m o c í 2D inverzní rychlé 
Fourierovy transformace, k t e r á byla ap l ikována na v y p o č t e n é spektrum. 

log{\F{p,q)\) 

F H 
O b r á z e k 4.6: Fi l t race ve frekvenční d o m é n ě p o m o c í j á d r a (gaussovské rozos t řen í , a = 3) 

def conv_fft2(x, h) : 
a a a 2J) konvoluce pomocí FFT. """ 
X = np.fft.fft2(x) # obraz 
H = np.fft.fft2(h) # jádro 

product = X * H # Element-wise product ve frekvečni doméně 
return np.fft.ifft2(product) # vyfiltrovaný obraz 
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4.3 Souborové odhady 

Tato čás t cvičení p o k r ý v á t ř e t i n u z á k l a d n í p r á c e s n á h o d n ý m i s ignály (neboli n á h o d n ý m i 
procesy), a to souborové odhady. Podkapi to la t é t o p r á c e je č t e n á ř i p r e z e n t o v á n a jako kdyby 
se jednalo o s a m o t n ý Jupyter notebook. P r o l í n á se zde n a r a t i v n í text, rovnice, kód b u n ě k 
a v ý s t u p p rovedeného k ó d u . C h y b í zde pouze p ř íkazy pro vykres lování grafů. 

N á h o d n é s ignály jsou signály, k t e r é nema j í deterministickou hodnotu, m ů ž e m e pracovat 
jen s jejich p r a v d ě p o d o b n o s t n í m popisem. Teoreticky je n á h o d n ý s ignál r ep rezen tován jako 
m n o ž i n a (soubor) real izací . K a ž d á realizace p ř e d s t a v u j e m o ž n ý p r ů b ě h s ignálu . P r o n á h o d n é 
s ignály je už i t ečné u m ě t s p o č í t a t r ů z n é statistiky, k t e r é je popisuj í . 

4.3.1 G e n e r o v á n í n á h o d n é h o procesu 

N á h o d n ý proces bude gaussovský š u m se s t ř e d n í hodnotou 0 a s m ě r o d a t n o u odchylkou 5, 
k t e r ý n e c h á m e pro j í t filtrem s p řenosovou funkcí: 

Vygenerujeme íž = 10000 real izací tohoto n á h o d n é h o procesu po iV = 200 vzorcích. Uložíme 
je do matice k s i . 

omega = 10000 
N = 200 

# Vygenerování náhodného procesu: 
mean = 0 
s t d = 5 
o r i g = np . random.normal (mean , s t d , (omega, N)) 

# F i l t r a c e : 
b = [ 1 , 0 , 0] 
a = [ 1 , - 1 . 1 3 1 4 , 0.6400] 
k s i = l f i l t e r ( b , a , o r i g ) 

k s i . s h a p e 

(10000, 200) 

4.3.2 O d h a d d i s t r i b u č n í funkce 

Souborové odhady budeme p o č í t a t pro u rč i tý čas n , v n a š e m p ř í p a d ě n = 50. D i s t r i bučn í 
funkce F(x, n) v zásadě o d p o v í d á na o t á z k u jak je pravděpodobné, že hodnota mého signálu 
pro vzorek n bude menší než nějaká hodnota x. Jej í hodnotu pro u rč i t é x tedy odhadneme 
tak, že s p o č í t á m e v kol ika real izacích byla hodnota s igná lu v čase n m e n š í než x a tento poče t 
podě l íme ce lkovým p o č t e m real izací . Odhad funkce s p o č í t á m e pro x, k t e r é se pohybu j í mezi 
m i n i m á l n í a m a x i m á l n í hodnotou na šeho s igná lu v d a n é m čase (pro menš í x je d i s t r i bučn í 
funkce nulová, pro větš í x m á hodnotu 1). Spo j i tý p r ů b ě h funkce aproximujeme p o m o c í 40 
hodnot, p rav ide lně rozmís t ěných mezi min imem a maximem. 
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xmin = np.min(ksi) 
xmax = np.max(ksi) 

n_aprx = 40 
x = np.linspace(xmin, xmax, n_aprx) 

n = 50 # čas, pro který odhadujeme CDF 
Fx = np.zeros(x.shape) 
for i i n range(n_aprx): 

Fx[i] = np.sum(ksi [:, n] < x [i]) / omega 

Odhad distribuční funkce: F(x, n = 50) 

—. 10 50 !0 -10 ( 10 20 30 40 
x 

4.3.3 O d h a d funkce hustoty r o z d ě l e n í p r a v d ě p o d o b n o s t i 

Funkce hustoty rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i p(x,n) je der ivací d i s t r i bučn í funkce F(x,n). 
Jej í hodnoty jsou n e z á p o r n é a p la t í , že in teg rá l t é t o funkce přes interval <a, b> o d p o v í d á 
p r a v d ě p o d o b n o s t i , že hodnota s igná lu v čase n je v tomto intervalu. I n t eg rá l p řes celou 
funkci hustoty rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i (od — oo po co) by tedy mě l bý t roven 1. 

Souborový odhad pro čas n = 50 m ů ž e m e u d ě l a t p o m o c í histogramu. Budeme o p ě t 
uvažovat x z intervalu od min ima po m a x i m u m n a š e h o s ignálu a opě t provedeme aproximaci 
funkce, rozdě len ím intervalu do d i sk ré tn ích úseků . P r o k a ž d ý úsek s p o č í t á m e , v kol ika 
real izacích hodnota s igná lu v čase n s p a d á do d a n é h o úseku . T í m t o z í skáme histogram 
hodnot - v P y t h o n u za n á s tento v ý p o č e t udě l á funkce numpy.histogram. A b y c h o m z 
histogramu dostali funkci p(x,n), m u s í m e jej podě l i t p o č t e m real izací a velikostí jednoho 
úseku. 

binsize = np.abs(x[l] - x[0]) 
hi s t , _ = np.histogram(ksi[:, n], n_aprx) 
px = hi s t / omega / binsize 

Odhad funkce hustoty rozdělení pravděpodobnosti p(x,50) 

0.03 

0.02 

0.01 
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0.03 
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0.01 
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0.01 
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0.03 
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0.00- -40 -30 'O LO 0 10 2 3 30 40 

21 



4.3.4 O d h a d s t ř e d n í h o d n o t y a s m ě r o d a t n é o d c h y l k y v č a s e n 

Souborový odhad s t ř e d n í hodnoty a s m ě r o d a t n é odchylky s p o č í t á m e pro k a ž d ý čas n a vy­
kres l íme si je v závislost i na čase. 

mean_n = np.mean(ksi, axis=0) 
std_n = np.std(ksi, axis=0) 

Střední hodnota náhodného signálu 
D.2 

0 0 

D.2 

0 0 

0.2 0.2 

Směrodatná odchylka náhodného signálu 

& 

0 25 50 75 100 125 150 175 200 
n 

4.3.5 P D F m e z i d v ě m a č a s y , a u t o k o r e l a č n í koeficienty 

Funkce hustoty rozdě len í p r a v d ě p o d o b n o s t i ( P D F ) mezi d v ě m a časy p(xi, X2, n\, 712) popi­
suje vz tah hodnot s igná lu v časech n\ a 112- I n t eg rá l t é t o s d r u ž e n é funkce p řes intervaly 
x\ G< a i , & i >, X2 £ < 0 2 , 6 2 > o d p o v í d á p r a v d ě p o d o b n o s t i , že hodnota s ignálu v čase n\ 
s p a d á do intervalu < a\, b\ > a zá roveň hodnota X2 s p a d á do intervalu < 0 2 , 6 2 > • Odhad 
t é t o funkce m ů ž e m e o p ě t u d ě l a t p o m o c í histogramu - t e n t o k r á t 2D histogramu. 

V Py thonu jej s p o č í t á funkce numpy .histogram2d. Výs ledný histogram m ů ž e m e opě t 
vyděl i t p o č t e m real izací a velikostí jednoho úseku ( t e n t o k r á t 2D ú seku ) , abychom získali 
odhad funkce p(x\, X2, n\, 712). D r u h á m o ž n o s t je použ í t parametr normed=True, k t e r ý his­
togram vynormalizuje za nás . 

Au tokore lačn í koeficient R(ni, 712) u d á v á m í r u toho, jak je signál sám sobě podobný mezi 
časy n\ a 112- V y p o č t e m e jej z funkce hustoty rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i jako: 

/

+ 0 0 r+00 
/ x\X2p{x\,X2,n\,n2)dx\dx2-

- 0 0 J—00 

Prak t i cky tento in teg rá l v Py thonu m ů ž e m e s p o č í t a t nás ledovně : 

• p(xi,X2,ni,ri2) s p o č í t á m e p o m o c í 2D histogramu - výs l edkem bude matice hodnot 

• v y t v o ř í m e mat ic i součinů s t ř e d u j edno t l i vých úseků xi, X2, nad vnějš ího produktu 
v e k t o r ů t ě c h t o s t ř e d ů 

• tyto dvě matice prvek po p rvku v y n á s o b í m e 

• s a m o t n ý in teg rá l pak z í skáme jako souče t hodnot v mat ic i v y n á s o b e n ý obsahem jed­
not l ivých 2D ú s eků 

N a o b r á z k u 4.7 je zachycen i n t e r a k t i v n í graf, kde si student m ů ž e zobrazit r ů z n é typy 
korelací na reá lných n á h o d n ý c h s ignálech volbou časů n l a ni. V grafu nejsou uvedeny 
P D F , ale histogramy s če tnos t í . 
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def acorr_coef(ksi, n_bins=40, nl=50, n2=51): 
""" Vypočte hodnotu autokorelačního koeficientu pro časy ní a n2. "' 
pxlx2, xl_edges, x2_edges = np.histogram2d(ksi[:, n i ] , k s i [ : , n2], 

n_bins, normed=True) 
# xl * x2 
bin_centers_xl = xl_edges [:-1] + (xl_edges [1:] - xl_edges [:-1]) / 2 
bin_centers_x2 = x2_edges [:-1] + (x2_edges [1:] - x2_edges [:-1]) / 2 
xlx2 = np.outer(bin_centers_xl, bin_centers_x2) 

binsize = abs(xl_edges[0] - xl_edges[l]) * abs(x2_edges[0] 
# aut o-correlation c o e f f i c i e n t 
R = np.sum(xlx2 * pxlx2 * binsize) 
return R 

x2_edges[1]) 
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O b r á z e k 4.7: I n t e r a k t i v n í 2D His togram 
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4.4 Uniformní kvantování 

Tato čás t se nacház í v p o s l e d n í m cvičení (Vzorkování a kvan tován í ) , k t e r é se nejprve zabývá 
vzorkován ím, r ekons t rukc í s igná lu a aliasingem. Věnuje se m i n i m á l n í m z á k l a d ů m kvan tován í 
s ignálu a d e m o n s t r a c í m na př ík ladech . 

Nejběžnějš í ze všech ska lá rn ích kvan t i f iká to rů je un i fo rmní kvant i f iká tor , n ě k d y t aké 
z n á m ý jako " l ineárn í" kvan t i zá to r , p ro tože jeho schodov i t á v s t u p n í - v ý s t u p n í odezva leží na 
p ř ímce (se s t r m o s t í rovné j edn ičce ) . V š e c h n a kvan tován í jsou ve s p r á v n é m slova smyslu ze 
své podstaty n e l i n e á r n í operace. Z n á m é operace jako f loor (ořez - celočíselné vy jádřen í , 
t j . bez hodnoty za desetinnou čárkou) nebo zaokrouh len í v a p r o x i m o v á n í reá lných čísel jsou 
p ř ík l ady un i fo rmního kvan tován í . Dig i t á ln í t e p l o m ě r je d a l š í m t a k o v ý m p ř í k l a d e m . Vě t š ina 
un iverzá ln ích ana logově d ig i tá ln ích p ř e v o d n í k ů ( A / D ) t a k é využ ívá un i fo rmního kvan tován í 

P ř e d p o k l á d e j m e , že hodnoty n a š e h o s igná lu se mohou m ě n i t v intervalu [a, b], po tom 
kvant i f ikační funkce bude m í t tvar 

kde N je p o č e t b i tů , na k t e rých bude u ložena vzorkovaná hodnota a h r a n a t é závorky re­
prezentu j í funkci f loor (vysvě t lena výše ) . S ignál je rozdě len do N in te rva lů , k t e r é jsou 
r o v n o m ě r n ě rozloženy. Tato kvan t i začn í funkce pracuje nás ledovně : 

• Signál je p ř e v e d e n do intervalu [0, 1] 

• O ř e z e m d e s e t i n n é č á r k y (funkce floor) je n á s l e d n ě vy j ád řen celočíselně 

• Kvan tovaný s ignál je p ř e v e d e n zpě t do intervalu [a, b] 

V P y t h o n u tuto funkci m ů ž e m e implementovat n a p ř í k l a d takto: 

def uf_quant(x: np.ndarray, a: f l o a t , b: f l o a t , N: int) -> np.ndarray: 
delta = (b - a)/(2**N - 1) 
return np.floor((x - a)/delta + 1/2) * delta + a 

• Našká lován do rozsahu [0, 2^ — l ] 
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4.4.1 A u d i o s i g n á l 

Ve cvičení je un i fo rmní kvan tován í nejprve d e m o n s t r o v á n o na audio s igná lu s j e d n í m zvu­
kovým k a n á l e m , kde jeden vzorek m ů ž e n a b ý v a t j e d n é z 2 1 6 hodnot z intervalu -1 až 1. 
P o k u d si zvol íme parametr N = 4, kde iV bude u d á v a t poče t b i t ů naš í kvan t i začn í funkce, 
dostaneme 2 4 = 16 různých hodnot kvan t i začn ích hladin, k t e r é od sebe budou s te jně vzdá­
lené (jak je uvedeno výše) , v tomto p ř í p a d ě 2 / ( 2 4 — 1) = 0.13. Hodnota 2 je dé lka intervalu 
hodnot, k t e rých m ů ž e vzorek zvukového s igná lu n a b ý v a t . M e z i hodnotami -0.2 a 0.2 si m ů ­
žeme na o b r á z k u 4.8 v š i m n o u t č ty ř kvan t i začn ích hladin, a to o d p o v í d á 0.4 = (4 — 1) x 0.13. 

uf_quant(x=audio, a=-l, b=l, N=4) 

K v a n t o v á n í a u d i a , 4/16 bitů Originál 
264600 Kvantovaný 2 6 5 0 « 

6,000 6.002 6.004 6,006 6.008 6.010 
Č a s | s | 

O b r á z e k 4.8: Kvan tován í audio s igná lu 

O b r á z e k 4.8 je o p ě t sn ímek obrazovky i n t e r a k t i v n í h o widgetu, s n a s t a v i t e l n ý m p o č t e m 
b i t ů kvant i f ikační funkce, p o s u v n ý m z a č á t k e m a rozsahem v id i t e lného intervalu s ignálu . 
V tomto p ř í p a d ě je pro už iva te le h l a v n í m p o r o v n á n í m vstupu s v ý s t u p e m poslech. P ř i 
n ízkém iV je z ře te lně slyšet zkreslení s igná lu (kvan t i začn í š u m ) z p ů s o b e n é zaok rouh lován ím 
na kvan t i začn í hladiny. P o k u d by se uživate l i n e p o d a ř i l o p ř e h r á t v ý s t u p p ř í m o v notebooku 
- což bohuže l bývá č a s t o u chybou, pak m ů ž e využ í t a l ternat ivu a spustit p ř i p r a v e n o u b u ň k u , 
k t e r á v ý s t u p y u k l á d á do v h o d n ě p o j m e n o v a n ý c h s o u b o r ů . T y t o wav soubory si pak m ů ž e 
p ř e h r á t v ně j akém e x t e r n í m programu mimo notebook. 
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4.4.2 O b r a z 

V y b r a n é o b r á z k y pro demonstraci kvan tován í 2D s ignálů obsahuj í hodnoty složek, p ixelů 
od 0 až po 255. Budeme tedy volat funkci uf _quant s parametry: 

uf_quant(x=image, a=0, b=255, N=pocet_bitu) 

Funkce bude kvantovat p ixel po pixelu, a pokud m á více b a r e v n ý c h složek, tak k a ž d o u 
zvlášť. D á se tedy ř íct , že se k n a š e m u 2D ( p ř í p a d n ě pokud je obraz barevný , tak 3D) 
s ignálu rep rezen tu j í c ímu obraz chová jako k I D pol i , tak jako v n a š e m p ř e d c h o z í m př ík ladě 
s mono audiem. 

Demonstraci kvan tován í na obrazu opě t o b s t a r á v á ipywidget. Uživa te l si m ů ž e vybrat z 
někol ika n a č t e n ý c h o b r á z k u (vče tně s a m o t n é h o spektra s t u p n ě šedi) a volit , na kolik b i t ů 
chce v ý s t u p kvantovat, p ř í p a d n ě si t a k é zobrazit rozdí l vs tupu s v ý s t u p e m . Dá le se mu 
zobrazuj í r e l evan tn í metr iky jako je paměťová n á r o č n o s t v ý s t u p u oproti vs tupu a p r ů m ě r n á 
chyba na jeden pixel . N a o b r á z k u 4.9 je u k á z k a jednoho z m o ž n ý c h zobrazen í m i n i m á l n í h o 
v ý s t u p u . 

Originál Nakvantovaný 2/8 bitů 

O b r á z e k 4.9: Kvan tován í obrazu ( s t a t i cká čás t v ý s t u p u gene rovaného i n t e r a k t i v n í m widge-
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Kapitola 5 

Uživatelské testování 

Uživate lské t e s tován í p r o b ě h l o na m a l é skupince 10 s t u d e n t ů . N a o b r á z k u 5.1 je zobrazeno 
p r o c e n t u á l n í rozdělení s t u d e n t ů podle jejich p ředeš lých zkušenos t í se z p r a c o v á n í m s ignálu , 
k te ř í si v y t v o ř e n é m a t e r i á l y prošl i a vyzkoušel i . Z p ě t n o u vazbu jsem od už iva te lů získal pro­
s t ř e d n i c t v í m d o t a z n í k u , k t e r ý je uvedený v pří loze B . Instrukce k instalaci p r o s t ř e d í studenti 
dostali v souboru README.md, kde d o p o r u č e n ý m postupem bylo s t á h n u t í Py thonu distr i­
buce Anaconda , aktualizace knihovny matplotlib na verzi 3.5.1 a vyšší (další instrukce 
jsou uvedeny souboru README.md na p ř i loženém p a m ě ť o v é m disku). 

S výs ledky už iva te l ského t e s tován í jsem spokojen, p r o t o ž e ohlasy na v y t v o ř e n é note­
booky byly poz i t ivn í . Vě t š ina už iva te lů uvedla v p ř i p o m í n k á c h n ě k t e r é čás t i cvičení , k t e ré 
se j i m opravdu líbili a byly pro ně p ř ínosné t í m , že získali nové poznatky. Dá le byly uvedeny 
p ř i p o m í n k y pro p ř i d á n í de ta i lně jš ího popisu n ě k t e r ý c h d e m o n s t r a č n í c h p ř í k l a d ů (h lavně pro 
cvičení Vzorkování a kvantování) a k n i m vz tahuj íc í teorie. D v ě m a u ž i v a t e l ů m se nepovedlo 
spustit n ě k t e r é b u ň k y s k ó d e m i n t e r a k t i v n í h o widgetu, k o n k r é t n ě v notebooku Zpracování 
zvuku. Po lovina s t u d e n t ů pracovala v I D E V S C o d e . 

] 

Ne, teprve mě to čeká 

Ano 

Se zpracováním signálů mám 
dlouhodobou praxi 

O b r á z e k 5.1: Graf, k t e r ý znázorňu je p r o c e n t u á l n í z a s t o u p e n í s t u d e n t ů podle toho, zda už 
absolvovali p ř e d m ě t S ignály a S y s t é m y nebo ma j í širší znalosti . 

27 



Následuj í j e š t ě dva grafy v y t v o ř e n é ze z í skaných informací p r o s t ř e d n i c t v í m d o t a z n í k u . 

Projekce do bází a FŘ Zpracováni zvuku Zpracování obrazu Náhodné procesy Vzorkování a kvantování 

O b r á z e k 5.2: G r a f h o d n o c e n í n o t e b o o k ů , p o s k y t n u t é h o studenty, k t e ř í si je vyzkoušel i 
(1 - v ů b e c jsem nepochopil d a n é t é m a , 5 - t é m a v notebooku je d o b ř e zp racováno) 

0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 0 (0 %) 
o 1 1 -I 1 1 — 

O b r á z e k 5.3: G r a f h o d n o c e n í p ř eh l ednos t i a orientace ve v ý s t u p e c h , i n t e r ak t i vn í ch widge-
tech, k ó d u atd. (1 ne in tu i t i vn í , 10 in tu i t ivn í ) 
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Kapitola 6 

Závěr 

Tato p r á c e se věnuje z á k l a d ů m z oblasti číslicového zpracován í s ignálů . J e j ím cí lem bylo 
vy tvo ř i t p o d p ů r n ý m a t e r i á l pro samostudium podle d o s a v a d n ě vy tvo řených . Zaměř i l jsem 
se na cvičení , k t e r á v P y t h o n u nebyla z a t í m i m p l e m e n t o v á n a a ty, k t e r é byla doplni l a 
rozšíři l n a p ř í k l a d o n ě k t e r é i n t e r a k t i v n í p rvky nebo obsah navíc . 

P r v n í cvičení bylo z a m ě ř e n na zopakování teorie o vek to rových báz í a Fourierovu ř a d u . 
Jako j ed iné je rozdě leno jen do k r á t k ý c h čís lovaných p ř í k l a d ů . O s t a t n í notebooky do k r á t ­
kých kapi to l a podkapi to l . D r u h é cvičení se zabývá zp racován í audio s ignálu , jeho filtrací 
a s p e k t r á l n í ana lýzou . Dalš í cvičení p ř eds t avu j e zák l adn í techniky zpracován í obrazu a po­
uži t í d i sk ré tn ích 2D t r ans fo rmac í . Č t v r t ý notebook demonstruje jak pracovat s n á h o d n ý m i 
procesy, a to nejprve na souborových odhadech a nás l edně na časových odhadech. V po­
slední cvičení je z a m ě ř e n o na vzorkování a kvan tován í s igná lů . S t ruktura všech n o t e b o o k ů 
je uvedena v př í loze A níže. 

Implementaci v jazyce P y t h o n je č leněna do spus t i t e lných b u n ě k t ě c h t o n o t e b o o k ů , kde 
j i doprováz í p ů v o d n í a u p r a v e n á teorie. Dá le byla p o m o c í knihovny ipywidgets v y t v o ř e n a 
i n t e r a k t i v n í rozší ření , aby si studenti mohl i zobrazit mnoho různých p ř í k l a d ů pro h lubš í 
p o c h o p e n í p r o b í r a n é lá tky. Vy tvo řené notebooky si vyzkouše la tes tovac í skupinka s t u d e n t ů , 
k t e r á ná s l edně vyp ln i l a d o t a z n í k se z p ě t n o u vazbou, k t e r ý je uveden v př í loze B . Toto 
t e s tován í dopadlo poz i t ivně a sepsané p ř i p o m í n k y pro vylepšení m ě př ived ly k m i n i m á l n í m 
d o d a t e č n ý m ú p r a v á m výs ledných n o t e b o o k ů . 

V p r ů b ě h u p r á c e jsem si zopakoval poznatky z b a k a l á ř s k é h o p ř e d m ě t u ISS a zá roveň 
obohati l svoje vědomos t i z t é t o oblasti . Osvoj i l jsem si p rác i s p r o g r a m o v a c í m jazykem 
Py thon , n ě k t e r é jeho knihovny a i n t e r a k t i v n í p r o s t ř e d í Jupyter notebook. V textu t é t o 
p ráce je p o p s á n jen v y b r a n ý zlomek obsahu všech cvičení . Nav íc pokrýva j í jen zák l ady 
z oblasti s ignálů a s y s t é m ů . P ř í p a d n ý m rozš í řen ím p r á c e by proto mohlo bý t zpracován í 
pokroči lejš ích t é m a t . Dá le p ř i d a t v izuá ln í interakce p o m o c í pokroči le jš ích knihoven nebo 
vy tvo ř i t v h o d n é animace, k t e r é by se mohly p ř e h r á v a t p ř í m o v notebooku. 
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Příloha A 

Přehled podkapitol v noteboocích 

1. Prostředí Jupyter (Python) 

2. Báze a promítání do nich (opakování) 

1. Báze a promítnání 
1.1. Příklady (1 až 6) 

2. Fourierova řada 
2.1. Příklady (7 až 13) 

3. Zpracování audia 

1. Načtení a základní analýza 
1.1. Jedno spektrum 
1.2. Spektrogram 

2. F i l t r a c e (teorie) 
2.1. Analýza f i l t r u 

3. Několik příkladů f i l t r u 
3.1. Interaktivní ukázky 

4. Třetino-oktávový ekvalizér 
4.1. Rozklad a složení signálu 
4.2. Experimentování s ekvalizérem 

5. Zvukové efekty (nepovinné) 
5.1. Klasifikace 
5.2. Nelineární zpracování 
5.3. Delay 
5.4. Modulace 
5.5. Časově proměnné f i l t r y 
5.6. Prostorové efekty 
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4. Základy zpracování obrazu 

1. Načtení a vykreslování obrázku 
2. Základní techniky zpracování obrazu 
2.1. Inverze barev 
2.2. Jednoduchá detekce hran 
2.3. Thresholding 

3. Histogram (ekvalizace) 
4. Lineární f i l t r y 
5. Komprese ä l a JPEG pomocí DCT 
6. Chyba v obraze 
7. Filtrování ve frekvenční oblasti (nepovinné) 

5. Náhodné procesy - základy 

1. Souborové odhady 
1.1. Generování náhodného procesu 
1.2. Odhad distribuční funkce 
1.3. Odhad funkce hustoty rozdělení pravděpodobnosti 
1.4. Odhad střední hodnoty a směrodatné odchylky v čase n 
1.5. Odhad autokorelačních koeficientů 

2. Časové odhady 
2.1. Generování náhodného procesu 
2.2. Odhad distribuční funkce a PDF 
2.3. Odhad střední hodnoty a směrodatné odchylky 
2.4. Odhad autokorelačních koeficientů 

3. Odhady spektra 
3.1. Spektrální hustota výkonu 

3.2. Průchod náhodného signálu lineárním systémem 

6. Vzorkování, a l i a s i n g a kvantování 

1. Vytvoření analogového signálu 
2. Analýza našeho spojitého signálu 
3. Vzorkování 
3.1. Rekonstrukce navzorkovaného signálu 

4. Aliasing & Anti-aliasing 
4.1. Experimentování s aliasingem 
4.2. Aliasing - 2D signál 

5. Kvantování 
5.1. Kvantování audia 
5.2. Kvantování obrazu 
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Příloha B 

Dotazník pro uživatelské testování 
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Uživatelské testování vytvořených jupyter 
notebooků 
Tento dotazník slouží jako zpětná vazba studentů, kteří si vyzkoušeli práci s interaktivními jupyter notebooky. 
Obsah těchto notebooků se věnuje tématům z oblasti zpracování signálu. 

*Povinné pole 

1. Absolvoval/a jste předmět ISS (Signály a Systémy) nebo jiný předmět, zaměřený * 
na signály? 

Označte jen jednu elipsu. 

Ne, teprve mě to čeká 

3 Ano 

Se zpracováním signálů mám dlouhodobou praxi 

2. Jaké máte znalosti jazyka Python? * 

Označte jen jednu elipsu. 

Minimální 

( ) Ovládám základy jazyka Python 

( ) Pokročilé 

3. Jaké prostředí jste si pro práci s materiály zvolil? * 

Označte jen jednu elipsu. 

( ) Jupyter Notebook 

( ) JupyterLab 

( ) VSCode 

( ) Jiné: 



4. Zde ohodnoťte notebooky, které jste prošel/a. 

(1 - vůbec jsem nepochopil dané téma, 5 - téma v notebooku je dobře zpracováno) 

Označte jen jednu elipsu na každém řádku. 

1 2 3 4 5 

Projekce do bází a FŘ O o o o o 
Zpracování zvuku o o o o o 
Zpracování obrazu o o o o o 
Náhodné procesy o o o o o 
Vzorkování a kvantování o o o o o 

5. Zde ohodnoťte přehlednost v noteboocích (orientace v zobrazených výstupech, * 
ovládání interakce apod.). 

Označte jen jednu elipsu. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Neintuitivní Intuitivní 

6. Jak dlouho Vám trvala práce s notebooky, které jste si prošel? * 

Příklad: 8:30 

7. Připomínky. * 
Zde prosím uveďte jakých nedostatků jste si v noteboocích všimli, uveďte nápady pro vylepšení a podobně. 
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