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A B S T R A K T 
V práci byly shrnuty poznatky z oblasti prognózovaní komunálního odpadu ( K O ) . Byly 
popsány základní informace týkající se lineární regrese a korelační analýzy. Byla provedena 
analýza vl ivů dostupných faktorů na úrovni obcí s rozšířenou působností ( O R P ) . Výsledné 
modely objasňují až 99 % variability. Modely pro množství odpadu na osobu vysvětlují 
12 až 75 % variability. Var iabi l i ta K O na osobu vysvětlená modelem je cca o 2 0 % menší, 
než u srovnatelné studie, která však používá běžně nedostupná data. Modely jsou pro 
oblast odpadového hospodářství ( O H ) použitelné a jejich zdánlivá jednoduchost je v praxi 
výhodou. 
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A B S T R A C T 
Th is thesis sumarizes f indings about municipal solid waste ( M S W ) forecasting. Basic 
information about linear regression and correlation analysis were described. Analysis of 
influencing factors was realized on municipal i ty wi th extended competence level. The 
resulting models explain up to 99 % of variability. Final models of M S W per capi ta 
explain between 12 and 75 % of variability. Variabi l i ty explained by model of M S W 
per capi ta is lower by 2 0 % than comparable study which however uses data that are 
not usually available. Models can be used in waste management and their simplici ty is 
benefit for real usage. 
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ÚVOD 

Lidé už ode dávna mají p o t ř e b u a snahu předpovída t vývoj budoucích událost í . To 

souvisí jak s osobním prospěchem, tak i s kolektivní po t řebou . V dávných dobách 

byli jedinou možnos t í věštci a proroci, jejichž následovníci se o to též snaží dodnes. 

Tento fakt je po tv rzen ím toho, že lidskou rasu nepřes tává ovládat p o t ř e b a vidět do 

budoucnosti, ba naopak, tato p o t ř e b a stále roste a s tává se nu tnos t í . K d o z nás nikdy 

nezatouži l po tom, zná t nějakou informaci z budoucnosti? T í m spíše, že v dnešní 

době jsou informace možná tou nejcennější komoditou. Jen si p ředs tav te , jaké by 

to bylo zná t vývoj akciových t rhů , poli t ických a vojenských manévrů , spor tovních 

u tkán í , kl imatických změn atd. Dnes už jsou ale k dispozici i poněkud exaktnější 

přístupy, k teré jsou založené na pevných ma tema t i ckých základech a pokud jsou 

použi ty sp rávným způsobem, mohou n á m pomoci i v oblastech, k te ré jsou důležité 

pro společnost, respektive pro celé lidstvo. Za všechny jmenujme předpovědi př í rod

ních katastrof a jejich vývoje, změn kl imatu, r ů s t u a složení obyvatelstva či chování 

kosmických těles. 

V neposlední ř adě lze do t é t o kategorie zařadi t i predikování odpadu, k te rý l id

stvo produkuje a musí s n ím také nak láda t . Tento prob lém je globální, protože 

lidé produkuj í odpady ve všech částech světa, ve k te rých se vyskytují . S rostou

cím p o č t e m obyvatel Země pak logicky roste i množs tv í odpadu, k te rý jako lidstvo 

produkujeme. Jde navíc o velice ak tuá ln í problém, jelikož v současné době nic ne

napovídá tomu, že by se zmíněné trendy měly zásadně měni t . Hlavním cílem práce 

tak bude zanalyzování dos tupných dat, k t e rá by mohla mí t v l iv na produkci odpadu 

a posléze vytvoření regresních modelů , k te ré se pokusí kval i ta t ivně i kvan t i t a t ivně 

popsat produkovaný odpad. 

Neméně p o d s t a t n ý m prob lémem je, že s r ů s t e m populace roste i spo t ř eba komo

dit, k te rých m á m e ale větš inou pouze omezené množstv í . Pr ior i tou je samozřejmě 

minimalizování množs tv í odpadu, posléze přichází na ř a d u jeho recyklace. Pokud již 

není možné mater iá ln í využi t í odpadu, přichází na ř a d u využi t í energetické, zname

nající ú sporu p r imárn ích zdrojů. K tomu však musí bý t vybudována odpovídající 

infrastruktura. Zde se opět vynořuje p o t ř e b a co nejpřesnější predikce odpadu a jeho 

složení. S využ i t ím těchto informací může být posouzeno zda, a kde je p o t ř e b a vy

budovat nové zařízení, rozšířit nebo zredukovat stávající či je výhodnějš í j iný způsob 

zpracování odpadu. Nezanedbatelnou roli hraje predikce odpadu i v oblasti optima

lizace sběru a t r anspor tovan í odpadu. Všechny zmíněné (a m n o h é další) aspekty 

mohou přinést nezanedba te lné úspory peněz, energií a také zmenšení dopadu na 

životní prost ředí . J e d n á se tedy o cíle, k teré by se neměly měni t v závislosti na vlád

noucí garn i tu ře , tak abychom naši zemi, p o t a ž m o celou planetu, zanechali budouc ím 

generacím v co možná nej lepším stavu. 

8 



1 KLASIFIKACE MODELŮ 

Odpadové hospodářs tv í (OH) je považováno za veřejnou službu zprostředkovávající 

o b č a n ů m sys tém nak ládán í s odpady ekologickou a ekonomickou cestou. Základní 

informace, tj. množs tv í a složení odpadu, jsou v O H využívány pro plánování tý

kající se svozu odpadu, infrastruktury a zpracovatelských zařízení. Požadavky na 

výše p o p s a n á data rostou jak př i rozenou cestou (snaha o ekonomičtější a ekolo

gičtější nak ládán í s odpady), tak i cestou zákonnou (nařízení E U či jednot l ivých 

s t á tů ) [1]. P lánování m á zásadní v l iv na využi t í personálních zdrojů, svozové tech

niky a provozní nák lady s ohledem na sběr a p řep ravu odpadu, což je p ř e d m ě t e m 

vývoje a optimalizace sys témů odpadového hospodářs tv í [2]. Neméně důležité je t aké 

sledování a vyhodnocování systémových opat řen í , k t e r á cílí na snižování produkce 

odpadu a efektivnější recyklaci [3], jak ukazuje obrázek 1.1. Pokud ale mají data 

sloužit k čemukoliv spojenému s p lánováním, vzniká p o t ř e b a nejen data shromažďo

vat a vyhodnocovat, ale t aké p ředpovída t jejich další vývoj , zvláště v dnešní rychle se 

měnící době . Z tohoto důvodu b ě h e m posledních 40 let vznikly desí tky studií , k teré 

se méně či více úspěšně pokusily o předpovědi množs tv í a složení p rodukovaného od

padu pomocí ma tema t i ckých modelů . Mez i největší p roblémy při jejich návrhu pa t ř í 

nedos ta tečné množs tv í kvali tních dat a problemat ické měření p rodukovaného od

padu [1]. Kvali tními daty se zde rozumí souhrn socioekonomických, demografických 

p ř ípadně j iných vhodných faktorů, k teré by mohly mí t vl iv na produkci odpadu, 

a to z pohledu kvality i kvantity. Mělo by se jednat o data konzis tentní , k t e r á by 

navíc měla být shromažďována dos ta tečně dlouhou dobu. Měření odpadu je proble

matické v tom, že odpad lze p ř ímo měř i t pouze výjimečně na úrovni domácnos t í 

díky tzv. pay as you throw sys t émům [1]. Téměř vždy je tedy odpad měřen nepř ímo, 

na rozdíl např ík lad od elektřiny, což n u t n ě vede k nepřesnos tem. Velmi cenný sou

hrn p ř í s tupů k predikování v oblasti O H přináší [1], tyto poznatky byly doplněny 

o závěry z novějších s tudi í [2]-[11]. 

PŘEDCHÁZENÍ VZNIKU ODPADU 

PŘÍPRAVA K OPĚTOVNÉMU POUŽITÍ 

RECYKLACE / KOMPOSTOVÁNÍ 

JINÉ VYUŽITÍ (ENERGETICKÉ) 

ODSTRANĚNÍ (SKLÁDKOVÁNÍ) 

Obr. 1.1: Hierarchie nak ládán í s odpady[12] 
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1.1 Toky odpadu 
Větš ina mode lů popisuje produkci komunáln ího odpadu (KO) jako jednu závisle 

p roměnnou [1]. Rozložení na jednot l ivé složky odpadu je větš inou dosti nák ladné 

a nepř ináš í uži tečné informace kvůli nemožnost i identifikace vlivů faktorů na změny 

v množs tv í jednot l ivých složek [1]. Zkoumané toky odpadu často nejsou jasně de

finovány, t akže bývá p rob lémem zjistit, k teré z nich byly zahrnuty. Zkreslení toků 

K O spojené s dalšími zdroji v p o d o b ě komerčního odpadu a turismu nebo aktivity 

spojené s j inou formou využi t í odpadu (použit í odpadu na vy t ápěn í v domácnost i , 

nelegální skládkování) zůstávají skryté , leč mohou být úspěšně odhadnuty uži t ím 

vhodných zás tupných p roměnných [4]. 

Nejkomplexnějším p ř í s t u p e m je sledování toků mate r iá lu , při němž se adresují 

všechny odpady pocházející od zpracovatelů a to p ros t ředn ic tv ím input-output ana

lýzy. Tato metoda vzhledem ke své povaze neuvažuje použi tý proces sběru odpadu 

a záznamy o sběru jsou využívány pouze pro ověřování [1]. Dalš ím m o ž n ý m př ís tu

pem je sledování shromaždovacích toků. Oficiální odpadové statistiky jsou používány 

převážně pro modelování celkového množs tv í K O nebo pro modelování jednot l ivých 

toků odpadu [1]. P ř í p a d n ě pro modelování celkového množs tv í recyklovatelných od

p a d ů či množs tv í jednot l ivých ma te r i á lů (papír a karton, sklo, plasty, kovy)[l]. Tento 

př í s tup však nedokáže zachytit o s t a tn í možnos t i nak ládán í s odpadem jako spalo

vání odpadu a nelegální skládkování [1]. Pos ledním uváděným konceptem jsou složky 

odpadu z domácnos t í . Takovéto modely jsou založené na analýze t ř ídění směsného 

nebo zbytkového odpadu, respektive analyzují složení odpadu posb í raného z popel

nic a kontejnerů. 

1.2 Územní členění 

Modely jsou také charakter izovány použ i tým uzemním členěním, k teré odkazuje na 

nejmenší identifikovatelnou územní jednotku. Typicky se používají existující admi

nis t ra t ivn í jednotky (domácnost , mís tn í část , obec, okres, kraj, s t á t ) , výj imku tvoří 

př ípady, kdy autor usoudí , že tyto jednotky nejsou z pohledu dat homogenní [1]. 

P ř i volbě územního členění působí dva pro t ichůdné vlivy, na jednu stranu je snaha 

o co nejjemnější rozlišovací schopnost modelu, na stranu druhou však je t ř eba udrže t 

rozumný počet sledovaných objektů . Výběr několika n a d m ě r n ě velkých nebo mnoha 

malých územních jednotek může významně ovlivnit uži tečnost a efektivitu nák ladů 

na výzkum. V přehledu [1] používá 31, z celkového p o č t u 45, s tudi í členění, jehož zá

kladní jednotkou jsou okresy, p ř ípadně menší územní jednotky. V kontrastu s t ímto 

faktem působí d iskutabi lně využívání mode lů na úrovni s t á t ů zodpovědnými l idmi 
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[1]. Nalezení nej významnějš í nezávisle p roměnné je často realizováno skrze vztahy 

mezi časovými ř a d a m i produkce odpadu a d a n ý m faktorem, ačkoliv nebyl tento fakt 

potvrzen průřezovými ana lýzami [5], [6]. 

D o m á c n o s t i : P ř i t é t o volbě hraj í nikoliv nedůleži tou roli náklady, na úrovni do

mácnos t í může oproti o s t a t n í m dojít k výraznému n á r ů s t u nák ladů , k te ré nejsou 

úměrné z ískaným informacím. N a druhou stranu studie týkající se domácnos t í mo

hou odhalit vztahy mezi produkcí odpadu a rozsáhlým souborem individuálních 

charakteristik či zvyků jednot l ivých domácnost í . Domácnos t i jsou typicky rozděleny 

podle pří jmů, věku nebo úrovně vzdělání . Kvůli velké náročnos t i t rvá sledování vět

šinou 3 týdny až 6 měsíců [1] a data jsou získávána formou rozhovorů, p ř ípadně 

dotazníků . 

M í s t n í č á s t i : Studie na t é to úrovni vykazují pozi t ivní zkušenost i s ohledem na 

vztahy mezi složením obyvatelstva a charakteristikami produkce odpadu, což ho

voří pro výběr homogenních část í obcí jako základní územní jednotky. Homogenita 

hustoty osídlení a t y p ů p ř íby tků jsou větš inou považovány za dos ta tečnou zá ruku 

p roměnných typu pří jmu, zaměs tnaneckého statusu a velikosti domácnos t i . Vybraná 

oblast často koresponduje s nejmenšími admin i s t r a t ivn ími jednotkami, k te rými bý

vají volební okresky s několika stovkami obyvatel, větší jednotky se používají pouze 

zřídka. Ana lýza odpadu z domácnos t í typicky zahrnuje dokumentaci shromážděného 

odpadu a třídící analýzy vzorků z vybraných okruhů sběru. 

R e g i o n y : Do t é t o kategorie spadaj í studie, jejichž základními územními jednot

kami jsou veškeré jednotky od úrovně obce až po kraje. I díky takto širokému záběru 

se j edná o nej rozšířenější typ územního členění. Dalšími důvody čas tého využi t í jsou 

použi te lnost pro regionální plánování a možnost okamži tého použi t í dat. Tato volba 

také umožňuje pokry t í velkého území p ros t ředn ic tv ím malých či s t ředně velkých 

obcí. Některé studie na t é to úrovni využívají časových řad na měsíční nebo denní 

bázi. Jako data popisující produkci odpadu jsou používány statistiky o množs tv í 

odpadu, sporadicky pak analýzy t ř ídění odpadu. Pro modelování nezávislých pro

měnných slouží data ze sčí tání l idu, ekonomická data ve spojení s daty z O H a také 

názory expe r tů [7]. 

S t á t y : Modely na t é to , nejvyšší používané, úrovni se dělí na 3 základní typy: input-

output analýzy, průřezové analýzy a analýzy časových řad. P r v n í zmíněný typ cílí na 

odhady toků hlavních složek odpadu (např íklad plasty, papír , dřevo) v dané zemi. 

Další dvě metody jsou metody regresní a zaměřuj í se na porovnán í mezi zeměmi, 

p ř ípadně jednot l ivými roky. Mez i h lavní zdroje dat se řadí souhrny z O H , data 
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ze sčí tání l idu, ekonomická data shromažďovaná s ta t i s t ickými agenturami a data 

poskytovaná asociacemi z oblasti p růmys lu a obchodu [1]. 

1.3 Nezávisle proměnné 

Již ve fázi návrhu je často možno odhadnout, zda navrhovaný model s charakteris

tickou skupinou faktorů bude schopen uspokojit základní informační potřeby, tedy 

dostupnost dat ve formě časových řad, aplikovatelnost pro predikce a udrž i te lnou 

kvalitu dat [1]. Schopnost rychlé reakce na nové trendy v produkci odpadu vyžaduje 

použi t í modelů založených na ak tuá ln ích datech [1]. Modely používající rozsáhlé da

t abáze s velkým p o č t e m navrhovaných faktorů (input-output analýzy, vícenásobné 

regresní modely) nejsou schopny podáva t relevantní ak tuá ln í informace, především 

z důvodu zdlouhavého procesu získávání po t řebných dat [1]. Hlavním cílem mode lů 

našeho typu je zprost ředkování nás t ro je pro předpovídán í produkce odpadu, často 

ale naráž í na p rob lém nedostatku zásadních dat pro vytvořený model. K tomuto 

dochází v p ř ípadě modelů , jejichž nezávisle p roměnné jsou sbí rány např ík lad pouze 

při sčí tání l idu. Velký počet nezávisle p roměnných také př ináší p roblém s garancí 

úrovně kvality dat. 

Jedno z možných dělení nezávisle p roměnných , neboli faktorů ovlivňujících zá

visle p roměnnou v p o d o b ě produkce odpadu, uváděných v l i te ra tuře , je dělení na 

tzv. hor izontální a ver t ikální faktory. Horizontální faktory popisují procesy změn 

mezi jednot l ivými druhy odpadu. Např ík lad přesuny mezi zbytkovým, ob jemným, 

recyklovaným a ilegálně l ikvidovaným odpadem jsou větš inou způsobeny různými 

způsoby sběru jednot l ivých d ruhů o d p a d ů a neovlivňují celkové množs tv í odpadu. 

Naproti tomu vert ikální faktory popisují změny celkového množs tv í všech toků od

padu v závislosti na demografickém, ekonomickém, technickém a sociálním vývoji [1]. 

Jak již bylo zmíněno, při h ledání závislostí mezi faktory a produkcí či složením 

K O jsou velmi uži tečné studie na nejmenších územních j edno tkách . N a jejich základě 

je tok odpadu (ať už jako celku nebo jednot l ivých součástí) rozdělen podle životního 

cyklu výrobku na odpady z výrobní a prodejní , spo t řebn í a l ikvidační části [1]. Data 

ohledně výroby a prodeje obsahují p ř ímé i nepř ímé informace o množs tv í výrobků 

a tocích odpadu při jejich zpracování . Z t é to oblasti ale obvykle nejsou dos tupná 

data o množstv í , převážně tak dochází ke konverzi peněžních úda jů na fyzická data 

formou dotazníků , p ředpok ladů nebo s ta t is t ických o d h a d ů [1]. 

Skupina p roměnných spojená se spo t řebou odráž í vztahy mezi životními podmín -
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kami a strukturami produkce odpadu. Dobře jsou zdokumentovány vl ivy mís tn ího 

obyvatelstva, hůře už pak vl iv turismu, tyto faktory tak slouží jako obecné ukazatele 

životní úrovně (především příjem, velikost majetku, rychlost jeho růs tu a životní ná

klady) [1]. Mez i další faktory pa t ř íc í do t é to kategorie řad íme druh obydlí, pos tavení 

v zaměs tnán í , hustota zalidnění, úroveň urbanizace, délka života a dě t ská ú m r t n o s t . 

Významné nezávisle p roměnné na úrovni domácnos t í jsou velikost, věkové složení, 

životní etapa domácnos t i a spo t řebn í návyky, tyto ukazatele jsou získávány pro

s t ředn ic tv ím do tazn íků [1]. 

Poslední kategorie nezávisle p roměnných (spojených s likvidací výrobku) by měla 

ovlivňovat závisle p roměnnou hlavně v hor izontá ln ím smyslu. Jako n á h r a d a pro podí l 

komerčního odpadu byly v minulosti úspěšně použi ty zaměs tnanos t podle sektoru 

a data o prodeji z jednot l ivých oborů. Významný vl iv na množs tv í recyklovaného 

odpadu mají způsob vy t ápěn í domácnos t í , osvěta v oblasti recyklování, velikost 

kontejnerů, hustota sběrných míst a poplatky za K O [1]. 

1.4 Modelovací metody 

Navzdory tomu, že řešené problémy jsou si v jednot l ivých studiích velmi podobné , 

pro jejich řešení se používá p e s t r á škála modelovacích technik na různých úrovních 

komplexnosti. Přeh led [1] uvádí 7 skupin modelů , od té doby ale došlo k vý raznému 

rozvoji stávajících technik i použi t í zcela nových. Tyto modely se liší především 

v p o č t u nezávisle proměnných , způsobu ověřování modelu a jejich použi te lnost i pro 

predikce. Modelovací metody je možné dělit jak podle p o č t u nezávisle proměnných, 

tak i podle míry čitelnosti vn i t řn ího fungování modelu, viz obrázek 1.2. Modely 

uvažující pouze jednu nezávisle p roměnnou mají hlavní v ý h o d u v tom, že mohou 

být snadno ověřovány na reálných datech. Některé z nich je t aké možné rozšířit na 

více (většinou 2 až 5) nezávisle p roměnných , tyto modely jsou komplexnější , jejich 

nevýhodou je však obt ížnost jejich ověřování, k teré je v některých př ípadech zcela 

nemožné [1]. 

Če tné využi t í regresních mode lů je dáno vyspě lým teore t ickým zák ladem a jed

noduchos t í algoritmu [8], m á však t aké několik nevýhod, mezi k teré pa t ř í chybějící 

schopnost učení se z nových dat, stejně tak adaptace na nové situace, špa tné vý

sledky při použi t í nepřesných dat a t aké to, že nebere v potaz všechny faktory 

ovlivňující produkci odpadu [2]. Lepší výsledky zprostředkovává analýza časových 

řad, jejíž hlavní doménou je uvažování sezónních vlivů na produkci odpadu. N a dru

hou stranu pro predikce v k r á t k o d o b é m horizontu pot řebuje velké množs tv í dat a na 
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Obr. 1.2: Rozdělení mode lů podle míry čitelnosti vn i t řn ího fungování modelu 

základě výsledků t é to metody nelze vyvozovat obecné závěry [2]. Poměrně novým 

p ř í s t upem je používání umělých neuronových sítí, ty obecně vykazují lepší výsledky 

než regresní modely i modely používající časové ř ady a to díky schopnosti se učit 

a konstruovat komplexní nel ineární systémy. Hrozba přeučení , obt ížné rozeznávání 

stavby sítě, lokální minima a ob t ížná generalizace však zůstávají h lavními překáž

kami v aplikování umělých neuronových sítí pro prakt ické problémy [2]. 

Dalš ím krokem ve vývoji modelů je tzv. Grey model ( G M ) , k te rý řeší problémy 

s nedostatkem dat a komplexnost í predikt ivních modelů . Tyto modely bývají zapi

sovány jako G M (m, n), kde m je ř á d diferenciální rovnice a n počet proměnných. 

G M byly úspěšně implementovány pro d louhodobé předpovědi a dosahují zde lepší 

přesnost i , než modely využívající časové ř a d y nebo umělé neuronové sítě. Výhodou 

G M oproti regresnímu je schopnost akceptovat menší množs tv í významných odchy

lek, s výjimkou mode lů typu G M (1, n) a G M C 1 (n, 1) [2]. K vytvoření přesného 

modelu je n u t n é nejen vybrat správné faktory, ale t aké je přesně odhadnout. 

G M s konvolučním integrálem 
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Tab. 1.1: P řeh led vybraných studií 

Země Rok Územní členění Modely Nezávisle proměnné 
írán[7] 2015 města ANN, MLR počet obyvatel 

frekvence sběru odpadu 
maximální teplota 
nadmořská výška 

Thajsko[3] 2014 stát GM, GMC spotřební výdaje na domácnost 
počet členů domácnosti 
zaměstnanost 
hustota zalidnění 
úroveň urbanizace 

Čína[8] 2013 město GM+SARIMA historická data o produkci odpadu 
Turecko [6] 2011 provincie SAR 

GWR 

nezaměstnanost 
podíl asfaltovaných cest 
nezaměstnanost 
teplota 
podíl vysokoškolsky vzdělaných 
hodnota zemědělské produkce 

Rakousko [2] 2010 města LR počet členů domácnosti 
podíl staveb s vytápěním na tuhá paliva 
daňové příjmy obce 

Španělsko [4] 2010 města GLM, BR počet imigrantů na 100 obyvatel 
podíl vysokoškolsky vzdělaných 
HDP 
index spotřebitelských cen 
životní výdaje na osobu 
počet přespání turistů na 100 obyvatel 

ANN-Umělé neuronové sítě, MLR-Vícenásobná lineární regrese, LR-Lineární regrese, GM-Grey 

model, GMC-Grey model s konvolučním integrálem, SARIMA-seasonal autoregressive integrated 

moving average, SAR-Simultaneous spatial autoregression, GWR-Geographically weighted 

regression, GLM-Zobecněné lineární modely, BR-/3 regrese 
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2 MATEMATICKÝ APARÁT 

V [14] se uvádí , že v ý z n a m samotného slova regrese se dá vyložit mj. jako zpě tný 

pochod, postup, ú s t u p či návra t k některé z předešlých vývojových forem souvise

jící se z jednodušením namís to očekávaného zdokonalení (zejména v biologii). Tento 

popis může působi t mírně dehonestuj íc ím dojmem, ale jak n á m ukazuje život nebo 

matematika sama, např ík lad zmíněné z jednodušení je někdy naopak velmi v í t aným 

jevem. Paradoxem je také fakt, že použi t í regrese v matematice a zejména v je

jích aplikacích může znamenat značný progres neboli pokrok. Následující ř ádky jsou 

vý t ahem, k te rý vychází převážně z p o z n a t k ů [15] a [16], ty jsou dále doplněny o in

formace z [17]. 

2.1 Lineární model 

Předpokláde jme , že s t řední hodnoty nekorelovaných náhodných veličin Yi,...,Yn je 

možné popsat l ineární funkcí s pomocí k + 1 neznámých p a r a m e t r ů 

EYi = (30 + faxu + ... + (3kxik, (2.1) 

kde Xij jsou známé konstanty. Dále budeme p ředpok láda t varYi = o1 pro všechna 

i , a je dalším, zpravidla neznámým, parametrem. Známé konstanty x^ u s p o ř á d á m e 

do matice o n řádcích a k + 1 sloupcích 

'\ x n ••• xlk 

1 X21 ••• X2k 

• %nl ' ' ' %nk 

tuto matici nazýváme regresní maticí či maticí modelu. P ro hodnost matice X plat í 

h(X.) = r > 0 a n > r . N á h o d n ý vektor Y m á pak s t řední hodnotu X / 3 a vari-

anční matici a2I. Uvedené p ředpok lady budeme dále zapisovat jako Y ~ (X/3,<r 2I). 

V př ípadě k — 1 hovoříme o jednoduché l ineární regresi, o mnohonásobnou l ineární 

regresi by se pak jednalo v př ípadě k > 1. Pokud se snažíme vysvětl i t chování něko

l ika složek vektorové veličiny Y j , mís to skalární vysvětlované veličiny Yi, mluv íme 

o mnohorozměrné regresi. 

Dále bude používáno následující označení . Nechť sloupce matice Q tvoří něja

kou o r tonormáln í bázi regresního prostoru . M ( X ) , nechť sloupce matice N doplní 

tuto bázi na o r tonormáln í bázi prostoru M.n. Obdrž íme tak o r tonormáln í matici 

(2.2) 
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P = ( Q , N ) takovou, že . M ( X ) = . M (Q), P P ' = I „ . Z or tonormálnos t i s loupců 

matice P plynou vztahy 

Q Q ' + N N ' = In, Q Q ' = I r , N N ' = I „ _ r , Q ' N = O . 

Označme H = Q Q ' a M = N N ' . Takto zavedené matice jsou symetrické a idempo-

ten tn í . Jelikož p la t í H M = O , jsou vektory na pravé s t raně vztahu 

y = H y + M y 

navzájem ortogonální , jde tedy o p r ů m ě t y obecného vektoru y 6 I™ do regres

ního prostoru A4(X) a na něj kolmého reziduálního prostoru A ^ ( X ) - 1 - . Z vlas tnost í 

projekce plyne jednoznačnos t těch to p r ů m ě t ů a t í m také jednoznačnos t projekčních 

matic H a M . 

V dalš ím textu bude prakt ické zná t vztahy 

H X = X (2.3) 

a t aké 

M X = O . (2.4) 

2.2 Odhad vektoru středních hodnot 
Nejprve se budeme zabývat odhadem vektoru s t ředních hodnot \x = X / 3 . V prostoru 

Ai(X) najdeme nejbližší vektor k n á h o d n é m u vektoru Y ~ (X/3,<r2I) a označíme 

jej Ý . 

V ě t a 1 ( G a u s s o v a - M a r k o v o v a ) . V Modelu Y ~ (Xf3,a2I) je Y nejlepším ne

stranným lineárním odhadem vektoru X/3. 

Důkaz uvádí [16]. 

2.3 Rezidua 
Nyní se budeme věnovat p r ů m ě t u vektoru Y ~ (X/3,<r2I) do prostoru reziduí A ^ ( X ) - 1 

a bude zaveden nes t r anný odhad rozptylu a2. Vektor reziduí definovaný vztahem 

u = Y - Y porovnává napozorované hodnoty vysvětlované p roměnné s odhadem 

jejích s t ředních hodnot. Reziduálni součet čtverců RSS = u = J2 ( Y j — Y J 
i=i v ' 

udává čtverec vzdálenost i vektorů Y a Y a t í m popisuje jejich odlišnost . Reziduálni 

rozptyl pak zavedeme jako S2 = RSS/(n — r ) . 
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V ě t a 2 (O r e z i d u í c h ) . V lineárním modelu Y ~ (X/3,a2I) platí 

u = MY= Me, (2.5) 

u ~ ( 0 , a 2 M ) , (2.6) 

= e ' M e , (2.7) 

E E S ^ = (n - r ) a 2 , (2.8) 

E S 2 = cr2, (2.9) 

Xfu=0. (2.10) 

Důkaz tvrzení předcházející věty je možno nalézt v [16]. Poznamenejme, že vektor 

u je možno interpretovat jako odhad n á h o d n é složky vektoru e = Y - X / 3 . Podle 

tvrzení (2.9) předchozí věty je reziduálni rozptyl S2 n e s t r a n n ý m odhadem rozptylu 

a2. 

2.4 Normální rovnice 
Dosud nebyl řešen odhad vektoru /3 vyjadřujícího s t řední hodnotu n á h o d n é h o vek

toru Y formou lineární kombinace sloupců regresní matice X . Dále předpokláde jme 

l ineární nezávislost s loupců matice X . Symbolem b označme řešení soustavy 

X b = Ý , 

vektor b pak tvoř í h ledané koeficienty l ineární kombinace. Skutečnost , že 

Y = X b + u 

je or togonáln ím rozkladem, je ekvivalentní s požadavkem ortogonality u vůči regres

nímu prostoru . M ( X ) - 1 , k te rý lze zapsat jako 

X ( Y - X b ) = 0, 

to je ekvivalentní s normální rovnicí pro b 

X ' X b = X ' Y . (2.11) 

Poznamenejme, že existence řešení normáln í rovnice je zaručena p ř í tomnos t í l ineární 

kombinace ř ádků matice X na obou s t ranách vztahu (2.11), j ednoznačnos t řešení 

normáln í rovnice však není zaručena. 
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2.5 Normální lineární model s plnou hodností 
Předpokláde jme , že m á n á h o d n ý vektor Y normáln í rozdělení, což lze zapsat jako 

Y ~ (X/3,<r 2I). Tento model pak nazveme normálním lineárním modelem. Platí- l i 

navíc r = h ( X ) = k + 1 (l ineární nezávislost s loupců matice X ) , hovoříme o regulár

ním lineárním modelu. Pokud je l ineární model regulární , je za ručena jednoznačnos t 

řešení normáln í rovnice (2.11). 

V ě t a 3 ( K l a s i c k ý m o d e l m n o h o n á s o b n é l i n e á r n í regrese) . Má-li matice X 

v normálním modelu Y ~ (X/3,a2I) hodnost rovnu počtu jejích sloupců, pak platí 

a) řešením normální rovnice je statistika 

b = {X'X)-1 X'Y; (2.12) 

b) b je nejlepší nestranný lineární odhad vektoru j3; 

c) označíme-li V— (XX)-1 (s indexy 0 < i,j < k), pak platí 

b ~ (13,a2 V); 

d) náhodné vektory b a u jsou nezávislé; 
e) statistiky b a S2 jsou nezávislé; 
f) pro j=0,l,...,k platí 

Tj = | - = ~ ín-fc-l! (2.13) 
^ \/vjj 

g) interval 

(bj - Sy/vjjtn-k-i{a); bó + Sy/vjjtn-k-i{a)) (2.14) 

tvoří interval spolehlivosti pro (3j se spolehlivostí 1 - a; 

h) množina 

/C = {/3 e Rk+1 : 09 - byXXtf -b)<(k + l)S2Fk+1,n_k_1(a)} (2.15) 

tvoří konfidenční množinu pro j3 se spolehlivostí 1 - a. 

Důkaz je možno nalézt v [16]. 

2.6 Koeficient determinace 

Koeficient determinace R2 je nejčastěji definován vztahem 

2 = _ RSS 

UYi -Y)2 V ) 
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Hodnota R? je v p ř ípadě l ineárního modelu shodná se č tvercem výběrového koefici

entu mnohonásobné korelace spočí taného z vektoru Y a odpovídajících netr iviálních 

(nekonstantních) s loupců matice X . Koeficient determinace je ukazatelem vyjadřu

j ícím velikost dílu výchozí variability hodnot závisle p roměnné charakter izované vý

razem 

SST =E(YÍ - Ýf = | | Y - F l | | 2 = || u 0 | | 2 . 

Variabi l i ta vysvět lená modelem je d á n a vztahem 

SSR = E ( Y - Ý)2 = \\Ý - Ýl\\2 = \\d\\2. 

2.6.1 Korigovaný koeficient determinace 
Hodnota R2 roste s p o č t e m regresorů, což uměle zvyšuje přesnost modelu. Z tohoto 

důvodu se zavádí korigovaný koeficient determinace 

^ 2 = 1 _ ! ^ ( 1 _ j R 2 ) ) ( 2 1 7 ) 

n — r 

kde r = k — 1, p ř ipomeňme , že se j e d n á o rozměry regresní matice. Pro oba zmí

něné koeficienty plat í , že čím více se blíží jedné , t í m těsnější je regresní závislost. 

Z hlediska aplikace R2 a R2 je důležité si povš imnout , že uvedená tvrzení nepožaduj í 

p ředpoklad normality. 

2.7 Korelace 
Nechť X a Y jsou n á h o d n é veličiny s konečnými d ruhými momenty a k ladnými 

rozptyly. Vzájemná závislost X a Y se často měř í pomocí korelačního koeficientu 

p x y _ c m [ x , Y ) ( 2 i g ) 

J (var X){yar Y) 

Přesněji řečeno se j edná o tzv. Pearsonův korelační koeficient popisující l ineární 

závislost náhodných veličin. Snadno se nah lédne , že díky Schwarzově nerovnosti 

p la t í — 1 < px,Y < 1- Př ičemž kladné hodnoty označují p ř ímou l ineární závislost, 

záporné pak nepř ímou. Pokud nastane p ř ípad px,y = 0, ř íkáme, že X a Y jsou 

l ineárně nezávislé. 
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2.7.1 Výběrový korelační koeficient 
Mějme n á h o d n ý výběr 

( X x . Y O ' , . . . ,{Xn,Yn)' (2.19) 

z nějakého dvojrozměrného rozdělení. Charakteristiky výběru Xi,... ,Xn označme 

jako X a Sx, obdobně charakteristiky výběru Y1,... ,Yn označme Y a SY- Dále 

definujme 

1 n 

SXY = E(X* - X)(Yi - Y)- (2-20) 
n ~ 1 í=í 

Je-li S | > 0 a 5 y > 0, zavedeme výběrový korelační koeficient r vzorcem 

r = 4 ^ = - (2-21) 
/ C 2 C 2 

V ° x ° y 
V ě t a 4. Nechť (2.19) je výběrem z dvojrozměrného normálního rozdělení s kladnými 

rozptyly a korelačním koeficientem p = 0. Pak pro n > 3 platí 

„ r 
ŕ \ M - 2 ~ t „ - 2 -

Důkaz uvedené věty je uveden např ík lad v [17]. Pokud chceme testovat hypotézu , že 

PX,Y = 0, vypoč t eme nejprve r a pak T podle uvedeného vzorce. Kritické hodnoty 

pro r jsou tabelovány, ale dnešní s ta t is t ický software uvádí p ř ímo dosaženou hladinu 

testu. 

2.7.2 Spearmanův korelační koeficient 

Mezi p ředpok lady předchozí věty je důležité zdůrazni t požadavek na normáln í roz

dělení výběrů , ten však v praxi bývá čas to porušen (značně problemat ické je t aké 

jeho ověřování) a uvedenou vě tu tedy nelze použí t . Je tedy nezbytné použí t j inou 

formu ověření vzájemné závislosti náhodných veličin. 

P ředpokláde jme , že (Xi, Yi)',(Xn, Yn)' je výbě r em ze spoj i tého dvojrozměr

ného rozdělení. Označme dále R i , R n po řad í veličin X \ , X n a Q i , Q n pořad í 

veličin Y i , Y n . Spearmanův korelační koeficient r s je pak definován jako výběrový 

korelační koeficient spočí taný z dvojic (Ri,Qi)',(Rn, Qn)' a je roven 

r s = 1 " < r i , ^ " g , , ! ( 2 ' 2 2 ) 
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Kritické hodnoty rs{oí) je možno nalézt ve s ta t is t ických t abu lkách . Pro n > 30 se 

pak využívá a sympto t i cká normalita koeficientu rs- Je d á n a vztahem 

fa 

rs(a) = ~ Ý = . (2.23) 
\/n - 1 

Hypo téza nezávislosti se pak zamí t á pro \rs\ > ^(a). Je t aké důležité si povš imnout , 

že S p e a r m a n ů v korelační koeficient není p ř ímou n á h r a d o u Pearsonova, nepopisuje 

to t iž linearitu závislosti náhodných veličin, ale monotonii. 
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3 NÁVRH M O D E L U 

V t é t o kapitole bude popsán s amotný proces tvorby regresních modelů . Konkré tně 

půjde o l ineární regresní modely, ty byly vyb rány předevš ím pro, již dříve, zmíněné 

výhody v p o d o b ě jednoduchosti a pevných ma tema t i ckých základů. P ř i tvorbě mo

delu budou využi ty h luboké poznatky z oblasti O H navržené [1], doplněné o postupy 

uvedené v [2]-[11]. Je vhodné zdůrazni t důležitost [3], k t e rá využívá také l ineární re

gresi, s rovnatelné územní členění (úroveň obcí) a z k o u m a n á oblast (Štýrsko) je navíc 

i geograficky blízká České republice. Navíc budou využi ty i teoretické poznatky z [16] 

a v neposlední řadě také informace o vhodných s ta t is t ických nástroj ích, integrova

ných do softwaru [18]-[20]. Nejprve bude provedena analýza dat, k t e rá bude mí t 

za úkol konfrontovat in tui t ivní p ředpok lady o vzájemných závislostech jednot l ivých 

proměnných. Po té budou za pomocí softwaru vytvořeny jednot l ivé modely, k teré 

budou dále zhodnoceny. 

3.1 Analýza dat 

N a základě p o z n a t k ů shrnutých v prvé kapitole a dostupnosti dat byla zvolena práce 

s daty na úrovni obcí s rozšířenou působnos t í ( O R P ) . Veškerá data o produkci od

padu pocházej í z Informačního sys tému odpadového hospodářs tv í (ISOH), všechna 

os ta tn í pak z Českého s ta t is t ického ú ř a d u (ČSÚ). I S O H zprostředkoval data za roky 

2009 až 2013. Data pocházející z ČSÚ byla d o s t u p n á za roky 1993-2013, v roce 2012 

byla provedena změna v jejich publikaci, k t e rá způsobila absenci některých dat pro 

rok 2013 a naopak př idán í některých, k te ré k dispozici nebyly (pro rok 2012 jsou 

dos tupné obě varianty). 

Tento fakt m á za následek, že po celé zkoumané obdob í (2009-2013) jsou do

s tupné pouze tyto faktory: počet obyvatel ( O B Y V ) , počet obyvatel ve věku 0-14 let 

(0-14), poče t obyvatel ve věku 15-64 let (15-64), počet obyvatel ve věku 65 a více let 

(65+), počet dokončených b y t ů ( B Y T ) . Z O B Y V a rozlohy jednot l ivých O R P pak 

byla vypoč t ena ješ tě hustota zal idnění (HZ). Dále byla použ i t a data o p o č t u osob ži

jících na jedné adrese ( O B A D R ) v jednot l ivých O R P . Ta jsou však, z pochopi te lných 

důvodů , d o s t u p n á pouze za rok 2011 a to díky sčítání l idu, domů a by tů . P rob l émem 

s O B A D R bylo, že zde bylo zastoupeno celkem 551 ka tegor i í 1 . Takovýto počet je 

zřejmě pro další analyzování nevhodný a bylo tedy nezbytné jej v h o d n ý m způsobem 

zredukovat. Toho bylo docíleno pros t ředn ic tv ím shlukové analýzy. Shluková analýza 

1od kategorie zahrnující neobydlené adresy a adresy s jedinou osobou až po kategorii s 1101 
a 1102 obyvateli 
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byla provedena v programu S T A T I S T I C A 12, dle pokynů [18], [19] a její výsledky 

shrnuje tabulka 3.1 . 

Tab. 3.1: Výsledky shlukové analýzy O B A D R 

Skupina Zahrnu té intervaly 

A [0,2[ 

B [2,4[ 

C [4,6[ 

D [24,26[ U [46,48[ U [48,50[ 

E os ta tn í 

Údaje z tabulky 3.1 a data o věkovém složení obyvatelstva byly p řepoč teny z ab

solutních hodnot na relat ivní , tak aby se předešlo možné mult ikol inear i tě s p o č t e m 

obyvatel [1]. Data z I S O H zahrnuj í informace o množs tv í jednot l ivých d ruhů odpadu, 

ze k terých bylo vypoč teno i celkové množs tv í K O . Z těchto dat pak byly odvozeny 

přepoč ty na osobu. Výčet všech nezávisle p roměnných je uveden v tabulce 3.2. A u 

toři [1] uvádějí , že rozložení K O na jednot l ivé složky je nák ladné a nepř ináš í cenné 

informace. Toto však provedeno bude, mj. kvůli požadavku na možnost analyzování 

potenciá lu t ř ídění jednot l ivých O R P . 

Tab. 3.2: Přeh led závisle p roměnných 

Zkratky 

Druh odpadu Celkové [t/rok] N a osobu [kg/rok] 

Pap í r P A P papOs 

Plast P L S T plastOs 

Sklo S K L O sklOs 

Kovy K O V kovOs 

Bioodpad B I O biOs 

Směsný a komunáln í S K O S K O s 

Objemný O B J ob j Os 

Komunáln í K O K O s 

Dalš ím krokem bylo p rozkoumání h i s togramů všech dos tupných dat, především 

za účelem vytvoření p ředs tavy o rozdělení dat. Zkoumaná data většinou, podle oče

kávání, nevykazovala normáln í rozdělení, což je dokumentováno na obrázku 3.1. 

N a obrázku 3.2 se pak snadno vidí, že např . výběr P A P a O B Y V není výběrem 

z dvoj rozměrného normáln ího rozdělení (očividně je zde porušen p ředpoklad symet

rie). Použi t í Pearsonova korelačního koeficientu, by tedy nebylo korektní , vzhledem 

k p ř e d p o k l a d ů m věty 4. Pro korelační ana lýzu tak byl p o d o b n ě jako v [3] využi t 
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S p e a r m a n ů v pořadový korelační koeficient. Korelace byla vypoč t ena už i t ím softwaru 

S T A T I S T I C A 12 na hladině významnos t i a=0,05 a její výsledky jsou zobrazeny v ta

bulce 3.3. 

H i stog ra m pa pí rovéfio od pa d u 
1.60 H  

o 400 am i:os ltoo :o&o 

16000 Z4O&0 32000 

Množství v tunách za rok 

Obr. 3.1: Histogram 
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Obr. 3.2: Závislost P A P na O B Y V 
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HZ 1,00 0,51 0,14 0,03 -0,13 0,39 -0,71 -0,01 0,25 0,25 0,34 0,43 0,38 0,38 0,36 0,45 0,46 0,54 0,21 -0,11 -0,25 0,14 0,22 -0,11 0,30 

OBYV 0,51 1,00 0,05 0,08 -0,10 0,76 -0,34 -0,18 -0,08 0,21 0,45 0,87 0,85 0,89 0,59 0,54 0,93 0,74 0,44 -0,06 -0,20 0,18 0,15 -0,09 0,20 

0-14 0,14 0,05 1,00 -0,12 -0,47 0,09 -0,19 0,11 0,22 0,00 0,09 0,13 0,13 0,03 0,01 0,02 0,05 -0,02 0,19 0,19 -0,05 0,02 0,01 0,02 -0,11 

15-64 0,03 0,08 -0,12 1,00 -0,77 0,02 -0,27 -0,07 -0,11 -0,04 0,27 -0,03 -0,07 -0,08 -0,09 -0,17 0,06 0,09 -0,18 -0,29 -0,35 -0,13 -0,25 0,02 0,11 

65+ -0,13 -0,10 -0,47 -0,77 1,00 -0,11 0,36 -0,03 -0,01 0,06 -0,28 -0,04 -0,02 0,04 0,09 0,12 -0,10 -0,07 0,04 0,12 0,32 0,12 0,19 -0,05 -0,03 

BYTY 0,39 0,76 0,09 0,02 -0,11 1,00 -0,24 0,04 0,01 0,07 0,18 0,70 0,72 0,74 0,41 0,40 0,73 0,56 0,40 0,09 -0,04 0,08 0,13 -0,01 0,13 

A -0,71 -0,34 -0,19 -0,27 0,36 -0,24 1,00 -0,23 -0,35 -0,02 -0,36 -0,20 -0,23 -0,18 -0,30 -0,27 -0,30 -0,38 0,02 0,12 0,35 -0,17 -0,10 0,08 -0,23 

B -0,01 -0,18 0,11 -0,07 -0,03 0,04 -0,23 1,00 0,42 -0,49 -0,62 -0,23 -0,11 -0,18 -0,18 -0,08 -0,17 -0,20 -0,21 0,11 0,01 -0,08 0,05 0,09 -0,14 

C 0,25 -0,08 0,22 -0,11 -0,01 0,01 -0,35 0,42 1,00 -0,23 -0,23 -0,13 0,02 0,01 0,06 0,09 -0,13 -0,16 -0,13 0,22 0,19 0,16 0,15 -0,13 -0,20 

D 0,25 0,21 0,00 -0,04 0,06 0,07 -0,02 -0,49 -0,23 1,00 0,36 0,28 0,20 0,21 0,11 0,14 0,23 0,26 0,29 -0,01 -0,03 -0,02 -0,02 -0,01 0,18 

E 0,34 0,45 0,09 0,27 -0,28 0,18 -0,36 -0,62 -0,23 0,36 1,00 0,44 0,33 0,32 0,32 0,23 0,41 0,43 0,29 -0,14 -0,29 0,13 0,00 -0,12 0,23 

PAP 0,43 0,87 0,13 -0,03 -0,04 0,70 -0,20 -0,23 -0,13 0,28 0,44 1,00 0,84 0,84 0,52 0,50 0,82 0,64 0,80 0,10 -0,08 0,15 0,15 -0,08 0,17 

PLST 0,38 0,85 0,13 -0,07 -0,02 0,72 -0,23 -0,11 0,02 0,20 0,33 0,84 1,00 0,89 0,51 0,55 0,80 0,60 0,55 0,42 0,07 0,15 0,23 -0,08 0,10 

SKLO 0,38 0,89 0,03 -0,08 0,04 0,74 -0,18 -0,18 0,01 0,21 0,32 0,84 0,89 1,00 0,58 0,51 0,83 0,64 0,49 0,16 0,21 0,22 0,18 -0,11 0,13 

KOV 0,36 0,59 0,01 -0,09 0,09 0,41 -0,30 -0,18 0,06 0,11 0,32 0,52 0,51 0,58 1,00 0,39 0,55 0,48 0,26 -0,06 -0,06 0,88 0,12 -0,14 0,14 

BIO 0,45 0,54 0,02 -0,17 0,12 0,40 -0,27 -0,08 0,09 0,14 0,23 0,50 0,55 0,51 0,39 1,00 0,51 0,46 0,30 0,15 -0,06 0,17 0,86 0,00 0,18 

SKO 0,46 0,93 0,05 0,06 -0,10 0,73 -0,30 -0,17 -0,13 0,23 0,41 0,82 0,80 0,83 0,55 0,51 1,00 0,68 0,41 -0,05 -0,21 0,17 0,16 0,22 0,16 

OBJ 0,54 0,74 -0,02 0,09 -0,07 0,56 -0,38 -0,20 -0,16 0,26 0,43 0,64 0,60 0,64 0,48 0,46 0,68 1,00 0,31 -0,14 -0,22 0,15 0,14 -0,16 0,78 

Papos 0,21 0,44 0,19 -0,18 0,04 0,40 0,02 -0,21 -0,13 0,29 0,29 0,80 0,55 0,49 0,26 0,30 0,41 0,31 1,00 0,29 0,12 0,07 0,11 -0,05 0,06 

Plastos -0,11 -0,06 0,19 -0,29 0,12 0,09 0,12 0,11 0,22 -0,01 -0,14 0,10 0,42 0,16 -0,06 0,15 -0,05 -0,14 0,29 1,00 0,53 -0,04 0,23 0,04 -0,18 

Sklos -0,25 -0,20 -0,05 -0,35 0,32 -0,04 0,35 0,01 0,19 -0,03 -0,29 -0,08 0,07 0,21 -0,06 -0,06 -0,21 -0,22 0,12 0,53 1,00 0,02 0,10 -0,07 -0,18 

Kovos 0,14 0,18 0,02 -0,13 0,12 0,08 -0,17 -0,08 0,16 -0,02 0,13 0,15 0,15 0,22 0,88 0,17 0,17 0,15 0,07 -0,04 0,02 1,00 0,08 -0,09 0,03 

Bios 0,22 0,15 0,01 -0,25 0,19 0,13 -0,10 0,05 0,15 -0,02 0,00 0,15 0,23 0,18 0,12 0,86 0,16 0,14 0,11 0,23 0,10 0,08 1,00 0,07 0,06 

SKOs -0,11 -0,09 0,02 0,02 -0,05 -0,01 0,08 0,09 -0,13 -0,01 -0,12 -0,08 -0,08 -0,11 -0,14 0,00 0,22 -0,16 -0,05 0,04 -0,07 -0,09 0,07 1,00 -0,14 

Objos 0,30 0,20 -0,11 0,11 -0,03 0,13 -0,23 -0,14 -0,20 0,18 0,23 0,17 0,10 0,13 0,14 0,18 0,16 0,06 -0,18 -0,18 0,03 0,06 -0,14 1,00 



3.1.1 Modely 1 
Dalš ím krokem v analýze bylo sestavení modelů , jejichž nezávisle p roměnnými byly 

pouze H Z , O B Y V , B Y T , podí ly věkových skupin a skupiny A - E . Zmíněné modely, 

pro jednot l ivé složky odpadu i K O , slouží předevš ím pro dokreslení korelační analýzy 

a získání p ředs tavy o tom, k teré druhy o d p a d ů budou modelovatelné lépe a k teré 

hůře . B y l y sestaveny tzv. stepwise metodou 2 s pomocí Min i t abu 15, tato metoda byla 

zvolena předevš ím kvůli p rob lému se „skorosingular i tou" matice plánu. Z předcho

zích zkušenost í kolegů z Ús tavu procesního inženýrství (ÚPI) jsme věděli, že tyto 

modely nemaj í velkou vypovídající hodnotu. Stojí však za povš imnut í , že modely 

s odpady na osobu mají velmi malé koeficienty determinace (do 15%), zkušenost i 

tak byly potvrzeny. 

3.1.2 Modely 2 

Poté už byly modely tvořeny výh radně na datech z předchozího roku (proměnné A -

E byly zah rnu té také , ale pochopi te lně nepopisují časový vývoj dat). Konkré tně tedy 

byly analyzovány roky 2010-2012, rok 2013 byl vynechán pro pozdější možnost kon

troly modelů na reálných datech. N a těchto datech byly nejdříve vytvořeny modely 

založené na všech dos tupných datech, za p o d o b n ý m účelem, jako Modely 1. Tyto 

modely měly za cíl s tanovení mezí, kam až se lze, s mat ic í p lánu obsahující pouze 

lineární členy, dostat. Budeme-li b r á t jako kr i t é r ium hodnocení kvality jen hodnotu 

R2, j e d n á se o velice dobré modely. U celkových množs tv í o d p a d ů se R2 pohybuje 

(kromě K O V a BIO) nad hranic í 95 %. U množs tv í na osobu pak (kromě plastOs 

a sklOs) dosahoval koeficient determinace alespoň 40 %, což sice není mnoho, ale 

j edná se o velký progres oproti předchozím mode lům. J e d n í m dechem je ale n u t n é 

dodat, že modely obsahovaly běžně kolem 7 regresorů, což obecně nemusí být pro

blém, ale v našem př ípadě by to p rob lém být mohl a to kvůli vzájemné provázanost i 

některých dat (multikolinearita nezávisle p roměnných) . 

3.1.3 Modely 3 

Z předchozího plyne, že pro vytvoření použi te lných mode lů bylo nezbytné , snížit 

počet regresorů. Některé dosud vytvořené modely se to t iž neučily z dat, ale „naučily 

se" data, což by při jejich reá lném využi t í mohlo mí t velmi nepř í jemné následky. 

Kvůli tomu byly vytvořeny skupiny proměnných , k teré by, při současném zahrnu t í 

dvou a více z nich, mohly způsobovat multikolinearitu. Zároveň je n u t n é mí t na 

pamět i , že t ím to v ž á d n é m př ípadě multikolinearita nebyla úplně vyloučena. V první 

fázi bylo vytvořeno 5 skupin nezávisle p roměnných , jejich souhrn uvádí tabulka 3.4. 

2podrobněji viz [16] 
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Tab. 3.4: Skupiny nezávisle p roměnných 

Skupina Zahrnu té p roměnné 

Demografické H Z , O B Y V , 0-14, 15-64, 65+, B Y T 

O B A D R A , B , C, D , E viz tabulka 3.1 

Odpady P A P , P L S T , S K L O , K O V , B I O , S K O , O B J , K O 

Interakce 0-14+65+ 

Mocniny d ruhé mocniny nezávisle p roměnných 

Interakcemi se zde rozumí situace, kdy zvolené p roměnné nemaj í samy o sobě 

velký vl iv na závisle p roměnnou , v p ř ípadě jejich kombinace ale může být tento vl iv 

významný. Tento p ř ípad si lze předs tav i t t ř e b a na př ík ladu modelování p ravděpo

dobnosti poruchy chladničky v závislosti na nas tavené tep lo tě a t laku. Pokud bude 

jedna z těchto hodnot nastavena na nějaké „ rozumné" hodno tě , lze tu druhou měni t 

prakticky libovolně a v l iv na závisle p roměnnou by neměl být velký. Pokud se ale 

obě tyto hodnoty budou blížit ke svým ex t r émům, p ravděpodobnos t poruchy se t ím 

výrazně zvýší. 

Pochopi te lně nebyly zkoušeny všechny interakce. B y l a použ i t a např . interakce 

založená na myšlence, že s narozen ím vnouča t (0-14) se může zlepšit morá lka t ř ídění 

odpadu u osob důchodového věku (65+). 

Př i výběru regresorů pro tyto modely už byly použi ty výsledky další korelační 

analýzy (viz př í loha A ) . Konkré tně t í m způsobem, že z každé skupiny p roměnných 

byly vybrány ty s největšími hodnotami korelačních koeficientů. Po té byl , v M i n i -

tabu, stepwise metodou sestaven model, k t e rý byl dále upravován tak, aby žádný 

model neobsahoval více než jeden regresor z každé skupiny. Velmi pozi t ivní zprávou 

je, že se pro jednot l ivé druhy odpadu i K O podař i lo sestavit modely objasňující 

velký podí l variability. 

Kromě K O V a B I O se hodnota R? u všech mode lů pohybovala nad hranic í 90%, 

což jsou velmi dobré výsledky. Nižší hodnota R2 (69%) u K O V byla očekávaná již 

od počá tku , na základě výsledků korelační analýzy. U B I O (83%) se p ravděpodobně 

projevilo to, že jeho sběr ješ tě n e m á v našich luzích a hájích tak bohatou tradici. 

Z dat je pa t rné , že se sběrem B I O se ve zkoumaném období teprve začínalo a tak je 

možné, že bude B I O v budoucnu lépe popsatelný. Všechny takto vytvořené modely 

tak můžeme považovat , z hlediska koeficientu determinace, za kvali tní . 

Modely popisující odpady na osobu však dopadly hůře . Modely pro S K O s a objOs 

jsou ješ tě koeficientem determinace srovnate lné s předchozí kategori í . P rob lemat ická 

situace u plastOs byla nas t íněna již při tvorbě předchozích modelů . K výraznému 

zlepšení nedošlo ani u sklOs. Pro papOs, kovOs, biOs a K O s se pak mí ra vysvět

lené variability pohybovala v rozmezí 45 až 55%. K O s lze srovnat s výsledky [3], 
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Tab. 3.5: Přeh led výsledných mode lů celkových množs tv í odpadu 

Y OBYV09 BYT09 SKLO09 KOV09 BIO09 SKO09 OBJ09 PAP092 R2 

P A P • • 96,7 
PLST • • 92,9 
SKLO • 95,3 
K O V • • 69,6 
BIO • • 83,7 
SKO • 99,0 
OBJ • • 97,6 
KO • 98,4 

xxx09 - údaj xxx z předchozího roku, PAP092 - druhá mocnina PAP z předchozího roku 

v našem př ípadě je hodnota koeficientu determinace cca o 20% horší, to vzhledem 

k užšímu spektru nezávisle p roměnných můžeme považovat za povzbuzující . Jako 

velký p rob lém se však jeví, že větš ina z těch to modelů používá jako regresor pouze 

údaj o produkci daného odpadu na osobu v předchozím roce (polovina z nich p ř i t om 

v první i d ruhé mocnině) . Pokud se u takovýchto mode lů nebude nijak zásadně měni t 

jejich časový vývoj , nemuselo by j í t o fatální problém. Změní-li se však tyto trendy 

dramaticky b ě h e m krá tkého časového období , mohou být výsledky velmi nepřesné. 

Celkově jsou tyto hodnoty srovnatelné nebo dokonce lepší, než u Modely 1 a M o 

dely 2, hlavně ale s lepšími vlastnostmi, což byl h lavní důvod jejich tvorby. 

N a obrázcích 3.3 a 3.4 je vidět ukázka grafické interpretace regresního modelu, 

konkré tně modelu pro P A P . Obrázek 3.5 pak porovnává reálné hodnoty pro rok 2013 

s hodnotami, k te ré poskytl model 3 pro P A P (s daty z roku 2012). 
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Surface plot of model for PAPp 

Obr. 3.3: Grafické znázornění regresního modelu pro P A P - Surface plot 

Obr. 3.4: Grafické znázornění regresního modelu pro P A P - Contour plot 
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Obr. 3.5: Srovnání reálných a predikovaných hodnot P A P pro rok 2013 

3.2 Analýza modelu 

Dosud byly vytvořené modely kval i ta t ivně popisovány „pouze" z hlediska koefici

entu determinace. P ř i tvorbě mode lů je také důležité zkoumat vl iv odlehlých bodů 

(outliers) a tzv. vlivných bodů (leverage points). Za odlehlý je bod považován, po

kud je jeho s t řední hodnota j iná , než udává model. Vlivné body se pak vyznačují 

t ím, že se u nich hodnoty nezávisle p roměnných značně liší od os ta tn ích pozorování 

[16]. Analyzován bude model pro P A P , u os ta tn ích modelů by tento proces probíhal 

p o d o b n ý m stylem. 

Jako základní model byl použi t výsledný model z předchozí části , jehož tvar je 

uveden na obrázku 3.6 a grafy s tandardizovaných reziduí na obrázku 3.7. P ř i po

hledu na tyto grafy vidíme „esovitý" p r ů b ě h reziduí znamenaj íc í (v na šem př ípadě) 

větší špičatost , než u normáln ího rozdělení. Tuto interpretaci potvrzuje i histogram. 

P o s t u p n ý m ods t raňován ím pozorování dokážeme „hrubou silou" dosáhnout toho, 

že rezidua mají normáln í rozdělení. Uvedeným způsobem také samozřejmě zvyšu

jeme koeficient determinace, ale v tomto př ípadě nejde ani tak o zlepšování modelu, 

jako spíše př izpůsobování dat modelu. Takovýto model pak n e m á velký informační 

přínos. 
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The Ľ e g r e s s i c n equation is 
PAP = - 533 f 0,0367 OBYV f 0,000432 PAP092 

Fredictcr Coef 5E Coef T P 
Ccnstant -532,53 43,57 -12,22 0,000 
;3Yv 0,0366791 0,0006513 56,32 0, 000 
P6P092 0,00043191 0,00002555 16,91 0,000 

5 = 316,196 R-Sq = 9 6 , 7 í R-Sq(ad:) = 9 6 , 7 í 

Obr. 3.6: Rovnice modelu P A P 

Residual Plots for PAP 
Normal Probability Plot Versus Fits 

-10 -5 0 5 10 
Standardized Residual 

15000 iOOOO 45000 
Fitted Value 

Histogram Versus Order 

-i -i 0 3 G 
Standardized Residual Observation Older 

Obr. 3.7: Grafy reziduí modelu P A P 
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U n u s u a l O b s e r v a t i e n s 

O b s O B ľ V F i t S E F i t R e s i d u a l S t R e s i d 

12 3T1355 773a 2 1 3 2 2 6 3 2 0 9 1 - 5 4 5 5 E - 6 , 9 6 R X 

30 4 0 1 9 « 2 7 9 3 z 962 3 33 1 1 S 3 1 5 2 , 2 5 R 

31 5T555 l l l B j 1 3 0 5 1 1 4 : 0 - 1 9 3 6 D - 2 , 3 : R 

55 S 2 9 3 4 2 3 6 9 1 4 1 : 3 1 : 3 7 - 1 S 2 0 1 - 2 r 2 4 R 

77 2 9 3 0 5 4 3 7 7 7 5 9 0 0 34 3 37E7 7 4 , 6 4 R 

? ~ 4217 £ 2 9 2 4 3 1 0 4 6 E 33 0 1 3 7 7 , 4 2 , 3 0 R 

1 2 i 3 3 5 4 2 5 1 0 2 0 1 2 1 1 9 6 4 2 1 S 3 3 - 1 " £5 0 - 2 , 2 2 R X 

1 3 5 1 2 4 9 0 2 6 5 3 6 0 2 5 5 5 5 3 2 5 421 3 3 0 7 0 0 4 , 3 9 R X 

1 5 5 3 S 4 7 6 1 1 0 4 3 8 0 1 2 3 424 ; - 6 9 0 S £ - 9 , 9 1 R X 

1 E 2 1 2 1 4 5 E 2 0 5 6 3 3 9 4 2 2 53 5 - I E E5 4 - 2 , 3 2 R 

2 1 í 3 7 1 3 7 1 1 0 7 1 1 , E I3347 ; 2 0 3 2 - 2 S 3 5 E - 3 , 3 3 R X 

25 = 4 :2= £ 2 S 3 1 7 9 7 S E 33 1 1 5 5 2 3 2 , 2 7 R 

2;3 2 2 5 5 2 3 0 4 9 5 2 3 5 1 35 7 2 7 5 4 4 3 r 3 S R 

2 : 3 2 9 9 4 S 3 2 9 2 4 Ě4-: 7 35 4 2 6 4 3 ŕ 3 r 2 4 R 

3 0 3 4 2 6 3 7 4 0 1 0 E 1 0 6 3 3 33 0 2 3 4 2 5 3 r 6 1 R 

3 2 ? 3 3 3 5 7 ? 1 2 0 6 3 2 1 2 1 5 2 3 1 6 9 E i3 1 - 0 , 1 1 X 

3 4 1 1 2 5 7 1 5 S 6 3 1 1 7 , 3 6 0 4 1 1 3 4 6 3 1 270 £ 1 4 , 3 5 F S 

3 : : 1 2 1 6 9 9 6 3 S 6 3 3 9 4 9 S 33 1 2 4 3 6 E 2 , 9 9 R 

424 3 7 S 9 6 5 1 0 7 2 5 0 1 3 S 6 3 1 196 1 - 3 1 3 S 1 - 3 , 9 6 R X 

4 3 5 1 5 4 " E £ 1 3 2 2 7 3 5 2 6 1 3 74 1 " 3 E 5 4 9 , S 0 R 

442 4 : 2 1 2 2 S 4 S £ 377 0 33 1 1 S 7 1 5 2 , 2 9 R 

4 : 5 3 0 4 2 9 3 6 1 0 E 630 4 54 7 2 9 S 0 4 3 , 6 5 R 

5 : 5 4 3 3 2 3 4 5 4 ; 5 1 1 2 6 D 33 1 3 3 2 0 5 4 , 6 S R 

5 3 5 3 2 9 9 6 1 1 7 2 5 1 3 1 2 1 5 5 7 1 5 9 3 5 Í 5 3 2 6 r 3 1 R X 

54T 1 2 4 1 6 6 4 6 1 0 0 7 4 E 2 2 1 T 4 5 4 5 4 - 1 2 1 0 0 - 2 , 0 0 X 

R d e n c t e s a n c b s e c v a t i c n w i t h a l a r g e s t a n d a r d i z e d r e s i d u a l . 

X d e n c t e s a n e b s e r v a t i e n w h e s e X v a l u e g i v e s i t l a r g e l e v e r a g e , 

Obr. 3.8: Odlehlá a vl ivná pozorování modelu P A P 

Pozorování s velkými s tandard izovanými rezidui pro nás mohou být také pří

nosná, protože poukazuj í na př ípady, kdy se závisle p r o m ě n n á nechovala ve shodě 

s modelem, tedy ve shodě s chováním populace. Velké reziduum tak může upozornit 

na př ípady, kde je množs tv í sh romážděného odpadu odlišné od očekávaného chování. 

Jednot l ivé O R P si pak mohou např . vyměni t informace o tom, jak lépe motivovat 

občany k t ř ídění daného druhu odpadu. U rozebíraného modelu pro P A P m á nej-

větší záporné s tandard izované reziduum Slaný (v roce 2009) a největší k ladné pak 

České Budějovice (2012), interpretaci důvodů však ponecháme odborn íkům. 

Nenormalita reziduí je samozřejmě nepř í jemná v tom, že z n a m e n á nesplnění 

p ředpok ladů l ineárního regresního modelu. Tedy testy významnos t i jednot l ivých 

koeficientů nemusejí být úplně korektní . Pokud se však pod íváme na l ineární regresi 

z pohledu numerického, jako na metodu nejmenších čtverců, maj í modely s vyso

kými koeficienty determinace j is tě vypovídající hodnotu. Pro výpočet koeficientu 

determinace to t iž není požadováno normáln í rozdělení. 

33 



4 ZÁVĚR 

Obsahem kapitoly prvé, práce kterou laskavý č tenář právě drží ve svých rukou, je 

shrnu t í dosud dosažených a publikovaných výsledků v oblasti p ř í s tupu predikování 

K O . Jsou zde p o p s á n a kri téria , podle k te rých se používané modely člení a nás ledně 

jsou uvedeny př ík lady zkoumaných studií . 

V kapitole d r u h é jsou pak uvedeny nej důležitější teoretické poznatky o regresní 

analýze a také k r á t k á exkurze do t a jů korelační analýzy. 

Dříve uvedené poznatky pak byly využi ty při tvorbě regresních mode lů pro jed

notlivé druhy K O a také jejich p řepoč tů na osobu. Vytvořené modely velmi dobře 

vyhovují p o ž a d a v k ů m na rozličnost zahrnu tých regresorů při zachování vysokých 

koeficientů determinace. Konkré tně u celkových množs tv í se 6 z 8 modelů může 

honosit koeficientem determinace přesahujícím hodnotu 90 %. Nejhorší model pak 

vysvětluje kolem 70 % variability, což je stále dobrý výsledek. U o d p a d ů na osobu 

se pak větš ina mode lů pohybuje nad hranic í 45 %, což už není tak dobré , ale j edná 

se o očekávaný výsledek. 

N a závěr byla z k o u m á n a rezidua vybraného modelu. P ř i t o m došlo k nepří jem

nému zjištění v p o d o b ě porušení p ředpok ladu na normalitu rozdělení reziduí, ně

které testy tak nemohou být korektně provedeny. I p řes to však budou vytvořené 

modely použi te lné pro nás t ro j J U S T Ý N A , protože l ineární regresi lze interpreto

vat také z numerického pohledu, jako metodu nejmenších čtverců. Tudíž p o d m í n k a 

normality reziduí, k t e rá nás limituje v oblasti ma tema t i cké statistiky není v oblasti 

numerických metod vyžadována. 

Jak si j is tě pozorný č tenář povšiml, výsledky t é t o práce jsou spíše j akýmsi p rvn ím 

krůčkem ve vývoji, než čímkoliv j iným. A to jak z pohledu hloubky zkoumání dané 

problematiky, tak i z pohledů požadavků kolegů z ÚP I . By lo by tedy vhodné na 

dosažené výsledky navázat a pokusit se tak celou snahu posunout o další krok vpřed. 

Hlavními př ínosy pro autora samotného byly hlubší seznámení se s ta t i s t ickým 

softwarem, práce s reá lnými daty a požadavky, jejich korigování a v neposlední řadě 

ilustrace po jmů uváděných ve výuce na reálných příkladech. 
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SEZNAM SYMBOLŮ, VELIČIN A Z K R A T E K 

1 vektor jedniček 

I jednotková matice 

X' t r ansponovaná matice 

E Y s t řední hodnota n á h o d n é veličiny Y 

|| u || norma vektoru u 

cov (X, Y) kovariance X a Y 

var Y rozptyl n á h o d n é veličiny Y 

ČSÚ Český s ta t is t ický ú ř ad 

G M Grey model 

G M C Grey model s konvolučním integrálem 

I S O H Informační sys tém odpadového hospodářs tv í 

K O komunáln í odpad 

O H odpadové hospodářs tv í 

O R P obec s rozšířenou působnos t í 
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Bios 0,20 0,21 0,14 -0,04 -0,21 0,17 0,12 -0,10 0,07 0,16 -0,03 -0,02 0,12 0,21 0,17 0,10 0,76 0,10 0,14 0,20 0,07 0,23 0,12 0,06 0,07 0,07 0,31 

SKOs 0,00 -0,12 -0,09 0,06 0,00 -0,07 -0,03 0,10 0,10 -0,14 -0,02 -0,13 -0,09 -0,09 -0,12 -0,15 c.c: -0,15 0,18 0,05 -0,07 0,02 -0,10 -0.10 0,07 0,S5 -0,16 0,50 

ob; c s -0,14 0,31 0,22 -0,14 0,12 -0,01 0,14 -0,24 -0,13 -0,22 0,16 0,22 0,19 0,11 0,14 0,15 0,16 0,15 0,18 0,28 0,08 -0,18 -0,20 0,05 0,05 -0,13 0,89 0,25 

KOS 0,03 0,16 0,15 0,03 -0,03 -0,01 0,13 -0,12 -0,06 -0,05 0,09 0,09 0,18 0,14 0,13 0,34 0,34 0,34 0,32 0,36 0,14 0,05 -0,08 0,37 0,33 0,49 0,22 0,79 

PAP 0,00 0,44 0,ES 0,06 0,01 -0,03 0.71 -0,21 -0,23 -0,13 0,26 0,44 0,95 0,82 0,82 0,50 0,49 0,50 0,82 0,86 0,71 0,08 -0,10 0,14 0,16 -0,07 0,16 0,20 

PLST 0,04 0,39 0,65 0,08 -0,04 -0,02 0,73 -0,24 -0,12 0,02 0,21 0,33 0,84 0,96 0,87 0,49 0,55 0,49 0.81 0,84 0,53 0,36 0,04 0,15 0,22 -0,07 0,08 0,14 

SKLO 0,05 0,39 0,69 -0,02 -0,05 0,05 0,75 -0,19 -0,16 0,00 0,21 0,32 0,83 0,88 0,96 0,57 0,51 0,57 0,82 0,86 0,49 0,15 0,14 0,22 0,17 -0,10 0,11 0,13 

KOV -0,01 0,39 0,63 -0,06 0,02 0,04 0,44 -0,31 -0,19 0,05 0,12 0,34 0,53 0,52 0,60 0,87 0,37 0,S7 0,58 0,67 0,23 -0,12 -0,10 0,70 0.11 -0,11 0,14 0,31 

BIO 0,13 0,45 0,55 -0,03 -0,13 0,11 0.41 -0,26 -0,06 0,10 0,13 0,23 0,50 0,55 0,53 0.3? 0,89 0,37 0,53 0,59 0,28 0,15 -0,05 0.1í 0,74 0,02 0,20 0,36 

SKO -0,07 0,45 0,94 0,00 0,07 -0,07 0.74 -0,31 -0,18 -0,13 0,23 0,42 0,83 0,81 0,83 0,54 0,54 0,54 0,98 0,96 0,41 -0,05 -0,22 0,17 0.17 0,19 0,15 0,31 

OBJ -0,12 0,54 0,76 -0,06 0,11 -0,04 0,57 -0,36 -0,20 -0,18 0,26 0,43 0,66 0,61 0,65 0,48 0,45 0,48 0,69 0.77 0,32 -0,13 -0,24 0,17 0,14 -0,14 0,69 0,26 

KO -0,06 0,52 0,96 0,00 0,05 -0,05 0.74 -0,34 -0,19 -0,09 0,24 0,44 0,86 0,83 0,85 0,63 0,59 0,63 0,95 0.98 0,44 -0,03 -0,19 0,27 0,23 0,07 0,24 0,35 
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B . l Přehled modelů 
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2 Srovnání odhadů s reálnými daty pro rok 2( 

PAP [ťrok] 3s = 95ř PLST [ťrok] 

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 

SKLO [t/rok] 

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 1S00C 

BIO [t/rok] R2=S3,7 

2000 4000 6000 S000 10000 12000 14000 

OBJ [ťrok] 

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 

2000 4000 6000 6000 10000 12000 14000 
P e a h é 

K O V [t/rok] 

10000 200QC 30000 40000 50000 

SKO [t/rok] 

50000 100CC0 150000 200000 250000 300000 

K O [ťrok] 

o 50000 IOOCCC V::::: IOOOOO z 5 ľ ľ ľ ľ 3;;;;; 0̂0000 -5;;;; 
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papOs [kg/rok] plastOs [kg/rok] 

100 120 140 

sklOs [kg/rok] kovOs [kg/rok] 

• 

• 
• 
• • 

m * 
\ • 

R:=74,7 

objOs [kg/rok] KOs [kg/rok] 

• • 3 
• • 

• 

• 

50C 

20G 

0 20 40 60 SO 10O 120 140 160 

reálná 

100 200 300 400 500 600 700 

fteálná 
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