


Prohlasuji, ze jsem tuto bakaldfskou praci vypracoval samostatné pod vedenim

Mgr. Michala Botura, Ph.D., a Ze jsem uvedl veskerou pouzitou literaturu.

V Olomouci 29. éervence 2013 e



Zde bych rad podékoval Mgr. Michalu Boturovi, Ph.D., vedoucimu mé préce, za

podnéty, cenné rady a cas, ktery mi vénoval.



Obsah

1 Uvod

1.1 Bindrnirelace . . . . . . . . .

2 Algebraické zaklady

2.1 Usporadané mnoziny . . . . .
2.2 Polosvazy asvazy . . . .. ..
2.3 Uzavérové operatory . . . . .
2.4 Relaéni systémy . . . . . . ..
3 Turnaje
3.1 Zékladni pojmy . . . .. . ..
3.2 Kongruence na turnaji . . . .
3.3 Svaz kongruenci . . . . . ...

3.4 Turnaje z hlediska teorie grafu

4 Zavér

13
19

19
19
20
21
24

27






a(R o S)c, pravé kdyz existuje b € B tak, Ze aRb a bSc, kdea € A a c € C.

V praxi se setkdvame s relacemi, které mohou disponovat nékterymi z
nasledujicih vlastnosti. Abychom nemuseli pokazdé zdlouhavé popisovat dané re-

lace, mame pro né specialni nazvy.
Definice 3. Bindrni relace R na mnoziné A se nazjvd:
1, reflexivni, jestlize pro kazdé a € A plati aRa,
2, symetrickd, jestlize pro kazdé a,b € A plati aRb = bRa,
3, tranzitivni, jestlize pro kazdé a,b,c € A plati aRb A bRc = aRc,
4, antisymetrickd, jestlize pro kazdé a,b € A plati aRb ANbRa = a = b.
Piiklady:
1. Relace "byt kolmy”’na mnoziné vSech pfimek v roviné je symetricka.

2. Relace "byt rovnobézny”’na mnoziné vSech piimek v roviné je reflexivni, sy-

metricka a tranzitivni.
3. Relace "byt délitelem”na mnoziné celych ¢isel je reflexivni a tranzitivni.

4. Relace byt délitelem”na mnoziné prirozenych cisel je reflexivni, antisymet-

rickd a tranzitivni.

Nyni pristoupime k ekvivalencim, jelikoz s nimi budeme pracovat pri faktorizaci

turnaju.
Definice 4. Relaci, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni nazveme ekvivalenci.

Relace ekvivalence tedy predstavuje jakési zobecnéni relace rovnosti. Vzdy je
mozné urcit, ze jsou dva prvky mnoziny stejné, tj. ze a = a. AvSsak nékdy je
vhodné zjistit, zda jsou si dva prvky pouze podobné, ne nutné stejné. Neboli — zda
maji stejnou néjakou zdsadni vlastnost. Napiiklad dva studenty muzeme povazovat
za podobné, bydli-li ve stejném mésté — nebo pomoci ekvivalence: dva studenti
jsou ekvivalentni, pokud bydli ve stejném mésté. Podrobnéji, uvazujme tti studenty:
Pankrace, Servace a Boniface. Zjevné Pankrac bydli ve stejném mésté jako Pankrac,
coz nam zarucuje reflexivitu. Dale bydli-li Pankrac ve stejném meésté jako Servac,
pak Servac bydli ve stejném mésté jako Pankréac, ¢imz je splnéna symetrice. Nako-
nec pokud Pankric bydli ve stejném meésté jako Servac a zaroven Servéac bydli ve
stejném méste jako Bonifac, tak nevyhnutelné Pankrac bydli ve stejném mésté jako
Bonifac, coz znadci tranzitivitu.

Relace ekvivalence velmi uzce souvisi s rozklady mnozin.



Definice 5. Necht A je neprdzdnd mnozina. Systém A = {A;;i € I} neprdzdnyjch

podmnozin mnoziny A nazveme rozkladem A na tiidy, jestlize plati:
Z) UiEI Al = A
it) podmnoziny A; a A; jsou navzdjem disjunktni pro i # j, i,j € I

Tvrzeni 1. Necht A je neprdzdnd mnoZina a Eq(A) je mnoZina ekvivalenci na

mnoziné A. Pro prvek a € A a ekvivalenci R € Eq(A) polozme
lalr = {x € A,aRx},

A/R = {[a]g,a € A},

pak systém A/ R je rozklad na mnoziné A a nazgjvdme jej faktorovou mnozinou podle

relace R.

Diikaz. i) Nejprve dokazeme, ze plati|J,. 4[a]r = A. Jelikoz R je ekvivalence, tak
je reflexivni. Pak pro kazdé a € A plati a € [a]g, tedy [a]g # 0 a |, c4lalr = A.

ii) Zbyvé tedy dokdzat, ze kazdé dvé tiidy A/R jsou maji bud prazdny prunik
nebo jsou totozné. Necht tedy pro dvé t¥idy z [a]g, [b]r plati [a]gr N [b]r # 0.
Pak existuje prvek = € [a]gr N [b]r, coz je totéz jako aRx, bRx. Odtud ze
symetrie a tranzitivity relace R plyne bRa. Bud nyn{ y € [a]r libovolny prvek,
pak aRy. Ze vztahu bRa, a Ry pomoci tranzitivity plyne bRy, coz je totéz jako
y € [b]g. Timto jsme dokazali inkluzi [a]g C [b]g. Analogicky se dokdze inkluze
[br < a]r.

O

Tato véta ndm Fiké, ze ke kazdé ekvivalenci R mnoziny ekvivalenci Eq(A) existuje
urcity rozklad A/R na mnoziné A. Tomuto rozkladu tikdme rozklad indukovany

ekvivalenci.

Definice 6. Relaci, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni nazveme

usporadanim.

Usporadani je bézny pojem, se kterym pracujeme i v bézném zivoté. Spoustu
vécl muzeme néjakym zpusobem usporddat — slova podle abecedy (lexikalni
usporadani), nebo napiiklad zbozi podle ceny. Uvazujme tedy relaci byt levnéjsi
nebo byt roven na mnoziné doprvnich prostredku, ze které vybereme tii prvky -
auto, kolo a letadlo. Zjevné kolo je levnéjsi nebo rovno kolu, coz nam zarucuje re-
flexivitu. Déle zrejmé nebude platit, ze pokud je kolo levnéjsi nez auto,tak i auto

bude levnéjsi nez kolo. Relace byt levnéjsi nebo roven tedy neni symetricka, ale je
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antisymetricka, coz znamend, ze pokud bude jeden objekt levnéjsi nebo stat stejné
jako druhy objekt a zaroven druhy objekt bude levnéjsi nebo roven jako prvni ob-
jekt, pak se zjevné jedna o stejny objekt, nebo-li relace je antisymetricka. Nakonec
pokud je auto je cenové levnéjsi nebo rovno letadlu a zaroven kolo je levnéjsi nebo
stejné drahé jako auto, pak nevyhnutelné plati, Zze cena kola je mensi nebo rovna

cené letadla.



3) sup(a(b,c)) = sup(a, b, c) = sup((a, b), ¢) implikuje, Ze operace o je asocia

Priklady:
1. Necht M je neprdzdné mnozina. Pak (ExzpM,U) je spojovy polosvaz.
L(M)={x€ A;x <y pro kazdé y € M} ( )

2. Duélné (ExpM,N) je prusekovy polosvaz.
Mnozina U se nazyva horni kuzel mnozZiny M, mnoZin a L se nazyva dolni kuzel

mnoziny M. Md-li U(M) nejmensi prvek, pak tento prvek se nazgvd supremum M

a znaci se sup M; md-li L(M) nejvétsi prvek, pak tento prvekyse nazgvd infimum M
a znaci se inf M.

Uspotradanou mnozinou jsou napiiklad prirozend cisla s relaci <. Stejné tak
prirozend ¢isla s relaci délitelnosti na nich je usporadand mnozina.



3. Na mnoziné piirozenych ¢isel N zavedme relaci délitelnosti a|b pravé kdyz a
deli b. Pak | je usporadani na N a pro kazdé a,b € N plati

sup(a, b) = nejmensi spoleény nédsobek ¢isel a, b,
inf(a,b) = nejveétsi spolecny délitel ¢isel a, b;
tedy (N, NSN) je spojovy polosvaz a (N, NSD) je prusekovy polosvaz.

Nejprve si opét zadefinujeme svaz jako algebraickou strukturu se dvéma

bindrnimi operacemi.
Definice 11. Bud L neprdzdnd mnoZina, necht \/, A\ jsou bindrni operace na L a

necht (L,V), (L,A) jsou polosvazy. Pak plati-li pro kazdé a,b € L

aN(aVb)=a

aV(anb)=a

pak se (L,V,\) se nazjvd svaz.
Svazové operace V a A se nazyvaji spojeni a prusek.

Definice 12. Necht (L,V,A) je svaz, necht ) # A C L. A se nazijvd podsvaz svazu
(L,V,N), jestlize pro kazdé a,b € A platiaVbe A, aNb € A.

Definice 13. Necht (L,V,A) je svaz a < je indukované uspordddni. Md-li (L, <)
nejmensi prvek, nazgvame jej nula svazu a znacime 0; md-li (L, <) nejuétsi proek,

nazyvame jej jednotka svazu a znacime 1.
Nyni si opét ukazeme svaz z pohledu usporadané mnoziny.

Definice 14. Usporddand mnozina (L, <) se nazgvd svaz, jestlize pro kaZdé dva
proky a,b € L existuje sup(a,b) a inf(a,b), kde toto infinum a supremum patii do

mnoziny L.
Tvrzeni 3. Necht (L,A,V) je svaz. Relace < definovand na L predpisem
a < b prave kdyz aV b = b je usporaddni.

V uspordadané mnoziné (L, <) existuje pro kazdé a,b € L inf(a,b),sup(a,b) a

plati
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inf(a,b) = a Ab, sup(a,b) = a VvV b. Ddlé plati a < b prdvé kdyz a Nb = a.
Diikaz. Nejprve dokazeme, ze relace < je usporadani na mnoziné L.
1, Z idempotence operace ihned plyne a < a pro kazdé a € L, tedy < je reflexivni.

2, Je-lia < b, b < ¢ kde a,b,c € L, pak z asociativity dostavame a o ¢ =

ao(boc)=(aob)oc=boc=c, tedy a < ¢, ¢ili < je tranzitivni.
3, 7 komutativity operace dostavame b =aob =boa = a, tedy < je antisymet-
ricka.
To znamend, ze < je usporadani na L.
Déle necht a < b, coz je ekvivalentni s a V b = b. Dle zdkonu absorpce plati

aNb=aA (aVb)=a,tedy plati a < b pravé kdyz a A b = a.
O

Priklady:
1. Kazdy fetézec je svaz a plati a V b = max(a,b), a A b = min(a, b).

2. Necht M # (. Pak (ExpM,U,N) je svaz. Nejvétsim prvkem je M a nejmensim
prvkem je ().

3. Necht N je mnozina pfirozenych éisel. Pak (NN, V, A) je svaz, kde svazové ope-
race jsou definovany néasledovné:
a Vb je nejmensi spoleény nasobek dvojice (a,b) a a A b je nejvétsi spoleény
délitel dvojice (a, b).

4. Nechf G je grupa. Pak mnozina véech normélnich podgrup grupy G tvoii svaz
(G,V, ), kde svazové operace jsou definovany takto:
AVB=ANB, ANB = A x B, kde A, B jsou normalni podgrupy.

Ukézali jsme si, ze svazem je kazda usporddand mnozina (L, <), v niz existujf

sup(a, b) a inf(a, b) pro kazdé dva prvky a,b € L. Indukei 1ze dokdzat existenci sup

a inf pro kazdou koneénou podmnozinu S C L. Nicméné zatim nemuzeme nic fict

o sup a inf nekoneé¢nych podmnozin. Proto zavadime nasledujici definici.

Definice 15. Usporadand mnozina (L, <) se nazgvd uplny svaz, jestlize pro kazdou
S C L existuje supS ainf S v L.
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a(01 V 02)b pokud existuje posloupnost prvki ci,cs,...,c, € A takovy

cificii1 nebo cibocig proi=1,...,.n—1aa=rcy, b=c,.

Dikaz. Zjevné prava strana rovnice je ekvivalence a rovnéz kazda relace v:

skladanim relaci v zavorkéach je obsazena v 6, V 6s.

Zrejmé kazdy uplny svaz je svazem, jelikoz staci vzit{§ jako dvouprvkovou
podmnozinu. Déale kazdy uplny svaz ma nejmensi a nejvétsi prvek - jsou to prvky
1 =sup L a0 =inf L. V iplném svazu staci predpokladat existenci vSech sup (resp.
inf) pro libovolnou podmnozinu, druhy prvek lze jiz zkostruovat. Tento postup ilu-

struje nasledujici tvrzeni.



Pokud tedy {6;}ics je podmnozinou Eq(A), pak je jednoduché nahlédnout, ze
Nicr 0 je jednoduse (9, 47 s leBiE @I‘g)aelzgkgflyje predchézejici tvrzeni pro

libovolna suprema v Eq(a).
Jednim ze zpusobu, jak identifikovat a pripadné konstruovat iplné a algeb:

Tvrzent 7. Pokud gkyyalenseide ezt dsnibabdyepsoskaidpértbripak

\/9 Deﬁj{g &311 Mejmegr nozzm@ ‘A pgk]z%b@zggz}@ C : Exp(A) — Exzp(A) se n

icr  Uzaverovy operator na mnoziné A jestlize pro X,Y C A plati:
Nyni zavedeme dal§1: %l@n@/( R‘)j%t enzivita)
Definice 16. Necht (@, @(@8(%?9/:‘9@”@(f%ﬁéﬁp%t@n@élfveme kompaktni, jestlize

pro kaZdou podmnozinu X C L plati, Ze jestlize a < sup X, pak existuje konecnd
podmnozina {yi, .. ﬁi})é SXW&W!@%K%%@% C(Yé/n(}zg%l@) VY. Uplng

svaz se nazyvd algebra]ﬁ.k je-li lﬁ@zd tekhz mem kom, aktmch rokal.
y¥u K tikazertel vatah uzavarovelo oper Aor a ug 0 svazu.

Priklady: Tvrzeni 8. Necht C je uzdvérovy operdtor na A. Pak Lc C ExpA je tiplny

1. Konecné svazfd8otpalgepmideahs gagposent jsou definovdny ndsledovne:

2. Svaz podgrup grupy (G, o) je algebraicky svaz, kde kqmpaktnimi prvky jsou

konec¢né generované grupy.

3. Svaz podmnozin dané mnoziny je algebraicky svaz, kde kompaktnimi prvky

jsou kone¢né mnoziny.



NC(A) = Nie; C(A)
VCO(A) = CUier 4)
Diikaz. Necht (A;)ier jsou uzaviené podmnoziny A.
Mier Ai © A
odtud pro kazdé ¢ dostaneme
C(ﬂie[ Ai) C C(A;) = 4
tedy
C(miel Ai) - ﬂie] Az’>
a tak
C(miel Ai) = ﬂie[ A

je tedy patrné, ze [,.; A; nalezi do L¢. Jelikoz A nalezi do L¢, je zrejmé, ze

L¢ je uplny svaz.
O

Je zajimavé, ze tato véta plati i obracené, tedy ze svaz L vznikly z uzavérovych

operatoru je typickym ptikladem uplného svazu.

Tvrzeni 9. Kazdy uplny svaz je izomorfni systému uzavrenych podmnozin nékteré

mmnoziny A s uzavérovym operdtorem C na dané mnoZiné.
Diikaz. Bud L tplny svaz. Pro X C L definujme
C(X)={a€eL:a<supX}.

Pak C je uzdvérovy operdtor na L a zobrazeni a — {b € L : b < a} je kyzeny

izomorfizmus mezi L a L¢. [

Uzavérové operatory, ze kterych se daji zkonstruovat algebraické svazy, se

nazyvaji algebraické uzavérové operatory.

Definice 18. Uzdvérovy operdtor C' se nazyvd algebraicky, jestlize pro kaZdou
podmnozinu X C A plati C(X) =J{C(Y):Y C XY je konecnd mnozina }

Tvrzeni 10. Je-li C' algebraicky uzdvérovy operdtor na mnoziné A, pak Lc je alge-
braicky svaz, kde kompaktnimi proky jsou prdvé uzaviené mnoziny C(X), kde X je
konecnd podmmnozina A.
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Diikaz. Nejprve dokézeme, ze C(X) je kompaktni, pokud je X konecna.
Predpokladejme, ze X = {ay, ..., ax} a

C(X) € Vies C(A) = C(Uje, Ao)-

Pro kazdé a; € X mame z definice algebraického uzavérového operdtoru konecnou
mnozinu X; C (J,.; 4i kde a; € C(Xj). Jelikoz mnozin A; je konecny pocet, feknéme

Aj1, ..., Ajy,, takovych ze
X; CApU---UAy,,,
pak
aj € C(Aj U---UAj,).
Avsak pak
X CUicjer C(A U~ UAy,)),
cili
X C C(Uigjer Asi)s
a tudiz
C(X) C C(U1§jgk Aji) = \/1§j§k Aji)v

a tedy C'(X) je kompaktni.

Nyni predpokldadejme, ze C(Y) je ruzné od C(X) pro jakoukoliv konecnou

mnozinu X. Z definice plati
C(Y)CUH{C(X) : X CY a X je konetnd mnozina },

je ziejmé, ze C(Y) nemuze byt obsazeno v libovolném koneéném sjednocent
operatoru C(X), tudiz C(Y) neni kompaktni. O

Priklady:
1. Linearni obal ve vektorovych prostorech je uzavérovym operatorem.

2. Necht G je grupa a plati X C G a nechtt C'(X) je podgrupou grupy G gene-

rovanou mnozinou X. Pak C' je algebraicky uzavérovy operétor.

Nyni vyslovime lemma, které nam vyrazné usnadni praci pii dokazovani

nasledujicich vét.
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Jelikoz R je reflexivn{ a symetrickd, plati rovnost R = R. Tudiz se opravdu jedna
o nejmensi takovou relaci.

Nyni si ukdzeme, ze R je uzavérovy operdtor na mnoziné viech relaci na A.
1. Extenzivita je zjevna, jelikoz R C {RUR'UId} =R

2. Je-li Ry C Ry, pak jisté plati { Ry UR;'UId} C {Ry,UR,'UId}, tedy Ry C Ry.
Monotonie je rovnéz splnéna.

3. Jak jiz bylo zminéno, tak plati R= R, coz nam zarucuje idempotenci.
O
Tvrzeni 13. Méjme relaci R C A%. Pak Eq dané predpisem Eq = Ufleﬁ o---oR

n
je uzdvérovy operdtor na mnoziné ExpA?, kde uzaviené relace jsou prdvé ekviva-
lence.

Dikaz. i) Nejprve ukézeme, ze EqR je opravdu ekvivalence. Z véty

kde m,n

a relace .
ii) Ny
relaci na

1, R¢

7 t



X = {(CL, .T1>, <.T1, x2>7 SR <In—1>$n>a <$n7 b>}
O této mnoziné plati nasledujici:
i) X je kone¢nd mnozina

¢ili extenzivita je splnthaX € R

2, Necht plati iii) (a,b) e XoX -0 X CJ~ go---ox=Eq¢X.
Ry C Ry ’
pak plati
EqRy C EqR; 18

a tedy monotonie je rovnéz splnéna.

3, Pokud je 6 ekvivalence, pak z reflexivity a symetrie @ plyne = 6. Dale z véty









D A

Y

teorie uzaveérovych operatoru. Ukazeme, ze mnozina kongruenci na libovolnér

naji tvoti uplny podsvaz mnoziny ekvivalenci na danom turnaji.

Tvrzeni 19. Bud 7 = (T; R) turnaj. Pak (ConT;C) je tplnym podsvazem

ekvivalenci na turnaj T
Nyni se ukdzeme, ze prumk dvou kongruenci na turnaji je opét kongruence. To
l?uk aza 13 r] me Zze mnozina kongruenci je uzaviena na
bude nezbytné pro onstrukm algebraického svazu kongruetrct.
Vzhledem k vété

Tvrzeni 17. Bud T turnaj a 0; a 05 € ConT'. Pak i 0; N0y € ConT.

Dikaz. Jelikoz 6y, 05 jsou ekvivalence, pak je jisté i 61 N Oy ekvivalence. Muzeme
tedy podle ekvivalence 6; N6y udélat rozklad turnaje T. Bud'te ti{dy [a]s,ne,, [0]6,n6,,
[alg, e, 7 [blesno,- Budte ¢ € [alo,ne,, deplosne,- Z definice kongruence plyne, ze pro
c € [a]g,, d € [b]g, je bud cRd nebo dRc. Stejné tak pro ¢ € [a]s,, d € [b]s, je bud
cRd nebo dRc. Odtud plyne, ze pro kazdé ¢ € [alg,ng, & pro kazdé d € [b]g, g, je bud
cRd nebo dRc, tudiz 6, N 6, je kongruence. O

Tvrzeni 18. Bud T turnaj, pak 6 = ({0; € ConT';i € I} je kongruence na T, kde

1 je libovolnd indexovd mnozina.

Dukaz. Protoze 0; jsou ekvivalence, je ziejmé, ze 0 je ekvivalence a tedy indukuje
rozklad na ttidy. Bud'te [a]s, [b]g a necht ¢ € [aly, d € [bly. Pro nékteré i € [
plati [alg, # [blg,. Z z predchézejiciho tvrzeni a z toho, ze 0; je kongruence plyne
[alo < [alai, [bo < [B]os- O

libovolné prr



Tvrzeni 20. Bud 7 = (T, R) turnaj. Pak (ConT'; C) je algebraicky svaz.

Dikaz. Jestlize T je turnaj, potom zavedeme uzavérovy operator C' na mnoziné T2
takovy, Ze se mnoziné R C R? piifadi nejmensi kongruence na turnaji 7" obsahujici
mnozinu R. Protoze mnozina vSech kongruenci tvori uplny svaz, je tato definice
korektni (presnéji mnoziné R prifadime prunik vSech kongruenci na turnaji 7' obsa-
hujici mnozinu R). Jestlize 6 je libovolnd relace ekvivalence na T', potom dokazeme,

ze plati: xC'(0)y tehdy a jen tehdy existuji-li néjaké n-prvkové posloupnosti

xhaq,...,a,0y €T

a
x0by, ..., b0y €T
takové, ze a;0b; pro kazdé i = 1... n a plati-li
a;RasbasRasb . ..a,_1Ra,
. a také

by, Rby,—100,, o Rb,, 30 . .. by Rby

Nejprve, jestlize afb, potom jednoprvkové posloupnosti a a b spliuji ihned
predpoklady pro a(C(0))b. Proto 6 C C() a v dusledku C(0) je reflexivni.

Jestlize v definici C'(f) prehodime posloupnosti ay,...a, a by, ...b, dokdzeme,
ze relace C'(6) je symetricka.

Jestlize plati z(C(0))y a y(C(#))z, potom existuji posloupnosti

a1 RasfasRasb . . . a,_1Ra,, (1)
by Rby,—10b,_oR, 30 ... by Rby, (2)
c1Reolcs Ry . .. 1 Ry, (3)
dpmRdy,—10d,, o2 Rd,, 30 . ..dyRdy, (4)
takové, ze
— zbaq, by,

- Qnp, bneyecla d17
— Cpp, dp 02,
— a;0b; pro vSechna i =1...n,

22



— ¢;0d; pro vsechna ¢ =1...m.

Nyni lze vidét, ze ,spojenim*“ posloupnosti (1) a (2) za sebe a (4) a (3) za sebe
dokazuje, ze z(C(R))z. Proto je C(R) relace ekvivalence.
Predpokladame-li, ze 6 je kongruence na turnaji 7', potom plati pro libovolné

2i=1,...,n, ze a;_1Ra;, b;Rb;_1 a navic a;,_10b;_1 a a;0b;. Z kritéria kongruence






zminéné poznamce je T'—v turnaj, tudiz dle predpokladu je v tomto turnaji direktni
Hamiltonova cesta. Bud P = v1vs . ..v,_1 takova cesta.

Nyni pokud existuje hrana z v do vy, pak

P =vvive. .. v,

je direktni Hamiltonova cesta v T. Podobné pokud existuje hrana z v, 1 do v

pak

P =uvvy. . v,V

je direktni Hamiltoonova cesta v T'. Tudiz v obou ptipadech jsme hotovi.

Muzeme tedy predpokladat, ze neexistuji hrany z v do vy a z v,_1 do v. Pak
existuje nejméné jeden vrchol w na cesté P s vlastnosti, ze existuje hrana z w do v
a w nenf v,_;. Bud v; posledni takovy vrchol na P s danou vlastnosti, ¢ili vrchol
vi + 1 nema tuto vlastnost. Pak konkrétné existuji hrany z v; do v a z v do vi + 1,

jak je ilustrovano na obrazku. Avsak pak

Q = UV1V2 ... 0;00;41V;42 ... Un_1
je direktni Hamiltonova cesta v D. Dukaz byl proveden matematickou indukei. [

Nyni se vratime zpatky k chapani turnaje jako rela¢ni systém. Nejprve si zade-

finujeme eztrém turnaje.

Definice 29. Bud 7 = (T; R) turnaj a prvek a € A. Potom a nazveme maximem
turnaje, plati-li aRx pro kaZdé x € T. Analogicky a nazveme mimimem turnaje,
plati-li xRa pro kaZdé x € T. Ezistuje-li v turnaji T maximum nebo minimum,

potom Tekneme, Ze se jednd o turnaj s extrémem.

Turnaj tedy muze mit zaroven maximum i minimum, ale nemusi mit ani jeden z

extrému. Zirejmé ale muze mit nejvyse jedno maximum a nejvyse jedno minimum.

Definice 30. Hamiltonovskd kruznice na relaénim systému (M, R) se dd interpreto-
vat jako posloupnost ayRasR ... Ra,Ray, kde prvky aiRas . .. a, jsou pravé vsechny

prvky mnoziny M.

Tvrzeni 23. Je-li 7 = (T; R) turnaj s extrémem, pak v daném turnaji neexistuje

Hamiltonova kruznice.

Diikaz. Jelikoz pro extrémni prvek a € T plati bud aRz pro kazdé x € T nebo zRa
pro kazdé x € T, pak ziejmé neexistuje posloupnost a;RasR... Ra,Ra;, a tudiz

dany turnaj nema Hamiltonovskou kruznici. O]
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Nosicem Hamiltonovské kruznice rozumime mnozinu prvka této kruznice.
Rekneme, ze kruznice ma v daném grafu maximélni nosi¢ (nebo zkrécené, ze kruznice
je maximdlni), jestlize v daném grafu neexistuje kruznice, jejiz nosi¢ je ostrou

nadmnozinou puvodni kruznice.

Tvrzeni 24. Meéjme konecny turnaj T'. Zavedeme-li ekvivalenci 6 tak, Ze plati z6y
tehdy a jen tehdy, leZi-li na steyné mazximdlni kruznici, potom 6 je ekvivalence na

turnagi a T /0 je linedrné usporddand mnozina.

Dukaz. Jestlize dvé kruznice maji prusecik, potom snadno existuje kruznice, ktera
spojuje obé puvodni. Proto dvé maximalni kruznice nemaji prusecik.

Meéjme dvé ruzné kruznice A a B. Existuji-li prvky aq,as € A a by, by € B takové,
ze a1 Rby a by Rao, potom lze snadno sestavit z prvku kruznic A a B takovou kruznici,

ktera protina obé kruznice A i B. Z kritéria






