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Uvod

Tématem mé bakalaiské prace je Historie c¢isla e. Symbolem e je znaceno
prestoze jde o ¢islo iraciondlni, tj. nerozumné.
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247 093 699 959 574
966 967 627 724 076 630 353 547 594 571 382 178 525 166 427 427 466 391 932
003 059 921 817 413 596 629 043 572 900 334 295 260 595 630 738 132 328 627
943 490 763 233 829 880 753 195 251 019 011 573 834 187 930 702 154 089 149
934 884 167 509 244 761 460 668 082 264 800 168 477 411 853 742 345 442 437
107 539 077 744 992 069 551 702 761 838 606 261 331 384 583 000 752 044 933
826 560 297 606 737 113 200 709 328 709 127 443 747 047 230 696 977 209 310
141 692 836 819 025 515 108 657 463 772 111 252 389 784 425 056 953 696 770
785 449 969 967 946 864 454 905 987 931 636 889 230 098 793 127 736 178 215
424 999 229 576 351 482 208 269 895 193 668 033 182 528 869 398 496 465 105
820 939 239 829 488 793 320 362 509 443 117 301 238 197 068 416 140 397 019
837 679 320 683 282 376 464 804 295 311 802 328 782 509 819 455 815 301 756
717 361 332 069 811 250 996 181 881 593 041 690 351 598 888 519 345 807 273
866 738 589 422 879 228 499 892 086 805 825 749 279 610 484 198 444 363 463
244 968 487 560 233 624 827 041 978 623 209 002 160 990 235 304 369 941 849
146 314 093 431 738 143 640 546 253 152 096 183 690 888 707 016 768 396 424
378 140 592 714 563 549 061 303 107 208 510 383 750 510 115 747 704 171 898
610 687 396 965 521 267 154 688 957 035 035. .

vvvvvv

tlohy s nim souvisi a kde vsude s nim musime ,,pocitat®.



1. Cislo e

1.1. Predpoklady zrodu konstanty e

S rozvojem astronomie v 16. a 17. stoleti v souvislosti s novymi pozorovanimi
planet a komet bylo nutné provadét zdlouhavé numerické vypocty. Tycho Brahe,
Johannes Kepler a dalsi pocitali az s deseti platnymi ¢islicemi. Bylo prirozené, ze
matematici hledali cesty, jak tyto vypocty zjednodusit. Francouzsky matematik

Francois Viete (1540-1603) k tomu uzil vztah, ktery sam odvodil:

cos(a + ) + cos(a — )
2

cosa - cosff =

Jde o upraveny vzorec pro soucet kosint cos x + cosy = 2 cos “TT“’ cos 2.

Méjme napf. ¢isla a = 52383 a b = 84 396. S vyuzitim svého vzorce a pomoci

svych tabulek postupoval Viete takto, viz [3]:

cosa = 0,523 83 = o = 58,410 487 224°
cos = 0,843 92 = [ = 32,443 593 209°
a+ 4 = 90,854 080 433°
a — [ = 25,966 894 014°

cos(a + B) = —0,014 905 963
cos(a — ) = 0,899 047 190

cos(a + B) + cos(av — )

5 = 0,442070613 6

Vyslo ab = 4420706 136. Spravnost Vietova vypoctu si dnes mtizeme rychle ovérit
kalkulackou.

Jen o malo pozdéji dostali astronomové dalsi vyhodnou pomtcku k vypo-
¢tam — logaritmy (Napier, Biirgi). Pfi nasobeni, resp. déleni, mocnin o stejném
zékladu se jejich exponenty scitaji, resp. odcitaji. Staci tedy sestavit tabulky,

5



v nich ¢&slim prifadit mocnitele zvoleného zakladu (logaritmus pii tomto zé-
kladu) a napf. pii hledani soucinu ¢isel najit v tabulkich pfislusné mocnitele
(exponenty), secist je, a zpétné v tabulkich najit odpovidajici ¢islo. Postup je to

jisté jednodussi, nez uvedeny vypocet s vyuzitim goniometrickych funkei.

1.2. John Napier (1550-1617)

Uleh¢it matematikiim vypocty se snazil skotsky matematik John Napier.

Obr. 1: Portrét Johna Napiera, datovan 1616; vystaven na Univ. of Edinburgh?)

Ve své dobé byl cenén za tzv. Napierovy kosti (Napier’s Bones), které umoz-
novali mechanicky vypocet soucinti a mocnin za predpokladu, Ze alespon jedno
z nasobenych cisel bylo jednociferné. Témito ,kostmi“ bylo deset htilek, na kte-

rych byla vyryta multiplikaéni tabulka [9].

1)Zd1"0j2 http: //commons.wikimedia.org



Vypocet napi. 9 x 6 497 vypadal takto:

9 x 6(1000) = 54 000
9 x 4(100) = +3 600
9% 9(10) = 4810
9x7(1)= +63

9x 6497 = 58 473

Klic¢ovou roli vsak v historii ¢isla e Napier sehral, kdyz v roce 1614 publikoval
knihu Mirifici logaritmorum canonis descriptio (Popsdni podivuhodného zdkona
logaritmaii). Tato kniha neobsahovala pouze pravidla pro poéitani s logaritmy, ale
také v ni byla priloha, ktera obsahovala tabulku funkénich hodnot prirozenych
logaritmi funkce sinus. Ty umoznovaly prevést nasobeni a déleni, na s¢itani a
odcitani. Neslo vSak o logaritmovani v dnesnim smyslu slova, Napiertv pristup
je patrny z nasledujici ukazky strany 2 z knihy Mirifici logaritmorum canonis
descriptio ?. Posmrtné, r. 1619, vysla Napierova druha prace Mirifici logari-
thmorum canonis constructio. .. kde je vysvétleno, jak logaritmy pocitat, [6].

Dnes znaji lidé Napiera jako vynalezce logaritmi.

2)Vice se lze dozvédét v [9, A Description of the Admirable Table of Logarithms.



Prvni zminka o konstanté e se objevuje v pracich Johna Napiera v roce 1618.

Jeji historie je tedy tizce spojena s logaritmy.

John Napier’'s MIRIFICI LOGARITHMORUM CANONISDESCRIPTIO 2
LIBER | (Translated and annotated by lan Bruce.)

BOOK 1.

Chapter 1.
Concerning Definitions.

Def. 1. A lineis said to increase uniformly, when the point describing it progresses through
equal intervalsin equal moments or intervals of time.

Timeintervals 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12
C D E F G H I K L M N O .
b & & B B B b & B B b

There is a point A, from which a line can be drawn by the flow [i.e. regular motion] of
another point B, and hence in the first moment [or interval of time] B flows from A to C.
In the second moment, from C to D. In the third moment from D to E; and thus
henceforth indefinitely, describing the line A C D E F etc. by the equal intervals AC, CD,
DE, EF, and with the rest equal successively, and described in equal intervals of time.
This line can be said to increase equally by the definition treated above.

Cor. From thisit is necessary that equally differing quantities are produced by equally
differing increments of time.

Since in the above figure, in a single moment B has progressed from A to C, and in
three moments from A to E. Thus in six moments, B has progressed from A to H, and in
eight moments from A to K. Moreover, the differences of these moments of time, one and
three, and of the other six and eight, obviously are equal to two. Thus also, as above,
there are equal differences of these quantities, AC and AE, CE ; and of these AH and AK,

HK

Def. 2. A lineis said to decrease proportionally in becoming shorter, when the point
describing the linein equal moments of time, continually cuts off segmentsin the same
ratio to the length of the lineleft, from which they are being cut off.

B B B B B B B BB BBB
@ 4 5 E ¢ 1 x Apvip e o
Time intervals 1 2 3 4 5 6 7 & 9 101112
HE ¢
Obr. 2
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Obr. 3: Ukazka tabulky z knihy Mirifici logaritmorum canonis descriptio

1.3. Joost Biirg

Joost Biirgi se narodil v Lichtensteigu ve Svycarsku (informace o Biirgim

i (1552-1632)

jsou ptevzaty z [11]). Vyucil se hodinaiem, odesel do Strasburku, kde se podilel

na stavbé astronomickych hodin na vézi mistni katedraly, které navrhl matema-
tik Konrad Dasypodius. Od ného se Biirgi naudil zékladim vyssi matematiky,

prestoze mél jen zakladni vzdélani. Po odchodu ze Svycarska zil v Némecku a

v Ceché4ch (1605-163

Biirgi se zabyval usnadnénim matematickych vypoctl dilezitych pro astro-

nomii. Slo o zjednoduseni vypocti tabulek hodnot goniometrickych funkci, které

se pro tyto vypocty pouzivaly, viz odstavec 1.1.

1 v Praze).




S praci zacal v roce 1585. Jeho tabulky Canon Sinuum, pouzival pii svych
vypoctech Jan Kepler. Kolem roku 1611 byl Biirgi s praci na svych tabulkach ho-
tov. S vydanim tabulek vSak otalel a tim prisel o prvenstvi, predstihl jej Napier a
novy pocetni nastroj nazval logaritmy. Biirgiho tabulky Arithmetische und Geo-
metrische Progress Tabulen (Pokrokové aritmetické a geometrické tabulky) vysly

v Praze az v roce 1620.

- Dis buch zeiget ki

§ wie begritfen werden kan

. Mathcmatiicher inftrument
R Dryangels gehaimnus bhent.
A DVRCH WisZENHAIT DISER KVNST
ERLANGT ICH GROSZER HERRN GVNST

B A NN AN e A

Obr. 4: Joost Biirgi®

Biirgiho tabulky pouzival predevsim Kepler, jinak se pfili§ nerozsitily. O Biir-
giho prvenstvi svédci Keplerova poznamka v Rudolfinskych tabulkidch z roku
1627: ,Biirgi, ¢loveék vahavec a strazce svych tajemstvi opustil plod pfi porodu
a nevychoval jej k verejnému uzitku ... jeho tabulky vznikly mnoho let pted

Napierovym vydanim.“

Konstanta e se tak diky Biirgiho vahani poprvé ,projevila“ roku 1618 v praci
Johna Napiera. Samotny objev konstanty (nékdy zvané Napierova konstanta) je

vsak pripisovan Jacobu Bernoullimu.

Napierova podnétu vyuzil anglicky matematik Henry Briggs (1556-1630),
ktery v dile Arithmetica logarithmia uvedl logaritmické tabulky celych cisel od 1

3)zdroj: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Jost Biirgi_Portriit.jpg
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do 20 000 a od 90 000 do 100 000. Na objevu logaritmi se podilel i holandsky
geometr Ezechiel de Decker, ktery jim dal soucasnou podobu. Roku 1622 pak
sestavil William Oughred (1575-1660) logaritmické pravitko, viz [4].

Zkoumanim logaritmu se zabyval také E. Torricelli a r. 1646 nakreslil graf

logaritmické funkce, tzv. logaritmickou krivku, do dopisu Ch. Huygensovi. Ten

hledal r. 1651 ¢islo a tak, aby plocha omezend kiivkami y = 1, y = 0, = 1,

r = a (,kvadratura hyperboly“) méla jednotkovou velikost, viz. [6].4).

1.4. Jacob Bernoulli (1654-1705)

Jacob Bernoulli byl vyznamny $vycarsky matematik a fyzik.

Obr. 5: Jakob Bernoulli®)

Bernoulli se snazil vypotradat s problémem slozeného tirokovani a dosel k limité

1 n
lim (1 + —) )
n—o00 n

V [10] je uveden tento piiklad: Na i¢tu mame ¢astku 1.00, ro¢ni trokova mira

tvaru

je 100 %. Jestlize pripiSeme trok jednou, az na konci roku, budeme mit 2.00. Je-li

Y'Hledanym ¢islem je ¢islo e. Az r. 1675 G. W. Leibniz pfisel se vztahem i dm—m = lnx (pro

x > 0). Vypoctem hodnoty ¢isla e se zabyval i Isaac Newton, ktery konstantu zapsal pomoci
souctu nekonecné rady.

5)zdroj: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jakob_Bernoulli.jpg
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urok pripisovan kazdého pil roku, musime ¢astku 1.00 nésobit 1.5 dvakréat (50 %
uroku z ¢astky 1.00 ndm pripisi za ptl roku, ale na konci roku jiz dostaneme 50 %
z Gastky zvySené béhem piedchoziho pilroku). Budeme tak mit 1.5% = 2.25. Pfi
¢tvrtletnim troc¢eni budeme na konci roku mit 1.25% = 2.4414 ..., pii mési¢nim
troceni (1.0833...)1% = 2.613035 . .. atd. aZ pii tydennim pfipisovani tiroku bude
na nasem uctu 2.692597 ..., zatimco pfi dennim 2.714567 . ..

v kazdém

Obecné, rozdélime-li dané obdobi na n intervalti, se ziskem %%

z nich, bude ¢astka na uc¢tu na konci obdobi

(o2

Pro velké n se tato ¢astka blizi Napierové konstanté.

3 | | e I

2 . ‘ n
(1¥1)

Y.

1 2 3 4 5

Obr. 6

Pro zajimavost uvadime hodnotu uvedeného vyrazu, ziskanou pomoci pro-

gramu Matlabu, pro néktera n:

+ )" = 2.593 742 460

1)1 = 2704813829 ..

100
)1000

=2.718 145926 . ..

)100000

110000
10000 )

= 2.718268 237 . ..

)1000000

100000

(1

(1+

(1+-2)"" = 2716923932 ...
(1+

(1+

(1+ = 2.718 280 469 . . .

1000000

12



) 1000000000

1 —
(1 + To55000000 = 2.718282052. ..

Symbol e byl k oznaceni zminéné limity pouzit v roce 1728 matematikem

Leonhardem Eulerem. Od této doby je

1 n
lim <1 + —) —e.
n—o00 n

(Neékdy se za rok pouziti znacky e uvadi r. 1736, jindy r. 1727, ndmi uvedené

datum vychazi z poznamky na reprodukei strany z Eulerovy knihy, obr. 8, str. 16.)

1.5. Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler byl vyznamny svycarsky matematik a fyzik, narodil se v Basi-
leji r. 1707, zemfel v Petrohradé r. 1783. Sviij Zivot prozil mimo Svycarsko, a to

v Némecku a v Rusku.

Obr. 7: Leonhard Euler®

Leonhard Euler piisobil v rozmanitych oblastech matematiky. Byl vyznamny

také v oblasti mechaniky, optiky a astronomie. Je povazovan za nejvétsiho ma-

6)zdroj: http: //http:/ /upload.wikimedia.org /wikipedia/commons/6 /60 /Leonhard Euler_2.jpg
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tematika vSech dob. Jeho podoba je na Svycarské desetifrankové bankovce, na
svycarskych, némeckych a ruskych postovnich znamkach.

Euler zavedl pojem funkce: , Funkce proménné veli¢iny je analyticky vyraz,
ktery lze néjakym zptisobem sestavit z proménné veliCiny, ¢isel a konstantnich
veli¢in.“ Zavedl oznaceni f(x) (r. 1734), predstavujici funkei f aplikovanou na
argument z. Pouzil také pismeno e (r. 1728) pro oznaceni zdkladu piirozeného
logaritmu, fecké pismeno ¥ (r. 1755) pro s¢itdni a pismeno i pro v/—1 (r. 1777).
Také podporil pouzivani feckého pismena 7 k oznaceni poméru obvodu kruhu
k jeho priimeéru, a to i pfes to, ze nepochézelo od ného.

Euler je jediny matematik, po némz jsou pojmenovanda dvé ¢isla, a to ¢islo e
(o némyz je tato prace), a Eulerova—Mascheroniho konstanta 7, kde

. 1 1 1
y=Ilm (1+-+-+ - +——Inn|,

s pribliznou hodnotou 0,57721.
Leonhard Euler se zabyval diferencialnim a integralnim poctem, jeho mys-
lenky vedly k pokrokiim v matematice. Zkoumal také vyjadieni funkci pomoci

souctu rad, napr.

Odtud

11 1 1

Euler jako prvni odvodil fetézovy zlomek pro ¢islo e:
e=1(2,1,2,1,1,4,1,1,...,2m,1,1,...) = (2,(1,2m, 1)) ;,>1.

Pro ¢islo e tak zname (na rozdil od ¢isla 7) vytvorujici zdkon jeho fetézového
zlomku. Dikaz tohoto vytvotujiciho zakonu lze nalézt v knize [7]. Podobé bylo

dokazano, ze

e’ =(7,2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8,1,1,9,42, .. ),
14



neboli e = (7, (3m — 1,1,1,3m,12m + 6)),,>1, viz [1] .

Uvedme pro zajimavost jesté dalsi formule, odvozenou Eulerem (pro a > 1):

e 41
o (a,3a,5a,7a,...),
specialné tedy
e +1 ot 1
=(1,3,5,7,... — (2,6,10,14,.. ).
e2 —1 (7777 ), ] (’7 .14, )
e—l_ 1
2 1
1+ -
6+ :
10 + :
14
+184—...
a
1
1+ 3
2+ -
1+ -
1+ :
4 4 :
1+ -
1
+6—|—...

Tyto zlomky ukazuji na to, Ze ¢islo e nebude raciondlni, viz [8]. Uznava se, ze
Euler dokazal iracionalitu ¢isla e.
Euler studoval také funkce v oboru komplexnich ¢isel. Ve svém dile Introductio

in analysin infinitorum (1748), uvedl pro realné x vztah
e’ = cosx +isinz. ()

(Na pravé strané rovnosti se vyskytuje komplexni jednotka vyjadiend v goniome-

trickém tvaru.)

15



128 TOMI PRIMI CAPUT VII § 122—123 [90

qui termini, si.in fractiones decimales convertantur atque actu addantur,
praebebunt hunc valorem pro «

271828 18284 59045 23536 028,

cuius ultima adhuc nota veritati est consentanea. .

Quodsi iam ex hac basi logarithmi construantur, ii vocari solent loga-
rithmi naturales seu hyperbolici, quoniam quadratura hyperbolae per istiusmodi
logarithmos exprimi potest. Ponamus autem brevitatis gratia pro numero
hoc 2,7182818284 59 etc. constanter litteram

e,

quae ergo denotabit basin logarithmorum naturalium seu hyperbolicorum *),
cui respondet valor litterae k= 1; sive haec littera e quoque exprimet sum-
mam huius seriei

1 1 1 1 s
I+ T +75+t 153 Tis 5 Tete in infinitum.

123. Logarithmi ergo hyperbolici hanc habebunt proprietatem, ut numeri
1+ o logarithmus sit = denotante w quantitatem infinite parvam, atque
cum ex hac proprietate valor ¥ =1 innotescat, omnium numerorum logarithmi
hyperbolici exhiberi poterunt. Erit ergo posita e¢ pro numero supra invento

perpetuo
28
1-2-3

=142+ % 4 o et
o 1112 1-2.8.4 " 77

Ipsi vero logarithmi hyperbolici ex his seriebus invenientur, quibus est
z2 2 ot a®  af
et

142
l‘l—x

2z  22% | 22° 227 2a°
=T t5 +5 +5F 5 et

1) Hac littera ¢ Eurerus iam a. 1728 basin logarithmorum naturalium designaverat; confer
G. ExesTrOM, Biblioth. Mathem. 14, p. 81, et 5y, p. 310. Haec eadem significatio occurrit con-
stanter in libro, qui inscribitur Mechanica sive motus scientia analytice exposite, Petropoli 1736,
Lreovgarpr Evizri Opera ommia, series II, vol. 1 et 2. In Commentatione quidem 28 (indicis
ExESTROEMIANI): - Specimen de constructione aequationum differentiolium efc., Comment. acad. sc.
Petrop. 6 (1732/3), 1738, Lrovmaror EvLert Opera omnia, series I, vol. 20, p. 1, invenitur (uti
etiam antea) loco litterae e littera ¢, haec autem dissertatio iam a. 1783 scripta est. A K.

Obr. 87

") Euler, Leonhard (1707-1783). Opera mathematica. Volumen VIII, Leonhardi Euleri intro-
ductio in analysin infinitorum. Tomus primus / ediderunt Adolf Krazer et Ferdinand Rudio.
1922, str. 128. Source gallica.bnf.fr / Bibliotheque nationale de France
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Zvlastni pripad vyse uvedeného vzorce, kdy = = 7, je znamy jako Eulerova
identita

" +1=0.

Tento vzorec je dnes povazovan za ,nejkrasnéjsi matematicky vzorec”. Z v ném
vystupujicich konstant 0, 1, i, 7, e mé konstanta e kratsi historicky vyvoj, ktery

ale sleduje vyvoj moderni matematiky.

1.6. Cislo e a dalsi matematikové

V roce 1864 Benjamin Peirce (1809-1880) napsal svym studenttim na tabuli

formuli

a Tekl jim: ,,Panové, nemame ani v nejmensi tuseni, co tato rovnost znamena, ale
muzeme si byt jisti, Ze je to néco velmi dulezitého.“ [8] Uvedeny vztah ziskdme
z Eulerova vztahu () pro x = 7.
Charles Hermite (1822-1901) dokézal r. 1873 | Ze e je transcendentni ¢islo. [8]

David Hilbert (1862-1943) na 2. mezindrodnim kongresu matematiki v Pafizi
v roce 1900 ptredstavil v ptednasce Problémy matematiky 23 problémt, kterymi se
chtél zabyvat. Jednim z téchto problémii byl diikaz toho, ze je a’ je transcendentni
¢islo pro vSechna algebraicka ¢isla a # 0, 1 a iracionalni ¢islo b. Nikdy toto tvrzeni
nedokazal, dikaz nebyl tak jednoduchy, jak predpokladal. [12] Jako piiklad uvedl
disla 2V2 a e™. (A. O. Gelfond dokazal nezavisle na T. Schneiderovi vétu, dnes
nazyvanou Gelfondova—Schneiderova: Mé&jme algebraicka ¢isla « a § a necht navic

3 je iracionalni. Potom kazd4 hodnota o je transcendentni.)

Otevienou otazkou ziistava, zdali je e® algebraické cislo, zadny matematik

vSak toto neocekava.
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1.7. Historie vypoc¢tu desetinnych mist konstanty e

Matematik Rok Pocet desetinnych mist
L. Euler 1748 23
W. Shanks 1853 137
W. Shanks 1871 205
J. M. Boorman 1884 346
J. von Neumann 1949 2010
D. Shanks a J. W. Wrench 1961 100 265
S. Wozniak 1978 116 000
R. Nemiroft a J. Bonnell 1994 1 000 000
P. Demichel 1997 50 000 817
S. Wedeniwski 1999 869 894 101
X. Gourdon 1999 1 250 000 000
X. Gourdon a C. Martin 2000 3 221 225 472
X. Gourdon 2000 12 884 901 000
S. Kondo a X. Gourdon 2003 50 100 000 000
S. Kondo a S. Pagliarulo 2007 100 000 000 000
R. Bohara a S. Pagliarulo 2009 200 000 000 000
S. Kondo a A. J. Yee 2010 1 000 000 000 000
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2. Cislo e v matematice

2.1. Dukaz existence ¢isla e

1 n
e = lim (1 + —) .
n—00 n

Musime vsak ukazat, ze tato limita existuje.

Uvedli jsme, ze

Diitkaz probiha ve 2 krocich: Ukazeme, ze

1. lim (1 + %)n je neklesajici,

n—oo

2. lim (1 + %)n je omezena shora.
n—oo

ad 1) Oznacme a,, = (1 + %)n JestliZe je posloupnost (a,) neklesajici, musi byt

i _ (L) VAR
— =1+ : —
an (1+1) n+1 1+
1 n(n+2)1" 1 1 "
= (1 ~ (1 11— .
( +n+1> [<n+1>2} ( +n+1>[ <n+1>2]
Protoze pro x > —1 plati (14 z)" > (1 + nx),?) dostavame

(o) ] = () (i) -

_(n+2)(n*4+n+1) nP+3n*+3n+2 -1
B (n+1)3 3 4+3n2+3n+1 '

An4-1
Gl >,

Posloupnost (a,,) je tedy neklesajici.

ad 2) Vyuzijeme vztah

1\" ko k2
1+-) <l+-—+—, k=1,...,n
n n n

Jeho diikaz se provadi matematickou indukei.

8)Dokazuje se matematickou indukei: pro n = 1 je 1 + 2 > 1 + z, pii platnosti predpokladu
mame (1 +2)"™ =1 +2)1+2)" > 1 +2)(1+nz) =1+ (n+ 1)z +nz? ana? > 0.
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Prok;zlmémel—l—%§1+%+%,atedyognl—z,atoplati.

Za predpokladu platnosti vzorce pro k ukazeme, ze vzorec plati i pro k + 1:

k+1 k 2
(1+1> :(1+1>(1+1> §(1+1)(1+E+k—2):
n n n n n n

koK1 kR k+1  K2+k k2
=l4+-—F+ S+ -—+5+—-=1+ + +
n n n n n

n n? n3’

ale protoze k < n je k* < kn, tedy

k2<kn E kE+1

nd — nd  n?

proto

k+1 K+k K k+1 k(k+1) k+1
+ + =<1+ + + =

1+
n n? n n n2 n2

E+1 k+1 E+1 E+1)2
+ (k+1)=1+ +< )

— 1+
n n2 n n?

9

coz jsme meéli dokazat.

Specialné pro k = n dostaneme

1 n
<1+—> <3.
n

Posloupnost (1 + %)n je tedy neklesajici a omezena shora, proto ma limitu.

Tato limita se znaci e.

2.2. Exponencialni a logaritmické funkce

Definice 1 FExponencidlni funkci o zdkladu a € R, a > 0, nazyvame funkci
f(x)y=a", z€R

a kazdou jeji c¢ast.

Funkce a” je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a < 1.

Funkce a” zobrazuje (—00, 4+00) na (0, +00), tj. nabyva jen kladnych hodnot.
20



Grafy:

a®, a<1 a®, a>1

>
S
X

Vyznacnou exponencialni funkci je e*, kde zakladem je cislo e. Pro tuto funkci
plati, ze primka dand rovnici y = x + 1 je tecnou grafu funkce e*. Takto je
¢islo e nékdy definovano — jako zaklad exponencialni funkce jejihoz grafu se dotyka

primka dand rovnici y = = + 1.

2.2.1. Logaritmicka funkce

Definice 2 Logaritmickou funkci o zakladu a € (0,1)U(1, 400) nazyvame funkei

inverzni k a*. Znac¢ime
f(x) = log,, € (0,+00).

Funkce log, = je rostouci pro a > 1 a klesajici pro a < 1.
Funkce log, x zobrazuje (0, +00) na (—oo, +00).
Grafy:

YA

log, x, a >1

RY

log,z, a<1
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Protoze

y=log,r <— a’ =z,

plati

aloga T _ T.

7 tohoto vztahu mizeme dokazat, ze
log, 2 = a log,
log, zy = log, = + log, y
log, 3 = log, x —log, y

log, =

og b — log, «

S tabulkami hodnot jediné logaritmické funkce bychom vypocet predvedeny

na uvod nasi prace provedli mnohem pohodlnéji.

Viznacnou logaritmickou funkci je prirozeny logaritmus, jehoz zakladem je

¢islo e. Znacime ho Inx.

2.2.2. Derivace funkce Inz

Vypocteme
1
_ E
(Inz)" = lim In(z+h) —Inz = lim (l ‘nZ i h) = lim In (x i h) =
h—0 h h—0 \ h x h—0 x

h\* L1\ L1
= lim In <1+—) = lim In (1+£> = lim lnex = —,
h—0 X t—o0 t t—00 T
kdyZ jsme pouzili vztah lim (1 + %)t = e
t—o0

2.2.3. Derivace funkce e”

Vyuzijeme toho, ze funkce e” je inverzni k funkci In x. Tedy jestlize y = In z,

inverzni funkci je z = Iny, takze

dx
dy

< | -
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Funkéni predpis © = Iny je totéz co y = e, proto

dy

o =y=e
Je tedy

(e”) = e”.

2.2.4. Tec¢na k funkci ¢* v bodé [0,1]

Uvedli jsme, ze ¢islo e je nékdy definovano jako zaklad exponencialni funkce
jejihoz grafu se dotyka pfimka dana rovnici y = x + 1. Ukazeme, ze tomu tak
opravdu je a ze zadna jina exponencialni funkce tuto vlastnost nema.

Predpokladejme, Ze tena ke grafu funkce e* v bodé [0, 1| mé rovnici y = kx+q,
potom k = (e”)!_, = 1. Dostavame tecnu ve tvaru y = x + ¢, kde parametr ¢
musi spliiovat vztah 1 = 04¢, tj. ¢ = 1. Te¢na k funkci e” v bodé [0, 1] mé rovnici
y=ux+ 1.

Protoze

(ax)/ _ (elnaz)/ _ (ezlna)’ — e 40— o Ina,
ma tec¢na ke grafu funkce a” smérnici In a. Pfimka y = x 4+ 1 méa s grafem funkce
a® spolecny bod [0, 1], a protoZe pro a # e plati Ina # 1, je pfimka y = = + 1
secnou graftl vSech exponencialnich funkci, pravé s vyjimkou grafu funkce e*, jejiz

je tec¢nou.

2.2.5. Cislo e jako soudet Fady

Definice 3 (viz [5]) Necht n € NU {0} a nechf funkce f(z) ma v bodé ¢ € R

derivace az do fadu n. Polynom T),(z) dany vztahem

(¢ e (")C
L+ D —opy o Loy aem

T(x) = flc) +

se nazyva Tayloriv polynom stupné n funkce f(z) v bodé c.

V ptipadé, ze ¢ = 0, se T),(x) nazyva Maclaurinovym polynomem a je tvaru

f10)  f(0) ,
T T M-

Th(x) = f(0)
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Jestlize ma f(z) v ¢ derivaci fadu n, pak ma f(x) v ¢ derivaci fadun — 1, a
déle derivaci fadu n — 2, atd. To znamend, ze vyroky ., f(z) ma v ¢ derivaci fadu
n“ a ,f(x) ma v bodé ¢ derivace az do fadu n* jsou ekvivalentni.

Taylortiv polynom je jediny polynom stupné < n, ktery mé s funkei f(x)
v bodé ¢ stejnou funkéni hodnotu a stejnou funkéni hodnotu vsech derivaci az do

radu n.

Definice 4 (viz [5]) Necht n € NU {0} a necht funkce f(z) ma v bodé ¢ € R
derivace az do fddu n. Necht T),(x) je Tayloriv polynom stupné n funkce f(x)
v bodé c. Pak vztah

f(z) = Ta(z) + Rnga ()

se nazyva Tayloriv vzorec pro funkci f(z) v bodé c¢. Funkce R, 1(z) se nazyva
zbytek v Taylorové vzorci (nebo Tayloriv zbytek funkce f(x) v bodé c).

Pro ¢ = 0 nazyvame uvedeny vztah Maclaurinovym vzorcem.

V praxi za R,1(z) volime:

e Lagrangeuv tvar zbytku:

F(E)

Ry1(z) = m(x — )"t € lezi mezi body z a c
n !

o Cauchyiv tvar zbytku:

F(E)

" (x —c)(x —&)", & lezi mezi body z a ¢

Ry11 (x) =

Maclauriniv vzorec pro funkci e* ma tvar

N r  a? " et
ef=1+—+++—=+
n! (n+1)!

kde zbytek mé Langrangetv tvar.
Funkce e” a jeji Maclaurintiv polynom maji stejnou hodnotu v bodé 0 a rozdil

jejich hodnot v bodé 1 ukazuji nésledujici tabulky a obréazek (e = 2,718)
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Maclaurintiv polynom 7' T(1) e—T(1)

To(zx) =1 To(1) =1 Ry(1) = 1.718

Ty(z)=1+z Ti(1) =2  Ry(1)=0.718

Tyz)=1+z+% Ty(1) =25  Ry(1) =0.218

Ty(r)=1+ax+2 +2  Ty(1)=26 Ry(l)=0.0513
Y e’ Ty -

Definice 5 (viz [5]) Necht ¢ € R, z € R, ¢ # z, a funkce f(t) nechf ma derivace
vSech Tadl na uzavieném intervalu, jehoz krajni body jsou c, x. Plati-li

f'(0)

f@) = £+ L -0y L0

2!

(6= P, (+)
nazyvame pravou stranu rovnosti (x), tj.

f'(e)
1!

"(c 0 (n)c
(e—c)+ ! ( )(x—c)2+-~-zzf ()(:l:—c)",

£+ >

Taylorovou Tadou pro funkci f(z) v bodé c.

Pro ¢ = 0 nazyvame pravou stranu rovnosti (%), tj.

SO, SO, SO0,

JO+ 2!

Maclaurinovou tadou pro funkei f(x).
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Pro e* a In(1 + z) dostavame Maclaurinovy rady:

2 n

p_ 14T x
n4a) =S4Ty
n T)=———+—-4-- — —+ ...
1 2 3 n
Specialné:
1 1 1 =1
=0

2.3. Iracionalnost c¢isla e

Dtikaz sporem, viz. [1, s. 96]. Ukézali jsme, ze e = Y ;- % Predpokladejme,
Ze e je racionalni, da se tedy vyjadiit zlomkem. Necht tedy e = ¢, a,b € Z, b # 0.
Pro k > b, k € Z, uvazujme vyraz

1 1 1

Pro k > b je k! - e celé ¢islo. Cislem b lze vydélit vyraz k!, a tedy

a k!
l.o—=Fl. - — . __
kl-e=Fk! 2 a ;-

Vysledkem je soucin dvou celych cisel a a %’, a to je celé cislo.

Proto je i ¢ € Z, nebot po roznasobeni pravé strany v ()

dostaneme celé ¢isla.

Z rovnosti (xx) déle, po nahrazeni e jeho Maclaurinovou fadou, plyne

0cepmf1e L] 1 . I
<esk{ltgtgtot ot mlog g m )=
—H( ! + ! + )—- ! + ! +...<
Nk kB2 ) (kD) (kHD(RR2) T
_ 1 N 1 L 1 11
(k+1) (k+1)2 (k+1) 1 ML) k’



nebot séitdme geometrickou fadu s kvocientem ﬁ a prvnim c¢lenem ﬁ Do-
stavame 0 < ¢ < %, tedy ¢ ¢ Z, coz je spor se zavérem ¢ € Z plynoucim z pted-

pokladu, Ze e je racionalni. Tento predpoklad je tedy nespravny, e je iracionalni.

2.4. Kvadratura hyperboly

Eulerovo c¢islo je s hyperbolou spojené tak, jako kruznice s Ludolfovym ¢islem
7. kvadratura hyperboly Ch. Huygens hledal ¢islo a takové, aby rovinny utvar
rozprostieny mezi rovnoosou hyperbolou o rovnici y = 1/z, osou x a pfimkami
r =1 a x = a mél plochu o obsahu 1.

Dnes plochu pod hyperbolou vypocitame pomoci integralu:

/ lalx:[lna—lnl]zlna—():lna
1

Xz

Ma-li byt obsah uvedené plochy 1, musi Ina = 1, a tedy a = e.
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Zavér

Mym tkolem bylo podat prehled o tom, jak se ¢islo e objevilo a jak s nim
bylo v historii naklddano (pouzivano, zpfestiovano, apod.).

V préaci jsem se tedy snazila o popsani historického vyvoje Eulerova d¢isla.
Pokousela jsem se jeho déjiny usporadat tak, aby byla jasna hlavni cesta vyvoje
naseho problému.

Ctenaffim jsem ukazala, jak &islo e bylo nalezeno a jak nékteif matematici
s timto ¢islem pracovali. K ¢islu e se dostalo mnoho z nich, zptisoby jeho nalezeni
ale byly casto odlisné, napf. soucet fady, kvadratura hyperboly (Huygens), limita
(Bernoulli), logaritmy (Napier). Také jsem si vSimla toho, jak se vyvijel vypocet
¢islic za desetinnou ¢arkou tohoto ¢isla.

Historie ¢isla e neni ale prilis bohaté, proto prace obsahuje i ¢ast, propojujici
rizné formule obsahujici ¢islo e a souvisejici s jeho historii. Pfitom jsem se snazila,
aby tato c¢ast byla logicky konzistentni. Zacala jsem ,Bernoulliovou limitou“ a
skoncila Maclaurinovou fadou pro funkci €. Samoziejmé jsem nemohla vynechat
zminku o exponencialni a logaritmické funkci a definici ¢isla e jako zakladu ex-
ponencialni funkce jejiz te¢nou je rovnobézka s osou I. a III. kvadrantu kartézské
soustavy soufadnic posunuta do bodu [0,1].

Pti zpracovani mé prace jsem vyuzila dostupné informace z uvedené literatury.
Pouzité zdroje byly casto nejednotné v odpovédi na otazku, odkdy se znacka e
pro Eulerovo ¢islo pouziva. Mnoho zdroju, ze kterych jsem cerpala bylo psano
v anglickém jazyce, jejich pfeklad mi také zlepsil anglictinu. Psani mé prace pro
mé bylo c¢asto zabavou, jeji téma mé velmi zaujalo.

Prala bych si, aby i jeji ¢tenar z ni mél potéseni a aby vyznam ¢isla e patticné

docenil.
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