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Anotace

V moderni numericka algebfte se stale castéji setkavame s problémy, kde potiebujeme
pracovat s vicerozmérnymi daty, ulozenymi jako tenzory. Pii manipulaci a vypoctech
s tenzory velkych radu snadno narazime na omezeni na strané paméti pocitace.
Pokusime-li se takovy tenzor naivné ulozit jako prosté vicerozmérné pole, rychle
muze dojit k vycerpani dostupné paméti, které nelze jednoduse vytesSit pouzitim
lepstho pocitace. Tento jev je ve vypocetnim svété znamy pod anglickym terminem
curse of dimensionality®. Jednim z néstroji, které umoziuji snizit pamétové naroky,
je Tuckeruv rozklad tenzoru. Uspora je ovSem omezena tzv. vektorovou hodnosti
tenzoru a pro tenzory vyssich fadu neni dostatecna.

Cilem této prace je ukazat, ze na tenzory, resp. sady tenzoru a jejich ruznych
vzajemnych soucinu lze nahlizet jako na specifické neorientované grafy. Vysvétluje
zpusob reprezentace tenzoru a dalsi objektu linedrni algebry pomoci téchto grafi.
Takovy zpusob reprezentace tenzoru oznacujeme jako tzv. tenzorové siteé.

V préci je dale ukazéno, jak lze tenzor (piilis velkého fadu na to, aby s nim slo
pracovat piimo) sikovné rozlozit do tenzorové sité se strukturou binarniho stromu,
jejiz uzly jsou tvoreny tenzory malych fadu; konkrétné radu tii a dva. Navic pocet
téchto tenzoru malych radu zavisi na fadu puvodniho tenzoru linearné. Tento piis-
tup, tzv. hierarchicky Tuckeruv rozklad (HTD, z anglického hierarchical Tucker de-
ceomposition) muze vést k tispore pamétovych a vypocetnich ndkladu pri ukladani
tenzoru, resp. pii manipulaci s tenzorem (ndsobeni tenzoru matici, linedrni kombi-
nace tenzoru) v pocitaci.

Prace také vysvétluje, jakym zpusobem s tenzory ulozenymi ve tvaru HTD
provadét vybrané zakladni algebraické operace tak, aby vysledek byl opét tenzor
v podobé hierarchického Tuckerova rozkladu.

Kli¢ova slova:

multilinedrn{ algebra; tenzor; tenzrova sit; (hierarchicky) Tuckeruv rozklad (HTD);
tensor train; tensor chain; operace s tenzory; low-rank aproximace



Abstract

In modern numerical algebra, there quite frequently arise problems, where there is
a need to work with multidimensional data stored in the form of tensors. While
manipulating or calculating with tensors of high order, we often encounter the re-
stricitions by the memory of the computer. The attempt to store such a tensor can
lead to the exhaustion of the available memory, which can not be improved by the
use of a better computer. This problem is referred as the curse of dimensionality.
One of the tools used for the reduction of the storage requirements is the so-called
Tucker decomposition. However, the storage savings by this decomposition are re-
stricted by the vector-rank of the given tensor and are not sufficient for tensors of
high order.

The aim of this thesis is to explain how tensors, or sets of tensors and tensor pro-
ducts can be interpreted as specific (undirected) graphs. We explain the way of the
representation of tensors and other objects from linear algebra. Such representation
is called the tensor network.

In the text we show the way to decompose the tensor (of order which is too
high) into the tensor network of the binary tree structure. The nodes of such a tree
represent tensors of order two or three. Moreover, the number of these tensors of
low order depends linearly on the order of the original tensor. This approach, called
hierarchical Tucker decomposition (HTD), can lead to storage requirements and
computation savings while storing or manipulating with the tensor, respectively.

The thesis also explains how to do some selected basic arithmetic operations so
that the result is also a tensor in HTD format.

Key words:

multilinear algebra; tensor; tensor network diagram; (hierarchical) Tucker decom-
position (HTD); tensor train; tensor chain; tensor arithmetic; low-rank approxi-
mation
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Pouzité znaceni a zkratky

V textu znacime

vektory (tenzory fadu 1) pomoci malych pismen
Uy, Us, Uy, V1, Vg, Uy, X, atd.,

matice (tenzory fadu 2)  pomoci velkych pismen (latinskych i feckych)
A B, C,D,E, F,U,V, X, atd.,

tenzory tadu k, k> 3 pomoci velkych pismen psanych kaligraficky
A B, C,D,E F,T,S, atd.,

mnoziny pomoci velkych pismen psanych Scriptem
9,7, T, Z;,

¢iselné obory pomoci velkych zdvojenych pismen

N, R atd., specidlné Ny = N u {0}.

Pomoci malych pismen (latinskych i feckych) také znacime prvky matic a tenzoru a
také skalary (tenzory radu 0). Specidlni vyznam pak maji pismena i, j, ¢, jimiz zpra-
vidla indexujeme prvky matic a tenzoru, a k, m, n, r, kterd pouzivame k oznaceni
radu tenzoru, dimenze matice nebo tenzoru, resp. hodnosti (ranku) matice nebo
tenzoru.

Matice a vektory

Znaceni Vyznam

A e Rm realnd matice s rozméry n krat m, s prvky a;;
vec(A) e R vektorizace matice A € Rv™m

A®B Kroneckeruv soucin dvou matic

AT transpozice matice A

rank(A) hodnost matice definovana jako pocet linedrné

nazavislych radku, resp. sloupcu matice A
|z]| = (2, 22)1?  eukleidovskd norma vektoru
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Tenzory

Znaceni

A= (a'il,iz,i?,) € Rrxmaxns
A= (ay,..3,) € Rroexm
a:,iz,’ig, € Rnl

A:,:7i3 € Rnlxnz
vec(A) € Rranz-nk
AL ¢ Rrex((TT521 nj)/ne)
A{t17---7td}

A%

A Xy M

.A Xe,s B
A X(£1,62),(51,52) B

Vyznam

tenzor tretiho fadu o rozmeérech ny,ng, ng
tenzor k-tého radu o rozmeérech nq,...,nyg
vlakno tenzoru tretiho fadu v médu 1

fez tenzoru tretiho rddu v médu (1, 2)
vektorizace tenzoru A € R7x>mk

rozvoj tenzoru do matice v /-tém médu

rozvoj tenzoru do matice dle multiindexu {t1, ...

rozvoj tenzoru do matice dle multiindexu %
nasobeni tenzoru matici v /-tém modu;
plati (A x, M) = M AW

tenzorovy soucin v modech ¢ a s

tenzorovy soucin ve dvojici modu

Pouzité zkratky a akronymy

Zkratka Vyznam

QR
SVD
A=UxVT
HOSVD
HTD
TT
TC
MMp
TMp

tensor train
tensor chain

QR rozklad matice, A=QR

singularni rozklad matice (singular value decomposition),

Tuckeruv rozklad tenzoru (high-order SVD)
hierarchicky Tuckeruv rozklad (hiearachical Tucker decomposition)

sou¢in matice s matici (matrix-matrix product)
soucin tenzoru s matici (tensor-matrix product)

Jtd}
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Uvod

V numerickych vypoctech se ¢asto setkavame s potiebou ulozit data usporadana
podle urc¢itych parametru. Tenzory jsou algebraickymi objekty, které nam toto u-
moznuji. Pocet parametru udava rad tenzoru, specialné tenzor se dvéma rozmeéry
tzv. tenzor druhého tadu je matice, tenzor prvniho fadu je vektor. Tenzorem k-tého
radu T e Rrixnzx>ne tody budeme v celém tomto textu rozumét k-rozmérné pole
¢isel. Obor zabyvajici se praci s tenzory fadu k > 3 se nazyva multilinedrni algebra;
ta jistym zpusobem rozsituje klasickou linearni algebru pracujici se skalary, vektory
a maticemi.

Tenzorové vypocty ovSem skytaji problémy praktického razu, zacinajici uz od
potieby tenzor néjak ulozit v pocitaci. Pocet prvku tenzoru roste exponencialné
s fadem tenzoru k, coz vede k faktu, ze tenzory vysokych tfadu prakticky nelze
ulozit, v anglické literature se setkdvame s terminem ,,curse of dimensionality . Proto
jsou stéle hledéany zpusoby, jak tento problém eliminovat a efektivné tenzor ulozit,
napiiklad v podobé soucinu tenzort s nizsf pamétovou ndrocnosti — tenzorovych
rozkladu, a nasledné moznosti jak data komprimovat, tj. efektivné aproximovat bez
velkych ztrat informaci.

Ukolem této prace je predstavit moznosti reprezentace tenzoru a tenzorovych
rozklad, s vyuzitim teorie grafu, v podobé tzv. tenzorovych siti. Zavadime pritom
tzv. multigraf s volné visicimi hranami a smyckami, kde vrcholy reprezentuji tenzory
v siti a hrany mezi nimi znazornuji souc¢iny v odpovidajicich médech. Specidlneé,
grafem tenzorové sité v podobé binarniho stromu lze reprezentovat tzv. hierarchicky
Tuckeruv rozklad tenzoru, jehoz analyze se v praci vénujeme podrobné.

Dalsim cilem tohoto textu je tedy vyklad hierarchického Tuckerova rozkladu
(HTD, z anglického hierarchical Tucker decomposition), zamérujici se zejména na
principy odvozeni tohoto nastroje, naopak praktickou implementaci vypoctu pouze
naznac¢ime. Puvodni idea je ve zobecnéni singularniho rozkladu matic, ktera vede na
tzv. Tuckeruv rozklad, viz viz [20], [21], [22], [11] nebo [19], ktery umoziuje ulozit
tenzor radu k jako sou¢in mensiho tenzoru stejného radu, tzv. Tuckerova jadra, a k
matic. Rozméry jadra jsou dany tzv. vektorovou hodnosti, tj. k-tici ¢isel vyjadiujici
hodnosti rozvoju tenzoru v jednotlivych médech. Jak je ale ukdzdno napt. v [26],
tento rozklad velmi ¢asto (pro tenzory vyssich fadu) nepfinese dostate¢nou tsporu
pamétovych naroki.

Hierarchicky Tuckeruv rozklad fakticky pracuje s jadrem tenzoru, které rozklada
do soucinu tenzoru ttetiho (resp. druhého) Fadu, reprezentovaného siti, konkrétné
bindrnim stromem, nami predepsaného tvaru. Jako HTD vsak typicky uvazujeme
sit ve tvaru maximdalné vyvazeného bindrniho stromu. Obdobou HTD, ktera je od-
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vozena stejnym zpusobem az na volbu struktury stromu je tzv. tensor train, kdy je
naopak volen maximalné nevyvazeny binarni strom.

Text je strukturovan nésledujicim zpusobem. Po struéném tuvodu v kapitole 1
zavadime tenzor jako vicerozmeérné pole cisel a vysvétujeme zakladni operace s ten-
zory, které budeme v textu dale pouzivat, konkrétné soucin tenzoru s matici, rozvoj
tenzoru do matice a Tuckeruv rozklad tenzoru. Kapitola 2 je vénovana pojmum
z teorie grafu, které budeme potrebovat proto, abychom v nasledujici kapitole 3
vysvétlili, jakym zpusobem grafy vyuzivame k reprezentaci tenzoru a také jejich
soucinu — tzv. tenzorovych siti. Kapitola 4 je vénovana hierarchickému Tuckerovu
rozkladu (HTD), kde ukazujeme princip, na kterém je tento rozklad postaven a do-
kazujeme jeho existenci. Porovnavame také pamétové ndroky pii ukldddni tenzoru
do pocitace ruznymi zpusoby a ukazujeme efektivitu ulozeni dat v HTD. V kapitole
5 vysvétlujeme, jak lze provadét vybrané zakladni operace s tenzory, jsou-li tyto
ulozeny v HTD tak, abychom i vysledny tenzor ziskali v tomto tvaru. V kapitole 6
ukazujeme, jakym zpusobem lze HTD tenzoru spocitat v dané konkrétni situaci.
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1 Tenzory a zakladni manipulace s nimi,
Tuckertv rozklad

V prvni kapitole vysvétlime pojem tenzor a ukazeme zakladni nastroje potiebné
pro praci s tenzory. Pripomeneme také Tuckeruv rozklad tenzoru jako zobecnéni
singularniho rozkladu matice.

Definice 1 (Tenzor). Necht T je k-rozmérné pole redlnyjch éisel t o rozmérech

Nni,Na,...,N,. Potom

11,802,000k

T = (tir iy, ) € RIVTZ0E (1.1)
nazyvdame tenzor k-tého rdadu, viz [10], [11].
Aritmetické vektory a matice povazujeme za tenzory prvniho, resp. druhého tadu.
Tenzory stejného tadu, které maji stejné rozméry, tvori spolecné s operacemi scitani
(po prveich) a ndsobeni skaldrem vektorovy prostor.

Dulezitou operaci pro praci s tenzory je nasobeni. Nasledujici definice ukazuje,
jak néasobit tenzor s matici.

Definice 2 (Soucin v /-tém médu). Necht T je tenzor (1.1) a M € R™ ™ je matice
s proky m; j, kdei=1,....m, j=1,...,ny. Potom

g
— o . . . L. . ML X XN 1 XMXNpyp1 X XN
D - T XZ M - ( Z tllv"ﬂlfl7a7742+1""7lk ml7a) € R ! (1'2>
a=1

se nazyvd soucin v -tém mddu viz [11].

Vzhledem k faktu, ze tenzor muzeme povazovat za zobecnéni matice, je samoziejmé
mozné definovat souc¢in dvou tenzoru obecnéji, analogicky k (1.2), coz popiseme
nasledné.

Méjme tenzory 7‘ — (til,ig,...,ik) ¢ Rmxnex-xng o § — (Sj1,j2,...,je) ¢ Rmixmax--xmyg
Pokud n, = mg = 1, potom

I
F=TxpqgS = ( D biripr it i Sjl,...,jq1,a,jq+1...,jz)
a=1

= Rnl X XN 1 XM ] X XN XML XXMM g1 XM 1 X+ XMy (1 3)
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povazujeme za soucin téchto tenzoru. Tento druh souc¢inu muzeme v nékterych
zdrojich nalézt pod pojmy uzeni tenzoru, viz [15, str. 70|, contracted product, viz
2, str. 643] nebo tensor-tensor contraction, viz [19, str. 31].

S tenzory muzeme nékdy pracovat i ve tvaru matice. Pro to bude uzitené defi-
novat tzv. rozvoj tenzoru v matici v.daném maédu, ptip. médech.

Definice 3 (Rozvoj tenzoru v matici). Uvazujme tenzor T (1.1) a jeho sadu indexi
rozdélenou do dvou disjunktnich podmnozin % a €, pricemz X = {ri,re,...,"r} @
C ={c1,02,...,cc} a zdroven ZUE€ = {1,2,...,k} a navic plati ry <ry < <7rg a
1 < Cy < <ca. Matice

R c
% R NpxN, _ _
T# = Tlrvrereh e RNeNe - kde  Np=]]n,, No=][]ne, (1.4)
/=1 /=1
obsahujict prvky ti, i, .. v Tddcich s multiindexy (v, ... 0,0 ) a ve sloupcich
s multiindexy (ice, ... 0ey,le,) v lezikografickém poradi se nazjvd rozvoj tenzoru

v matici (v anglictiné matricization), viz [19, kap. 3.1.2].

Specidlnim piipadem rozvoje tenzoru je tzv. rozvoj tenzoru v £-tém mdodu, kde jedna
z mnozin multiindexu obsahuje pouze jeden prvek, tj. Z = {{}, € ={1,...,k} ~ {{}.
V tomto ptipadé dostavame

T8 ¢ Rrex (@I ni/me) (1.5)

viz [11]. Dalsi specidlni piipad nastava, pokud je mnozina & prézdna. Dostdvame
potom sloupcovy vektor obsahujici vSsechny prvky tenzoru T, tzv. vektorizaci ten-
zoru, kterou oznacujeme vec(T).

1.1 Tuckeruv rozklad

Podobné jako v linedrni algebie je velice uzite¢nym nastrojem singularni rozklad
matice (SVD z anglického singular value decomposition), existuje ve vicerozmérném
piipadé (tj. pro rad tii a vice) jeho zobecnéni, tzv. Tuckeruv rozklad. V nékterych
zdrojich se muzeme setkat také s nazvy high-order SVD (HOSVD), tedy singuldrni
rozklad vyssich fadu. Ziejmé pro matice (tenzory tadu dva) odpovidd Tuckeruv
rozklad primo singularnimu rozkladu matice.

Definice 4 (Tuckeruv rozklad). Necht T je tenzor rddu k. Potom
T:S><1 U1 X9 UQX...Xk Uk, Ug=U£_1, (16)

kde U, jsou matice s levymi singuldrnimi vektory matic rozvoju tenzoru T v dangch
mdédech, tj. T, £=1,2,..., k, nazjvdme Tuckeriv rozklad tenzoru T . Tenzor S se
nazyva Tuckerovo jdadro.

Tuckeruv rozklad tenzoru je ziejmé zobecnénim singularniho rozkladu matice. Pokud
¢isla rq,r9, ..., jsou hodnosti rozvoju v médech 1,2,... k, poslednich (n, — 1)
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fadka matic 714 obsahuje pouze nuly. Tuckeriv rozklad potom muZzeme stejné jako
singularni rozklad tenzoru vyjadrit v tzv. ekonomickém tvaru, tj.

T =8rx Ul xqUyx - x, UL, Spe RV [, ¢ Rmexre (1.7)

viz [20], [21], [22], piipadné [11, kap. 4.1] a [19, kap. 4.1], pro ilustraci Tuckerova
rozkladu viz obréazek 1.1.

-

X1 X9

Obrazek 1.1: Tuckeruv rozklad (HOSVD) tenzoru tddu 3. Prevzato z [11].

Poznamenejme, ze minimalni rozméry Tuckerova jadra, tj. pravé rozméry tenzoru
Stz (1.7) se nazyvaji (vektorova) hodnost tenzoru, pripadné vektorovy rank, viz [11,
kap. 3]. Tuckerovo jadro v pifpadé obecného tenzoru vsak na rozdil od maticového
piripadu nemé diagonalni strukturu, ale je obecné husty tenzor.

Pro podrobnéjsi prehled o manipulaci s tenzory ve tvaru Tuckerova rozkladu
nebo jeho vyuziti k aproximaci tenzoru tenzorem nizsi hodnosti viz [26].
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2 Grafy

V této kapitole se seznamime se zakladnimi pojmy tykajici se teorie grafu. Tyto
poznatky budeme dale potiebovat v dalsich kapitolach pro vysvétleni tenzorovych
siti. Pti zavadéni pojmu vychdzime zejména z [16].

2.1 Zakladni pojmy teorie grafii

Grafy jsou prostfedkem pro vyjadieni néjaké mnoziny bodu a vztahu mezi nimi.
Tyto body nazyvame vrcholy nebo uzly grafu a prislusné vztahy mezi nimi jsou
vyjadrené spojnicemi, které nazyvame hrany grafu. Grafy lze definovat ruzné, nej-
castéji se setkavame s néasledujicimi definicemi:

Definice 5 (Orientovany graf). Orientovany graf G je uspordadand dvojice (V, H),
kde V ={vy,va,...,u,} je néjakd neprazdnd mnozina a

HEVXVE{(U,-,UJ-):i,je{l,...,n}} (2.1)
je mnozina usporddanych dvojic mnoziny V.

Definice 6 (Neorientovany graf). Neorientovany graf G je opét usporddand dvojice
(V,H), kde V ={vy,0q,...,0,} je néjakd neprazdnd mnozina, ale

Hc (‘2/) = {{vi,v;}: 4,5 €{1,...,n}} (2.2)

j7e mnozina dvouprkvkoviych podmmnozZin mnoZiny V.
Prvky mnoziny V' se nazyvaji vrcholy grafu G (nékdy také wzly) a prvky mnoziny H

hrany gratfu G. Piiklad neorientovaného i orientovaného grafu je na obrazku 2.1.

2.1.1 Volné visici hrany, multi-hrany a smycky

My budeme dale pracovat pouze s neorientovanymi grafy. Budeme ale potrebovat
navic zavést:

R t2v. volné visici hrany (anglicky dangling edges, viz [19, str. 29]), tj. hrany,
které maji pouze jeden vrchol,

® vice hran mezi jednou dvojici vrcholu, tzv. ndsobnost hran.
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(0 V2 U1 V2

Us Vs

U3 () U3 Vg

Obrazek 2.1: Orientovany graf (vlevo), Sipkami je zndzornéna orientace hran; zatimco
napt. (vs,vs4) je hranou, (v4,vs) hranou neni. Neorientovany graf (vpravo); zde je
hranou {vy, vs}.

Pro zavedeni obecné tenzorové sité navic bude vhodné uvazovat grafy, které mohou
obsahovat:

* hrany, které zacinaji a konci ve stejném vrcholu, tzv. smycky.

Poznamenejme, ze definice 5, na rozdil od definice 6, existenci smycek umoznuje.

Téchto rozsiteni pojmu neorientovaného grafu muzeme docilit napf. nasledujicimi
konstrukcemi: Mnozinu V' nahradime mnozinou V u {f} = {f,v1,v2,...,v,}, tedy
priddme specialni vrchol f, pricemz hrany typu { f,v;} budeme nazyvat volné visici
hrany (pozdéji budou odpovidat tzv. fyzickym indextum tenzoru). Nésobnost vyfe-
sime zavedenim tzv. multigrafu, viz [16, str. 139]. Smycky jsou neorientované hrany
s obéma konci ve stejném vrcholu; formalné je muzeme povazovat za prvky mnoziny
jednoprvkovych podmnozin mnoziny V', tj. mnoziny

(Y) = {{v}, i€ {1.....n}).

Vsechna tato rozsiteni shrneme v nasledujici definici.

Definice 7 (Neorientovany multigraf s volné visicimi hranami a smyckami). Uspo-

radanou dvojici G = (V u{f},u), kde V ={v1,v9,...0,} a

()

budeme nazyvat neorientovany multigraf s volné visicimi hranami a smyckams.
Proky mnoziny V' nazijvame vrcholy a prvek f nazgvdme wvolny vrchol. Pruky
mnoziny (VU2{f }) U (‘1/) nazyvdme hranami, pricemz proky typu {v;,v;} jsou hrany
v klasickém slova smyslu, proky typu {f,v;} jsou volné visici hrany a proky typu
{v;} jsou smycky.
Zobrazeni m priradi kazdé hrané hy € (VUZ{f}) U (‘1/) ndsobnost p(hy). Pokud je
ndsobnost hrany p(he) = 0, hrana neni v grafu pritomna; u(hy) = 1 znamend, Ze

hrana je jednoduchd; p(he) > 1 znamend nasobnou hran, tzv. multi-hranu.

V nasledujicim textu budeme slovem graf témér vyhradné rozumeét pravé neori-
entovany multigraf s volné visicimi hranami a smyckami.
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2.1.2 Stupeii vrcholu

Meéjme graf G, ktery obsahuje vrchol v. Pocet hran, ve kterych je pritomen vrcholu v,
nazyvame stupen vrcholu v v grafu G. Toto ¢islo oznacujeme deg(v), viz [16]. Vrcholy
grafu, které maji stupen 0 se nazyvaji izolované. Stupén vrcholu zavisi na typech
vrcholu a nasobnostech hran. Stupen vrcholu v; muzeme vyjadiit jako nasledujici
soucet:

deg(vi) = >, n({vi,v;}) + pu({vi 1) + 2u({vi}), (2.3)
=1
;'iz‘
kde séitame pocty klasickych, volné visicich hran a smycek, které vedou z daného
vrcholu, zatimco stupen vrcholu f je dan nasledujici rovnosti

deg(f) = 3 nl{ey. £)). (2.4

kde sc¢itdme pouze volné visici hrany. Poznamenejme, ze smycka z vrcholu f neni
pripustna. Pojem stupen vrcholu ilustruje obrazek 2.2.

U3

Obrézek 2.2: Graf se ¢tyfmi vrcholy vy, vs, v a f; zde deg(v;) = 1,6, 3, postupné
pro j=1,2,3, a deg(f) =2.

2.1.3 Cesta a kruznice, souvisly graf a strom

Nyni vysvétlime nékolik pojmu, které se casto vyskytuji pii praci s grafy a i my je
v této praci budemem pouzivat.

Cesta (délky £) z vrcholu v; do vrcholu v; je libovolnd posloupnost hran nédsob-
nosti alespon jedna

P(Ui>vj) = {{Uivvil}v {Ui1vvi2}v R {Uie-vvj}}'

Poznamenejme, ze nami zavedend cesta nemuze obsahovat smycky, tj. hrany typu
{v;,}. Priklad cesty je zndzornén na obrazku 2.3 vlevo. Kruznice je cesta (vzdy délky
alespon 2) z vrcholu v; do vcholu v;, viz obrazek 2.3 uprostied a vpravo. Graf na-
zveme souvisly prave tehdy, kdyz existuje cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy v;,v;;
graf, ktery neni souvisy nazveme nesouvisly, viz. obazek 2.4 vlevo a uprostied. Po-
znamenejme, ze kazdy souvisly podgraf (presnéji feceno indukovany podgraf, viz
[16, str. 122]), ke kterému nelze pridat zddny dalsi vrchol daného grafu tak, aby
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Obrazek 2.3: Priklady grafti, kde modrou prerusovanou ¢arou je znazornéna cesta
(vlevo) a kruznice (uprostied a vpravo).

U1 U2

U3 U4

Obrazek 2.4: Piiklad nesouvislého grafu (vlevo), souvislého grafu (uprostied) a
stromu (vpravo).

zustal souvisly se nazyva (maximélni souvisld) komponenta. Jakkoliv obecnou defi-
nici grafu (resp. multigrafu s volné visicimi hranami a smyckami) jsme zavedli a pro
praci s obecnymi tenzorovymi sitémi je budeme potiebovat (viz kap. 3.4, v mnoha
praktickych piipadech vysta¢ime s grafy mnohem jednodussimi, tzv. stromy. Stro-
mem nazyvame souvisly graf, ktery neobsahuje kruznice, smycky, ani nasobné hrany.
Priklad stromu je na obrazku 2.4 vpravo.

2.1.4 Binarni strom

Déle bude uzitecné definovat pojem bindrni strom. Binarni strom je specidlnim
typem stromu, ktery se sklddd z jednoho vyznaéného vrcholu (zvaného koren) a
z usporadané dvojice bindrnich stromu — levého a pravého podstromu, viz [16,
str. 360]. Pro nds bude binarni strom znamenat takovy graf, pro ktery plati:

® prave jeden vnitind vrchol (presnéji feceno vrchol nemajici volné visici hrany)
ma stupen 2, tento vrchol je tzv. koren;

® ostatni vnitinf vrcholy maji stupen 3;

® o dals vrcholy, které maji volné visici hrany, maji stupen 2.

Piiklady binarnich stromu jsou uvedeny na obrazku 2.5.

2.1.5 Nasobné hrany a jejich jednotlivé vétve

V pripadé, ze budeme chtit jednotlivé ¢asti, tzv. vétve, multihrany

e (57 (0)
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Obrazek 2.5: Grafy ruznych binarnich stromu. Tyto stromy udeme nazyvat (zleva):
idedlné vyvazeny bindrni strom, ¢astecné (ne)vyvazeny bindrni strom, maximélné
nevyvazeny binarni strom.

takové, ze u(hg) = my, > 1, rozlisit, budeme predpokladat, ze mame jejich jedno-
znacné dané poradsi, tj. ohodnoceni ¢isly 1,2,...,my,; muzeme je znacit

(1) (2 (mn,)
hy? hy™ .o hy

Ohodnoceni nebudeme formalnéji zavadét, pro nasi potiebu je postacujici védét, ze
je jednoznacné.

2.2 Faktorovy graf

Protoze pomoci grafi budeme pozdéji znazornovat tenzory a specialné také souciny
tenzoru, tedy operace, pii kterych napt. ze dvou tenzoru vznika tenzor novy, budeme
potiebovat tyto operace néakym zpusobem prevést do jazyka graft. K tomu poslouzi
konstrukece, kterou nazyvame faktorovy graf.

Uvazujme graf G's mnozinou vrcholu V' = {vy,...,v,}. Rozdélime mnozinu V' na
k disjunktnich podmnozin, tj.

V=Viu-uV, a zaroven VinV; =g, 1=1,...0k, g=1... )k, i #].

Budeme-li mnoziny Vi,...,V, nyni povazovat za vrcholy grafu G, plati pro tyto
vrcholy

deg(V7) =( 2 deg(w))—Q'( > u(he)),
el me()u(')

kde v, jsou vrcholy uvnitt mnoziny V; a hy jsou hrany, které inciduji pouze s vrcholy
uvnitt mnoziny V;. Takovy graf budeme nazyvat faktorovym grafem. Na obrazku
2.6 je zobrazen priklad takto vzniklého grafu.
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Vi Dx, Va Vi evz

Obrazek 2.6: Priklad faktorového grafu. Puvodni graf se ¢tyfmi vrcholy vq,..., v
(vlevo), kde je naznaceno, jak vznikne faktorovy graf s vrcholy V; a V; (vpravo).
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3 Tenzor jako graf

V této kapitole vyuzijeme pojmu zavedenych v predchozi kapitole a vysvétlime, jak
je mozné znazornit tenzory v podobé grafu. Uvidime, ze je to uzitecné zejména pro
znazornéni soucinu tenzoru nebo tenzorovych rozkladu.

3.1 Tenzor jako graf

Méjme tenzor (1.1), tj.
7': (til,i27,,.7’ik) c Rnlxngx---xnk.

Budeme chtit tento tenzor reprezentovat jako multigraf s volné visicimi hranami a
smyckami (déle jen graf), ktery ma jediny vrchol 7 (zdmérné budeme tenzory a jim
odpovidajici vrcholy grafu znacit stejné) a k volné visicich hran — presnéji receno
jedinou volné visici multi-hranu b = {7, f} s ndsobnosti u(h) = k.

Jednotlivé vétve multi-hrany A, A .. h(*) odpovidaji indextim iy, s, ...,
tenzoru 7. V dalsim textu o nich budeme mluvit jako o fyzickych indexech, resp.
hrandch (resp. vétvich multi-hrany), viz obrézek 3.1.

1Y XK

Obréazek 3.1: Grafy odpovidajici tenzorum ruznych tadu (zleva): skalar (tenzor
nultého Fadu), vektor (tenzor prvniho tddu), matice (tenzor druhého Fédu), tenzor
tretiho, ¢tvrtého a osmého radu.

3.2 Tenzorovy soucin

Nyni se zaméfime na znazornéni ruznych tenzorovych interakci v podobé grafu.
Klasické hrany spojujici dva vrcholy, tj. dva tenzory, budou predstavovat soucin
téchto tenzoru v prislusnych maédech, viz [19, str. 29].

Zamérime se nejprve na souciny, které dobre zname z linedrni algebry. Priklady
operaci s vektory a maticemi, tj. tenzory prvniho a druhého fadu, jsou zobrazeny
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°9¢¢

Obrazek 3.2: Znézornéni soucinu vektoru a matic (zleva): skalarni souc¢in dvou vek-
toru, vektor ve tvaru sou¢inu matice s vektorem, matlce ve tvaru sou¢inu dvou matic,
matice ve tvaru soucinu tif matic. Jednotlivé ovalné slupky jsou de-facto jednotlivé
faktorové grafy.

na obrazku 3.2. Mame-li dva tenzory 7 a &, potom, abychom mohli provést jejich
soucin (1.3), tj

I
F=TxpgS= ( D birir usipat i Sjl,...,jq1,a,jq+1...,je)
a=1

MY XXM ] XM ] Xo o XM XM XXM g—] XM g 41 X+ XMy
cR P P+ k q q+ ,
musi existovat indexy 4, v tenzoru 7 a j, v tenzoru S nabyvajici stejného roz-
sahu hodnot 1,..., u. Znazornéni souc¢inu tenzoru v podobé grafu je ilustrovano na
obrazku 3.3.

Obrazek 3.3: Princip zapisu tenzorového sou¢inu (izeni) dvou tenzoru rédu osm
a Sest. Volné visici hrany dvou tenzoru, které odpovidaji médum i, a i, stejnych
rozmeéru a ve kterych probiha nasobeni, jsou nahrazeny hranou spojujici oba tenzory
(v terminologii grafu jde o tzv. kontrakci hrany). Sedy oval predstavuje vysledny
soucin — tenzor radu 8 + 6 -2 = 12.

Uvédomme si, ze soucin tenzoru a matice v /-tém médu a soucin dvou tenzoru
v danych modech, viz kap. 1, jsou definovany témér stejné az na permutaci indexu
(analogii transpozice matice). Srovnej napf.

T xp M € RMX XM XImxng sy XXy, a T X (1.2) M e Rnlx"-xnéqxnzuX---Xnkxm,

viz (1.2), (1.3) a také [26, kap. 2.2 a 2.6]. Pti zapisu v podobé grafu toto odpovida
pouze precislovani vétvi volné visici multihrany soucinu.
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3.3 Dalsi objekty linearni algebry interpretovatelné
jako tenzorové souciny

Poznamenejme, ze kromé standardnich maticovych souc¢inu lze timto zpusobem
vyjadrit i fadu dalsich objektu bézné uzivanych v linearni algebre, které ovsem
vétsinou jako souciny nevyklddame.

3.3.1 Stopa matice

Stopa ¢tvercové matice A € R™" je v linearni algebte definovana jako soucet dia-
gonalnich prvku, tj.
n
trace(A) = Zam.
i=1
Vyuzijeme-li graf, 1ze stopu matice interpretovat jako soucin ¢tvercové matice sama
se sebou, viz obrazek 3.4.

3.3.2 Skalarni soudin na prostoru matic

Podobné i skalarni souc¢in dvou matic A, B € R»™™ definovany jako
(4, B) = (vec(A))" - (vec(B)) = . Y ai by
i=1 j=1
lze znazornit pomoci grafu, viz opét obrazek 3.4.

Podobnym zpusobem lze zavést také napt. nasledujici ,nestandardni souc¢in® ti{
(¢i vice) matic, jejichz vysledkem je skalar. Pro

n m o
AeR™™ BeR™° (CeR” definujme soucin Z Z Z @i jbjk - Cri

Tento soucin je ilustrovan na obrazku 3.4 jako treti zleva.

3.3.3 Méné obvyklé objekty

Poslednim piikladem, ktery uvadime na obrazku 3.4, je vektor vznikly z tenzoru
tretiho radu A € R™™  Jednotlivé prvky tenzoru A oznacime a; j j, a fezy v prvnim
médu ay .., ag.., . -y Ay € RU™ t7v horizontantdlni fezy, viz [11] a [26, kap. 2.1.2,
obr. 2.2]. Potom definujme vektor v po slozkéch tak, ze

m
Ui = ) i
P
Tedy i-ta slozka vektoru v je stopou matice, ktera je trividlné izomorfni s i-tym
fezem tenzoru A v prvnim médu (horizontdlnim fezem) a; ..

Je ziejmé, ze pokud rozumime grafiim, lze nazornym zpusobem zapsat nejruzné;jsi
objekty. Moznosti vSak nejsou neomezené, pokud bychom napit. chtéli vyjadrit ,,troj-
rozmérnou stopu kubického tenzoru® tretitho fadu A € R™™ " tj. soucet prvku na
télesové thlopticece Y1 a;,,, potfebovali bychom k tomu ,hranu se tfemi konci®.
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Obrazek 3.4: Méné obvyklé typy soucinu (zleva): stopa matice (viz kap. 3.3.1;
skalarni soucin dvou matic viz kap. 3.3.2; zvlastnl soucin t¥i matic a vektor, jehoz
slozky jsou stopy matic — fezu tenzoru tfetiho tadu (viz kap 3.3.3).

3.4 (Obecné tenzorové sité

V predchozim textu jsme vysvélili, jak lze interpretvat graf jako tenzor. Nyni bu-
deme chtit postupovat opacné. Budeme mit dany tenzor a danou strukturu sité
(graf), pripadné i nékteré dalsi vlastnosti, a nasim ikolem bude najit faktory to-
hoto tenzoru, tj. vrcholy grafu (sité). Grafu, ktery predstavuje néjaky tenzor jako
vysledek soucini jinych tenzort, fikdme tenzorovd sit.

Tenzorovou sit lze proto pouzit k zdpisu ruznych tenzorovych rozkladu, které
maji pravé podobu souc¢inu. V dalsich kapitolach tohoto textu se s nékterymi z nich
seznamime podrobnéji.

Pro znézornéni tenzorové sité se pouziva i zvlastni terminologie k rozliSeni hran
ruznych typu. Hrany klasického typu, tj. typu {v;,v;}, v tenzorové siti nazyvame
séitact indexy, ptipadné vnitini nebo virtudlni indexy; volné visici hrany, tj. hrany
typu {v;, f}, se nazyvaji fyzické (prip. vnéjsi) indexy a jejich pocet udava rad celého
tenzoru.

Na obrazku 3.5 muzeme porovnat znazornéni jednoduchého tenzoru tietiho radu
a tenzorové sité — tenzoru tietiho radu ve tvaru souc¢inu tenzoru tietiho radu s ma-
tici. Ve stejném obrazku dale ilustrujeme Tuckeruv rozklad tenzoru sestého radu.
Pfipoménme, Ze abychom mohli takovouto sit nazvat Tuckerovym rozkladem, pied-
pokladame kromé dané struktury také vlastnost, ze matice v této siti maji orto-
normdlni sloupce, viz kap. 1.1.

Obrazek 3.5: Znazorneéni tenzoru vyssich fadu ve formeé grafu (zleva): tenzor tretiho
radu, tenzor tretiho radu ve tvaru soucinu tenzoru tretiho rfadu s matici, tenzor
Sestého tadu ve tvaru Tuckerova rozkladu.

V principu, mdme-li dany tenzor a predepsany graf (tenzorovou sit), muzeme
se pokusit vyjadrit tento tenzor v podobé rozkladu, ktery v grafickém znazornéni
ma pravé podobu predepsaného grafu. Pro ptresnéjsi predstavu poslouzi priklad 1.
U skutecnych tloh samoziejmé sit nepfedepisujeme zcela svévolné. Zpravidla se
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snazime tenzor poskladat z objektu, které maji néjaky, napt. fyzikalni, vyznam,
viz [13] nebo [18], ktery navic umoziuje predepsat strukturu (napf. symetrii, nebo
hodnosti) téchto objektu (napt. symetrickd matice, nebo symetrické fezy v daném
modu, toeplitzovskd matice, matice hodnosti nejvyse r, atp.).

Priklad 1. Pro dany tenzor T chceme najit tenzory A, B, C, D, £, F, G tak, aby
tvorily sit tenzoru T, takovou jako je ma obrdzku 3.6. Tato sit odpovidd soucinu
definovanému vztahem:

T =~ (th,iz,is,i4,i5,i6,i7,i8 (3'1)

= ( E : Qiy ig,ar bis,al,oézoég " Cag,a9,00,04,a5 'da47016 " Cas,ag,is,is | fOé370C77048 “Yaz,asi6 | -
Q1 yeeey0X9

Obrazek 3.6: Rozklad tenzoru T Sestého fadu do (resp. aproximace pomoci) tenzo-
rové sité tvotené tenzory A, B, C, D, £, F a G nizsich radu; viz priklad 1.

3.5 Specialni tenzorové sité

Obecné je motivaci pro konstrukci tenzorovych siti zejména umoznit praci s roz-
sahlymi vicerozmérnymi daty. Napiiklad tenzor 7 € R?*2*>2 i4du 100 obsahuje
2100 ~ 1.2676506 x 1030 prvku, coz ziejmeé nelze ulozit do paméti pocitace.! Navic zde
ani pripadnd komprese, napi. pomoci klasického Tuckerova rozkladu (viz [26, kap.
4], [19, str. 20], a [3, str. 1267]), nepomuze. Dals{ motivaci muze byt snaha pomoci
tenzorovych siti zprehlednit mnohorozmeérnd data, viz zejména [18]. Nasim cilem
tedy bude najit takové sité, které umozni

R nizit pamétové naroky (tj. budeme chtit najit rozklad do sité s co nejméné

cvv s

lUvazujeme-li, Ze na ulozeni jednoho é&fsla napt. v piesnosti double potiebujeme 8 bytii, pak
2100 — 960940 4 na ulozeni 240 = 1024* ¢isel potiebujeme 8 terabytii.
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® snadno ddle manipulovat s tenzory ve tvaru sité (tj. hleddme topologicky jed-
noduché site).

Tyto pozadavky vedou k tenzorové siti ve tvaru binarniho stromu. Nejcastéji pou-
zivané jsow: hierarchicky Tuckeriv rozklad (HTD; z anglického hierarchical Tucker
decomposition), viz napt. [19, kap. 3] nebo [7], tensor train (TT), viz [17], a dalsi,
viz také obrazek 3.7. V idealnim pripadé hierarchicky Tuckeruv rozklad dostavame
ve tvaru vyvaZeného bindrniho stromu. Obecné se snazime dostat strom, ktery neni
prilis nevyvazeny. Piipadna nevyvazenost muze byt zpusobena:

® iddem tenzoru (je-li ruzny od k = 2°);

* praktickymi duvody (vyznamem komponent — tj. kdyz fyzické indexy od-
povidaji ur¢itému jevu, napt. tepelné vodivosti jako v [13, kap. 4.1]).

Tuckerovo jadro Tuckerovo jadro Tuckerovo jadro

o

Obrazek 3.7: Piiklady tenzorovych siti odpovidajici tenzoru Sestého réadu (zleva):
hierarchicky Tuckeruv rozklad tenzoru (HTD) — sit ve tvaru ne zcela vyvdzeného
bindrnitho stromu, tensor train (TT) — maximalné nevyvézeny bindrni strom a tzv.
tensor chain (TC), viz [9, str. 5]. Ten z predchoziho rozkladu vznika pfidénim je-
diné hrany; na rozdil od obou predchozich obsahuje kruznici a je tedy vypocetné

~ v/

jediny tenzor, vSechny tii obrazky mohou predstavovat obycejny Tuckeruv rozklad.
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4 Hierarchicky Tuckeriiv rozklad (HTD)

Jednim z rozkladu, jehoz struktura je znazornovana ve tvaru tenzorové sité, je hi-
erarchicky Tuckeruv rozklad. Klasicky Tuckeruv rozklad, ktery jsme jiz pripomnéli
v kapitole 1, umoznuje vyjadreni tenzoru fadu k ve tvaru soucinu tenzoru (jehoz
rozmeéry jsou omezené vektorovym rankem puvodniho tenzoru) radu k, tzv. jadra
tenzoru, s k maticemi. Hierarchicky Tuckeruv rozklad (HTD z anglického hierarchi-
cal Tucker decomposition) spo¢iva navic v rozlozeni Tuckerova jadra daného tenzoru
do tvaru sou¢inu jednodussich tenzoru. Takovy rozklad muzeme reprezentovat ten-
zorovou siti (pfedem dané struktury). V této kapitole vysvétlime zdkladni princip
vytvoreni hierarchického Tuckerova rozkladu a tim zaroven ovérime jeho existenci.

4.1 Struktura HTD

V této casti si ukazeme, jakym zpusobem lze tenzor transformovat do potifebné
struktury dané tenzorvou siti, ktera bude mit podobu binarniho stromu, jako napf.
na obrazku 3.7 vlevo. Uvazujme tedy tenzor (1.1) fadu k

T = (tirin,...iy, ) € ROm200k, (4.1)

-----

Nultym krokem muze byt klasicky Tuckeruv rozklad, pricemz HTD se provede pro
Tuckerovo jadro. My zde HTD vylozime pro obecny tenzor (ne nezbytné Tuckerovo
jadro).

4.1.1 Nalezeni tenzoru druhého fadu — kofene binarniho stromu

Nyni budeme hledat rozklad tenzoru do sité predepsaného tvaru. Konkrétné bu-
deme chtit dosdhnout co nejvice vyvazeného stromu. Z kapitoly 2.1.4 vime, ze kromé
vrcholu s volné visicimi hranami obsahuje binarni strom vrcholy stupnu 3 a jeden
vrchol (koten) stupné 2. Dulezitymi néstroji pro nalezeni takového bindrniho stromu
dale budou:

® 1ozvoj tenzoru v matici (viz definici 3),

¥ singuldrnf rozklad matice (viz napt. [4, kap. 5)).

Tenzorovou sit konkrétnfho tvaru ziskdme tak, Ze kazd4 hrana tenzorové sité bude
predstavovat rozvoj tenzoru v médech odpovidajich rozdéleni mnoziny indexu ten-
zoru. V naSem piipadé, kdy chceme ziskat vyvazeny binarni strom pro jadro tenzoru
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(4.1), rozdeélime mnozinu jeho indexu
{1,2,...,k}
do dvou disjunktnich podmnozin
{1,...,s} a {s+1,...,k},

pro néjaké s, 1 < s < k. Potom lze vytvorit rovoj tenzoru v matici podle prvni
podmnoziny, tj.

T{lv---vs} eRNEXNm’ kde N,Q,:nl'nQ' v .ns7 Nm:ns+1.ns+2. e N

Uvazujme ekonomicky tvar singularniho rozkladu této matice

T{l,‘..,s} = U(l—s)E(l—s)(‘/(l—s))Ta (42)
kde
Ug-s) € RV&Ta-0 1 5 e Ria-9Ta-9 Vi _o) e RV 7a-o), (4.3)
pricemz
7(1-s) = rank (T{l""’s}) . (4.4)

Timto jsme dosdhli prvniho kroku pti hledani HTD, jelikoz mame tenzor tadu 2,
matici Y(_y), kterd je kofenem hledaného binarniho stromu, viz obrazek 3.7 vlevo.

4.1.2 Vétveni binarniho stromu pomoci tenzort tfetiho fadu

7 obrazku je déle patrné, ze sit HTD obsahuje také velké mnozstvi tenzor tietiho
fadu, které budeme hledat ve sméru k listum, tak jak naznacuje obrazek 4.1.

Pro jejich nalezeni vyuzijeme dulezitou vlastnost, kterou pozdéji zobecnime ve
veté 1. Uvazujme m takové, ze 1 <m < s. Uvazujme dale matice U_p) a Ugms1)-s)
levych singularnich vektoru ziskané z ekonomickiyjch singularnich rozkladu rozvoju
T{m} g TAm+Lewsk podobné jako ve (4.2)—(4.4). Pro obor hodnot matice U_s)
plati

R(Uq1-9) € R (Utmen)-») @ Un-my) (4.5)
neboli kazdy sloupec matice U(;_y) 1ze zapsat jako linedarni kombinaci sloupcu Kro-
neckerova soucinu matic Ugi_p) @ U(me1)-s). Tedy existuje matice B takova, ze

Ua-s) = (Umsy-5) ® Uamy) - Basy,  Bogy € RUGm Temn-0)Taen, - (4.6)

sloupce matice B(;_,) obsahuji koeficienty vyse zminénych linedrnich kombinaci.
Tuto matici je mozné chépat jako rovoj tenzoru tietiho radu B tak, ze

B(l_s) = Béllfs})’ kde B(l_s) € R7(-m)XT((m+1)-5) X7 (1-s) _ (4‘7)

Analogickym postupem budeme dél pracovat s maticemi U1,y a U((m+1)-s), CIMZ se
postupné rozvétvuje bindrni strom a ziskdvame tak dalsi faktory — tenzory tretiho
fddu — tenzorové siteé, viz obrdzek 4.2. S matici V{;_y) nalozime podobné, staci si
uveédomit, ze plati

‘/(1_3) = U((s+1)—k)a nebot (7—{1,...,5} )T = T{S+1""’k}. (48)

Uvédomme si, ze podobu tenzorové sité (vétveni bindrniho stromu) urcuje vzdy
rozdéleni mnoziny indexu a tomu odpovidajici rozvoje v jednotlivych krocich.
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kofen

Un-s)

vétveni

/U<1m> U((m+1)-5)
liéty Hsty

Obrazek 4.1: Znazornéni vétveni binarniho stromu — tenzorové sité pii hierarchickém
Tuckerové rozkladu.

4.1.3 Listy stromu — tenzory druhého fadu

Zpusobem popsanym v predchozi ¢asti se postupné dostaneme az k mnoziné matic
U(l),U(Q),...,U(k), U(g)ERWXT(Z), (=1,...,k.

Pripomenme, ze pro hodnoty 7, z klasického Tuckerova rozkladu a hodnosti r,
které ziskavame pii hierarchickém Tuckerové rozkladu plati

ro =1 = rank(719),
jelikoz hodnosti Tuckerova jadra jsou dany jednoznacné. Dale také ziejmé plati

R(U;) =RWUw).

4.1.4 Pv¥iklad rozkladu tenzoru osmého fadu

Piiklad 2. V tomto prikladu postupné pouzijeme vztah (4.6) k ilustraci postupu pri
HTD tenzoru T rddu k =8 = 23, viz také obrdzek J.2. Zrejmé plati

vee(T) =T 08 = (Up_g) ® Un-ay) - Bi-s),
kde B-g) = vec(X(1-a)) a Us-g) = Via_ay, viz (4.2) a (4.8), a kde

Ua-gy = (Ug-ay®U-ay) - Ba-ay,
(Uz—s) ® Us-6)) - B(s5-8),

Us-s)
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B1-s)

Ugr-a) Us-s)
B Bs-s)
U <1{> Uz-1) U (54 Ur-s)
B1-2) B34 B(5-6) B7-s)
Un U Uw) Un| | Us Uts) Ue) Us)

Obrazek 4.2: Tlustrace hierarchického Tuckerova rozkladu tenzoru osmého tadu, kde
jsme formalné oznacili B(1_g) = X(1_4) € RTO-9*T0-9 viz (4.4).

kde ddle
Ui-2)y = (Ug)®Un)) Ba-a),
Us-2y = (Uuy®Uga)) - Bes-1y,
Us-6) = (Uw)®Ug)) B-6):
Uga-sy = (Ugy®Uery) - Berosy-

Potom, s vyuzitim asociativity Kroneckerova soucinu, po dosazent plati

VeC(T) = (U(g) ® U(7) ® U(G) ® U(5) ® U(4) ® U(g) ® U(g) ® U(l))

4.9
“(B(7-8) ® B(s-6) ® B(3-1) ® B1-2)) - (B(s-8) ® Bu-v)) - Bi-s)- 4

Matice B, nazgyvané také matice prenosu, lze (s vijimkou kotene stromu) prevést do
tvaru tenzoru tretich radu, tj.

B(174) e R(ra-2) r3-0))*r(1-4) s 8(174) € RT1-2)X"(3-0)X7(1-4)

T(5— “Ti7_ XT(5_ T(5_6)XT(7_8)XT(5_
B(5—8) € R( (5-6) "T(7-8))XT'(5-8) — 6(5—8) € R7(5-6)*T(7-8)*7(5 s)’
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B(172) € R(T(l) ~r(2))><7‘(172) — 8(172) € Rr(l)xr(z)xr(l,Q),
Bz_4) € RG)  T@)xrE-4) s B34y € RF®*T@ @0
Bs_6) € Ry T6))XT(5-6) s Bs_g) € R®*T©*T5-0)

T - X7ri7_ T XTr XT(7_
B(r_g) e RUD T@)T8 = B(7_g) € RO T (-9,

Vidime, Ze dostdvame tenzor T v podobé zcela vyvdZeného bindrniho stromu, viz
obrazek 4.2.

4.2 Zakladni véta HTD

Popsali jsme strukturu celého hierarchického Tuckerova rozkladu. Jediné, co zbyva
dokazat je, ze plati vlastnost (4.5), kterou v nepatrné obecnéjsi podobé formuluje
véta 1, viz také [19, kap. 3.1.3]. Predtim ale uvedeme nésledujici lemma, které bude
uzitecné pro pochopeni dukazu.

Lemma 1. Necht M je libovolnd matice nad R, pak MM?* (kde M znac¢i Moorovu—
Penroseovu pseudoinverzi) je ortogondlni projektor (viz [4, str. 15]) na R(M).

Diikaz. Necht r = rank(M). Uvazujme ekonomicky singuldrni rozklad matice M =
U S VI tj. R(M) =R(U,) a X, je reguldrni. Pak MT =V, X 1UT. Ziejmé plati

MM'=U5, VIV, 52U =085 U =UUF =) uul,

—_—— —— j=1
1 I

kde U, = [ug,...,u,]. O

Pro libovolny vektor z tedy plati MMtz € R(M), specidlné pro x € R(M) plati

x=MMTz a tedy (MMT1)2=MDMT.

4.2.1 Duakaz zakladni véty hierarchického Tuckerova rozkladu

Nyni se dostavame k avizované véte.

Véta 1. Necht T € Rmxnax=>nx je tenzor fddu k a €e,6x c {1,...,k} jsou libovolné
podmnoziny mnoziny jeho indext takové, Ze plati €enéx = @. Oznacme € = CeUbn.

Potom
R(TY)cR(T™ e T%), (4.10)
kde T¢,T%, T jsou rozvoje tenzoru T do matice podle multiindexi €, Ce, Gn.
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Diikaz. Necht pro jednoduchost €, $x obsahuji po sobé jdouci indexy, tj.

Cgi: = {i€+17i€+27 B 7im}7 (gfﬁ = {im+17im+2a s 7ir}7
tj.
|Cel=m—-1C, |Gx|=r-m, |€|=r-L.

Necht 77 je tozvoj tenzoru T podle multiindexu %. Jakykoli sloupec matice 7 lze
povazovat za vektorizaci vec(C) néjakého tenzoru C € R ™ idu r — ¢. Tento
tenzor rozvineme do matice tak, abychom (puvodni) multiindex & rozdeélili na €¢ a
%w. Dostaneme tak matici €4t ¢ R(n=-0x(r-m) Sloupce matice C? pfitom musi
byt také sloupci matice 7%c. Tedy jsou ziejmé obsazeny v R(T ). (Pro snadnéjsi
porozuméni a ovéreni pro jednoduchy tenzor odkazujeme na piiklad 3 uvedeny pod
timto dukazem.) Plati tedy

% - 7%(7—%)*@%7
viz lemma 1. Analogicky plati
(C%@)T = 0% = ﬂm(ﬁmf O
Transpozici druhého vztahu a naslednym dosazenim dostaneme
¢ = (™) = (™) ((T)) (T = e (o)) (T ()
T ((T%) ¢ (7)) ) (T (4.12)

|44

a tedy

vec(C) = vec(C?) = (T @ T%) - vec(W),
viz [26, str. 39, Poznamka 3], [5] nebo [23]. Tedy libovolny sloupec vec(C') matice 7%
lze napsat jako linedrni kombinaci sloupcti matice 7% ® T?<. A tedy obor hodnot

matice 77 je podmnozinou oboru hodnot matice 7% ® Tz,
O

Priklad 3. Zde ukdZeme vlastnosti sloupci matic rozvoju tenzoru T a C, které
vyuZivame v dukazu véty 1, na jednoduchém prikladu. Méjme tenzor

(4.13)

ot
D

T=| 1] 2] |erz22

Vybereme mnozinu jeho indexi €e = {1} a Gx = {2}. Potom rozvoj rozvoje tenzoru
T jsou

1 5 26 1537
{1.2} = {1} = (2} =
T ’ T [3 7 4 8]’ T [2 6 4 8]'

=W N =
oo~ O Ot
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Uvazujme prond sloupec matice T1H2, Ten lze povazZovat za vektorizaci vec(C) ten-

zoru druhého Tadu
Cz[ L2 ]eszz,

3 4

jeho rozvoj do matice C% = C11} je roven primo C. V dikazu vyuZivdme toho, Ze
libovolny sloupec matice C* je také sloupcem matice T = T}, Podobné sloupce
matice C% = C12} = CT jsou zdroven sloupci matice T = T2},

4.2.2 Matice pFenosu

Obor hodnot libovolné matice je roven oboru hodnot matice levych singuldrnich
vektoru, které odpovidaji nenulovym vlastnim ¢islum. Zrejmeé tvrzeni z véty 1 ihned
ukazuje platnost vztahu (4.5).

Necht Uy, Usg,, Ug, jsou matice, jejichz sloupce tvoif libovolné béaze sloupcovych
prostoru (tedy oboru hodnot) matic 7%, T %, T%. 7 véty 1 a nésledujiciho dukazu
vyplyva, ze existuje matice By takova, ze

Ug = (Ugy ® Ug,) - By, By e RU“eTa0)x%, (4.14)

Specidlné, jsou-li sloupce matic Uy, Uy, , Ug, levé singuldrni vektory matic 7¢, T e,
7%, budeme tuto matici By nazyvat matice prenosu (anglicky transfer matrix).
Poznamenejme, ze ¢isla rg, , 74, , 7 znaci hodnosti odpovidajicich rozvoju tenzoru 7,
viz (4.6)—(4.7). Matice pfenosu je prostiedek, ktery ndm umozni ,rozbit* tenzor do
predepsaného tvaru sité. Matici By muzeme chapat jako rozvoj tenzoru By tretiho
radu tak, ze

By =B, kde By e RMeXon e (4.15)

viz (4.7) a podrobnéji také viz priklad 2. Tyto tenzory jsou tedy vrcholy tfetiho
stupné v tenzorové siti predstavujici HT'D, viz obrazek 4.2.

4.3 Shrnuti konstrukce hierarchického Tuckerova roz-
kladu

Ptedné poznamenejme, ze postup pii hledani hierarchického Tuckerova rozkladu,
tak jak ho vysvétlujeme, je pouze naznakem vypoctu. Slouzi zde zejména pro po-
chopenti struktury rozkladu a jako dukaz jeho existence. Prakticky vypocet rozkladu
a implementace ptislusného algoritmu neni jednoduchd. Jeden z moznych postupt
vypoctu bude naznacen v kapitole 6.

4.3.1 Vétveni binarniho stromu a tzv. dimension tree

Uvédomme si, ze podmnoziny mnoziny indexu lze vybirat libovolné. Praveé zpusob,
jakym rozdélujeme mnozinu indext (a postupné jeji podmnoziny), vytvari strom
odpovidajiciho tvaru. Pro dosazeni potiebného tvaru sité volime v kazdém kroku
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odpovidajici rozdéleni mnoziny indexu tenzoru. Tomuto rozdéleni odpovida tzv. di-
mension tree. Priklady rozdéleni mnoziny indexu (konkrétné ty moznosti vétveni,
které ddvaji co nejvice vyvazeny binarni strom) muzemem vidét na obrazku 4.3 pro
tenzor osmého (vlevo) a sedmého tadu (vpravo).

{1,2,3,4,5,6,7,8} {1,2,3,4,5,6,7}

Obrazek 4.3: Struktura rozdéleni indexu, tzv. dimension tree, tenzoru osmého radu
z piikladu 2, prevzato z [19, str.22], a tenzoru sedmého fadu pii snaze o co nejvétsi
vyvazenost siteé.

Poznamenejme, ze tensor train, jehoz podobu muzeme vidét na obrazku 3.7
uprostied, je rozkladem, ktery funguje tplné stejné jako HTD. Jedinym rozdilem je
zpusob rozdélovani mnoziny indext. Jedna z podmnozin vzdy obsahuje pouze jeden
index a ziskavame pro néj tedy primo matici z klasického Tuckerova rozkladu a dalsi
krok algoritmu potom musime provést vzdy pouze pro jednu vétev.

4.4 Efektivita ulozeni dat pomoci hierarchického Tuc-
kerova rozkladu

Pii praci s tenzory jsme casto omezeni tim, zZe tenzor obsahujici velké mnozstvi
prvkil nelze kvili vysokym pamétovym narokim uloZit v pocitaci. Z tohoto diivodu
vznikla celd fada ruznych algoritmu, tenzorovych rozkladu, umoznujici tenzor ulozit
pomoci mengich objektu s vyznamnou usporou paméti. K nim zrejmé patii i Tuc-
keruv rozklad a hierarchicky Tuckertuv rozklad. V této ¢éasti chceme porovnat, kolik
paméti usetfime, budeme-li s takovymi rozklady pracovat.

Oznac¢me

= k(T* = Mg} 4.16
r=_max  ran (T%) a  n=max{ng,...,n} (4.16)

Budeme porovnavat pamétové ndroky, tj. pocet redlnych éisel, které je potifeba
ulozit, abychom ziskali tenzor, piipadné jeho dobrou aproximaci. Ziejmé tento pocet
muzeme odhadnout pomoci ¢isel r,n a k.

® Vv pripadé nerozlozeného tenzoru je pocet ukladanych realnych ¢isel shora ome-

zen hodnotou nk.

® Vv pripadé klasického Tuckerova rozkladu uklddame k matic s rozméry nejvyse
n x r a pocet prvku Tuckerova jaddra je omezen hodnotou r¥, tedy celkem
knr + r* realnych cisel.
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®Vv piipadé hierarchického Tuckerova rozkladu opét ukladame £ matic s rozmeéry
nejvyse n x r (listy stromu). Je-li fad tenzoru mocninou dvou, tj. k = 2¢, pak
zcela vyvazeny binarni strom Tuckerova jadra obsahuje pravé jednu matici
s rozméry nejvyse r x r (kterd je navic diagonélni; koren stromu) a déle k — 2
tenzoru tretitho fadu s rozméry nejvyse r x r x r. Tedy celkem ukladame knr +
(k—=2)-r3+r2 redlnych cisel.

® ke v pripadé rozkladu typu tensor train (TT) ukldddme k matic s rozméry
nejvyse nxr, dale pak (k-2) tenzoru trettho fadu s rozmeéry nejvyse rxrxr a
dvé matice s rozméry nejvyse rxr. Tedy celkem ukladdme knr+(k—2)-73+2r?
realnych cisel.

Pamétové naroky jsou také shrnuty v tabulce 4.1 a ilustrovany na obrazku 4.4.

Ze zpusobu konstrukce hierarchického Tuckerova rozkladu a tedy i tensor train
(ktery se od HTD lisi pouze zpusobem vétveni) tak, jak jsme popsali v kapitole
4.1.1, je zfejmé, ze odhady u téchto dvou zpusobu rozkladu muzeme navic upfresnit,
jelikoz matice v kofeni stromu je diagondlni, tj. obsahuje pouze r nenulovych ¢isel.
Pocet redlnych cislel pottebnych k ulozeni je potom omezen na knr+ (k—=2)-1r3+r
c¢isel pro HTD a knr+ (k-2)-r3+r2+r pro TT.

Poznamenejme ddle, Ze vztah pro pamétové naroky hierarchického Tuckerova
rozkladu je odvozen pro zcela vyvazeny binarni strom tenzoru fadu mocniny dvou,
my ho ale budeme pouzivat pro tenzor libovolného radu. Muzeme si to dovolit proto,
ze TT odpovida maximalné nevyvazenému binarnimu stromu, pficemz vztah pro
jeho pamétfové naroky je odvozen pro tenzor libovolného fadu a déva prakticky
stejny odhad.

Tabulka 4.1: Porovnani pamétovych ndroku pii uloZeni tenzoru riznymi zpusoby.

pouzity rozklad pocet ukladanych realnych ¢isel
cely tenzor nk

Tuckeruv rozklad knr +rk

hierarchicky Tuckeruv rozklad | knr+ (k—2)r3 +r?

tensor train (TT) knr+ (k=2)r3+2r?

Z tabulky 4.1 vidime, Ze zatimco pamétové ndroky (pocet ukladanych prvku)
jsou u nerozlozeného tenzoru exponencialni v k, pro hierarchicky Tuckeruv rozklad,
prip. tesor train, jsou linearni v k a kubické v r. Ptipadna tspora mista samoziejmé
zavisi na tom, jak malé muze realné byt r pro dana data.
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Spotieba pameéti pii uloZeni tenzoru fadu k, n = 100, r = 10

12
10 — -
, cely tenzor
i | = — ~Tuckeriy rozklad
;| —©—hierarchicky Tuckertiv rozklad
1|+ tensor train (TT)
/
=T 4410 !
\GV,_:J) 10 B / —
O /
S !
O
> /
g /
\g /
<10 ¢ ! a
\é /
= /
o) /
® /
< /
= /
+ 6 /
2 10 , :
o
e /
/
/
/
/
/
4 7
10 - a
& . ]
10 10
k

Obrazek 4.4: Porovnani pamétovych naroku pii ulozeni tenzoru ruznymi zptsoby.
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5 Manipulace s tenzory ve tvaru HTD

Ukazali jsme uz, jakym zpusobem lze ukladat tenzory ve tvaru sité. Dale nas bude
zajimat, jakym zpusobem lze s tenzory ulozenymi ve formatu HTD pracovat dale.
Ukéazeme si, jakym zpusobem lze tenzory v HTD nasobit matici, scitat i nasobit
mezi sebou. Budeme se navic snazit, aby vysledny tenzor byl ulozen opét v HTD a
to v co nejuspornéjsim tvaru.

5.1 Souéin tenzoru s matici v /-tém modu

Prvni z operaci, kterou popiseme bude soucin tenzoru s matici v daném modu ¢, viz
definici 2. Mé&jme pro jednoduchost tenzor osmého fadu 7 € Rm>*ns (vig piiklad 2,
str. 33) a matici M € R™™ a { = 3. Pro soucin

D =T xg M e Rmxnoxmnaxng
ziejmé plati
vec(D) =vec(T xs M) =1, ® @1, @ M®1,,®1, ) vec(T), (5.1)
kde vektorizaci tenzoru 7 lze pomoci vztahu (4.9) zapsat

VeC(T) = (U(g) ® U(7) ® U(6) ® U(5) ® U(4) ® U(3) ® U(Q) ® U(l))

5.2
~(B(7-8) ® B(5-6) ® B(3-4) ® B1-2)) - (B(5-8) ® B1-4)) - B(1-s)- >

Kombinaci vztahu (5.1) a (5.2) dostdvame tenzor D, resp. jeho vektorizaci ve tvaru

vec(D) = (Lpy® 1, ® [, ® 1, ®1,, oM ®1,,®1,,)
(Uis) ® Urry @ Ugg) @ Ugs) ® Uy ® Ugs) @ Ugz) @ Uyy)
- (B(7-8) ® B(5-6) ® B3-4) ® B(1-9)) - (B(5-8) ® B(1-4)) - B(1-g)
= (U<8) ®Ur) @ Ugs) ® Ugs) ® Upay ® (MUgs)) ® Ugg) ® U(l))
(B(r-8) ® B(s-6) ® B(3-1) ® B(1-2)) - (B(s-8) ® B(1-4)) - Bi-s),
kde (MUzy) € R™"®); s vyuzitim vztahu mezi klasickym maticovym nasobenim a
Kroneckerovym souc¢inem matic, viz napt. [26, pozndmka 3].

Slovné vyjddieno, pokud je tenzor T ulozeny v HTD, vyndsobenim listu Uy
matici M ziskdme soucin tenzoru 7 s matici M v médu ¢, ktery formdalné vypada jako
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hierarchicky Tuckeruv rozklad, viz obrazek 5.1. Tedy je vyjadfeny jako tenzorova
sit, resp. bindrni strom se stejnou strukturou jako piuvodni tenzor 7. Narozdil od
HTD ale (-ty list stromu tenzoru D, tj. matice (MU ), obecné nema navzajem
ortonormalni sloupce. Abychom HTD ziskali, je potifeba provést reortogonalizaci
sloupcu této matice a nasledné prepocitat ostatni dotéené tenzory sité. Témito kroky
se budeme podrobnéji zabyvat v kapitole 5.3.

B(s-s)

B(1-s)
Utr-a) Us-s)
B
Ua-2) U(z-1) Uts-6)
B1-2) B(3-4) B(5-6)
N\
Un) Uw MUg| | Uwy| | U Ute)

Uy

Us)

Obrazek 5.1: Ilustrace soucinu tenzoru (z obrazku 4.2) osmého fadu s matici M ve
tietim maodu.

5.1.1 Linearni zobrazeni ve tvaru Kroneckerova soucinu

Specidlné pro linedrni zobrazeni, které l1ze zapsat ve tvaru Kroneckerova souc¢inu, tj.

A: T +— D,

kde

A:Ak®Ak_1®“'®A1,

(5.3)
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pricemz oba uvazované tenzory 7 i D jsou nyni fadu k (pro jednoduchost uvazujme
k =25, kde < je prirozené ¢islo), ziejmé plati

vee(D) = vec(A(T)) = ((Aly) & (A 1Ug1) @ ® (A1 U)) )

“(B((k-1)-k) ®  ® B1-2)) - (B((b-3)-k) ® "~ ® B(1-1))

(B((k2+1)-k) ® B1-(x/2))) - Ba-x)-

Schematicky lze soucin vyjadiit pomoci tenzorové sité na obrazku 5.2.

A(T)

Obrazek 5.2: Linearni zobrazeni ve tvaru Kroneckerova souc¢inu.

5.2 Souéet dvou tenzoru

Soucet tenzoru stejného fadu a stejnych rozméru ziskdame jednoduse, bez jakychkoli
aritmetickych operaci pouhym zietézenim odpovidajicich faktori, obdobné jako je
ukdzéno v [26, kap. 1.3.1 a 3.2.1] pro matice ve tvaru singuldrnich rozkladu, resp.
tenzory v Tuckerové rozkladu.

Meéjme napriklad dva tenzory C,D € R >4 v HTD popsaném stejnym stro-
mem, tj.

vec(C) = (U(4) ®U(3) ®U(2) ®U(1)) (B(3 1) ® (1 2)) B(1 —4)

(5.4)
vee(D) = (Ugyy ® Uy @ Uy @ U ) - (Bay ® B ) - Biay:

Potom jejich soucet £ = C + D ziskdme sefazenim pifslugnych matic US 0 2 U (% za
sebe, tj. dostaneme matice

[UG), U] e RO C0™®), g=1,..4,
a diagonalnim zfetézenim piislusnych tenzoru B odpovidajicich jednotlivym maticim
prenosu. Pro pochopeni nejlépe poslouzi ptiklad na obrazku 5.3.

Takovymto zpusobem vsak ziskdme, stejné tak jako v ptipadé soucinu tenzoru
s matici, tenzorovou sit, kterd ma formdiné stejnou strukturu jako ptivodni tenzory,
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C
B (1-4)

Bl
ST 7 7 - A P dl
| _ - | = | - |
R T
C | |
8(172) : 88_4) i
D | D
| Bl ‘ B
,,,,,,, e L - i o J/ ’
C D C D C D C D
Un | UG U | Y | | Vs | Vs U | UG

Obrazek 5.3: Ilustrace souc¢tu dvou tenzoru C a D (5.4) ¢tvrtého tadu ve tvaru HTD.

ale matice odpovidajici listiim nemaji ortogonalni sloupce a tedy tato sit nenf hierar-
chickym Tuckerovym rozkladem tenzoru £. Pro ziskani takové sité musime provést
reortogonalizaci jako v predchozim pripadé; viz kap. 5.3.

Zde navic, na rozdil od soucinu tenzoru s matici, vznika prakticky problém s ve-
likosti ukladanych dat. Vidime, ze takto zkonstruovany tenzor £ = C + D potiebuje
circa dvakrat vice pamétovych prostiedki nez tenzory C nebo D. To by samo o
sobé nevadilo, pokud nebude potteba takovou operaci provadét opakované, napr.
pii Feseni soustavy linedrnich rovnic (tj. A(X) = B s tenzorovou pravou stranou a
linedrnim zobrazenim ve tvaru Kroneckerova sou¢inu) iteraéni metodou. Tehdy by
rostly pamétové naroky exponencidlné s &fslem iterace.

5.2.1 Linearni kombinace tenzoru

Vime-li jak tenzory ve tvaru hierarchického Tuckerova rozkladu scitat, uz neni tézké
pochopit, jak bude vypadat linerdrni kombinace tenzoru stejnych fadu se stejnou
strukturou binarniho stromu HTD. Méjme tenzory 7; € R*v> 7 v HTD se stejnym
stromem, a koeficienty «; € R tvorici linearni kombinaci
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Ztejmé pro a-nasobek tenzoru 7 (pro jednoduchost fadu k = 2¢) plati

vec(aT) =avec(T) =a(Uw) @ Uy-1y ® - @ Uyy)
“(B((k-1)-k) ®  ® B1-2)) - (B((k-3)-k) ® "~ ® B(1-1))

“(B((k2+1)-k) ® B1-(x2))) - B-)
= Uy ® U1y ® - @ Uy))
(B((k-1)=k) ® - ® B1-2)) - (B((k=3)-k) ® - ® B(1_4))

' (B((k/2+1)_k) ® B(l—(k/2))) . (Oé B(l—kz))

Pripomenme, zZe kofen B(;_j) bindrnfho stromu predstavujictho HTD tenzoru je di-
agonalni matici se singuldarnimi ¢isly rozvoje tenzoru 7 podle multiindexu daného
vétvenim stromu; viz kap. 4.1.1 a obrazek 4.2.

Pro vypocet linearni kombinace € = Y, ;7; tedy potiebujeme

* nejprve ziskat jednotlivé scitance «;7;, které dostaneme tak, ze c¢islem «;
vynasobime diagonalni matici v kofeni stromu tenzoru 7;, a

* provést soucet tenzoru «; 7;, ktery budeme ziskavat postupem, ktery je popsany
v predchozim textu.

Takto ziskdme tenzor £ ve tvaru tenzorové sité se stejnou strukturou jako meély
tenzory 7T;, pficemz matice ulozené jako listy bindrniho stromu opét nemaji navzajem
ortogonalni sloupce. I v tomto pripadé budeme provadét reortogonalizaci.

5.3 Reortogonalizace a rekomprese

V predchozich ¢astech textu (kapitoly 5.1 a 5.2) jsme popsali prvni kroky nékterych
operaci s tenzory ve tvaru hierarchického Tuckerova rozkladu, kdy vysledkem byly
vzdy tenzory, které se forméalné strukturou podobaly pivodnim tenzortim. Casto
vSak chceme i vysledny tenzor ukladat ve tvaru HTD, proto potiebujeme udélat
jesté nékolik kroku, které nam toto umozni, konkrétné to bude

* ortogonalizace listu binarniho stromu,

* ortogonalizace rozvoju tenzoru tretitho fadu — vypocet novych matic prenosu,

* komprese rozmeéru faktoru binarniho stromu.
Princip bude analogicky principu pii operacich s maticemi ulozenymi v ekonomickém
tvaru singularniho rozkladu, resp. s tenzory ve tvaru klasického Tuckerova rozkladu,
viz [26, kap. 1.3], resp. [26, kap. 3.2.1].

Pro vysvétleni mechanismu vypoctu novych matic prenosu pripomenme nejprve
vztah (4.14), tj.

Uy = (U%ﬂm ® U(gs) - By, kde By € R(T‘gs'“gm)”‘fj (5.5)
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je matice pfenosu a kde Uy, Uy, , Ug, jsou matice levych singuldrnich vektoru tvorici
ortonormalni baze oboru hodnot prislusnych rozvoju tenzoru. Tedy plati
UlUgs =1, U(;%RU%{ =1, U%EU%2 =1,

kde jednotkové matice na pravych strandch jsou vhodnych (obecné ruznych) radu.
Pak zrejmeé také plati

(U ® Ug, )" (Ui, ® Uy,) = (U, ® U, ) (Ui, ® Ug,)

5.6
:(U%?WU{%)(X)(U;SchS):I@[:I, ( )

jak plyne z vlastnosti Kroneckerova soucinu. Kombinaci predchozich rovnic ziskame
vztah

1= U;ch = B%;(U%m ® chﬂ)T(chm ® chx)Bcg = B%Bcg, (5.7)

tedy také matice prenosu mé ortonormaélni sloupce. Této vlastnosti budeme vyuzivat
pri reortogonalizaci. Budeme vzdy postupovat od listu ke koreni, tak jak naznacuje
obrazek 5.4. Postup pro jednotlivé operace rozebereme v samostatnych podkapi-
tolach.

koten
Ui-s)

/N

Ut1-m) U(m+1)-5)

reortogonalizace

listy liéty

Obréazek 5.4: Znazornéni postupu reortogonalizace.

5.3.1 Reortogonalizace souéinu tenzoru s matici

V prvnim kroku soucinu tenzoru v HTD s matici, ktery jsme popsali na prikladu
v kapitole 5.1, tj. soucinu

D=T x3 M, T e RMems, M e R™"3,
jsme na misté tretiho listu ziskali soucin

MU(g) SINON
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viz obrazek 5.1. Abychom ziskali vysledny tenzor D v hierarchickém Tuckerové roz-
kladu, pottebujeme nejdrive zajistit, aby matice — listy bindrniho stromu mély or-
togonalni sloupce. V nasem ptikladu je nutné ortogonalizovat pouze sloupce tietiho
listu, tedy matice MU(s).

Reortogonalizace listu

Ortogonalni sloupce zajistime pomoci QR rozkladu (viz napf. [4, kap. 3]) této matice,
tj. dostaneme

MU(S) = Q(g)R(g), kde Q(g) e R™Te) g R(3) € R?’d@)”’(i‘s)7 (58)

kde
'7‘“/(3) = rank(MU(g)) <T(3)- (5.9)

Matice @3y ma ortogondlni sloupce a bude tedy listem binarniho stromu tak, jak je
naznaceno na obrazku 5.5.

Poznamenejme, Ze 7(3) < 7(3) zpusobi, Ze matice R(3) obecné neni ryze trojihel-
nikova (anglicky proper upper triangular), ale je v tzv. hornim schodovitém tvaru
(anglicky row echelon form). Zde je mimo jiné prostor pro kompresi — zanedbavanim
vhodné uréenych malych prvka matice R z QR rozkladu listu (resp. listi) se muzeme
cilené snazit o snizeni hodnoty 7(3).

Nasobeni trojuhelnikovym faktorem

Nyni kdyz jsme zajistili, ze list ma vzajemné ortogonalni sloupce, nas bude zajimat,
jak se projevi matice R3) z QR rozkladu ve zbytku tenzorové sité. Dalsim krokem
tedy bude nasobeni tenzoru Bz_4) matici Rs).

Pripomenme vztah (4.14) vyjadiujici vztah matic Uy a matic pfenosu. Apliku-
jeme-li tento vztah pro tenzor 7T z naseho prikladu, plati

1,2
U(3_4) = (U(4) ® U(3)) : 8(3_4), kde B(3_4) = B({3_4}). (510)

Pro soué¢in 7 x3 M, potom kombinaci vztahu (5.10) a (5.8) dostdvame

Us-1) = (U ® Q) R3)) - Bis-s)

_ (5.11)
= (Ui ® Q) (I ® Res)) - B2 = (Uy @ Q) - B2,

tj.
B34y = Bz_a) x1 Rz € RT&» 7@, (5.12)

Poznamenejme, ze vztah (5.9) zarucuje, ze nasobeni matici R lze vzdy provést,
pokud nastane 7(3y < r(3), staci doplnit matici R nulovymi prvky do potifebnych
rozmeru.

Matice B({éi}) nyni ale neni matici prenosu v pravém slova smyslu (tj. jak jsme
ji zavedli na str. 37; viz (4.14)), nemd ortonormalni sloupce. Abychom z ni matici
prenosu vytvorili, musime zortogonalizovat sloupce této matice.
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Bi1-s)

3(1—4 8(5—8)
Ba-2) Bs-1) Bis-6) B7-s)
Un) Uo| Q=03 |Uw| | Us) Ue| | Uwm Uts)

Obréazek 5.5: Schéma ortogonalizace listu bindrniho stromu pfi soucinu tenzoru s ma-
tici. Matice @ z QR rozkladu je uloZena jako list binarniho stromu, matici R(s)
budeme nésobit piislusny tenzor tietiho Fadu.

Reortogonalizace matice prenosu

s s , )
Pro ziskani ortonormaélni baze sloupcového prostoru matice B({a— 4})

jejil QR rozklad, tj.

provedeme opét

8\8—24}) =Qu-0Ri-1), Q- € R ) "'(4))X7(3—4)’ R4y € R7-0)%7(3-1) (5.13)

kde T(5_4) = rank(lg\g’i})). Zde matice ()(3-4y ma ortonormalni sloupce a je nové

vypocitanou matici pfenosu. Oznacime formdalné Q(3_4) = 5(3_4), tj. rozvoj tenzoru
g({;’_i} , ktery bude ulozen v binarnim stromu HTD vysledného tenzoru; pro ilustraci
viz obrazek 5.6.
Stejnym zpusobem postupujeme déle bindrnim stromem, a tedy dalsim krokem
je soucin R
Bi-4y = Bi-ay %2 R(3-4),

QR rozklad rozvoje ggi}) = Qu-14R-4) atd., dokud se nedostaneme ke koteni

binarniho stromu. Vektorizaci tenzoru D = T x3 M tedy po téchto krocich dostavame
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B(i-s)

Bi-1y B(s-5)
8(1—2) E(3_4) 8(5—6) 5(7—8)
Un) U | | Ug U | | Us) Us)| | U Us)

Obrazek 5.6: Schéma postupu reortogonalizace, kdy jsme ziskali reortogonalizovanou
matici pfenosu, ulozili ji do binarniho stromu jako tenzor tretiho radu a matici R(3_4)
z QR rozkladu budeme nésobit dale.

v podobé

VGC(D) = (U(g) ® U(7) ® U(G) ® U(5) ® U(4) ® [7(3) ® U(Q) ® U(l)) (5 14)
(B(r-5) ® Bs-6) ® B(s-1) ® B1-2)) - (Bs-s) ® Bu-1)) - B-s)-

Formalné ale jesté nemame HTD tenzoru D, protoze kofen stromu — matice g(l_g)
(pozn. B(i_gy = vec(B(1_g))) — neni diagonalnf; tim se budeme zabyvat pozdéji, viz
kap. 5.3.3.

5.3.2 Reortogonalizace souétu dvou tenzorii

V pripadé souctu dvou tenzoru budeme postupovat analogicky jako v pripadé souci-
nu tenzoru s matici. Jedinym rozdilem je, ze ortogonalitu sloupcu nebudeme potie-
bovat zajistit jen pro jednu matici (jeden list binarniho stromu), ale pro vSechny listy
binarniho stromu, tj. matice [U, (Ce), U (%], sestaveného tak, jak jsme popsali v kapitole
5.2. Stejné tak budeme chit zajistit, aby tenzory trettho fadu v bindrnim stromu
odpovidaly maticim prenosu, a tedy jejich rozvoje mély ortonormalni sloupce.
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Reortogonalizace listii

Spocitame tedy QR rozklady listu stromu, tj.
(UG Uip] = Qo Ry, kde Q) eR"®T® a Ry e RO *r)

(srovnej s (5.8)). Kazdd matice Q) ma ortogondlni sloupce a tedy vsechny tyto
matice budou ulozeny jako listy binarniho stromu HTD tenzoru £ formalné ozna-
cené U, (% = Qo). Matice R(;) potom musime vyndsobit piislusné tenzory bindrniho
stromu.

Nasobeni trojuhelnikovymi faktory
V nasem prikladu z kapitoly 5.2 oznacme jako 85_2) diagondlni tenzor sestaveny

7 tenzori 88_2) a 83_2). Provedeme tedy soucin

B2 = Bliz) X1 Bty %2 Ry e R T

(srovnej s (5.12)). Analogicky budeme provadét dalsi souciny, tenzoru B a matic
R. Takto ziskané tenzory B ale opét nereprezentuji matice prenosu, protoze nemaji
ortonormalni sloupce.

Reortogonalizace matic pfenosu

Pro matice B2} tedy vzdy provedeme QR rozklad, tj. v nasem prikladu ziskdme
(8(1 2)){1’2} = Qu-nRa-2), Quz e RCOT@ITa-2) Ry e R0,

kde T{(1_9) = rank((lS’(1 »)12) (srovnej s (5.13)); atd. Matice @ majf ortonormalni

sloupce a proto odpovidaji maticim prenosu. Oznacime-li formalné B(1 ) = = Qu-2)
atd., tyto matice JSOU. rozv031 tenzoru trettho radu v bindarnim stromu HTD tenzoru
&, tj. napiiklad B(1 9) = (B(1 2)){1 2} Timto zptsobem postupujeme dale smérem ke
kofeni stromu. Pripomenme znovu, ze v ptripadé souctu tenzoru se ortogonalizace
bude tykat vSech tenzoru v bindrnim stromu tenzoru &, tj. nakonec dostavame

vee(€) = (Ul 0 ULy 0 Uh, © UL) - (Bf_yy ® Bli_y)) - Bl (5.15)

Formalné ale jesté nemame HTD tenzoru D, protoze kofen stromu — matice 8(1 4

(pozn. B(1_4) = VGC(B(1_4))) — neni diagondlni.

5.3.3 Aktualizace koFene stromu

Pri operacich s tenzory a nasledné ortogonalizaci faktoru binarniho stromu ziskava-
me v kofeni stromu matici B(;_p (resp. B(1 py) € RT0-9>7(e00 Kkterd obecné nenf
diagonalni, jak bychom od HTD pozadovali.
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Pro ziskani diagonalni matice v kofeni binarniho stromu HTD tenzoru staci
provést singuldrni rozklad matice B(i_y), tj.

Ba-xy = UxXgViE, kde Uk e RTa-TK - 3 e RTEXTE - Ve € RTs+1)-k)XTK

pricemz matice Y je diagonalni matici se singuldarnimi ¢isly matice g(l_s) na dia-
gonale, ktera bude novym kotenem reortogonalizovaného binarniho stromu, formalné
ho oznacime g(l—k) =YK K = rank(g(l,k)). Déle zbyva uz jen vynasobit maticemi
Uk, Vi prislusné tenzory v siti HTD, tj. provét souciny

g(l—s) = 5(1—5) x3 Uk a g((s+1)—k:) = g((s+1)—k) x3 V. (5.16)

Jelikoz tenzory nasobime maticemi s ortogonalnimi sloupci, zistanou ortogonalni
i rozvoje téchto tenzortu, tj. vysledné tenzory budou maticemi prenosu. Staci si
uveédomit, ze predchozi rovnici lze prepsat

A2y _ R L2 _ [
B(H) = Bu-sUk a B((s+1)—k) = B(s+1)-1) Vi (5.17)
a tedy
(1,2 (1,2 = I~
(BB = URBl_Ba-oyUk =1,
21,2} TF2y  _yTRT 7 _
(B((s+1)—k)) B((s+1)—k) = Vg B((s+1)—k)B((S+1)*k)VK =1

Tyto souciny jsou poslednimi kroky pro ziskani hierarchického Tuckerova rozkladu
tenzoru, ktery je vysledkem nékteré z predchozich operaci.

Zde je také dalsi prostor pro kompresi — mald nové vypoctena singularni cisla
muzeme v nékterych piipadech (v zéavislosti na aplikaci) zanedbat (polozit rovny
nule) a ziskat tak aproximaci puvodniho tenzoru tenzorem nizsi hodnosti rx a tedy
i s nizsimi pamétovymi naroky pii jeho ukladani.

5.4 Skalarni souéin dvou tenzoru

V kapitole 3.3.3 jsme poukézali na moznosti tenzorovych siti pro zapis méné ob-

vyklych tenzorovych soucint, jejichz priklady jsme ilustrovali na obrazku 3.4. Ziejmeé

takto muzeme interpretovat i skaldrni soucin tenzoru (uloZenych ve tvaru HTD).
Méjme tenzory 7,8 € Rm >k Potom pro jejich skalarni soucin plati

ni Nk

<T,S) = (vec(T),veC(S)) = Z Z tilv---yik . Silv"'vik" (518)

ii=1  dp=1

Jsou-li tenzory T a S ulozeny ve tvaru sité HTD (se stejnou strukturou stromu), lze
jejich skaldrni soucin interpretovat, resp. spoc¢itat zpusobem, jaky je vidét napfr. na
obrazku 5.7.
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(d)

@ Q@
(a) (b) (c)
(e) (f) (g) (h)
Obréazek 5.7: Priklad vypoctu skalarniho souc¢inu dvou tenzoru 7 a S Sestého fadu.
Nésobeni v piislusnych mdédech (viz kap. 3.2, specidlné obrézek 3.3) v jednot-
livych krocich je naznaceno Sedym podkladem. V jednotlivych krocich postupné
pocitame/ziskdvame: (a) soucin matic ULUs (Sestkrat); (b) souciny tenzoru s ma-
ticl By xq My xo My (tiikrat); (c) soucin tenzort By x(1,2),(1,2) Bs (tfikrat); (d) soucin
tenzoru s matici B x; M (dvakrat); (e) soucin tenzoru By x(1,2),(1,2) Bs (jednou); (f)
soucin matic M* Mg (dvakrét); (g) skaldrni soucin matic (M, Ms) (viz kap. 3.3.2;
jednou); (h) vysledny skaldr, tj. hledany skaldrni soucin tenzoru.

5.5 Vypocetni naro¢nost operaci

Na zaver této kapitoly shrneme naroc¢nost operaci s tenzory ulozenymi v hierar-
chickém Tuckerové rozkladu. Zkoumat budeme pfitom druh a pocet operaci, které
musime provést, pokud chceme i vysledny tenzor ziskat v podobé hierarchického
Tuckerova rozkladu. Pfipoménme znaceni (4.16)

= k ¢ = . .
r %)Cr{riaxk} rank(7%) a n =max{ny,...,ng}

1S5 LTI

Detailnéji rozebereme jen vypocet souc¢inu tenzoru s matici v jednom moédu a soucet
dvou tenzoru ve tvaru HTD se stejnym bindarnim stromem. Dalsi operace jsou
zminény v tabulce 5.1.

Je dobré si uvédomit, ze vyvazeny binarni strom tenzoru radu k = 29, ¢ € N,
obsahuje ¢ + 1 = (logy, k) + 1 ,pater”, pricemz nejspodnéjsi (listy) a nejvrchnéjsi
(kofen) jsou matice. Obecné (fad tenzoru nemusi byt mocninou dvou), budeme-li
uvazovat ,nejméné nevyvazeny“ binarni strom, HTD tenzoru obsahuje nejvyse

[log, k] -1
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wpater” tenzoru tretiho tddu (viz napi. obrazek 4.2), kde [-] znac¢i horni celou ¢ést
realného ¢isla. Celkem bude takovy strom obsahovat pravé 2k — 1 objektu, pticemz
k z nich jsou listy (matice), jeden je koren (matice) a tedy

k-2

z nich jsou tenzory ttretiho radu.

5.5.1 Naro¢nost soucinu tenzoru s matici
Pro souéin tenzoru k-tého fadu s matici M € R™" tj. T x, M, ve tvaru HTD
musime provadét nasledujici kroky:

¥ jeden soucin matic s rozméry mxn anxr (v £-tém listu);

® jcden QR rozklad matice s rozmeéry m x r (v £-tém listu);

® ([log, k] - 1)-krdt soucin tenzoru tietiho fadu s rozméry r x r x r a matice
s rozmeéry r x r (v prvnim, nebo druhém médu);

® ([log, k] - 1)-krdt QR rozklad matice (resp. rozvoje tenzoru tetfho Fadu)
s rozméry r2 x r;

* jeden soucin ti{ matic se stejnymi rozméry r x r, piicemz prostfedni matice je
diagondlni (aktulizace korene);

* jeden SVD rozklad matice s rozméry r x r (aktualizace kofene); a

¥ dvakrdt soucin tenzoru s rozméry r x r x r a matice s rozméry r x r (ve tfetim
modu; posledni krok aktualizace korene; viz 5.16).

Pro celkovy prehled viz také tabulku 5.1.

5.5.2 Naroénost sou¢tu dvou tenzoru

Pro soucet dvou tenzoru ve tvaru HTD, musime pro ziskani vysledného tenzoru opét
ve tvaru HTD provést tyto kroky:

R sictezit odpovidajici listy, tenzory tietiho fadu a kofeny, coz je provedeno
s nulovym poc¢tem aritmetickych operaci;
® L-krdt QR rozklad matice s rozméry n x 2r (ve viech listech);

* (k = 2)-krat soucin tenzoru tretiho fadu s rozmeéry 2r x 2r x 2r a dvou matic
s rozmeéry r x 2r (v prvnim a druhém médu);

¥ (k-2)-krdt QR rozklad matice (resp. rozvoje tenzoru tiettho fadu) s rozméry
r2 x 2r;

* jeden soucin tii matic s rozmeéry r x 2r, 2r x 2r a 2r x r, pricemz prostiedni
matice je diagondlni (aktulizace kofene);

® jeden SVD rozklad matice s rozméry r x r (aktualizace korene): a
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® dvakrdt soucin tenzoru s rozméry r x r x r a matice s rozméry r x r (ve tretim
modu; posledni krok aktualizace kofene; viz 5.16).

Pro celkovy prehled viz také tabulku 5.1.

5.5.3 Naroénost vypoctu skalarniho soucinu

Skaldrni soucin dvou tenzoru k-tého tadu ve tvaru HTD se stejnou strukturou
stromu, provadime postupné v krocich, které jsou ilustrovany na obrazku 5.7. Ze
schématu na obrézku je zrejmé, Zze po vynasobeni odpovidajicich listu tenzoru po-
stupujememe dale smérem ke kofenum obou stromu, kdy postupné nasobenim ten-
zoru s maticemi eliminujeme mezilehlé uzly tenzorové sité. Tuto eliminaci muzeme
provést dvéma zpusoby, tak jak je ukazano na obrazku 5.8. Pro vypocet skalarniho
soucinu tedy provadime:

® -krdt soucin matic r x n a n x r — listit bindrnich stromii;

* eliminaci provadime tolik, kolik je v siti soucinu odpovidajicich si part tenzoru
trettho tadu, tedy (k — 2)-krdt. Pritom eliminace obsahuje (postupujeme-li

koren koten koren
kofen kofen kofen
koren koten koten
kofen koren koten

Obrazek 5.8: Dva zpusoby eliminace mezilehlych uzlu sité pti vypoctu skaldrniho
soucinu. Vypocetni ndrocnosti jsou ekvivalentni, nebot soucin tenzoru se dvéma ma-
ticemi (v ruznych médecht; viz druhy fadek uprostied) 1ze nahradit dvéma souciny
tenzoru stejného tadu s matici, jelikoz plati T x, My x; My = (T xg My) x; My; viz
napf. [26, kap. 2.2].
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podle prvniho fadku obrazku 5.8; postup podle druhého radku je okomentovan
v popisku obrazku):

L dvakrdt soucin dvou tenzorti s rozmeéry 7 x7xr ve dvou médech (v prvnim
a druhém);

LB dvakrdt soucin tenzoru s rozméry r x r x r a matice s rozmery r x r
(v prvnim, nebo druhém médu).

Nakonec skalarni soucin jesté vyzaduje provést (viz obrazek 5.7(f-h)):

¥ dvakrdt soucin matic s rozmeéry r x 1 (po eliminaci tenzoru tiettho tadu); a

* jeden skalarni sou¢in matic s rozméry r x r.

Pro celkovy prehled viz také tabulku 5.1.

Z tabulky 5.1 vidime, Ze vSechny operace jsou linearni (nikoliv exponencidlni)
v k — tj. v fadu puvodniho tenzoru — a kvartické v r — veli¢iné souvisejici s hodnosti
tenzoru. Piipadna dspora operaci (a tedy i vypocetniho ¢asu) samoziejmé zavisi na
tom, jak malé redlné muze byt r pro dana data.

Na zdvér poznamenejme, ze operacemi (soucet a skaldrni soucin) jsme se zabyvali
jen v piipadé, ze dvojice tenzoru v HTD, ktera vstupovala do operace, méla stejnou
strukturu stromu vcéetné indexu. Pokud bychom chtéli provést nékterou z téchto
operaci na dvojici tenzoru s ruznym stromem, museli bychom nejprve jeden z tenzoru
prepocitat — tedy adaptovat tak, aby struktura obou byla pied operaci shodna.

Podobné u linearniho zobrazeni jsme potiebovali, aby mélo kroneckerovskou stru-
kturu odpovidajici rozmérum tenzoru. Tento pozadavek je vSak prirozeny, i kdyz
zobrazeni muze byt i komplikovanéjsi, nez jak je naznaceno v (5.3); muze se jednat
o soucet nekolika takovych Kroneckerovych soucinu.
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Tabulka 5.1: Porovnani vypocetni slozitosti jednotlivych operaci: MMp znaéi soucin dvou matic (z anglického matrix-matrix
product). TMp soucin tenzoru tfetiho fddu a matice (z anglického tensor-matrix product); pozn. ze soucin tenzoru se dvéma
maticemi v ruznych médech lze prepsat jako dva souciny tenzoru a matice. Vypocetni slozitost QR rozkladu uvazujeme r3 pro
matici 7 xr a r* pro matici r2 x r; slozitost SVD rozkladu uvazujeme r3 pro matici r x r; viz napt. [4, kap. 3.5.6] a [6, kap. 8.6.4].
Slozitost jedné sub-operace eliminace u skaldrniho soucinu tenzoru je 4r*. Pii odvozovani slozitosti jsme uvazovali nejméné
nevyvazeny strom, s vyjimkou prvniho radku vsak budou odhady platit pro libovolny strom (napf. i pro tensor train (TT)).

operace pocty elementarnich sub-operaci slozitost

soucin tenzoru s matici 3 MMp + ([logy k]+1) TMp + [log, k] QR + SVD ~2[logy k|7t + 513
aplikace lin. zobrazen{ (5.3) | (k+2) MMp + (2k -2) TMp + (2k-2) QR + SVD ~(9k +16)r* + (k + 3)r3
soucet dvou tenzoru 2 MMp + (2k-2) TMp + (2k-2) QR + SVD ~ (2k =2)rt + (2k + 3)r3
skaldrni soucin tenzoru k+2 MMp + (k-2) eliminaci + skaldrni soucin matic ~ (4k - 8)r + (k +2)r3



6 Naznak praktického vypoctu HTD

Jak jsme jiz konstatovali, hierarchicky Tuckeruv rozklad je vhodny zejména pro
uklddani a manipulaci s tenzory vysokych Fadu, protoze jak pamétové naroky, tak
operace s tenzorem jsou linarni, nikoliv exponencialni, v fadu tenzoru. Obecné ten-
zory vysokych fadu nelze v prostém tvaru (ani v obycejném Tuckerové rozkladu)
vubec v pocitaci ulozit pravé z duvodu enormni spotieby paméti; viz obrazek 4.4.
Je tedy ziejmé, ze tenzor obecné nemuze do HTD dostat postupem, ktery by se
nabizel z vykladu v kapitole 4. Naznac¢ime proto jednu z moznosti, kde se s tenzory
v HTD tvaru muzeme setkat.
Uvazujme rovnici

A(X) =B, kde X, B e Rrxm2x>mk (6.1)
jsou tenzor neznamych a tenzor pravych stran a kde zobrazeni
A Rrxnexexmg __ Rmxngxxig (6.2)
je invertibilni. Rovnici tedy lze pfepsat jako soustavu rovnic
Avec(X) = vec(B) (6.3)

s regularni matici A radu N =nq-ng- -+ - ny.

Uz samotny fakt, ze ndm je rovnice dana k feSeni, znamend, ze oba zndmé ob-
jekty A a B musi byt néjak dsporné ulozeny. Casto ma pravé matice soustavy tvar
Kroneckerova souc¢inu (viz 5.3), nebo sou¢tu nékolika mélo (napt. L) Kroneckerovych
soucint, tj.

L
A= Z Ag,k ® Af,k—l [SERR0Y Ag’l, kde A&j € R (64)
(=1

a tenzor pravych strany B je napf. nizké hodnosti; napt. hodnosti jedna. Tedy, je
vnéjsim soucinem k vektortu b; e R, j =1,..., k; viz napf. [13].

Tenzor B, ktery je vnéjsim soucinem k vektoru snadno prepiSeme do strukury,
ktera bude rdmcové odpovidat HTD. Staci si vzit jednotlivé vektory b; jako listy,
vytvorit bindrni strom s tenzory tietiho rddu (1) € RP>™>! a s kotenem (1) € R*1,
Pokud chceme mit tenzor ve tvaru HTD i fakticky, sta¢i zortogonalizovat (tedy
pouze znormalizovat) listy, tj. vzit normalizované vektory b;/||b;|, matice pfechodu
svazané s tenzory tietiho fadu ortonormalni sloupce meély, zbyva tedy jako kofen
vzit matici [||bq] - |b2 - -+ - [bx]] € RY*L.
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Nyni si stac¢i uvédomit, Ze pro feSeni soustav rovnic existuje cela fada iteracnich
metod (viz napt. [4, kapitoly 8 a 9], nebo [24], [25], [1], [8], a mnoho dalsich) které
zpravidla pouzivaji jen nasledujici operace:

® nssobenf matice A vektorem,
® lincarni kombinace dvou vektort a

® kaldrnd soucin vektort.

Vsechny tyto operace ale umime s tenzory v HT'D tvaru provadét, pricemz vysledkem
prvnich dvou je opét tenzor v HTD tvaru. Zbyva tedy néjak zkonstruovat pocatecni
aproximaci tenzoru neznamych. Nejsnazsi bude vzit pocatecni odhad nulovy, tj.
Xy = 0. Takovy pocateéni odhad muzeme snadno zapsat do ve tvaru HTD se stej-
nou strukutrou, jako jiz mame zvolenou pro B, protoze X} je fakticky také vnéjsim
soucinem k — tentokrat nulovych — vektoru [0,...,0]T7 e R%, j = 1,...,k (tenzory
tfetiho fddu i matici v kofenu stromu lze opét volit (1) € R resp. (1) € R,
v pripadé nulového tenzoru mohou vznikout technické problémy s prevodem do
skutecného HTD protoze zde budou figurovat nulové hodnosti, tedy napf. matice
beze sloupct, atd.).

V principu jsme tedy schopni nalézt tenzor feseni X' rovnice (6.1) ve tvaru HTD.
Pro jeho tspésné nalezeni zbyva jen doufat (nebo dokézat), ze viechny hodnosti r
vSech tenzoru — meziproduktt iteracniho algoritmu, ale také hledaného feseni (viz
napt. [13, kap. 3.2, str. 676-678]), budou rozumné malé.

Na zavér jesté poznamenejme, zZe mezi ruznymi programy a toolboxy vyvinutymi
pro praci s tenzory, viz prehled v [11] nebo [26, ptiloha A], existuje software piimo
navrzeny pro praci s tenzory v HTD. Na obrazku 6.1 vidime tenzor Sestého radu
v HTD v htucker toolboxu, viz [14], ktery jsme prevzali z [12].
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Dim. 1

— Dim. 1,2
Dim. 2 __—
Dim. 3
Dim. 3, 4
Dim. 4
Dim. 3, 4/5. 6
Dim. 5
Dim.5.6 _—"
Dim. 6

Obrazek 6.1: Podoba HTD tenzoru Sestého fadu v htucker toolboxu (viz [14])
v MATLABU®, prevzato z [12]. Modré ¢éry vyznacuji singlularni ¢isla odpovidajicich

rozvoju tenzoru.
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Zavér

Tato prace ma slouzit jako studijni text uvadeéjici c¢tenare, ktery se jiz setkal se
zakladnimi pojmy multilinearni algebry, do problematiky reprezentace tenzoru po-
moci tenzorovych siti. V textu jsme zopakovali nékteré dilezité pojmy tykajici se
tenzoru, se kterymi pracujeme jako s vicerozmérnymi poli ¢isel. Dale jsme defino-
vali nékteré pojmy z teorie grafu a zavedli tzv. multigraf s volné visicimi hranami
a smyckami, ktery jsme pozdéji pouzili pro reprezentaci tenzorové sité. Tenzor po-
moci grafu znazornujeme jako vrchol s volné visicimi hranami, jejichz pocet odpovida
radu tenzoru. Klasické hrany potom v tenzorové siti predstavuji nasobeni tenzoru
v odpovidajicih mdédech.

Hlavnim cilem prace bylo zavedeni hierarchického Tuckerova rozkladu tenzoru
(HTD), objasnéni principu na kterém je zaloZzen a tim i dukazu jeho existence.
Grafickou reprezentaci tohoto rozkladu je tenzorovd sit v podobé (co nejméné ne-
vyvézeného) bindrntho stromu. V textu jsme ale poukazali na moznosti libovolné
volby bindrniho stromu — napf. tzv. tensor train je konstruovan principialné stejnym
zpusobem jen s jinym tvarem binarniho stromu. Vyhodou hierarchického Tuckerova
rozkladu je predevsim pamétova tspora pii uklddéni tenzort, za predpokladu, Ze
hodnosti rozvoju tenzoru do matice odpovidajici vétveni binarniho stromu jsou malé.
V textu jsme proto nabidli porovndni ndroc¢nosti na pamét pocitace, ukladame-li
tenzor ruznymi zpusoby.

Vénovali jsme se také principu a naroc¢nosti nékterych operaci s tenzory ulozeny-
mi v hierarchickém Tuckerové rozkladu, pricemz jsme vzdy chtéli i vysledny tenzor
ziskat ve tvaru HTD. Na zavér jsme nabidli i naznak praktického vypoctu HTD
v jedné konkrétni situaci.
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