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Anotace

KRATOCHVILOVA, Z. Manipulativni &innosti v matematice - uZiti preklidani
papiru. Hradec Kralové, 2017. Diplomova prace na Prirodovédecké fakulté
Univerzity Hradec Kralové. Vedouci diplomové prace Marie Kupc¢akova. 114 s.

Tato diplomova prace seznamuje s moznostmi zapojeni skladani papiru do
vyuky matematiky. Soucasti prace je predstaveni historie a techniky skladani
papiru. Cilem diplomové prace je vytvoreni nékolika metodickych listti, které
uditelim pomohou zaradit skladani papiru do vyuky. Zaci tak maji moZnost
rozvijet nejen svoji predstavivost a zrucCnost, ale také si lépe osvojit dana
témata.

Kli¢ova slova

skladani papiru, trisekce uhlu, duplikace krychle, formaty papiru, pravidelné
mnohouhelniky, uhly

Annotationes

KRATOCHVILOVA, Z. Manipulative Activities in Mathematics - Use Folding Paper.
Hradec Kralové, 2017. Thesis at Faculty of Science University of Hradec Kralové.
Thesis Supervisor Marie Kupc¢akova. 114 p.

This thesis explicates the options of participation of folding paper during a Math
lessons. The dissertation includes an introduction to its history and the
technique of folding paper. A thesis” purpose was also to create a few
methodical work sheets that would help a teachers to subsume folding of paper
into their lessons. And so a pupils have an opportunity to evolve not only their
imagination and skills but also to acquire the given themes in a better way.

Keywords

Paper folding, Angle trisection, Duplication of the cube, Paper size, Regular
polynoms, Angles
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Uvod

Nejriiznéjsi skladanky z papiru byly vZdy moji oblibenou c¢innosti, nikdy jsem si
vSak nespojila tuto zabavu s matematikou. To se zménilo pri mé navstévé jedné
hodiny pracovnich ¢innosti na ZS. Na této hoding méli 74ci za tikol poskladat
jednoduchou papirovou hvézdu. Nejednalo se o nic tézkého, takZe po chvili
skladani byla hvézda na svété. Ucitelka se ovSem rozhodla hodinu oZivit
a nenasilné zopakovat diileZité poznatky z matematiky. U kazdého preloZeni
Ctverce papiru se ptala, co dany preklad symbolizuje - zda jde o osu
soumeérnosti, thlopiicku nebo néco jiného, a zaroven na kolik a jakych c¢asti
pireklady ¢tverec déli. Takova hodina nadchla nejen mne, ale i Zaky. Proto jsem
se rozhodla tomuto tématu vénovat svou diplomovou praci, ktera by obsahovala
nékolik ndmétd pro vyuku matematiky, ve kterych se vyuzije skladani papiru.

Cilem prace je obohatit vyuku matematiky o nazornost a zvysit motivaci zakd.
Teoreticka Cast bude vénovana nejprve historii skladani papiru. Dale budou
zavedeny zakladni ulohy, na nichz je celé toto odvétvi matematiky zaloZeno.
Na zakladé téchto vychozich uloh uvedu priklady dvou slavnych tloh, které jsou
pomoci skladani papiru reSitelné na rozdil od pouziti euklidovskych konstrukci.
Soucasti teoretické casti bude také seznameni se zdkladnimi formaty papiru,
které se ke skladani vyuzivaji.

Prakticka ¢ast prace nabidne nékolik metodickych listli, které mohou ucitelé
matematiky vyuZit pti svych hodinach. Z4ci si tak hravou formou osvoji mnoho
geometrickych pojmi.



Pouzité symboly

X
A T
,,:_')

N=1{1,23,..}

plna tlusta ¢ara - zobrazuje hrany papiru

plna tenka ¢ara - zobrazuje preklady papiru

tenka ¢arkovana c¢ara - zobrazuje preklad
v nasledujicim kroku

tenka Cerchovana Cara - zobrazuje misto,
ve kterém bude papir predélen

kiiZek, nebo vpich - modeluje vyznaceny bod
Sipka urcujici smér prekladu

Sipka znazornujici otoCeni

symbol lupy - u vSech obrazkd, které jsou
zvétSené oproti ptivodnimu

mnozina prirozenych cisel

Halmostiv symbol oznacujici konec diikazu



1 Historie skladani papiru

Stru¢ny popis historie origami shrnuje Svobodova (2006), nasledujici odstavce

vvvvvv

Kdy% byl na zac¢atku druhého stoleti v Ciné vytvoren prvni list papiru, nikoho
nejspi$ ani nenapadlo, jak vSestranné jednou bude mit jejich vynalez vyuZiti.
Citiané si velmi dlouhou dobu své tajemstvi steZili, a aZ v $estém stoleti se diky
skupiné budhistickych mnichti dostala vyroba papiru do Japonska. A pravé tady
zatina historie papirovych skladacek. Nelze si vSak predstavovat jakékoli
skladani pro pobaveni. Papir byl velmi cenény, a proto i vyrobky z néj byly
povazovany za posvatné, a to doslova. Japonské Sintoistické svatyné tak zacaly
zdobit nejriznéjsi skladanky od kvétinovych az po zvifeci motivy. V osmém
stoleti se uméni skladani papiru dostava do Spanélska. Na rozdil od Japonska,
kde se papirové skladanky staly neodmyslitelnou soucasti naboZenskych
ceremonialli, Spanélé na skladani papiru nahliZeli ¢isté matematicky -
piedevsim se zajimali o vlastnosti Ctverce. Jejich usili vedlo ke vzniku jedné
z nejznaméjsich skladanek, ktera se pro Spanély stala symbolem, a jsou na ni
po pravu hrdi. Po celém svété je tato skladanka znama jako pajarita a nékolika
preklady se z ni stane bud'to konik, vétrnik, anebo lodicka.

V priibéhu staleti se zacal papir $irit do Evropy a s nim i uméni jeho skladani.
Kromé nabozenskych a matematickych ucell ziskavali skladanky, i dalsi, a to
¢isté praktické vyuziti. V Ciné se s oblibou vyuZivaly papirové misky nebo riizné
krabicky. Teprve v 17. stoleti se poprvé papir skladal pro zdbavu, avsak to bylo
dostupné pouze uzsi Casti spoleCnosti. Skutecny rozkvét papirovych skladanek
neboli origami priSel aZ o dvé stoleti pozdéji. Na pulty obchodi s papirem se
dostali, i specidlni barevné c¢tvercové formaty pro origami. Plivodni skladacky,
které svym vzhledem pripominaji kvétiny, riizné Zivocichy, nebo jiné véci, jsou
v oblibé dodnes a byly postupné doplnény o mnoho dalsich vzord.

V soucasnosti kromé tradi¢niho origami existuje také origami moderni. Jméno,
které se nejcastéji spojuje s timto odvétvim origami, je Robert Lang. Predevsim
diky jeho dlouholeté praci lze dnes poskladat z prapiru témér cokoli, jak Lang
(2008) popisuje ve své prednaSce. Papirova zviratka se tak dockavaji az
neskutecné realné podoby a vystavy origami zdobi naptiklad ryby se stovkami
Supin, hmyz s ¢lankovitymi tykadly a dalsi.

Je prekvapivé, Ze metody aplikované pri sklddani moderniho origami, které
prvotné slouZily predevsSim k pobaveni, nasly své vyuziti v medicing€, ve védé,
ve spotiebni elektrotechnice, nebo dokonce ve vesmirnych projektech. Uved'me
nékolik zajimavych prikladii: Vesmirny teleskop Eyeglass jehoZ soucasti je cocka
o velikosti fotbalového hristé, byl poskladan podle principt origami. Diky tomu
se obrovska sklenéna plocha dokazala ve své kompaktni podobé velmi
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jednodusSe dostat do vesmiru, kde uZ stacilo jediné, celé dilo rozloZit
v obrovskou ¢ocku.

Podobny princip zmenSeni plochy je pouZit v mediciné. Na Oxfordské univerzité
byla vytvorena korondrni trubicka, ktera je v kompaktni podobé privedena
do tepny, kde po svém roztaZeni zlepSuje priitok krve.

V neposledni fadé nesmime opomenout designéry airbagt, ktefi také pomoci
origami feSi problém uloZeni téchto bezpecnostnich prvkl ve vozidlech. Zde
konkrétné vyuzivaji princip, ktery vymysleli matematici pti skladani papirového
hmyzu. Stejny zptlisob tak umoZiuje vytvorit papirovému hmyzu libovolny pocet
noziCek a tykadel a zarover
efektivné  schovat  airbag
do palubni desky auta. Zde si
dovolim citovat vyznamného
origamistu uzce spolupracuji-
ctho s NASA, Roberta Langa
(2008), ktery pri své pred-
nadsSce o modernim origami
avédé prohlasil: ,A tohle se
Casto v matematice a védé
stava. Kdyz zapojite matema-
tiku, problémy, které resSite jen
kvili estetické hodnoté, nebo
pro vytvoreni néceho Kkras-

ného, se zméni a nakonec na-
jdou wuplatnéni ve skutecném

Obrazek 1: Solarni panely Hannaflex u kosmické lodi
Zivoté“ (Zirbel, 2014)



2 Axiomy

Ve tretim stoleti pf. n. l. predlozil Euklides 14 axiom, na nichZ vystavél celé své
dilo Zaklady!. Pét z téchto axiomu jsou zndmé jako Euklidovy postulaty, které
tvori zaklad geometrie?2. Kutina (1996, s. 203) poukazuje, Ze prvni tfi z nich jsou
konstrukeni a popisuji vSe, co je dileZité pro geometrické konstrukce pomoci
kruzitka a pravitka. Stejné jako dal Euklides axiomy pro rysovani, tak se
v 20. stoleti objevuji axiomy pro skladani papiru (Lang, 2004). VétSinu z nich
prezentoval japonsko-italsky matematik Humiaki Huzita (1924-2005)
na prvnim mezinarodnim setkani Origami Science and Technology. Posledni
sedmy axiom je pripisovan Japonci se jménem Koshiro Hatori, ktery jej svétu
predstavil roku 2002. Cela sada sedmi axiomt pro skladani papiru je znama jako
Huzito-Hatoriovy axiomy3.

Ve skutecnosti by bylo vhodnéjsi misto terminu ,axiomy“ pouZivat oznaceni
Huzito-Hatoriovy vychozi tlohy. Nebot téchto sedm vét predstavuje zakladni
ukony, na kterych je zaloZeno veskeré dalsi skladani z papiru. PrestoZe se tedy
oznaceni ,vychozi udlohy“ jevi jako presnéjsi, vtextu bude dale pouzivano
spojeni Huzito-Hatoriovy axiomy, protoZe je toto ustalené slovni spojeni
roz$ifeno v drtivé vétsiné publikaci.

NiZe je pro srovnani uvedeno nejdiive pét Euklidovych postulatii a nasledné
sedm Huzito-Hatoriovych axiomi.

2.1 Euklidovy postulaty

(podle Hlavatého (1949, s. 11)):

1) Dva body Ize vZdy spojit jedinou primkou.

2) Primou ¢daru omezenou lze vZdy prodlouZiti.

3) Zlibovolného stredu a poloméru Ize vZdy sestrojiti kruZnici.
4) Vsechny pravé uhly jsou mezi sebou ekvivalentni.

5) Protind-li pricka dvé primky a tvori-li s nimi na téZe strané dva vniti'ni tihly
0 souctu mensim, neZ dva pravé (180°), tyto dvé primky - v pripadé
nutnosti prodlouzeny - protinaji se na téZe strané pricky, kde je soucet
zminénych uhli vnitinich mensi neZ dva pravé.

1 Podle Euklidovych Zakladli se matematika vyucovala témér dveé tisicileti.

2V pripadé platnosti vSech péti postulati se jedna o Euklidovskou geometrii.

3 Jiz roku 1989 znal vSech sedm axioml matematik Jacques Justin, proto jsou axiomy v nékteré
literature oznaceny také jako Husito-Justinovy axiomy.
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2.1.1 Komentar

Predchozich pét postulatii je zdkladem pro euklidovskou geometrii v roviné.
Prvni ¢tyri postulaty plati v jakémkoli prostoru, tj. euklidovském i eliptickém#*
a hyperbolickém5. Avsak o platnosti patého postulatu matematici vedli dlouhé
diskuze. Mnoho z nich se snazilo posledni postulat dokazat pomoci predchozich.
Nékteré véty uvedené v Zakladech jsou s 5. postuldtem rovnocenné. Hlavaty
(1949, s. 14) uvadi napriklad nasledujici véty:

Véta 1: Soucet uhlii v trojtihelniku je 180°.

Véta 2: Danym bodem, ktery neleZi na dané primce, Ize vést prdvé jednu primku
rovnobéZnou.

Pokud bychom nahradili paty postulat pravé uvedenou vétou 1, zabyvajici
se souCtem vnitfnich uhlt v trojuhelniku, mnohem snadnéji, oproti uvaham
o primkach rovnobéznych ve vété 2, bychom dokazali rozliSovat, v jakém z vySe
uvedenych prostort se pohybujeme.

Tak napriklad v hyperbolické geometrii, kterou jako prvni predstavil rusky
matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792-1856), by véta o souctu vnitinich
uhli trojuhelniku znéla nasledovné:

Véta 3: Soucet vnitinich uhli v trojuhelniku je mensi nez 180° a zdroven vetsi
nez 0°.

Naopak eliptickd geometrie, jejimZ objevitelem byl némecky matematik
G. F. Bernhard Riemann (1826-1866), by vyZadovala znéni nasledujici:

Véta 4: Soucet vnitrnich tihlil v trojihelniku je vétsi neZ 180° a mensi nez 270°.

V pripadé eliptické 1 hyperbolické geometrie se jedna o konstrukce
na nerozvinutelnych plochach. Z listu papiru, se kterym budeme pracovat,
miZeme témér dokonalou rovinu vytvorit kdykoli. Je tedy logické, Ze
u geometrie sklddaného papiru budeme vyuZivat principy Euklidovské
geometrie. Co se vSak lisi od geometrie, kterou vétsSina zna ze skolnich lavic, je
zplsob Kkonstrukce. MozZnosti, jakymi lze papir preklddat, predstavuje
nasledujici vycet sedmi axiomd.

4 Povrch koule.
5 Povrch rota¢niho hyperboloidu.
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2.2 Huzito-Hatoriovy axiomy

(podle Grebenicka (2002)):

1

2)

3)

4)

Jsou-li ddny dva riizné
body A a B, existuje prdvé
jeden prehyb prochdzejici
body A a B.

Jsou-li ddny dva riizné body
A a B, existuje prdvé jeden
prehyb, ktery umistuje bod
A do bodu B.

Jsou-li ddny dvé primky p
a q, existuje prehyb
umistujici primku p na q.

Je-li dan bod A a primka p,
existuje prdvé jeden prehyb
kolmy k primce p, ktery
prochdzi bodem A.

Obrazek 2: Huzitiv axiom 1

Obrazek 3: Huzittiv axiom 2

Obrazek 4: Huzitliv axiom 3

TN

Obrazek 5: Huzitiv axiom 4
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5)

6)

7)

Jsou-li ddny dva riizné body
A a B a primka p, existuje
prehyb umistujici bod A

na primku p a zdroven
prochdzejici bodem B.

Jsou-li ddny dva riizné body
A a B a dvé riizné primky p
a q, existuje prehyb
umistujici bod A na primku
p a bod B na primku q.

Je-li ddn bod A a dvé riizné
primky p a q, existuje
prehyb umistujici bod A
na primku p a zdrovern
kolmy k primce q.

Obrazek 6: Huzitav axiom 5

Obrazek 7: Huzitiv axiom 6
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2.2.1 Komentar

Pro lepsi predstavu uvedu komentovanou sérii obrazkili, které demonstruji
postup vymodelovani Sesti Huzitovych a jednoho Hatoriho axiomu. Pti skladani
jsou body vytvoreny vpichem do papiru, zatimco prehyby papiru reprezentuji
piimky. Zaroven je dilezité si uvédomit, Ze pii sklddani papiru vznikaji urcité
nepiesnosti dané napriklad tloustkou papiru, nebo obecné lidskou chybou pri
piekladani papiru. Navic prehyb papiru nikdy nemtiZe dokonale reprezentovat
urcitou usecku ¢i primku, a podobné ani vpich neni dokonalym predstavitelem
bodu. S urcitou nepresnosti se tak pri praci s papirem musi vZdy pocitat.

Axiom 1

Prvni Huzitlv axiom 1ika, Ze dvéma rlznymi body v roviné lze prolozit pravé
jednu primku. TotoZznou myslenku v sobé nese i prvni z Euklidovych postulata.

Nejprve udélame do papiru dva vpichy, které modeluji body. Nasledné papir
pireloZime tak, aby oba body byly soucasti prekladu. Po rozloZeni v misté
pieloZzeni papiru zlstava viditelna prima omezend cara, ktera modeluje
hledanou ptimku.

Obrazek 9: Ilustrace prvniho axiomu

Axiom 2

Pokud mame na papitre dva body, existuje pravé jeden zptisob pielozeni papiru,
kterym se body umisti na sebe.

Predstavme si, Ze dané dva body jsou krajni body tsecky, potom by druhy axiom
umoznoval modelovat osu usecky.

Stejné jako u prvniho axiomu nejprve dvéma vpichy do papiru vytvorime body.
Pak papir preloZime tak, aby se oba body kryly. Diky vpichiim do papiru pro nas
bude modelovani jednodussi, snadno tak natoenim papiru proti svétlu zjistime,
zda se body kryji. Po rozloZeni preklad vyznacuje hledanou primku.
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Obrazek 10: Ilustrace druhého axiomu

Axiom 3

Huzita ve tretim axiomu predstavuje jedinou moznost umisténi dvou rtznych
piimych c¢ar na sebe. ProtoZe papir predstavuje rovinu, dvé riizné piimky
naném mohou byt budto rovnobézné nebo riznobézné. Rozeberme si obé

moznosti.
Primky rovnobézné T
Mame-li na papife vytvoreny dvé rovnobézky, jedinym YER Al
preloZzenim papiru je mliZeme umistit na sebe. Vznikly / (,,’ /
preklad tvori osu rovinného pasu. B //"

/

PiimKy riznobézné : .
Obrazek 11: Osa pasu
rovnobézek

Vime, Ze jakakoli primka déli rovinu na dvé poloroviny.
Pridame-li k ni jeSté druhou s ni riznobéznou piimku,
pak budeme mit rovinu rozdélenou na ctyti uhly. Bude-li
soucasti papiru priise¢ik dvou rtznobézek, zjistime, Ze
jsou pravé dvé moznosti®, jak preloZenim papiru umistit
dvé primky na sebe (viz obr. 12). Papir je ovSem
omezena plocha, je tedy mozné, Ze se dvé raznobézky
budou protinat mimo néj. Ale i v takovém pripadé mame g, 4zek 12: Osy Ghld
diky tretimu Huzitovu axiomu jistotu, Ze pokud papir

obsahuje dvé riiznobézky, bude jeho soucasti i preklad, ktery umisti jednu
primku na druhou.

6 Po blizSim zkoumadni zjistime, Ze tyto preklady jsou ve skuteCnosti osy téch uhld, které
vymezily dvé riznobézné piimky.
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Pti konstrukcich, ve kterych je zapotiebi poloZit na sebe dvé primky, doporucuji
vyuzit prisvitného papiru. Prlisvitnost papiru spolu s natocenim proti svétlu
pomiiZe provést pieloZeni co mozna nejpresné;ji.

Opét si nejprve prelozenim vytvorime dvé rizné primky, které se snazime
umistit na sebe. Vznikly preklad modeluje budto osu rovinného pasu, nebo

jednu osu thlu vymezeného dvéma riznobéZzkami.

Obrazek 13: Ilustrace tiretiho axiomu

Axiom 4

Ctvrty axiom Fika: Mame-li na papiie zadan bod a pfimKku, existuje pravé jeden
pieklad, ktery obsahuje dany bod a zaroven je kolmy k dané piimce.

Je to poprvé, co Huzita ve svych axiomech pouzZivd termin kolmost.
Ve skuteCnosti by pro sestrojeni kolmych primek stacily prvni dva axiomy.
V komentati u druhého Huzitova axiomu jsem uvedla, Ze pokud by zadané body
tvorily krajni body usecky, potom by po priloZzeni bodi na sebe byl vznikly
prehyb osou usecky. A pravé osa usecky je kolma na samotnou tsecku.

Nasledujici obrazek 14 demonstruje jednoduchy zptsob rozdéleni roviny
na ¢tyfi pravé uhly. Nejprve preloZenim papiru vymodelujeme libovolnou
primku. Druhy pteklad umisti pfimku samu na sebe. Po rozloZeni papiru vidime
Ctyri pravé uhly. A podle ¢tvrtého postulatu ,, vSechny pravé thly jsou shodné“.

Obrazek 14: Modelovani pravého tihlu
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Podobné budeme postupovat pii konstrukci podle ctvrtého axiomu, stim
rozdilem, Ze kromé primky mame zadan i bod. Preklad, ktery umisti pfimku
samu na sebe, musi zaroven prochazet danym bodem.

Obrazek 15: Ilustrace ¢tvrtého axiomu

Axiom 5

V pripadé patého axiomu z diivodd, které nasledné rozepisu, jsem se rozhodla
jej znovu doslovné odcitovat podle Grebenicka (2002): ,Jsou-li dany dva riizné
body A a B a ptimka p, existuje prehyb umistujici bod A na pfimku p a zaroven
prochazejici bodem B.“

Ztoho, jak je axiom napsan, vidime, Ze Huzita nezadal Zadné podminky
pro polohu bodi A a B. Je skutecné spravné domnivat se, Ze na poloze
jednotlivych bodi nezalezi? Predstavme si nyni takovouto tlohu: Méjme danu
pfimku a libovolny bod?. Bod budeme postupné prikladat na danou piimku.
Vyplni ndm vzniklé piehyby celou rovinu?

Je samoziejmé, Ze papir je omezend Cast roviny.
Zkusme si i presto na ném vytvorit nékolik
prekladi, které umisti dany bod na danou primku.
Po chvilce skladani zjistime, Ze nam prehyby
vytvoii obdlku pro jednu zkuzZelosecek. Jinymi
slovy prikladanim bodu k pfimce vytvarime tec¢ny
paraboly®, ty nam ovSem celou rovinu nevyplni. Co
z toho vyplyva pro Huzitiv paty axiom? Pokud by

byl tento axiom matematickou vétou, tak by
vytvoreni teCen paraboly bylo dostatecnym
argumentem pro jeji neplatnost. Nebot pro body leZici ve vnitini ¢asti paraboly

Obrazek 16: Tecny paraboly

by neplatila.

7 Pro lep$i ilustraci zvolime bod neleZici na pfimce.
8 Zadany bod v uloze je ohniskem vzniklé paraboly a zadana ptimka je fidici pfimkou paraboly.
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Pii snaze najit o patém axiomu néco vice, jsem objevila pouze blok Nicolase
Henriqueze (2008), ktery spojoval axiom s konstrukci paraboly.

Pri konstrukci pomoci patého axiomu si tedy musime dat pozor, na umisténi
jednotlivych bodi a primky v roviné. Obrazek 17 demonstruje, jak skladani
vypada ve skutecnosti. Nejprve dvéma vpichy do papiru urc¢ime polohu bodi a
poté preloZenim vytvorime pfimku. Jeden z bodli umistime na pfimku tak, aby
vznikly preklad prochazel druhym bodem.

Obrazek 17: Ilustrace patého axiomu

Axiom 6

Posledni z Huzitovych axioml predstavuje Grebenicek (2002) takto: ,Jsou-li
dany dva rtzné body A a B a dvé rizné primky p a g, existuje prehyb umistujici
bod A na primku p a bod B na pfimku g.“

Stejné jako u axiomu patého si poloZme otazku, zda je mozné provést konstrukci
podle prilibovolném umisténi bodli a primek na papife. A protoze se jedna
o prikladani bodu na primku, odpovéd bude skryta v konstrukci tecen paraboly.
Konkrétné nas bude zajimat moZnost sestrojeni spolecné te¢ny dvou rtznych
parabol.

Preklad umistujici bod A na primku p je jednou z teCen paraboly, kterd je urcena
ohniskem vbodé A a ridici pfimkou p. Zaroven ptreklad, ktery umisti bod B
na pifimku q, bude také néktera zteCen paraboly, tentokrat ovSem urce-
nou ohniskem vbodé B a ridici pfimkou q. Tecny dvou rliznych parabol by
pfi sou¢asném umistovani bodu A na primku p a bodu B na ptrimku g, mély
splynout v jedinou primku. Dostali jsme se tedy k tloze o sestrojeni spole¢né
tecny dvou parabol.

Modelovani axiomu nejprve vyZaduje vytvoreni dvou primek pomoci pieloZeni
papiru a souCasné dvéma vpichy umistit na papir dva body. Poté s papirem proti
svétlu vytvorime preklad umistujici body na dané primky.
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Obrazek 18: Ilustrace Sestého axiomu

Axiom 7

Posledni axiom tika, Ze pokud mame dvé rizné primky a jeden bod, existuje
preklad umistujici bod na jednu z primek, ktery je zaroven kolmy k primce
druhé.

Jak je uvedeno vyse, sedmy axiom je pocinem japonského matematika Hatoriho.
Avsak ani on neurcil Zddné podminky pro polohu ptfimek a bodu. Prozkou-
mame-li znovu obr. 16, zjistime, Ze tecny paraboly jsou s fidici pfimkou bud’to
rovnobézné (vrcholové tecny) nebo riznobézné. V piipadé, Ze jsou rliznobézné,
sviraji mezi sebou uhel v rozmezi 0° az 180°, vyjma 90°. To znamena, Ze nikdy
nenastane pripad, ve kterém by byla tecna paraboly kolma k fidici ptfimce. Nyni
se vratme k zadani axiomu. Pokud by byl zadan bod a dvé rovnobézZné primky,
nikdy by se nam konstrukce popsana Hatoriem nepodatila vymodelovat. At by-
chom bod prikladali k primce jakkoli, nikdy by preklad nebyl na tuto pfimku
kolmy, a tim padem ani na primku druhou by preklad nebyl kolmy.

V konstrukcich podle sedmého axiomu musi byt zadané primky navzajem rtz-
nobézné. Bod vyznaceny vpichem do papiru priloZime k jedné z primek tak, aby
byl vznikly pieklad kolmy na ptimku druhou.

Obrazek 19: Ilustrace sedmého axiomu
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Na zakladé téchto sedmi axioml muiZeme z papiru poskladat témér cokoli.
Pojd'me se ale od zabavného skladani vratit k Cisté geometrii. Na prvni pohled je
jasné, Ze se Huzito-Hatoriovy axiomy od téch Euklidovych lisi, a navic je jich
vice. Nastdva tedy otdzka, zda mohou geometrické konstrukce pomoci
prekladaného papiru nabidnout vétsi moznosti, nez ty euklidovské. To, Ze je
odpovéd Kkladna, si ukdZeme na nékolika prikladech. Zde je vycet Cctyr
nejzajimavéjsich uloh, které uvadi Lang (2004) a jsou reSitelné pomoci skladani
papiru.

e Reseni viech rovnic druhého, tiretiho a ¢tvrtého stupné s kladnymi koefi-
cienty.

e Trisekce libovolného uhlu.

e Konstrukce treti odmocniny, kterd je Uzce spjata s reSenim duplikace
krychle.

e Konstrukce pravidelnych n-thelniki, pro n=2i-3j-(2k-3l+ 1),
proi,j,k,l € N azaroven pokud ¢len v zavorce je prvocislo®.

Trisekce Uhlu a duplikace krychle predstavi nasledujici kapitola. Konstrukci
pravidelnych mnohouhelnikli bude vénovan jeden z metodickych listi
v praktické ¢asti prace.

9 Jednd se o Pierpontovo prvocislo. Podobny vztah plati mezi Fermatovymi prvocisly
a euklidovskou konstrukci pravidelnych mnohouhelniki.
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3 TriKklasické problémy antické matematiky

Snad Zzadny problém netrapil matematiky tak dlouho jako tri nasledujici ulohy,
které po sobé zanechali matematici antického Recka.

e Trisekce thlu
e Duplikace krychle
e Kvadratura kruhu

Tti klasické problémy antické matematiky, jak se ulohy nékdy oznacuji, odola-
valy vS§em snaham o vyreSenil? vice nez dva tisice let. V priibéhu staleti se sice
objevovala rizna vice ¢i méné presnd teSeni, ale Zddné znich nesplilovalo
podminky euklidovskych konstrukci. Mare§ (2011, s. 68, 69) popisuje, jakym
zplisobem 19.stoleti vyneslo nad problémy konecny verdikt. Roku 1837
uverejiiuje francouzsky matematik Pierre Laurent Wantzel (1814-1848)
v Journal de Mathématique stézejni vétu. Ta ukazuje, Ze pomoci pravitka
a kruzitka lze provadét pouze nasledujici operace - sc¢itani, odc¢itani, nasobeni,
déleni a druhou mocninu - nic vic. Tim jsou ze hry vylouceny trisekce thlu
i duplikace krychle, protoZe obé konstrukce obsahuji krok, pfi némz je nutno
vyuzit treti odmocniny. OvSem otdzka konstrukce kvadratury kruhu ztistala az

vvvvvv

nost této konstrukce dokazal Némec Ferdinand Lindermann (1852-1939).

Dvé prvni ulohy nasly své reSeni diky skladani papiru. V nasledujicich podkapi-
tolach se s nimi sezndmime bliZe a ukaZeme si jejich konstrukci.

3.1 Trisekce uhlu

Ukolem je rozdélit libovolny tihel na t¥i stejné velké ¢asti. Pravé proto, Ze tloha
na prvni pohled vypada tak jednoduse, se mnoho lidi stale nesmiftilo s jeji nete-
Sitelnosti a vynakladalo nemalé usili k jejimu pokoteni (MareS, 2011, s. 68).
Dlikaz zroku 1837 vsak vSechny tyto snahy predem odsoudil k nedspéchu.
Nezbyva tedy, nez opustit tradi¢ni metody a pokusit se vyresit problém jinak.
A tady nastupuje sklddani papiru. Znovu si pripomenime v potadi Sesty Huzitiv
axiom, ktery bude pro tuto konstrukci klicovy (Grebenicek, 2002).

Jsou-li ddny dva riizné body A a B a dvé riizné primky p a q, existuje prehyb
umistujici bod A na primku p a bod B na primku q.

Nasleduje postup, pomoci kterého rozdélime libovolny dhel a na tii stejné ¢asti:

10 Jedna se o reSeni euklidovskou konstrukci.
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Vychozim formatem je
Ctverec. Lze pouziti ja-
kykoli format obdélniku,
postup je analogicky.

PieloZime Ctverec podle
vodorovné osy soumer-
nosti.

Stred levé strany ¢tverce
priloZime k rameni uhlu
a zaroven jeho vrchol
priloZime k usecce, ktera
déli plochu (obsah)
Ctverce v poméru 3:1.

Vzniklé dva prehyby déli
uhel na tretiny.

N
Z

Jednoduchym preloZenim
vytvorime libovolny uhel
mezi spodni stranou
¢tverce a prehybem.

Ke vzniklé ose prilozime
spodni stranu Ctverce.

/

Tuzkou vyznacime body
podle obrazku.

Uhel, ktery budeme délit
na tretiny, je zde vyzna-
¢en oblouckem.

Rozlozime. Ziskali jsme
tak dvé rovnobézky se
spodni stranou Ctverce.

/

/

Vytvorime prehyby,
které prochazeji tremi
body a vrcholem thlu.

A
\

Obrazek 20: Postup pro sestrojeni trisekce tihlu (Chajda, 2011)
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Diikaz:
Postup dtikazu je inspirovan Chajdou (2011).

Mame dokazat (dle obr. 21), Ze ihel @ vymodelovany v zavére¢ném kroku jako
uhel mezi stranou ¢tverce a prvnim piehybem, je tietinou zadaného thlu ¢.

Q q
Q
K
P (87
&/ AT P
©
@
A S T

Obrazek 21: Dikaz trisekce thlu

Z rovnosti |AP| = |PQ| vyplyva |XAA'P| = |&PA’Q| = a. Vime, Ze x || p, tudiz
pro stridavé uhly plati |XSAA’| = |&XPA’A|. JelikoZ |AS| = |SA’|, tak |XAA’S| =
|%A’AS|. Zpostupu skladani vyplynulo, ze AASK = AA’SK, proto ¢ = 3a.

Po elementarni Uprave rovnice vznika vztah a = é(p. ]
3.2 Duplikace krychle

Oznacenim duplikace, neboli zdvojeni krychle, rozumime tlohu, jejimz cilem je
vytvorit krychli, kterd by méla dvojnasobny objem neZ krychle ptivodni.

K loze se vaze nékolik legend. Nasledujici radky predstavi tu, diky které si
duplikace krychle ziskala také oznaceni délfsky problém (Heath, 1921, s. 244-
270).

KdyzZ v patém stoleti pred nasim letopoctem propukl na ostrové Délos mor, jeho
obyvatelé se obratili na znamou Apolénovu véstirnu v Délfach. Diky orakulu
dostali brzy odpovéd s ukolem, jehoZ splnéni by znamenalo konec morové
pohromy. Znéni bylo nasledovné: ,Zdvojnasobte velikost ptvodniho
krychlového oltdfe boha Apoléna.“ Mnoho mistnich matematikli se snaZilo
problém vyresit, ale rozméry nového oltare nedokazali najit. Ve svém zoufalstvi
se obratili na reckého matematika Platona, ktery jim misto reSeni vzkazal:
,Bohové si nejspiS preji, aby se na vaSem ostrové vice rozvijelo geometrické
uméni.“ To byla odpovéd’, kterou obyvatelé Délu opravdu slySet nechtéli. Oltar
tedy ziistal ve své piivodni velikosti a mor si bral dalsi a dalsi Zivoty. Tady by
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legenda o nespokojenych bozich, moru a oltafi jednoduSe mohla skoncit.
Pojd'me se na ni podivat jeSté jednou z uplné jiného pohledu a se zcela jinymi
aktéry.

O jedno stoleti drive Zil zndmy matematik Pythagoras, ktery kolem sebe
shromazdil skupinku stejnych nadSencli pro matematiku, jako byl on sam.
Spolecné tak objevili mnoho zakonitosti a zajimavych vlastnosti ¢isel, které jsou
zndmé a7z dodnes. Po smrti Pythagora se jeSté dlouhou dobu skupina
Pythagorejct, jak si jeho ucenci rikali, schazela. Neni divu, Ze po kazdodennim
badani nad ¢isly brzy narazili na néco, co je dnes znamé jako tieti odmocninall.
Ackoli Pythagorejci problému vénovali véskera sva usili, vysledku se nedobrali.
Zbyvala moznost se podélit o problém s jinymi matematiky. Slib ml¢enlivosti
vSak vSechny ¢leny zavazoval k tomu, Ze se nikdo nedozvi Zadna jejich tajemstvi.
Nakonec se rozhodli problém treti odmocniny zaobalit tak, aby nikdo nepoznal
na ¢em pracuji. Pak stacilo jen vyckat na spravnou piilezitost a predlozit vse
verejnosti. KdyZ na ostrové Délos propukl mor, podplatili Pythagorejci tamni
véstce, aby lidem ozndmili smysleny pozadavek boha Apoléna. A co se délo dal,
uz vime.

Pravdépodobné prvni, kdo si s délskym problémem
poradil, byl Erasthotenés z Kyrény (276-194 pf. n.
1.). Ten sestrojil jednoduchy pristroj (viz obr. 22),
ktery je znam pod jménem mezolabon nebo také
mezolabium. Bec¢var (2008) mezolabon popisuje
jako drfevény ram a nékolik pravouhlych

trojuhelniki (dva nebo tfi), z nich je jeden napevno
pridélan kramu a zbylé jsou posuvné. Diky
mezolabonu mohl kdokoli pohodlné vyhledat

Obrazek 22: Mezolabon (schéma)

k danym délkam a,b délky x,y, pro které plati
vztah a:x =x:y=y:b. Jeslize a=2b, pak R

y = bV2.

[ kdyZz byl problém takto mechanicky vyteSen,
euklidovska konstrukce stale chybéla. Diky Pierru
Wantzelovi dnes vime, Ze se ji ani vbudoucnu Obrazek23:Mezolabon (oznaceni)
nedockame.

Mezolabon poskytl velmi elegantni feSeni. Nam ale pro sestrojeni duplikace
krychle postaci pouhy Ctverec papiru. Zpusob, jak vyuzit skladani papiru, objevil
roku 1986 Peter Messer, a tady je jeho reSeni:

11 V této dobé se k ¢islim poveétSinou pristupovalo graficky. Pythagorejci se tedy snazili najit
konstrukci, diky které by ziskali tfeti odmocninu.
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Ve Ctverci pomoci Preklady byl ¢tverec
pirekladid vymodelujeme rozdélen na dva ob-

dvé osy soumeérnosti; délniky. V jednom

jedna z os leZi v thlo- z téchto obdélnikl
Vychozim formatem je piicce ¢tverce, druhdje ~ vymodelujeme thlo-
Ctverec. svisla. pricku.

Prisecik thlopticky

Ctverce a uhlopticky

obdélniku rozdéluje obé  Prisecik uhlopricek tak vyuzijeme k prelozeni
uhlopricky v poméru 1:2. ¢tverce na tfi shodné obdélniky.

Sipky naznacuji umisténi
dvou bodi na strané
ctverce na dvé rizné
RozloZime. usecky uvnitr Ctverce. PreloZime.

Horni vrchol Ctverce

po pieloZeni rozdélil
spodni stranu v poméru
x:y = 1: V2

Obrazek 24: Postup pro sestrojeni duplikace krychle (Hull, 2013, s. 67)
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Kromé vymodelovani use¢ky rozdélené v poméru 1:3/2 popisuje Hull (2013,
s. 68) také diikaz vytvoreného poméru. Nejprve dokdZeme Hagaovu vétul2.

Véta 5 (Hagaova): Prehybem umistujicim vrchol ctverce k protilehlé strané
ziskdme tri podobné trojtihelniky.

Dukaz Hagaovy véty

Oznacime body a uhly podle obrazku 25. Mame
dokazat, Ze trojuhelniky BED, ADG a CEF jsou
podobné.

Z obrazku miizeme vyvodit ndsledujici vztahy
p=y=¢ a=4§=w. Ztoho vyplyva podle véty
uu, podobnost trojuhelnikli pro kazdé dva z nich S

Obrazek 25: Ilustrace Hagaovy
ABED~AADG~ACEF. m véty

Ditkaz rozdéleni strany étverce v poméru 1: 3/2

Opét oznacime body podle obrazku 26, body J a K
déli stranu ctverce na tretiny, stejné jako I a H (viz
obr. 24)

Pokud |AD| =1 a |DB| = x, tak strana ¢tverce ma

velikost |[AB| = x + 1. Ddle |AG| = q, Obrézek 26: Duplikace krychle
|GD|=x+1—a.

Z uvedenych vztahi miizeme podle Pythagorovy véty dopocitat hodnotu a.

|GD|? = |AD|? + |AG|?
(x+1—a)>=1%+a?
x’+x—ax+x+1l—-a—-ax—a—a?=1+a?
x?+2x—2ax—2a=0
2ax + 2a = x? + 2x

_x2+2x
o2

12 V pripadé Hagaovy véty se ve skutecnosti jedna o popis urcité konstrukce; ta ukazuje, jak lze
napriklad ziskat urcitd racionalni ¢isla. Pro nasledujici diikaz bude dulezité, Ze konstrukci
ziskame tii podobné trojuhelniky.
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DmewK|=§?JDu::x—§§=2§?

ProtoZe ADBE~ADIK, z Hagaovy véty vyplyne AADG~AIKD, tedy

|AG| _ |DI|
|GD| — |DK]|
2x — 1

a _ 3
x+1—a x+1
3

x% + 2x 2x — 1
2x + 2 _ 3

x2+2x x+1
X+1-5707 3

x% + 2x 2x -1
x2+2x+2 x+1

(x2+2x)(x+1) = 2x — 1)(x? + 2x + 2)
X3+ x%+2x%+2x =2x3 +4x% 4+ 4x —x*> —2x =2
x3=2

x=32
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4 Formaty papiru

Pro sklddani origami se nejcastéji pouzivd papir ctvercového formatu.
V obchodech lze najit papiry urfené pirimo pro origami, které se vyznacuji
specialnimi vlastnostmi. Takto je popisuje Grebenicek (2012): jemnost,
ohebnost, vérnost (trvalost a mozZnost zopakovani prekladl) a pevnost. Tyto
vlastnosti zarucuji moZnost nékolikandsobnych skladlii s dobrou viditelnosti
preloZzenych hran anetrhavosti v prehybech. U nds maji origami ctverce
nejcastéjsi rozméry 10x10, 15x15 a 20x20 cm. Avsak v Japonsku je standardni
format 17x17 cm a minimalisté s oblibou pouzivaji ¢tverec 6x6 cm.

Pro Skolni potreby plné posta¢i kancelarsky papir, ze kterého se da velmi
snadno vytvorit ¢tverec, nebo jej 1ze pouzit v ptivodnim formatu A4 nebo A5.

4.1 Ctverec

Nasledujici schéma ilustruje jednoduchy postup, pri kterém lze z libovolného
obdélniku vytvorit ¢tvercovy format papiru.

Libovolny obdélnikovy Kratsi stranu obdélniku Pokracujeme podle
papir. priloZime ke strané del$i.  obrazku.

Rozlozime. Papir
rozdélime podle Odstrihneme obdélnik
posledniho prekladu. podle vzniklé strany.

Obrazek 27: Schéma pro vymodelovani ¢tverce
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4.2 Stiibrny obdélnik

Stribrny obdélnik md pomér stran\/2: 1.

Jak je uvedeno vySe, nejcastéji budeme k praci vyuzivat kanceldrsky papir
formatu A4. UkaZme si nyni, jak tento format papiru vznikl a diky kterym svym
vlastnostem si ziskal oblibu v kazdodennim Zivoté.

Svobodova (2006) popisuje, Ze pokud si vezmeme do ruky ~— | &/?

papir formatu A4 a preloZime jej naptl, mizeme si
vSimnout, Ze poméry stran obdélniku zlistavaji zachovany.
Oznacime tedy delsi stranu piavodniho obdélniku x Y
a stranu kratsi y, potom obdélnik polovi¢ni bude mit delsi
stranu y a tu krat$i x/2. JednoduSe nyni sestavime

nasledujici rovnost, vyjadrujici myslenku, Ze pomeéry stran gprszek 28: stiibrny obdélnik
obdélniku zlistavaji zachovany:

— lx
Xy = yiz
x Yy
- ==
Y 2
x? =2y2
x =2y

x

X_

y
x:y=\/§:1

Celé kouzlo spociva v odmocniné ze dvou. Ta zajist'uje vlastnost, Ze po pieloZeni
papiru napuil zlistavd pomeér stran zachovan. Podle tohoto pravidla nebyly
utvoreny pouze formaty papiru typu A, ale také typu B. Jejich rozdil je
nasledujici:
e Format typu A: Zakladni format A0 ma rozméry 1189 x 841 mm a obsah
1m?2.
e Format typu B: Zakladni format BO ma rozméry 1414 X 1000 mm
a obsah 1,414 m?.
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Ad 54

A3 53

Al Bl

Obrazek 29: Format typu A Obrazek 30: Format typu B

Jak uvadi Svobodova (2006), roku 1979 se britska origami spole¢nost rozhodla
dat obdélniku s vySe popsanymi vlastnostmi specialni nazev - stiibrny obdélnik.
PrestoZe je stiibrny obdélnik jeden z nejcastéjsich formatl papiru, je mozné, zZe
si jej budeme muset vytvorit z jiného obdélniku. Ke stfibrnému obdélniku vedou
dvé riizné cesty. Nejprve si ukdZeme postup, ktery pfimo vyuzivd poméru stran
obdéIniku 1:v/2. Druhou moZnosti je vytvoreni stifbrného obdélniku na zakladé
znalosti jeho specidlnich vlastnosti.

1. mozZnost

Rozmeér kratsi strany
oznacime jako jedna.
Idealni arch papiru bude Odmocninu ze dvou
mit témér dvojnasobnou ziskame jako uhlopiicku
délku nez sirku. Ctverce. RozloZime.

Obrazek 31: Schéma modelovani stiribrného obdélniku (1. ¢ast)
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Délku odmocniny

ze dvou preneseme

na horni stranu obdél- V oznaceném bodu vymodelujeme kolmici k delsi
niku. strané obdélniku.

RozloZime a odsttih- Vznikly obdélnik je stri-
neme podle posledniho ~ brny (vlevo); poméry jeho
prekladu. stran jsou 1:v/2.

| [~

Obrazek 32: Schéma modelovani stiibrného obdélniku (2. ¢ast)

2. moznost
Pro sestrojeni pouzijeme Vznikly obdélnik opét
libovolny obdélnikovy Papir preloZime podle preloZime podle delsi
zaklad. delsi osy soumérnosti. osy soumeérnosti.
Podle obrazku prilozime
vrchol obdélniku k jiz
Papir je nyni preklady vyznacené ose soumer-
rozdélen na ¢tvrtiny. nosti obdélniku. Bod oznacime.

Obrazek 33: Schéma modelovani stiibrného obdélniku (1. ¢ast)
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Rozstfihneme pivodni

obdélnik ve vyznaceném
V oznaCeném bodu vymo- prehybu na dvé ¢asti a
delujeme kolmici k del§i ~ ziskame tak stribrny
strané obdélniku. obdélnik.

7 7

Vpravo je stribrny
obdélnik.

Obrazek 34: Schéma modelovani stiribrného obdélniku (2. ¢ast)

Komentar

V kroku pét miizeme najit pravouhly trojuhelnik (viz

obr. 35), jehoZ strany jsou a=1,b = g ac= ¥.

Velikost strany b je zaroven ctvrtinou velikosti strany
ptivodniho obdélniku. Z toho vyplyva, Ze kratsi strana

obdélniku je +/2 vzhledem kvyznatenému troj-
uhelniku. A protoZe druha z odvésen trojihelniku ma
velikost 1, neni tézké ziskat obdélnik s hleda-

nym pomérem stran 1:/2.

Obrazek 35: Ilustrace pro odvozeni
vzniku stiibrného obdélniku

4.3 Zbytkovy obdélnik ve stribrném obdélniku

Oddélime-li od stribrného obdélniku ¢tverec, zbylou ¢ast nazyvame zbytkovym
obdélnikem. Nasledujici Fadky v kratkosti predstavi jednoduchy postup
pro ziskdni zbytkového obdélniku a nasledné ukaZe jednu zjeho zajimavych

vlastnosti, kterou popisuje Svobodova (2006).
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Stribrny obdélnik
Vychozi format je rozdélime na dvé Casti;
stribrny obdélnik Ctverec a obdélnik.

Vlastnost zbytkového obdélniku

0d zbytkového
obdélniku oddélime
Zbytkovy obdélnik Ctverec.

Vpravo je zbytkovy
obdélnik.

Obrazek 36: Zbytkovy obdélnik

Oddélenim c¢tverce
vznikl opét stribrny
obdélnik.

Obrazek 37: Vlastnost zbytkového obdélniku

Oddélovanim ctverce tedy stridavé ziskadvame ze stfibrného obdélniku zbytkovy

a ze zbytkového obdélniku stribrny.

Zbyva tedy otazka, zda kromé stiibrného obdélniku mame také obdélniky zlaté,
nebo bronzové? To, Ze je odpovéd kladnda, ukaZou nasledujici podkapitoly.
Doplnime tak sbirku obdélniki ,z drahych kovi“ a ukazeme si jejich zajimavé
vlastnosti a mozné vyuziti pii skladani papiru. Zacneme obdélnikem bronzo-

vym.
4.4 Bronzovy obdélnik

Bronzovy obdélnik md strany spomérem

V3: 1.

Oficialni stranky Origami Resource Center
(2016) popisuji bronzovy obdélnik jako
analogii stiibrného obdélniku. Po preloZeni
stribrného obdélniku na poloviny jsme
ziskali opét stribrny obdélnik, ktery mél
stejny pomér stran jako ptvodni. Tento-

krat ovSem nebudeme prekladat obdéInik 45k 38: Bronzovy obdélnik
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na poloviny, ale na tretiny!3. Oznacime-li del$i stranu obdélniku x a kratsi y,
muizeme s vyuZzitim jednoduché rovnice zjistit pomér, ktery je mezi stranami

obdélniku.
— -x
X y—y.3
x _y
S=3
Y 3
x% = 3y?
x =3y
X
*_ 3
y
x:y=\/§:1

Vysledek prozrazuje, ze vznikly pomér del$i a krat$i strany je /3. Nasleduje
postup, jak ze Ctverce mizeme nékolika prehyby vytvorit bronzovy obdélnik,
ktery ve své knize piredstavuje Morales (2009, s. 14-18).

Vychozim forma- Ctverec pfelozime podle
tem je Ctverec. jeho svislé stredni pricky.

Podle obrazku pfri-

loZime libovolny Bod, ve kterém byl vrchol
vrchol ¢tverce Ctverce ptiloZen k ose, si
k ose soumérnosti. oznacime.

b 4

L~

Stifedni pticka ¢tverce je
zaroven osou soumeérnosti
a déli ¢tverec na dva shodné
obdélniky.

Bodem prolozime kolmici
k ose Ctverce a preloZime.

L~

e

Obrazek 39: Schéma modelovani bronzového obdélniku (1. ¢ast)

13 Postup, jak preloZit papir na presné tfetiny, jsme jiZ pouZili v krocich 1-6 pfi konstrukci

duplikace krychle, str. 25.
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Podle vzniklé kolmice rozstrihneme ¢tverec Vétsi obdélnik rozdélime
na dva obdélniky. podle jeho vyznacené osy.

Osa rozdélila ob-
délnik na dva
shodné a zaroven
bronzové obdél-
niky.

| | |

=

e

Obrazek 40: Schéma modelovani bronzového obdélniku (2. ¢ast)

Komentar:

Pravouhly trojdhelnik vyznaceny na obrazku 41 ma
odvésny srozméry a =+/3j a b = 1j, preponu c = 2j.
Odvésny trojahelniku jsou zaroven stranami bron-
zového obdélniku.

Bronzovy obdélnik, nebo nékteré kroky jeho konstrukce,

se cCasto vyuzivda pro vytvareni utvard suhly
o velikostech 30°, 60° nebo 120°. Zobrazku muZeme

pomoci goniometrickych funkci dopocitat velikosti uhl Obrazek 41: Ilustrace vzniku
bronzového obdélniku
aalf.

cosa == - a =60°

sinf== - B =30°

N = N

Tuto konstrukci pomoci modelovani vyuzijeme naptiklad pii sestrojovani
rovnostranného trojuhelnikul4. Obdobné v origami prostorovych téles se

14 Rovnostranny trojuhelnik je souc¢asti pracovnich listli s namétem pravidelné mnohouhelniky.
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miiZeme s bronzovym obdélnikem setkat pftiskladani pravidelného Ctyfsténu
nebo pravidelného dvacetisténu.

4.5 Zlaty obdélnik

Zlatym obdélnikem se nazyva obdélnik, jehoZ strany jsou v poméru ¢: 1, kde ¢ je
hodnota tzv. zlatého rezu, to je ¢islo iraciondlni s pribliZznou hodnotou ¢ = 1,618.

Posledni z trojice je zlaty obdélnik. Je pravda, Ze -
ve skladdani papiru nema zlaty obdélnik témeér
zadné vyuziti, pokud bychom se nerozhodli z néj
poskladat napriklad lodickul>. Proto v tomto
oddilu nepijde o sestrojeni obdélniku, ktery
bychom dale vyuZivali ke konstrukcim, ale Cisté x|

I
o konstrukci samotného zlatého obdélniku. Obrazek 42: Zlaty obdélnik

Z definice zlatého rezu vyplyva, Ze usecky x,y jsou
v poméru ¢ praveé tehdy, kdyz

xy=y:(x=y)
X Y
y x-Yy

PoloZime-li y = 1 a oznac¢ime x = a, pak

Koreny této rovnice jsou

2 )

1++/5 1-+/5
,a

a1=

Druhy koten vychazi zaporné, je tedy nemozné ho povazovat za pomér stran

s v s . . y oy 5
obdélniku. Pomér délek stran je tedy roven prvnimu kotrenu a,. Cislo % = @,

z toho vidime, Ze obdélnik je skutecné zlaty.

Ke zlatému obdélniku vede pomoci skladani papiru nékolik cest. UkaZeme si dvé
nejznameéjsi. Prvni postup vychazi z obdélniku a druhy ze ctverce.

15 7 vlastni zkuSenosti: lodicka ze zlatého obdélniku vydrzi na hladiné o trochu déle neZ ta
ze stribrného obdélniku (format A).
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1. moZnost

Idealni vychozi arch

papiru bude mit témér

dvojnasobnou délku

nez Sirku. Dvéma preklady vytvorime Ctverec.

PieloZenim c¢tverce podle

osy soumeérnosti nalez-

neme stied spodni strany  Carkované je vyznacena
Rozlozime. Ctverce. uhlopricka obdélniku.

Délku thlopiieky pre-

neseme pirehybem na Vzniklym bodem vedeme
spodni stranu obdél- kolmici ke spodni strané
niku. RozloZime. obdélniku.

A

rws
CAd

Nalevo nam vznikl zlaty

Podle prehybu obdélnik, jehoZ strany
z posledniho kroku jsou v poméru zlatého
obdélnik rozdélime. fezu.

7

/ /'/ f i
. i
/ | / /,/
o

/ |

Obrazek 43: Schéma pro vytvoieni zlatého obdélniku
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2. moznost

Ctverec je rozdélen na
dva obdélniky. PreloZe-

PreloZenim vytvorime nim vytvorime uhlo-
Vychozim formatem je svislou stredni pricku pricku libovolného
Ctverec. Ctverce. z nich.
Vzniklym bodem prolo-
Zime kolmici ke strané
K vytvorené thlopricce Ctverce, na které bod
priloZime stranu ¢tverce. RozloZime. leZi.

~1 70" " . F =1

-
-
/ ~

V kolmici ¢tverec
rozstfihneme na dva
obdélniky. Spodni obdélnik je zlaty.

Vi

Obrazek 44: Schéma pro vytvoreni zlatého obdélniku (Chmelikova, 2009)
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5 Metodickeé listy

Jednotlivé metodické listy jsou rozdéleny do sedmi okruht, nasleduje jejich
strucny popis.

Pravidelné mnohouhelniky

e Modelovani rovnostranného trojuhelniku, ctverce, pravidelného péti-
uhelniku, Sestithelniku, sedmithelniku a osmithelniku a jejich zakladni
vlastnosti.

Uhly
e Modelovani thld dané velikosti.

Hledani racionalnich a iracionalnich ¢isel
VT . 1 A1 el
e Vytvoreni libovolného zlomku ve tvaru ~a vybranych iracionalnich Cisel.

Diikazy

e Ovéreni platnosti vybranych matematickych vét - soucet vnitinich
uhlt trojuhelniku a vzorec pro druhou mocninu souctu dvou ¢isel.

Pythagorejské trojuhelniky

e Vymodelovani tfi podobnych pythagorejskych trojihelniki pomoci jedi-
ného prelozeni papiru.

Slovni ulohy
e Ukazka reSeni tfi slovnich tloh za pomoci skladani papiru.
Parnik

vvvvvv

e Série uloh, které se zaméruji na zopakovani nejdilezitéjSich pojmu
v geometrii.
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5.1 Pravidelné mnohouhelniky

Tato sada pracovnich listl je zaméfena na vybrané pravidelné mnohouhelniky,
jako jsou trojuhelnik, ¢tverec, pétitihelnik, Sestidhelnik, sedmithelnik a osmi-
uhelnik. Kazdy pracovni list obsahuje navod vedouci kvytvoreni daného
mnohouhelniku. Postupy, jak je ve své knize uvadi Montroll (2012), jsou
v nékterych krocich upravené a doplnéné o komentare.

Druhd ¢ast pracovnich listi se zaméfuje na vlastnosti konkrétnich udtvart
a obsahuje vZzdy nékolik tloh, diky kterym si Zaci 1épe osvoji nékteré z vlastnosti
mnohouhelnikd.

v Pocet
Soucet thlopitek
vniténich ahlg ~ W™OP Polet 0s
n(n-3) soumeérnosti Euklidovska
Mnohouhelnik  (n—2)-180° > n konstrukce
A 180° 0 3 ano
360° 2 4 ano
Q 540° 5 5 ano
O 900° 14 7 ne
O 1 080° 20 8 ano

Tabulka 1: Vlastnosti pravidelnych mnohothelnika
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5.1.1 Rovnostranny trojuhelnik

Vychozim formatem je PreloZenim vytvorime Ke stfedni pricce prilozi-

Ctverec. stredni pricku Ctverce. me vrchol ¢tverce podle
obrazku.

PriloZenim druhého Cerchovana ¢ara vy- Spodni ¢ast je rovno-

vrcholu Ctverce ke stfed- znacuje, kde papir stranny trojuihelnik.

ni pricce vznikne osové  rozstrihneme.
soumeérny lichobéznik.

/\

Obrazek 45: Schéma pro vymodelovani rovnostranného trojiuhelniku

Dalsi ulohy:
Vnitini thly v trojuhelniku

e Ovéite, Ze uhly vrovnostranném trojihelniku maji stejnou velikost
a zarover, Ze jejich soucet je 180°.
o Jedno z mozZnych teSeni predstavuje ndasledujici obrazek 46
S popisem.

Rozstrhame trojuhelnik na tfi ¢ast, tak abychom ziskali tfi vnitfni ahly.

Jednotlivé  casti  rovnostranného trojuhelniku
priloZime na sebe. Je ziejmé, Ze dhly maji stejnou
velikost.

Pokud casti priloZime ksobé, vidime, Ze soucet
vnitinich ahld v trojuhelniku je roven primému uhlu.

Obrazek 46: Vnitini hly v trojihelniku
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Kolik os soumérnosti ma trojuhelnik? Vytvorite je preloZenim.

©)

V rovnostranném trojuhelniku existuji pravé tri osy soumérnosti.
Nasledujici obrazek 47 predstavuje jejich vytvoreni.

Obrazek 47: Osy soumérnosti trojithelniku

Jak jinak mliZeme vytvoiené prehyby v trojuhelniku z piredchozi tlohy
pojmenovat?

o

Vysky trojdhelniku - kazda vyska v trojuhelniku prochazi jednim
z vrchold a je kolma k protéjsi strané. Osy soumérnosti rovno-
stranného trojuihelniku spliiuji obé tyto podminky, proto je mi-
Zeme zaroven nazyvat vySkami.

TéZnice trojuhelniku - Usecka spojujici vrchol trojuhelniku se
sttedem protéjSi strany se nazyva téZnice. Osa soumérnosti
rovnostranného trojuihelniku tyto vlastnosti splnuje.

Jak nazyvame vytvoreny prisecik?

o

Pokud mluvime o vzniklych piekladech jako o téznicich, prisecik
oznacujeme jako téziste.

Naopak, pokud povazujeme preklady za vysky v trojuhelniku,
jejich prisec¢ik nazyvame ortocentrum.

Ziskany bod je stejné vzdaleny od vSech vrchold, je to tedy stired
Kruznice opsané trojihelniku.

Ziskany bod je stejné vzdaleny od vSech stran trojuhelniku, je to
tedy i stfed kruZnice vepsané.

Skladanim ovéite, Ze tézisté déli kazdou téznici v poméru 1: 2.

o

Obrazek 48 predstavuje mozny postup ovéieni daného poméru na
svislé téznici.

XA

Obrazek 48: Rozdéleni téznice tézistém v poméru 2:1
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Ktera platénska télesal® maji stény tvorené rovnostrannymi trojihel-
niky? Z rovnostrannych trojihelnikii vytvoirte jejich sité a slozte tyto
mnohouhelniky.

o Ze Ctyf rovnostrannych trojuhelniki mizZeme vytvorit pravidelny

Ctyi'stén neboli tetraedr.

Obrazek 49: Pravidelny ¢tyistén a jeho sit’

o Osm rovnostrannych trojuhelnikli pouzivame pro sestrojeni
pravidelného osmisténu, zndmého také jako oktaedr.

Obrazek 50: Pravidelny osmistén a jeho sit’

o Dvacet rovnostrannych trojihelniki tvofi stény pravidelného
dvacetisténu, jinymi slovy ikosaedru.

<>
i

Obrazek 51: Pravidelny dvacetistén a jeho sit’

16 Pod oznaCenim platénska télesa se v geometrii skryva pét pravidelnych mnohostént.
Kupcakova (2009) uvadi nasledujici definici: ,Platonské téleso je konvexni mnohostén, jehoz
vSechny stény jsou navzajem shodné pravidelné mnohothelniky a v kazdém vrcholu se jich
styka stejny pocet.”
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5.1.2 Ctverec

Vychozim formatem je Zbytkovou Cast
libovolny obdélnikovy Krat$i stranu obdélniku obdélniku pro lepsi
papir. ptiloZime ke strané delsi.  oddéleni prelozime.

RozloZeny papir
rozdélime na ¢tverec Odstrihneme obdélnik
a obdélnik. podle vzniklého prehybu.

Obrazek 52: Schéma pro vymodelovani ¢tverce

Dalsi ulohy

e QOvérte, Ze soucet vnitinich thll ve ¢tverci je roven 360°.
o Stejné jako u rovnostranného trojuhelniku je moZné ctverec
trhanim rozdélit na ¢asti, a ty priloZit k sobé.
o Druhou moznost, jak ovérit, Zze soucet vnitinich uhli ¢tverce je
360° (neboli plny thel), zobrazuje obrazek 53.

Obrazek 53: Soucet vnitinich uhla ¢tverce

e Kolik os soumérnosti ma ctverec? Vymodelujte vSechny osy soumérnosti
pomoci pirekladd.
o Ctverec ma pravé ¢tyii osy soumérnosti. Z obrazku 54 vidime, Ze
pokud ctverec prelozime podle osy soumérnosti, tak se jeho
na sebe priloZené casti kryji.
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Obrazek 54: Osy soumérnosti ¢tverce

o Které platonské téleso ma stény tvorené ¢tverci?
o Krychle nebo také pravidelny Sestistén neboli hexaedr.

Obrazek 55: Krychle

e Kolik raznych siti krychle mizeme vytvorit?
o Existuje pravé 11 riznych moZnosti.

1 e I A I B

Obrazek 56: Sité krychle
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5.1.3 Pravidelny pétiuhelnik

K pravidelnému pétithelniku ¢ili pentagonu vedou dvé rizné cesty. Prvni z nich
zde bude predstavena krok po kroku, druha moznost je reprezentovana pouze
jednim obrazkem s komentarem.

1. moZnost

PreloZenim vytvorime

vodorovnou osu soumeér-

nosti, ktera rozdéli ¢tve- U jednoho z obdélniku
Vychozim formatem je rec na dva shodné obdél-  vytvorime prekladem
Ctverec. niky. uhlopricku.
Podle obrazku prilozime
polovinu strany ¢tverce Dale pokracujeme podle
k uhlopric¢ce obdélniku.  RozlozZime. obrazku.

Vyuzitim dvou predcho-

RozloZime. Pfekladem Piekladem vymodelu- zich preloZeni vytvorime
vznikla rovnobézka se jeme svislou osu prvni ze stran pétithel-
dvéma stranami ¢tverce. soumeérnosti Ctverce. niku.

= L

Obrazek 57: Schéma pro vymodelovani pravidelného pétithelniku (1. ¢ast)
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Dale pokracujeme podle Vymodelujeme druhou
obrazku. RozloZime. ze stran pétithelniku.

e
W

Podobné jako v pred-

chozim kroku vymode-

lujeme dalSi preklad,
Vymodelujeme pieklad  ktery je znazornén Dale pokracujeme podle
podle obrazku. ¢arkovanou Carou. obrazku.

L

N

7
9

Carkované je vyznacen preklad, kterym ziskdme
posledni stranu pravidelného pétitihelniku. Pravidelny pétithelnik.

=
&

Obrazek 58: Schéma pro vymodelovani pravidelného pétithelniku (2. ¢ast)
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2. moznost

Polster (2014, s. 30) ve své knize predstavuje o mnoho jednodussi postup
vedouci k pravidelnému pétithelniku: ,Uvazte uzel na pasku papiru a zatahnéte
za okraje. Tahejte tak dlouho, dokud se uzel zcela nevyhladi. Odstiihnéte papir
precnivajici na krajich. Dostanete pravidelny pétithelnik”

Obrazek 59: Uvazani pravidelného pétitihelniku na prouzku papiru (Polster, 2004, s. 31)

Dalsi ulohy:

e Kolik os soumérnosti ma pravidelny pétiahelnik?
o Pravidelny pétitihelnik ma pravé pét os soumérnost.

Obrazek 60: Osy soumérnosti pravidelného pétitthelniku

e Které platdnské téleso ma stény tvorené pravidelnymi pétidhelniky?
o Zpravidelnych pétidhelniki mizeme poskladat povrch pravidel-
ného dvanactisténu zndmého také pod oznacenim dodekaedr.

Obrazek 61: Pravidelny dvacetistén a jeho sit’
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5.1.4 Pravidelny Sestiuhelnik

Pracovni list predstavi hned tfi rizné moznosti, jak pomoci skladani papiru
vymodelovat pravidelny Sestitihelnik, znamy také pod oznacenim hexagon. Pro
prvni postup je vychozi format ¢tverec, u druhé moznosti vyuZijeme vlastnosti
téziSté v rovnostranném trojuhelniku a jako posledni mozny postup je vytvoreni
uzle ve tvaru pravidelného Sestithelniku.

1. moZnost

Vychozim formatem je
Ctverec.

Ctverec je nyni rozdélen

na osm stejnych ctvercu.

Ptrehyby vytvorime

stredni pri¢ky ctverce.

Dale pokracujeme podle
obrazku.

PreloZime podle ¢arkovana ¢ary vyznacené na

obrazku.

q

49

Jednotlivé strany ctverce
postupné priloZime

VIV

ke stfednim prickam.

Podobné jako v predcho-
zim kroku vytvoiime

ze Ctverce Sestithelnik,
ktery je zaroven stredo-
vé i osoveé soumérny, ale
zatim neni pravidelny.

9

Vznikly atvar je pravi-
delnym Sestiuhelnikem.

2

A%

A,

Obrazek 62: schéma pro vymodelovani pravidelného Sestitthelniku



2. moznost

Vychozim formatem je
rovnostranny trojuihel-
nik.

Podobnym postupem
vymodelujeme i zbylé
téZnice. VSechny tri
téZnice se protinaji

v téZzisti.

RozloZime.

PreloZenim vymodelujeme téZnici trojuhelniku.

Podobné priloZime
Vrchol trojuhelniku i zbylé vrcholy troj-
priloZime k tézisti. uhelniku k jeho téZzisti.

Vzniklé tri malé rovno-
stranné trojuhelniky Vysledkem je pravidelny
oddélime. Sestithelnik

Obrazek 63: Schéma pro vymodelovani pravidelného Sestitthelniku z rovnostranného trojihelniku

3. mozZnost

Podobné jako u pravidelného pétithelniku existuje moznost vytvorit pravidelny
Sestithelnik pomoci uzle. Obrazek 64 napovida, Ze budeme potifebovat dva
prouzky papiru stejné Sirky, které navzajem propleteme a vytvorime na nich

spole¢ny uzel.
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Obrazek 64: Uvazani pravidelného Sestitthelniku na prouZcich papiru (Polster, 2004, s. 31)

Dalsi ulohy:

Vyjadiete zlomkem obsah pravidelného Sestithelniku vzhledem
k vychozimu trojuhelniku.
o Trojuhelnik pomyslné rozdélime na devét
stejnych trojuhelnikd, jak vidime na obrazku
65. Tmavsi ¢ast predstavuje vznikly pravidelny
Sestithelnik. Jednoduse tak objevime, Ze obsah

Sestithelniku je 2 (nebo také =) celkového

obsahu trojuhelniku. Obrazek 65: Obsah

pravidelného
Sestinhelniku

Porovnejte obvod rovnostranného trojihelniku a vzniklého Sestithel-
niku.
o Kazda strana Sestidhelniku ma pravé jednu tretinu velikosti
strany puvodniho trojuhelniku. Obvod Sestitihelniku je tedy
o0 jednu tietinu mensi nez obvod trojihelniku.
Kolik os soumérnosti ma pravidelny Sestithelnik?
o Pravidelny Sestitthelnik ma pravé Sest os soumérnosti.

Obrazek 66: Osy soumérnosi pravidelného Sestitihelniku
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5.1.5 Pravidelny sedmiuhelnik

Pravidelny sedmithelnik je jediny z mnohothelnikd, predstavenych v této sérii
pracovnich listi, ktery nelze sestrojit pomoci pravitka a kruZitka. Pomoci
prekladani papiru existuje ovSem hned nékolik mozZnosti, jak pravidelny

sedmidhelnik vytvofit.

1. moZnost

Vychozim formatem je
Ctverec.

RozloZime.

Spodni stranu ctverce
priloZime k rovnobézce
vzniklé preloZenim

v predchozim kroku.

Postupné vytvoiime Vrchol Ctverce priloZime
preklady, které délidvé  k bodu protéjsi strany,
protéjsi strany v polo- ktery ji déli v poméru
ving, ¢tvrtiné a osminé. 1:7.

Dale pokracujeme podle
obrazku. RozloZime.

Vytvorime preklad podle
obrazku. RozloZime.

Obrazek 67: Schéma pro vymodelovani pravidelného sedmitihelniku (1. ¢ast)
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Pokracujeme podobné
jako v predchozim
kroku.

Analogicky s predchozim
krokem vymodelujeme
druhou stranu sedmi-
uhelniku.

4l

Carkovanou ¢arou je
vyznacen preklad, ktery
vymodelujeme podobné
jako preklad v predcho-
zim kroku.

il

Obrazek 68: Schéma pro vymodelovani pravidelného sedmitihelniku (2. ¢ast)

Rozlozime.

P

Dale pokracujeme podle
obrazku.

Sipky na obrazku zna-
zornuji dalsi postup.

;/\/,

N
7z N
/| N
4 N

53

Vymodelujeme prvni
stranu pravidelného
sedmiuhelniku.

Rozlozime.

Dalsi dvé strany sedmi-
uhelniku vytvorime
podle obrazku.

X

K




Carkované je vyznacen
posledni prehyb tvorici
Preklady znazornéné na obrazku jsou kolmé sedmou stranu pravi-
k useckam vymodelovanych o dva kroky drive. delného sedmiuhelniku.

]| DX

PribliZeni znazornuje,
kudy bude ptehyb Pravidelny
veden. sedmiuhelnik.

Obrazek 69: Schéma pro vymodelovani pravidelného sedmitihelniku (3. ¢ast)

2. moznost

Obrazek 70 prezentuje postup, ktery vede k pravidelnému sedmnactitihelniku
uvazanému z prouzku papiru.

Obrazek 70: Uvazani pravidelného sedmithelniku na prouzku papiru (Polster, 2004, s. 31)

54



Dalsi ulohy:

e Kolik os soumérnosti ma pravidelny sedmnactithelnik?
o Pravidelny sedmnéactiithelnik ma pravé sedm os soumeérnosti.

Obrazek 71: Osy soumérnosti pravidelného sedmitihelniku
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5.1.6 Pravidelny osmiuhelnik

Pracovni list predstavi dvé rtizné moznosti pro vymodelovani pravidelného
osmithelniku.

1. moZnost

PteloZenim
Vychozim formatem je vymodelujeme K thlopricce ptilozime
Ctverec. uhlopricku ¢tverce. stranu Ctverce.
Obrazek predstavuje
vymodelovani prvni PreloZime podle druhé
strany osmiuhelniku. Rozlozime. uhlopricky ctverce.
Vymodelujeme druhou PieloZime podle stiedni
ze stran osmiuhelniku. Rozlozime. pricky ctverce.

Obrazek 72: Schéma pro vymodelovani pravidelného osmiiihelniku (1. éast)
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ZaloZenim vymodelu- RozloZime. Vznikly

jeme dalsi strany osmi- obrazec je pravidelny
uhelniku. osmiuhelnik.
"\\\

Obrazek 73: Schéma pro vymodelovani pravidelného osmiithelniku (2. ¢ast)

2. moznost
V prvnim ¢tverci vymodelujeme obé
stredni pric¢ky, v druhém ctverci uhlo-
Dva shodné ¢tverce. pricky.

Ctverce poloZime na sebe
tak, Ze jsou jejich stfedy na

sobé a stredni pricky jed- Postupné zaloZime

noho Ctverce se prekryvaji  precnivajici cipy obou

s uhloprickami ¢tverce ¢tverct prres hrany Vznikne pravidelny
druhého. druhého ctverce. osmiuhelnik.

AN\

A\
yA AN
20

A\

A\ V

Osmiuhelniky oddélime od sebe.

=
~

Obrazek 74: Schéma pro vymodelovani pravidelného osmitihelniku
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Dalsi ulohy:

¢ Kolik os soumérnosti ma pravidelny osmithelnik?
o Pravidelny osmithelnik ma pravé osm os soumérnosti.

Obrazek 75: Osy soumérnosti pravidelného osmithelniku
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5.2 Uhly

Skladani papiru ndm poskytuje velmi dobré moZnosti, jak bez pomoci thloméru
vytvorit tihly o dané velikosti. Montroll (2012, s. 9) prezentuje postupy, kterymi
jednoduSe ve ctverci papiru vymodelujeme uhly s velikosti 60°,30°, 15°,45°
az22,5°.

5.2.1 Uhel 45°a22,5°

Z vlastnosti Ctverce vime, Ze vSechny jeho vnitini thly jsou
pravé, maji tedy velikost 90°. Jeden z vnitinich uhla ¢tverce
je vyznacen na obrazku 76. _—

{ o0

Obrazek 76: Uhel 90°

PieloZime-li ¢tverec podle jeho uhlopricky,
rozdélime tak dhel na dva thly shodné. To
znamend, Ze uhel svelikosti 90° jsme
rozdélili na dva uhly s velikosti 45°.

Il"
45"

Obrazek 77: Vymodelovani ihlu 45°

Pro vymodelovani ahlu s polovicni velikosti
k thlu 45° priloZime jednu ze stran Ctverce
k jeho uhlopricce. -

e,

o
B i

Obrazek 78: Vymodelovani thlu 22,5°
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5.2.2 Uhel 60°,30°a 15°

V teoretické casti prace je uveden navod pro rozdéleni thlu
natretiny. Je tedy moZné stejny princip aplikovat
i na rozdéleni vnitfniho ahlu ¢tverce. Jednoduse bychom tak

ziskali tfi uhly o velikosti 30°. UkaZme si postup, ktery ve své P

knize predstavuje Montroll (2012). i
Obrazek 79: Pravy
thel

PreloZenim ctverce na dvé poloviny N

vymodelujeme jeho stiedni pricku. N

Libovolny vrchol Ctverce prilozime \\

ke stredni pricce, jak ukazuje obra- e 4 Y

i " R

zek 80. Ziskali jsme tak preklad,

ktery rozdéluje vnitfni thel ¢tverce Obrdzek 80: Uhel 60°a 30°

na 60°a 30°.

Uhel o velikosti 15° miizeme ziskat

preloZzenim uhlu 30° na poloviny. \\\
Obrazek 81 ilustruje postup, 5
kterym lze vymodelovat dhel 15° —_ L‘E\D"
soucasné pri vytvareni thlu 30°. I

Obrazek 81: Uhel 30° a 15°
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5.4 Hledani racionalnich a iracionalnich cisel

Calda (1995, s. 8) popisuje racionalni a iracionalni ¢isla takto: ,Kazdé racionalni
Cislo lze vyjadrit jako zlomek, tj. podil E, kde r,sjsou cela cisla, s # 0;
racionadlnimi Cisly jsou tedy c¢isla prirozena i cela. Iracionalni ¢isla nelze vyjadrit

jako podil celych &sel - jsou to napt. &fslav'2, V3, , sin % m atd.”

Je znamo, Ze Euklides ve svych Zakladech velmi casto reprezentoval c¢isla
geometricky, tedy jako velikosti usecek. Podobné bude na c¢isla pohliZeno
i vtomto pracovnim listu. Zakladem pro modelovani ¢isel pomoci prekladani
papiru bude c¢tverec, jehoZ strana ma rozmeér 1j.

5.4.1 Iracionalni c¢isla

Montroll (2012, s. 9) ve své knize propojuje vymodelovani thlu dané velikosti
se ziskanim usecek, jejichz velikost popisuje cislo iracionalni hodnoty.

e Vymodelujte tGsecku, jejiz délka je V2.
o Ve cCtverci se stranou 1 preloZenim vymodelujeme uhlopricku,
ktera zaroven déli dva protéjsi vnitini thly ¢tverce na polovinu,
tedy na 45°. Uhlopri¢ka ¢tverce ma velikost v/2.

Oznac¢me  uhlopricku  ctverce  x.

Nasledujici vypocet pomoci funkce sinus
NG ukazuje, Ze uhlopricka Ctverce ma
1 skute¢né hledanou velikost.
B
» sin45° = o
1 V2 1
Obrazek 82: Znazornéni /2 2
2
X = —
V2

Po usmérnéni

e Vymodelujte tse¢ku, jejiz délka je v2 — 1.
o Ve Ctverci o strané 1 vymodelujeme pravouhly trojuhelnik, jehoZ
jeden ostry uhel je 22,5° a jedna jeho odvésna ma délku 1. Pak

druha odvésna ma délku v2 — 1.
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Obrazek 83 predstavuje konstrukci pravouh-
lého trojuhelniku popsaného vySe. V prvni casti
obrazku je vidét rozdéleni uhlopricky na dvé
¢asti s délkami 1 a V2 — 1. Zarovei je hledana

velikost tUseCky oznaCena x. Velikosti
xav2—1 jsou velikostmi dvou odvésen
pravouhlého a zdroven rovnoramenného

trojihelniku. Tedy miiZzeme ¥ici, Ze x = V2 — 1.

Druhd c¢ast obrazku znazornuje ctverec

po rozloZeni. Montroll (2012, s. 9) ktomuto

obrazku pripojuje nasledujici rovnost.
tan22,5° = V2 — 1

Obrazek 83: Znazornéni y/2-1

e Vymodelujte usecku, jejiz délka je ?

o Ve (Ctverci se stranou 1 vymodelujeme pravouhly trojuhelnik
s jednim vnitinim dhlem 30° (podle obr. 79). Protilehld odvésna

k dhlu 30°, v pravouhlém trojihelniku, ma velikost ?

V3

3

Obrazek 84: Znazornéni /3 /3

e Vymodelujte se¢ky s délkami 3/2,v/3 a

Oznacime-li

protilehlou odvésnu

k thlu 30° pismenem x, diky funkci
tangens ukaZeme, Ze usecka x ma

skutec¢né hledanou velikost.

1+v5

P

t 30°—x
an =71

tan30° = x

X=?

o Mozna reSeni predstavuje teoreticka cast prace v podnadpisech
duplikace krychle (str. 23 - 27), bronzovy obdélnik (str. 33 - 35)
a zlaty obdélnik (str. 36 - 38).
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5.4.2 Racionalni c¢isla

Metodu, ktera umoZziuje vymodelovat jakykoli zlomek % pro n € N popisuje
Montroll (2012, s. 20) nasledovné:

K rozdéleni strany ctverce o velikosti 1 na n ¢asti pro n € N naleznéme dvé cisla
a, b € N takova, pro ktera plati:

e a+b=n
e a<b

Dale postup pokracuje nasledovné.

Na levé strané ctverce
V7 a
vyznacime bod v - Strany

¢tverce.

Vymodelujeme preklad,
ktery spojuje dany bod
s pravym spodnim
vrcholem.

|

Ctverec prelozime podle
jeho uhlopricky. Z priise-
¢iku dvou vymodelova-
nych prekladl spustime
kolmici ke spodni strané
Ctverce.

a-b :+j)

Obrazek 85: Schéma pro rozdéleni strany ¢tverce

Na zakladé této metody mlizeme postupné vymodelovat libovolné ¢islo zapsané

1, s . . . o . .
zlomkem - jako ¢ast spodni strany ctverce. Nasledujici obrazek 86 predstavuje

nékolik z nich.

« .1
Urceni s

-
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. .1
Urceni p

Obrazek 86: Zlomky



5.5 Diikazy

UZ na zakladni skole se v ucebnicich matematiky objevuje nékolik dlikazii, které
by si méli Zaci osvojit. Zde je mala ukazka, jak lze sklddanim papiru nékteré
matematické véty elegantné ovérit.

5.5.1 Soucet vnitinich Ghla v trojahelniku

Véta: Soucet vnitinich thla trojuhelniku je 180°.

Ovéreni:
PreloZenim vytvorime
vysku k nejdelsi strané Vrchol ptiloZime k paté
Libovolny trojuhelnik. trojahelniku. vysky trojuihelniku.
|
|
|
|
|
|
Vidime, Ze soucet k sobé
Zbylé dva vrcholy také ptiloZenych ahld u vrcholi
priloZime k paté vysky trojuhelniku vyplnuje
trojuhelniku. primy uhel.

Obrazek 87: Schéma ovéreni véty o souctu vnitirnich uhli trojihelniku

Timto jsme ukazali, Ze soucet vnitinich ahlia trojuhelniku je 180°.
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5.5.2 Vzorec pro druhou mocninu souctu dvou cisel

Sklddani papiru nemusime vyuzivat vyhradné v geometrii. V teoretické casti
bylo zminéno, Ze drivéjSi matematici mnohokrat na problémy aritmetiky
a algebry nahliZeli prostfednictvim geometrie. Nyni si predstavime vzorec,
se kterym se setkavaji zaci osmych ro¢nika zakladnich Skol. Nékteré ucebnice
dokonce predstavuji jeho geometrickou interpretaci, ktera se v podstaté podoba

nasledujicimu postupu.

Véta: Pro Va,b € N plati (a + b)? = a? + 2ab + b2

Ovéreni:

Ctverec prelozime tak,
Vychozim formatem je aby prehyb reprezento-
Ctverec. val uhlopricku ¢tverce.

V priseciku uhlopticky
arovnobézky vymodelu-
jeme kolmici k rovnobéz-
ce.

Vymodelujeme libovol-
nou rovnobézku se stra-
nou ¢tverce.

K ovéreni rovnosti vzorce vyuzijeme prekladii, které jsme
ve Ctverci vytvorili. Ty Ctverec rozdéluji na dva ctverce
s riznym obsahem a dva shodné obdélniky. K jednotlivym

rozmérlim cCtverce vytvorime koty. Poté uz zbyva vyjadrit

i

na levou stranu rovnosti obsah celého ¢tverce a na stranu

pravou soucet obsahti jednotlivych ¢asti.
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Obrazek 88: Schéma ovéreni vzorce

a I}

Obrazek 89:
Geometricka
interpretace vzorce



(a + b)? a’ + 2ab + b?

Obrazek 90: Porovnani pocetniho a grafického rreSeni

Z obrazku 90 vidime, Ze rovnost skutecné plati. Timto jsme vzorec ovérili.
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5.6 Pythagorejské trojuhelniky

Pracovni list seznamuje s pojmem pythagorejsky trojuhelnik a predstavuje
jednoduchy postup pro vymodelovani tfi podobnych trojihelniki jedinym
preloZenim papiru.

Definice: Trojice Cisel x,y,z € N FeSici rovnici x? + y? = z?

pythagorejska trojice. Prirozena ¢isla patrici do dané pythagorejské trojice tvori
strany pravouhlého trojuhelniku.

se nazyva

Prekladem vytvoiime
osu soumérnosti, ktera

rozdéluje dvé protéjsi Vrchol ¢tverce priloZime
Vychozim formatem je strany ctverce na polo- k vyznacené poloviné
Ctverec. vinu. vrchni strany Ctverce.

Obrazek 91: Schéma pro vymodelovani pythagorejskych trojihelniki (Kasahara, 2001, s. 9)

PriloZzenim vrcholu c¢tverce ke stfedu protéjsi strany
Ctverce jsme ziskali tfi podobné pythagorejské
trojuhelniky. Na obrazku 92 jsou jednotlivé trojuhelniky
vybarveny a oznaceny postupné Cisly 1, 2 a 3.

Obrazek 92: Pythagorejské
trojuhelniky

Dalsi ulohy

e Ovérte, zda jsou trojuhelniky navzajem
podobné.

o Podobnost vyplyva zdikazu Hagaovy
véty, ktery je uveden v teo-retické casti
prace.

o Kovéreni podobnosti mizeme také jed-
notlivé trojdhelniky vystrihnout a podle Obrizek 93: Diikaz
véty uu ovérit jejich vzadjemnou podob- podobnosti pomoci véty uu
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nost. VSechny trojuhelniky jsou pravouhlé, sta¢i tedy najit
vkazdém trojuhelniku takovy vnitini uhel, ktery neni pravy
a shoduje se s jednim dhlem zbylych dvou trojihelnikd. Shodnost
uhld ovérime jejich priloZzenim na sebe.

Ovérte, Ze se jedna o pythagorejské trojuhelniky.

o Trojdhelniky jsou podobné, postaci tedy ovérit pomér stran
vjednom zvyznacenych trojihelniké. Ctverec ma délku strany
1j a na zakladé této znalosti oznacime délky stran trojuhelniku.
Pomoci Pythagorovy véty vypocitame velikosti stran a porovname
jejich pomér.

1y? 1
a2=(§) +(1—a)2 2
2 1 2
a =Z+1—2a+a (1—a)
2a =—-+1
4
) 5
a=-—
4
a= E Obrazek 94: Oznaceni velikosti stran
8 trojihelniku

Strany trojuhelniku jsou v poméru Z 1= g. Odstranime zlomKy.
5:4:3
Ziskali jsme tak pythagorejskou trojici, nebot

52 = 42 4 32,
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5.7 Ulohy

Za pomoci skladani papiru mizeme velmi elegantné vyresit i nékteré slovni
ulohy. Nasledujici pracovni list predstavi nékolik uloh s timto reSenim.

5.7.1 Uloha 1
(prevzato od Krynického (2010))

v/v

Vyhledej misto na rece Sirky d, ve kterém by mél stdt most ve sméru kolmém na tok
reky, tak aby cesta z obce A do obce B, které leZi na riiznych strandch reky mimo

jeji brehy, byla nejkratsi. Predpoklddej, Ze Sirka reky se v odpovidajicim useku reky
nemeéni.

A I
x
‘\\
B B
x
Obrazek 95: Nacrtek k zadani ulohy Obrazek 96: Ilustrace pokusnych feseni
Reseni

Na papiru vyznac¢ime body A a B jako  PriloZenim dvou rovnobézek na sebe
polohu obci. Dvé rovnobézky vytvorime osu pasu rovnobézek.
predstavuji danou reku.

B

Obrazek 97: ReSeni tlohy (1. ¢ast)
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Prehyb tvorici osu pasu rovnobézek

nam pomuze priloZit rovnobézky

k sobé. Postup naznacuje ptidorys Vymodelujeme preklad prochazejici
papiru. body A a B.

A A
x \'\

V
N
Nejkratsi cestu po pevniné predstavuje
vymodelovany ptrehyb. Priseciky rov-
nobézek (brehy reky) s vymodelova-
RozloZime. nym piehybem jsou okraje mostu.
- S A |
N \
';.-“v'-\:\\ = g
\‘\
\\\\\ B B
X

Obrazek 98: Reseni tlohy (2. ¢ast)
Odpovéd

Misto, ve kterém by mél stat most, urcuje prusecik vymodelovaného piekladu
prochazejictho body A a B s biehy reky.
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5.7.2 Uloha 2
(prevzato od Kuriny (1996, s. 20))
Ve ¢tverci ABCD jsou sestrojeny stiedy A’, B',C,D " stran CD, DA, AB, BC. DokaZte, Ze

priseciky tsecek AA’, BB’, CC’, DD’ jsou vrcholy Ctverce. Kolikrdt je obsah tohoto
Ctverce mensi neZ obsah ¢tverce ABCD?

Reseni:
Stredni pricky déli stra-
ny Ctverce na poloviny.
Obrazek znazornuje vy-
modelovani prekladu
PieloZenim vymodelu-  prochazejicim vrcholem
jeme stiedni pricky Ctverce se stiedem pro-
Ctverec. Ctverce. téjsi strany.
Podobné jako v pied- Odstrihneme pravouhly
chozim kroku vytvoirime trojuhelnik podle vyzna-
dalsi tri preklady procha- ¢ené Cerchované Cary
zejici zbylymi vrcholy Barevné vyznacime a priloZime ke strané
a stredy stran. hledany c¢tverec. Ctverce.
/
/
- \ —
N
-~
i

Obrazek 99: Reseni tilohy (1. éast)
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Podobné odstiihneme
a premistime i dalsf tri
pravouhlé trojuhelniky.

PtiloZeny trojuhelnik Vznikne osové a sttedo-  Ramena dtvaru postupné
zajistime ke strané vé soumeérny utvar se prekladame pres vyzna-
Ctverce prilepenim. Ctyfmi rameny. ceny Ctverec.

Vysledkem je pét
shodnych na sebe
poloZenych c¢tverci.

Obrazek 100: Reseni tilohy (2. ¢ast)

Odpovéd

Obsah c¢tverce, jehoZ vrcholy jsou priiseciky usecek AA°, BB’,CC’,DD" je pétkrat
mensi nez pivodni ¢tverec.
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5.7.3 Uloha 3

Kolikrdt bychom museli preloZit papir na polovinu, aby jeho tloustka prekonala
vzddlenost ze Zemé na Mésic? (Tloustka jednoho listu papiru je 0,1mm a stiedni

vzddlenost Mésice od Zemé je 384 000 km.)
Reseni

Nejprve se pokusime libovolny papir (nejlépe s tloustkou 0,1 mm) co nejvice
krat prelozit na polovinu. Brzy zjistime, Ze ani papir velkych rozméri nedoka-
Zeme prelozit vice neZ 8krat.1”

Poskladany papir vyuzijeme pro odvozeni vztahu mezi poctem preloZeni napiil
a vyslednou tloustkou papiru.

PocCet preloZzeni  Pocetvrstev  Odvozeni poctu vrstev  TlouStka papiru v mm

0 1 1=2° 2°-0,1=0,1
1 2 2=21 21-0,1=0,2
2 4 2:2=2? 22:0,1=04
3 8 2:2-2=28 23-01=08
4 16 2:2-2:2=2* 2%:0,1=1,6
5 32 2:2:2-2-2=25 25:-0,1=3.2
6 64 2:2:2:2:2-2=2° 26:0,1=6,2
n 2" 2"-0,1

Tabulka 2: Pirehled vztahu mezi po¢tem pieloZeni papiru a jeho tloustkou

Prevedeme vzdalenost Mésice od Zemé na milimetry.
384 000 km = 384 000 000 000 mm
Nyni staci pouze vyreSit nerovnici
2"-0,1 >384 000000000
2™ >3840000 000 000
log 2™ > log 3 840 000 000 000

nlog?2 = 1log 3840 000 000 000

log 3840 000 000 000
log 2

n>

17 Uloha je ve skute¢nosti prakticky nefesitelna. Poskladany papir vyuZijeme k odvozeni jejtho
teoretického reSeni.
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n=418
K = {42,43,44, ...}
Odpovéd
Papir by stacilo prelozit 42x pro prekonani vzdalenosti mezi Zemi a Mésicem.
Pedagogicka poznamka

Z postupu feSenti je jasné, Ze je nutna znalost exponencialnich a logaritmickych
rovnic a nerovnic. Je vSak mozné ulohu zaradit jako motiva¢ni k u¢ivu mocnin jiz
vosmé tidé ZS. Zaci si nejprve na zakladé vlastni zku$enosti s prekladanim
papiru napil odvodi vztah!8, ktery predstavuje tabulka 2. Poté mohou tipovat
mozny vysledek. Pomoci kalkulacek ovéri, zda se jejich tip priblizuje skute¢nosti
a snazi se ho postupné uptesinovat. Ucitel zakim pomaha pti praci s kalku-
lackou jednak u zadavani piikladu a jednak ve cteni vysledku, ktery byva
uveden s mocninou. Zaroven ucitel praci zaki koriguje, aby méli moZnost najit
spravny vysledek?°.

18 Z4ci si zaroveh ptirozené osvoji zapis v mocninach, protoZe se pro né zapis ve tvaru soucinu
stane velmi rychle zdlouhavy.

19 7 vlastni zkuSenosti z oducenych hodin vim, Ze Zaci tipuji opravdu vysoky pocet nutnych
preloZeni papiru.
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5.8 Parnik

Parnik je u nas jedna z nejznaméjSich skladanek ze Ctvercového papiru. A i pres
velmi pékny konecny efekt je jeho poskladani zarazeno mezi ty jednodussi
skladanky. Prvni cast pracovniho listu se zaméri na skladani parniku (uhly,
mnohouhelniky, obsah mnohotuhelniku, stfedova a osovd soumérnost) a druha
¢ast zkouma prehyby papiru - usecky vzniklé pri skladani, kdyZ rozloZime
Ctverec papiru (Pythagorova véta, vepsany ¢tverec a jeho obsah).

5.8.1 Skladani parniku

Prehybem vyznaCime ve  Prinik os soumérnosti je
Ctverci osy soumérnosti, stied ctverce, ke které-
Vychozi format pro praci  které nejsou thlopric- mu piilozime vrchol
je Ctverec. kami Ctverce. Ctverce.

PtiloZenim zbyvajicich

Ke stiedu ctverce piilo-  dvou vrcholt ¢tverce ke

Zime takovy vrchol, aby  stfedu vidime, Ze soucty

vznikly obrazec byl uhll u vrcholu ¢tverce

zarovei stiedoveé i osové davaji dohromady plny

soumeérny. uhel, tj. 360°. Vznikly Ctverec otocime.

—

Obrazek 101: Schéma skladani parniku (1. ¢ast)
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Ctverec je pomoci
uhlopricek rozdélen
na Ctyti shodné rovno-
ramenné trojuhelniky.
Uhlopti¢ky se protinaji
ve stfedu Ctverce.

Vznikly Ctverec opét
otoCime.
—2

Vznikly ¢tverec po pfri-
loZeni vSech vrcholu ke
stredu.

]

Ke stfedu Ctverce postupné priloZime vSechny jeho
vrcholy.

V tomto C¢tverci jsou Jednotlivé vrcholy opét
hranami papiru vyzna- prikladame ke stiredu
ceny osy soumérnosti. Ctverce.

]

RozloZenim vzniklé
kapsy vytvorime komin
Otocime parniku.

Obrazek 102: Schéma skladani parniku (2. ¢ast)
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Vytvorenim obou Pri prelozeni podle osy

komini{ ndm vznika soumérnosti je dilezité
osové i stredové vytvorit prid’ a zad’
soumeérny obrazec parniku.

Obrazek 103: Schéma skladani parniku (3. ¢ast)

5.8.2 Naméty pro dalsi praci s vyrobkem

Pracujeme s profilem vyrobku a prehyby na ném viditelnymi.
Uhly

e Kolik vidime pravych thli?
o Na profilu parniku Ize najit 16 pravych ahld, jejichZ ramena jsou
bud'to hrany papiru, nebo viditelné prehyby.
e Kolik stupnli ma nejvétsi vnitini thel mnohotuhelniku?
o Nejvétsi uhel ma 315° a je sviran pridi (zadi) parniku a jeho
kominem.
e Najdi uhel tupy, ostry — zmér velikost.
o VSechny ostré uhly, které jsou na profilu parniku viditelné, maji
velikost 45°.
o Na profilu parniku neni Zadny tupy uhel.

Mnohotuhelniky

e Profil celého parniku je osmituhelnik. Jedna se o konvexni, nebo nekon-
vexni utvar?
o Osmithelni je nekonvexni.
e Parnik rozdéluji prehyby na nékolik mnohouhelnikii, vyjmenuj nékteré
z nich. Vybarvi pravidelné mnohotuhelniky.
o Pravouhlé trojuhelniky.
o Ctverec - pravidelny mnohothelnik.
o Nepravidelné pétidhelniky, Sestithelniky, sedmithelniky a osmi-
uhelnik.
e Kolik vidi$ pravouhlych trojihelnikii?
o Na profilu parniku je moZné najit 13 pravouhlych trojihelnikd.
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Obsah

e Vidime, Ze parnik je rozdélen na nékolik pravouhlych rovnoramennych
trojuhelniku (Sest velkych a dva malé), jaky je obsah predni strany
parniku, pokud maly trojihelnik méa obsah 1;2.

o Obsah piedni strany parniku je 142,

Stiredova a osova soumeérnost

e Je parnik osové nebo stiedové soumérny?
o Parnik je osové soumérny. Osou soumérnosti je svisly preklad dé-
lici komin parniku.

5.8.3 Ulohy s rozloZenym étvercem papiru

Pokud parnik rozloZime, vznikne c¢tverec s preklady (dseckami), které jsou vidét
na obrazku 104. Diky témto prekladim mizeme vyreSit nasledujici ulohy
(Pythagorova véta, obsah vepsaného ¢tverce)?20.

Obrazek 104: RozloZeny parnik

Pythagorova véta:

Ctverec papiru je rozdélen na mnoho pravouhlych rovnoramennych troj-
tihelniki. Ukolem je najit ovéteni platnosti Pythagorovy véty.

20 lohy vymyslené autorkou diplomové prace.
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Obrazek 105: Ovéfeni platnosti Obrazek 106: Ovéreni platnosti
Pythagorovy véty (1. moZnost) Pythagorovy véty (2. moznost)

Obsah vepsaného c¢tverce

Dokazte, Ze vepsany ctverec svrcholy ve stredech stran
ptivodniho ¢tverce ma polovi¢ni obsah.

V podstaté jsou dvé mozZnosti, jak udlohu dokazat. Prvni
zplisob je Cisté vizualni a hledaji se vném stejné mnoho-
uhelniky, které budou vyplnovat jak cely obsah c¢tverce, tak
Ctverec vepsany, nakonec se porovna jejich pocet. Druhy je
zaloZen na nékolika prekladech c¢tverce.

Rozdélime ctverec podle piehybd na osm shodnych pravo-
uhlych trojuhelnikd. Diky tomu vidime, Ze vepsany ctverec je
sloZen pouze ze Ctyt trojuhelniki. Tedy pocet trojuhelnikd je
polovicni, z toho vyplyvj, Ze i obsah ¢tverce bude polovicni.

V druhém pripadé se vratime knékolika prvnim Kkroklm,
kterymi zac¢inalo skladani parniku.

Vytvoreni os sou-  Prikladani vrchola
mérnosti kolmych ¢tverce k vzniklé-

<& —x

7

/-

Obrazek 107: Vepsany
ctverec

e -

'i"

—

Obrazek 108: Obsah
vepsaného ¢tverce

Ctverec. na strany Ctverce. mu stredu. Vysledek.

Obrazek 109: Schéma ovéreni velikosti obsahu vepsaného ¢tverce
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Z vysledku vidime, Ze preloZena Cast papiru presné prekryva zbytek Ctverce.
Mame tedy na sobé dvé vrstvy papiru o stejném obsahu. Zaroven vidime, Ze
vysledkem je ¢tverec, ktery ma své vrcholy umistény do stiedd stran ptivodniho
Ctverce. Zpredchozich poznatki miZeme tedy vyvodit zavér, Ze vysledny
Ctverec ma polovi¢ni obsah.

80



Zaver

Pied psanim diplomové prace jsem se nejprve snazila prostudovat co nejvice
dostupnych material(i, které propojuji skladani papiru s matematikou. Z velkého
mnozstvi riznych knih, internetovych stranek a videi jsem vybrala ty, které
ktématu maji co Fici, a na jejich zakladé jsem ndasledné praci vystavéla.
Neopomenutelnou soucasti prace je mnozstvi obrazki, které jsem vytvarela
v programu GeoGebra.

Teoreticka cast diplomové prace porovnava metody euklidovskych konstrukci
s metodami vyuZivajicimi prekladani papiru. Jsou zde podrobné rozebrany dvé
znamé ulohy (trisekce uhlu a duplikace krychle), jejichZ reSeni lze vymodelovat
pomoci skladani papiru. Mym prinosem pro sklddani papiru je komentar
k Huzito-Hatoriovym axiomim. Prace odhaluje nékteré pripady, pro které tyto
tzv. axiomy neplati.

Hlavnim cilem prace bylo vytvofeni souboru metodickych listi pro ucitele
matematiky. Jejich tkolem je pomoci vyucujicim obohatit vyuku matematiky
o nazornost a zvysit motivaci Zaki. V hodinach je mozné vyuZzit metodickych
listd zamétujicich se na konkrétni ucivo, nebo naopak téch, které obsahuji sérii
riznych uloh.

Tvorba praktické ¢asti prace byla velkym piinosem i pro mne. Skladani papiru
rada vyuzivam pri svych hodinach matematiky. Naptiklad v dvodni hodiné
geometrie jsme s Zaky zopakovali vétSinu geometrickych pojmi pomoci sloZzeni
parniku. Naopak pfi probirani trojuhelniku Zaci sami diky preklddani papiru
odvodili velikost souctu vnitinich uhli trojuhelniku. Z vlastni zkuSenosti tak
mohu fici, Ze ob¢asné zaclenéni sklddani papiru do hodin matematiky zaky
nejen vice motivuje a nabizi jim uceni hravou formou, ale predevsim je uci vidét
véci v souvislostech a rozviji kompetenci k FeSeni problém{.

Zavérem bych chtéla uvést, Ze podle mého nazoru si sklddani papiru v hodinach
matematiky své misto zaslouZi. V prvni kapitole popisuji nékolik vydobytki
moderni techniky, které jsou zkonstruovany pravé na zakladé znalosti skladani
papiru. Zaci by tak méli moZnost se vbudoucnu seberealizovat v nékteré
z téchto oblasti moderni techniky.

81



Seznam pouzité literatury

[Betvar, 2008] BECVAR, Jindtich. Astronomie pro vsechny [online]. Valagské

13]. Dostupné z:
http://www.astrovm.cz/userfiles/file /projekty/apv/sbornik_apv.pdf

[Calda, 1995] CALDA, Emil. Matematika pro gymndzia: komplexni ¢isla. 2. vyd.
Praha: Prometheus, 1995, 133 s. Ucebnice pro stiedni Skoly. ISBN 80-85849-85-
2.

[Grebenicek, 2002] Geometrie a origami: Huzitovy axiomy origami [online].
Grebenicek, 2002 [cit. 2017-02-02]. Dostupné z:
http://www.origami.cz/Geometrie /axiomy.html

[Grebenicek, 2012] Origami Wiki: Papir [online]. Praha: FrantiSek Grebenicek,
2012 [cit. 2017-03-03]. Dostupné z:
http://new.origami.cz/index.php/Pap%C3%ADr

[Heath, 1921] HEATH, Thomas Little. A history of Greek mathematics. Oxford:
Clarendon Press, 1921.

[Henriguez, 2008] No vale cortar: Puntos constructibles y origami [online]. Telca
(Chile): Nicolas Gajardo Henriquez, 2008 [cit. 2017-03-11]. Dostupné z:
http://novalecortar.blogspot.cz/2008/11/puntos-constructibles-y-
origami.html

[Hlavaty, 1949] HLAVATY, Vaclav. Uvod do neeuklidovské geometrie. 2. vyd.
Praha: Jednota Ceskosl. matematiki a fysikd, 1949. Kruh (Jednota
ceskoslovenskych matematiki a fysikii).

[Hull, 2013] HULL, Thomas. Project origami: activities for exploring mathematics.
Second edition. CRC Press, 2013. ISBN 978-146-6567-917.

[Chajda, 2011] CHAJDA, Ivan. O trisekci uhlu. Matematika, fyzika, informatika :
casopis pro vyuku na zdkladnich a strednich skoldch. Praha: Prometheus, 2011,
20(8), 449-454.1SSN 1210-1761.

[Chmelikov4, 2009] CHMELIKOVA, Vlasta. Zlaty f'ez nejen v matematice. V Praze:
Matfyzpress, 2009, 180 s. D&éjiny matematiky. ISBN 978-80-7378-078-4.

[Kasahara, 2001] KASAHARA, Kunihiko. Amazing origami. New York: Sterling
Pub., c2001. ISBN 08-069-5821-9.

82



[Krynicky, 2010] KRYNICKY, Martin. Matematika SS.realisticky.cz: Priklady na
posunuti [online]. 1. Tfebon, 2010 [cit. 2017-06-03]. Dostupné z:
http://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A0/03%20
Planimetrie/05%20Zobrazen%C3%AD%20v%20rovin%C4%9B/07%20P%C5
%99%C3%ADklady%20na%20posunut%C3%AD.pdf

A

[K¥iZova, 2008] KRIZOVA, Kristyna. Neeuklidovskd geometrie [online]. Brno,
2008 [cit. 2017-03-18]. Dostupné z:

https://is.muni.cz/th/175713 /prif_b/bp.pdf. Bakalarska prace. Masarykova
univerzita

[Kufina, 1996] KURINA, Franti$ek. Deset pohledii na geometrii. Praha:
Matematicky ustav Akademie véd Ceské republiky, 1996, 249 s. ISBN 80-85823-
21-7.

[Kupéakova, 1999] KUPCAKOVA. Modelovdni téles - Ndvrhy pro geometrické
praktikum, Ucitel matematiky. Praha: ]CMF, 1999, ISSN 1210-9037

[Kup¢akova, 2009] KUPCAKOVA, Marie. Geometrie ve svété déti i dospélych. 3.
vyd. Hradec Kralové: Gaudeamus, 2009. ISBN 978-80-7041-683-9.

[Lang, 2004] Robert ]. Lang Origami: Huzita-Justin Axioms. [online]. Robert J.
Lang, 2004 [cit. 2017-03-02]. Dostupné z:
http://www.langorigami.com/article/huzita-justin-axioms

[Lang, 2008] LANG, Robert. From Flapping Birds to Space Telescopes: The
Modern Science of Origami [online]. Boston: Usenix Conference, 2008, , 1-53 [cit.
2017-02-14]. Dostupné z:
http://static.usenix.org/event/usenix08/tech/slides/lang.pdf

[Lang, 2008] The math and magic of origami / Robert Lang, 2008. In: Youtube
[online]. 31.7.2008 [cit 2017-11-2]. Dostupné z
https://www.youtube.com/watch?v=NYKcOFQCeno. Kanal uZivatele TED

[Mares, 2011] MARES, Milan. Pfibéhy matematiky: stru¢nd historie krdlovny véd.
2., rev. vyd. Pribram: Pistorius & Olsanska, 2011, 334 s. ISBN 978-80-87053-64-
5.

[Morales, 2009] MORALES, Marcel a Alice MORALES. Star and convex regular
polyhedra by Origami: Build polyhedra by Origami [online]. Edition Morales,
2009 [cit. 2017-02-18]. Dostupné z: http://docplayer.net/6799694-Star-and-
convex-regular-polyhedra-by-origami.html

[Montroll, 2012] MONTROLL, John. Origami and math: simple to complex.
Mineola, N.Y.: Dover Publications, c2012. ISBN 04-864-8886-1

[Nguyen, 2014] NGUYEN, Duy. Svét origami. Praha: Ikar, 2014, 512 s. ISBN 978-
80-249-2597-4.

83


http://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A0/03%20Planimetrie/05%20Zobrazen%C3%AD%20v%20rovin%C4%9B/07%20P%C5%99%C3%ADklady%20na%20posunut%C3%AD.pdf
http://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A0/03%20Planimetrie/05%20Zobrazen%C3%AD%20v%20rovin%C4%9B/07%20P%C5%99%C3%ADklady%20na%20posunut%C3%AD.pdf
http://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A0/03%20Planimetrie/05%20Zobrazen%C3%AD%20v%20rovin%C4%9B/07%20P%C5%99%C3%ADklady%20na%20posunut%C3%AD.pdf
http://static.usenix.org/event/usenix08/tech/slides/lang.pdf

[ORC, 2016] Gold, Silver and Bronze Rectangles. Origami Resource Center: Know
When to Fold [online]. 2016 [cit. 2017-02-18]. Dostupné z: http://www.origami-
resource-center.com/gold-silver-bronze-paper.html

[Polster, 2014] POLSTER, Burkard. Q.E.D.: krdsa matematického diikazu. Praha:
Dokoran, 2014, 58 s. Pergamen. ISBN 978-80-7363-532-9.

[Svobodova, 2006] Tvary papiru [online]. Svobodova, 2006 [cit. 2017-03-20].
Dostupné z: http://origami.webz.cz/matematika/pdf/tvarypapiru.pdf

[Svobodova, 2006] Origami: Historie origami. Origami [online]. Svobodov4,
2006 [cit. 2017-03-02]. Dostupné z: http://origami.webz.cz/historie.htm

[Zirbel, 2014] Can origami advance space exploration? | Shannon Zirbel |
TEDxPeachtree, 2014. In: Youtube [online]. 24.11.2014 [cit 2017-16-2].
Dostupné z https://www.youtube.com/watch?v=a0x0r7aPI2M. Kanal uZivatele
TEDx Talks

84



Prilohy

Priloha ¢. 1

Obrazek 110: Trisekce thlu
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Priloha ¢. 2

Obrazek 111: Duplikace krychle
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Priloha ¢. 3

Obrazek 112: Stribrny obdélnik
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Priloha ¢. 4

Obrazek 113: Bronzovy obdélnik
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Priloha ¢. 5

Obrazek 114: Zlaty obdélnik

89



Priloha ¢. 6
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Obrazek 115: Rovnostranny trojuhelnik
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Priloha ¢. 7
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Obrazek 116: Vnitini tihly v rovnostranném trojihelniku
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Priloha ¢. 8

A

A =

Obrazek 117: TéZnice v rovnostranném trojuhelniku
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Priloha ¢. 9

Obrazek 118: Pravidelny ctyrstén, osmistén a dvacetistén
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Priloha ¢. 10

Obrazek 119: Ctverec
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Priloha ¢. 12

Obrazek 121: Pravidelny pétitihelnik
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Priloha ¢. 13

Obrazek 122: Pravidelny dvanactistén
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Priloha ¢. 14

Obrazek 123: Pravidelny Sestitthelnik (1. moZnost)
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Obrazek 124: Pravidelny Sestitihelnik (2. moZnost)
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Priloha ¢. 16

Obrazek 125: Pravidelny sedmithelnik (1. ¢ast)
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Priloha ¢. 17

Obrazek 126: Pravidelny sedmithelnik (2. ¢ast)
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Priloha ¢. 18

Obrazek 127: Pravidelny osmitihelnik (1. moZnost)
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Priloha ¢. 19

Obrazek 128: Pravidelny osmitihelnik (2. moZnost)
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Priloha ¢. 20

Obrazek 129: Pravidelny pétitihelnik, Sestitihelnik a sedmithelnik na prouzcich papiru

104




Priloha ¢. 21

Obrazek 130: Uhel 45° a 22,5°
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Priloha ¢. 22

Obrazek 131: Uhel 30° a 15°
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Priloha ¢. 23
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Obrazek 132: Iracionalni ¢isla
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Priloha ¢. 24

Obrazek 133: Racionalni ¢isla
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Priloha ¢. 25

Obrazek 134: Soucet vniti'nich thli v trojihelniku
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Priloha ¢. 26

Obrazek 135: Vzorec pro druhou mocninu sou¢tu dvou ¢isel
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Priloha ¢. 27

Obrazek 136: Uloha 1 - most
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Priloha ¢. 28

Obrazek 137: Uloha 2 - obsah étverce
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Priloha ¢. 29

Obrazek 138: Parnik (1. ¢ast)
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Priloha ¢. 30

Obrazek 139: Parnik (2. ¢ast)
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