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Abstrakt 
Práce je zaměřena na sestavení ma temat i ckého modelu Stefanova problému vedení tepla 
s fázovou přeměnou a následné opt imal izační výpoč ty extremalizující veličiny charakte
rizující tepelné chování. P ráce rovněž obsahuje odvození základní rovnice vedení tepla, 
způsoby akumulace tepelné energie a úvod do problematiky mate r iá lů s fázovou přemě
nou používané při akumulaci. 

Summary 
The thesis deals with the mathematical model for Stefan phase change problems. The 
model is then used in optimization procedures aimed at extremization of quantities de
scribing the thermal behavior. The thesis also includes the derivation of the diferential 
heat equation, methods of energy accumulation and an introduction to phase change 
materials used for accumulation. 
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1. ÚVOD 

1 Ú v o d 
V dnešní době se lidé stále více zaj ímají o obnovitelné zdroje energie a vhodnou aku

mulací energie pro pozdější využit í , neobnovitelných zdrojů pomalu, ale j is tě ubývá a 
kl imatická situace na Zemi si díky vysokým emisím C O 2 prochází nepř íznivými změnami . 
Tato diplomová práce se zabývá problematikou v oblasti zabývající se akumulac í tepelné 
energie s využ i t ím mate r iá lů procházející fázovou přeměnou v p růběhu akumulace. Pro 
předs tavu , proč je nu tné , aby soustava, k t e rá získává energie měla možnos t tuto energii 
akumulovat, uvažujme nyní získávání energie v p o d o b ě slunečního záření. Sluneční záření 
je nejvydatnějš ím zdrojem obnovitelné energie, k terý lze využí t různými způsoby. Slu
neční energie nelze čerpat celých 24 hodin a pokud m á m e dobré podmínky , jsme rádi za 
p růměrně 8 hodin slunečního záření denně . Takto získanou energii nechceme ve většině 
p ř ípadů využí t ihned a proto je nu tné , aby soustava byla schopna tuto energii akumulovat 
pro pozdější využit í . K tomuto účelu se využívají tzv. zásobníky energie. 

Tepelnou energii můžeme akumulovat ve formě citelného tepla, kde se využívá vlast
ního ohřevu pracovní lá tky a její měrné tepe lné kapacity. Pro tento druh akumulace se 
jeví nejideálnější voda. Voda je levná, d o s t u p n á a m á vysokou tepelnou kapacitu. Ovšem 
co se týče nároků na velikosti zásobníků a pracovní rozsah teplot, to tak dobře nevypadá . 
Proto se v dnešní době začíná dos táva t do popředí zá jmu akumulace pomocí l a ten tn ího 
tepla. Tento způsob akumulace využívá tepelné kapacity lá tky a fázové p řeměny látky. 
Díky tomu jsme schopni akumulovat větší množs tv í tepe lné energie při zachování stejných 
rozměrů zásobníku (popř. akumulovat stejnou tepelnou energii při snížení požadavků na 
rozměry zásobníků) . Poznamenejme, že pod pojmem změny fáze budu v t é to práci uva
žovat pouze změny fáze z pevné na kapalnou a z kapalné na pevnou. Pro tento druh 
akumulace je v zásobnících po t ř eba mate r iá lu s fázovou přeměnou. Tyto mater iá ly se 
obecně označují pod zkratkou P C M (Phase-change mater iá l ) . 

V t é t o diplomové práci se řeší problematika vedení tepla s fázovou přeměnou pomocí 
Stefanova problému, k terý slouží k popisu rozložení teploty v médiu a určení polohy 
rozhraní mezi pevnou a kapalnou fází. Tento popis je p o t ř e b a pro s tanovení požadovaných 
vlas tnost í a tepe lného chování mate r iá lu při různých požadavcích na akumulaci. 

V práci uvád ím základní znalosti týkající se přenosu tepla, způsoby akumulace tepelné 
energie a využi t í mate r iá lů s fázovou přeměnou. V dalších kapi tolách se již věnuji zadané 
problematice, kde nejdříve ukážu, jak se tyto úlohy obecně řeší a v poslední kapitole 
se zabývám tvorbou ma temat i ckých (optimalizačních) modelů pro řešení požadovaných 
úloh. M ý m hlavním cílem je sestavení a řešení opt imal izačního modelu pro s tanovení 
podmínek přenosu tepla a dalších p a r a m e t r ů tak, abych zajistil extremalizaci veličin cha
rakterizujících tepe lné chování. V ý s t u p e m t é t o práce jsou rovněž i programy vytvořené v 
programovacím pros t ředí Mat lab a Gams. 
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2 Zák lady p ř e n o s u tepla 
V modern í technologii existuje málo odvětví , v nichž by nehrá l významnou roli přenos 
tepla[l]. Veškerá hmota uvažovaná na makroskopické úrovni m á přesně danou hodnotu 
energie. Takový stav energie můžeme vyčíslit za podmínek t e rmodynamické energetické 
funkce, k t e rá rozděluje energii na atomické úrovni mezi např ík lad , elektrickou, vibrační 
a ro tační . Energet ická funkce může být charakter izována měři te lnou skalární hodnotou 
(teplotou). Energie v y m ě n ě n á složkami částic (např . atomy, molekuly nebo volnými elek
trony) z oblasti s větší lokální teplotou (tj. větší termodynamickou energetickou funkcí) 
do oblasti s nižší lokální teplotou se nazývá teplo. 

Přenos tepla může být realizován ve formě vedení, p roudění nebo záření, v praxi se 
nejčastěji j e d n á o kombinaci všech těch to t ypů . Studium vedení tepla poskytuje oboha
cující kombinace vědy a matematiky [2]. V t é to kapitole si uvedeme základní veličiny a 
vztahy pro přenos tepla, které budu dále využívat při vy tvářen í ma temat i ckého modelu. 

Vedení je specifický způsob přenosu tepla v pevných lá tkách nebo klidné kapal ině z oblasti 
s větší teplotou do oblast í s nižší teplotou díky p ř í tomnos t i t ep lo tn ího gradientu. Jakmile 
je tep lo tn í rozložení T(f,t) známo v rámci média , j akož to funkce prostoru (definovaná 
polohovým vektorem r) a času (definována skalárem ŕ) , je tep lo tn í tok předepsán zákony 
j imiž se řídí přenos tepla. 

Zákony př í rody n á m poskytuj í př i ja telné popisy př í rodních jevů na základě pozo
rovaného chování. Ty to zákony jsou obecně založeny na velkém množs tv í empirických 
důkazů, při jatých v rámci vědecké komunity, ačkoli některé z nich nemohou být obvykle 
prokázány ani vyvráceny. Hlavní příčiny n á m nejsou známy, ale podléhaj í j e d n o d u c h ý m 
a s t á lým zákonům, které mohou být objeveny pozorováním [3]. Ty to zákony jsou pova
žovány za základní , jelikož jejich použi t í je nezávislé na médiu. Dobře známé př íklady 
zahrnují Newtonovy zákony pohybu a zákony termodynamiky. Problémy, k teré mohou 
být vyřešeny pouze při použi t í obecných zákonů př í rody jsou označovány jakožto deter
ministické a zahrnují např ík lad , j ednoduchý pohyb projektilu. 

J iné problémy mohou vyžadovat kromě obecných zákonů i doplňkové vztahy[4]. Tyto 
problémy jsou označovány jako nedeterminis t ické a jejich řešení vyžaduje zákony apliko
vate lné na specifické méd ium. Tyto doda tečné zákony se nazývaj í kons t i tu t ivní vztahy. 
Dobře známé př íklady zahrnují např íklad: zákon ideálního plynu, vztah mezi smykovým 
n a p ě t í m a rychlos tním gradientem pro Newtonovskou kapalinu, vztah mezi n a p ě t í m a 
tlakem lineárně elastického mate r iá lu (Hookův zákon) a j iné. 

Kons t i tu t ivn í vztah jenž udává vztah mezi t epe lným tokem a t ep lo tn ím polem je 
po jmenován po Josephu Fourierovi. Pro homogenní , izotropní, pevné lá tky (tj. mate r iá l 
ve k te rém je součinitel tepelné vodivosti nezávislý na směru) , m á Fourierův zákon tvar 

kde tep lo tn í gradient T(f,ť) je vektor kolmý k izotermickému povrchu, vektor hustoty 
tepe lného toku q(ř,t) reprezentuje tepelný tok za jednotku času na jednotku izotermic-
kého povrchu ve směru klesajícího tep lo tn ího gradientu a k je součinitel tepelné vodivosti 

2.1 Přenos tepla vedením 

[2] 
(2.1) 
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2. ZÁKLADY PŘENOSU TEPLA 

mater iá lu . 
Vz tah mezi hustotou tepe lného toku a t epe lným tokem popisuje rovnice [5] 

Q 
S 

(2-2) 

kde S je plocha, kterou prochází tepelný tok. Součinitel t epe lné vodivosti je k ladná , ska
lární veličina pro homogenní a izotropní mater iá l . Znaménko mínus uvedené v rovnici 
(2.1) je kvůli tomu, aby se vytvoři la pozi t ivní hodnota tepe lného toku v k ladném sou
řadnicovém směru (tzn. opak tep lo tn ího gradientu). V t é to práci budu uvažovat hustotu 
tepelného toku v SI j edno tkách [Wm~ 2 ] , tepelný tok [W], tep lo tn í gradient v [ K m - 1 ] a 
součinitel tepelné vodivosti k v [Wm~ 
(2.1) tvaru: 

L K 1 )] . V kar tézském souřadném sys tému je rovnice 

dT ~dT TldT 
q(x, y, z, t) = - i k - j k - kk— 

dx ay oz 
(2-3) 

kde i, j a k jsou jednotkové směrové vektory podél směru os x, y, a z. 
Hustota tepe lného toku pro daný tep lo tn í gradient je p ř ímo úměrný součiniteli tepelné 
vodivosti mater iá lu . Uvažujme jednodimenzioná ln í přenos tepla v pravoúhlém souřadném 
systému. Potom rovnice (2.1) bude 

0.x 
dT 
dx 

(2.4) 

Obrázek 2.1 ilustruje znaménkovou konvekci Fourierova zákonu v 1-D. Oba grafy zob
razují tepe lný tok rovinou v bodě x = xq v závislosti na lokálním tep lo tn ím gradientu. Na 
obrázku 2.1 (a) je gradient dT/dx negat ivní a proto výsledný tok je matematicky pozit ivní . 
Naopak obrázek 2.1(6) zobrazuje pozi t ivní gradient dT/dx a výsledný tok je záporný. 

krm k m 

dTfdx > 0 

(a) W 

Obrázek 2.1: Fourierův zákon pro (a) pozi t ivní tepelný tok a (b) negat ivní tepelný tok [2] 
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2.2. SOUČINITEL TEPELNÉ VODIVOSTI 

2.2 Součinitel tepelné vodivosti 
Součinitel t epe lné vodivosti je důleži tým parametrem v analýze vedení tepla. Č ím větší 
součinitel t epe lné vodivosti těleso má, t í m menší klade odpor proti přenosu tepla z jedné 
části tělesa na druhou [5]. Existuje široká škála hodnot součinitele tepelné vodivosti pro 
různé inženýrské materiály. Největší hodnoty součinitele tepelné vodivosti maj í čisté kovy, 
přičemž nejmenší hodnoty vykazují plyny a výpary. Amorfní izolované mater iá ly a anor
ganické kapaliny maj í hodnoty někde mezi. Obrázek 2.2 zobrazuje typické rozmezí hodnot 
tep lo tn í vodivosti u různých mater iá lových t ř íd [2]. 

1000 
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1S 

t 1 

S.l 

Stříbro 
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3 c~ Ocel 3 c~ 
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Rtuť 
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S = 
=• £ 
y. ID 

m 4_, 

Obrázek 2.2: Hodnoty součinitele tepelné vodivosti u různých mater iá lových t ř íd [2] 

Součinitel tepelné vodivost se mění s teplotou a t ak též se může změni t v rámci směru 
u anizot ropní látky. U většiny čistých kovů se součinitel t epe lné vodivosti snižuje při 
vzrůstaj ící teplotě , za t ímco u plynů se zvyšuje[6]. 
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2. ZÁKLADY PŘENOSU TEPLA 

2.3 Diferenciální rovnice vedení tepla 
Nyní odvodím diferenciální rovnici vedení tepla pro s tacionární , homogenní , izotropní 
pevnou lá tku s generací tepla v rámci tělesa. Vni t řn í generování tepla může být způsobeno 
díky nukleárn ím nebo chemickým reakcím, elektrickému proudu, absorbování laserových 
světel nebo dalšími zdroji, k teré mohou být obecně funkcí času a polohy. Rovnice vedení 
tepla může být odvozena buď pomocí diferenciálního nebo integrálního p ř í s tupu , j á uvedu 
pouze ten diferenciální. P ř i odvozování rovnice vedení tepla jsem čerpal z [2] a přednášek 
termomechaniky[5] 

Uvažujme e lementární objem v kar tézském souřadném sys tému viz obrázek 2.3. Od
povídající objem a hmotnost kontrolního objemu jsou 

dV = dx dy dz a dm = pdxdzdz , 

kde p je hustota [kg m~ 3] kontrolního objemu. Diferenciální p ř í s tup p ředpok ládá spojitost 
systému, tedy aby se vlastnosti neměnily na mikroskopické úrovni . 

Obrázek 2.3: Kont ro ln í objem [2] 

2.3.1 Energetická bilance kontrolního objemu 
Pomocí energetické bilance jsme schopni zjistit, jak rychle se těleso ohřívá nebo chladí, než 
je dosaženo rovnovážného stavu s okolím[7]. Využiji zákonu zachování energie na základě 
prvního t e rmodynamického zákona. P ro tože první zákon termodynamiky musí bý t splněn 
v každém časovém okamžiku, je možné ho formulovat pomocí toků energie [2]. 

+ ^v2 + gh^j dmin - + ^v2 + gh^j dfnout + dQ + dÉgen - dW = , (2.5) 

kde dmin a dmout představuj í h m o t n o s t n í p rů tok vstupující a vystupuj ící z kontrolního 
objemu. Odvozuji rovnici vedení tepla pro klidné méd ium, proto uvažuji , že hodnoty 
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2.3. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE VEDENÍ TEPLA 

hmotnos tn ího p rů toku jsou nulové. P ř e d p o k l á d á m dále, že hodnota vykonané práce je 
t ak též nulová (dW = 0). Hodnota změny energie v rámci kontrolního objemu je tvaru 

dEa d_ 
dt 

u H—v2 + gh ) dm 
2 ' 

(2.6) 

kde u je m ě r n á vn i t řn í energie [J k g - 1 ] . P ř enášená energie se skládá z energie kinetické, 
potenciální a tepelné formy. Př i přenosu tepla je kinetická a potenciá lní energie obvykle 
zanedba te lná a proto je dále nebudu uvažovat . Využ i t ím rovnic (2.5) a (2.6) dos távám 
zákon zachování energie [2] 

dQ + dE, g (tri 

d(u dm) 
Jt ' 

(2.7) 

kde dEgen [W] je hodnota energie generované v rámci kontrolního objemu a dQ představuje 
změnu tepelné energie v kontroln ím objemu. 

2.3.2 Odvození diferenciální rovnice vedení tepla 
Diferenciální rovnice vedení tepla by mohla být samozřejmě odvozena i za pomocí toků 
energie, ale již dříve jsem byl seznámen s odvozením rovnice v p ř e d m ě t u termomechaniky 
a proto bych rád použil p ř í s tup , kdy budu uvažovat energii, k t e rá zůs tane v kontrolním 
objemu za čas dt [5]. 
Teplo (energie), k teré zůs tane v elementu v důsledku vedení 

dQ = (dQx - dQx+dx) + (dQy - dQy+dy) + (dQz - dQ, +dz (2.8) 

a nechť dQx + dQy + dQz je teplo do elementu přivedené a dQx+dx + dQy+dy + dQz+dz je 
teplo z elementu odvedené, přičemž pla t í [5] 

dQx 

dT\ d 
-k— j dy dz dt a dQx+dx = dQx + — (dQx) dx . 

Teplo, k teré zůs tane v elementu v důsledku vedení ve směrech osy x, y a z 

dQx dQx-\-dx • 

O 

d d f dTs 

• -7T~ (dQx) dx — —— ( k—— ) dx dy dz dt. 
ax dx V dx 

dQy — dQ V+dy dy 
d f dT\ 

(dQy) dy = — I k-g- J dx dy dz dt. 

d d f dT\ 
dQz - dQz+dz — —— (dQz) dz = — I k— 1 dx dy dz dt. 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

Dosazením rovnic (2.10), (2.11) a (2.12) do rovnice (2.8) získáme celkové teplo, které 
zůs tane v elementu dV v důsledku vedení 

dQ 
dx \ dx J dy \ dy J dz \ dz J 

dx dy dz dt. 

A teplo, k te ré zůs tane v elementu v důs ledku vni t řních zdrojů Q* [W m 3 ] : 

dQgen = Q*dx dy dz dt. 

(2.13) 

(2.14) 
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2. ZÁKLADY PŘENOSU TEPLA 

Uvažuji nest lači telné těleso popř . kapalinu a tedy nechť je m ě r n á t epe lná kapacita 
c = cv = cp [J k g - 1 K - 1 ] . Zvýšení vn i t řn í energie elementu dV za čas t je 

dT 

díl = mcdT = pc-^dxdydzdt, (2-15) 

kde díl = u dm. Potom z 1. zákona termodynamiky dos távám 

dQceik = dU + dA = dU + 0 dQ = dU dQ + dQgen = dU, (2.16) 

přičemž dQcdk = dQ + dQgen . 

Po dosazení rovnic (2.13), (2.14) a (2.15) do rovnice (2.16) a vykráčení členů dxdydzdt 
dos távám obecnou diferenciální rovnici vedení tepla 

^ (k^-) + A ( k 9 ! ) + A + g * = C p ^ , (2.17) 
dx \ dx J dy \ dy) dz \ dz) dt 

kde členy k = f (x,y, z,ť), p = f (x,y, z,t), c = f (x,y, z,ť) jsou funkcí času a polohy. 
Můžu použí t i k ra t š ího přehlednějšího zápisu pomocí gradientu V 

dT 
W-(kVT)+g = pc—. (2.18) 

Pokud budu uvažovat , že součinitel tepelné vodivosti je kons tan tn í , přejde rovnice (2.17) 
na tvar 

D 2 T Q 2 T D 2 T Q* _ iQT 

dx2 dy2 dz2 k a dt 
který p la t í pro homogenní t u h é i kapalné lá tky s vn i t řn ími zdroji, kde a je teplo tn í 
vodivost: 

a = — [ m V 1 ] . (2.20) 
pc 

Pro těleso s kons t an tn ím součini telem tepelné vodivosti, bez vni t řních zdrojů a za us tá -
&T 
dt lených podmínek (tj. 7 ? = 0) dos távám Fourierovu diferenciální rovnici vedení tepla ve 

tvaru 
d2T d2T d2T 
7 r T + 77T + 77T = 0 n e b o V 2 T = 0 . (2.21) 
ox2 ayl azÁ 

Př i mých výpočtech budu zkoumat změnu tep lo tn ího rozložení v závislosti na poloze a 
čase, bez vni t řních zdrojů a tedy budu pracovat s rovnicí vedení tepla 

d2T d2T d2T ldT , 
1 1 = (2.22) 

dx2 dy2 dz2 a dt 

a dále pak v I D př ípadě 
d2T _ 1 dT 
dx2 a dt 
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3 Akumulace energie 
V letech 2006 a 2007 se pohled člověka na klimatické změny a spo t řebu energie dra

maticky změnil . Lidstvo hraje dominan tn í roli při změně kl imatu na Zemi, v důsledku 
vyprodukování značného množs tv í emisí C O 2 při spo t řebě energie a proto je nezbytné v 
blízkých letech razan tně snížit množs tv í emisí C O 2 vypuš těných do ovzduší. Ve stejnou 
dobu se také zásobování energie v p o d o b ě fosilních zdrojů jako např . uhlí , ropa stalo méně 
spolehlivým. N a j a ře roku 2008 se cena ropy poprvé v historii vyšplhala až na 100 dolarů 
za barel. V dnešních letech již lidé přijali myšlenku, že je t ř e b a omezit spo t řebu fosilních 
paliv a t í m snížit emise C 0 2 [8]. Proto se do popředí zájmů veřejnosti v rámci dosažení 
cílů dostávaj í obnovitelné zdroje energie a lepší využi t í energie. V obou př ípadech hrají 
důleži tou roli zásobníky tepelné energie, jak pro uchování tepla, tak i chladu. Dnes je 
součást í t éměř každé domácnos t i lednička, topení , t ep lá voda a j iné spotřebiče využívající 
energii. Využi t í zásobníků tepe lné energie pokrývá širokou oblast energetických sys témů 
od central izovaných soustav až po au tonomní oblasti a objekty [9]. 

Výhodou zásobníků energie je to, že není zapot řeb í okamži tého využi t í získané energie, 
ale je možné j i akumulovat pro pozdější využi t í a tedy nab ídka může odpovída t poptávce 
i v době , kdy není možné získat více energie (např. t epe lná energie získaná s lunečním 
záření) . Tento proces tak umožňuje překonat časové nebo geografické rozdíly mezi výrobou 
a spo t řebou , a to jak ve velkém, tak v ma lém měř í tku [8]. 

S l u n e č n í energie: 
Sluneční energie pa t ř í mezi hlavní zdroje obnovitelné energie. N a Slunci probíhaj í již 

několik mil iard let t e rmonukleárn í reakce. Těmi to reakcemi se přeměňuje sluneční vodík 
(který obnovován není) na helium za uvolnění velkého množs tv í energie. Ze Slunce je 
energie p ředávána na Zemi ve formě záření. Energet ický příkon ze Slunce je ve vzdálenost i , 
v níž se nachází Země, přibližně 1300 [W m - 2 ] . Pokud se tato energie přeměňuje ně jakým 
technickým zařízením (sluneční kolektor, fotovoltaický článek) př ímo, mluvíme obvykle o 
sluneční energii [10]. 

3.1 Druhy akumulace energie 
Akumulace energie je využívána např íč energet ickým sektorem - v elektrizační soustavě, 
v soustavách centrá lního zásobování teplem a chladem, v rozptýlených a au tonomních 
aplikacích [11]. Akumulace energie je rozlišována na dva druhy v závislosti na druhu 
výs tupn í energie (elektřiny nebo tepla). R á d bych uvedl ve zkratce, ale výst ižně různé 
možnost i akumulace energie, jak tepelné , tak elektrické. 

3.1.1 Přečerpávací vodní e lekt rárny ( P V E ) 
Využívají uložení elektrické energie v době malé spot řeby ve formě potenciální energie 
vody, pro využi t í v době špičkové spotřeby. Voda je če rpána ze spodní nádrže do horní 
nádrže , přičemž dochází ke spo t řebě elektrické energie. Následně je v době špičky voda 
v p u š t ě n a do přívodních po t rub í a p o h á n ě n í m turbíny, k te rá je hřídelí spojena s generá
torem, se generuje elektrický výkon. Výhody P V E jsou ty, že dokáží rychle reagovat na 
výkyvy ve spo t řebě energie, jsou j ednoduché na obsluhu a na rozdíl od os ta tn ích způsobů 
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3. AKUMULACE ENERGIE 

akumulace elektrické energie maj í delší životnost , ta se udává až do 100 let [8]. Nevýhodou 
P V E je náročnos t stavby a možnos t stavby jen ve vhodných terénních podmínkách . 

3.1.2 Podzemní uskladnění tepelné energie (UTES) 
Čerpad lem poháněný sys tém uk ládá ohřá tou nebo vychlazenou vodu do podzemního zá
sobníku pro pozdější užit í . Zásobníky mohou být uměle vy tvořené nebo př í rodní . J e d n á 
se o tzv. sezónní zásobníky, které umožňují uchovat přebytečné teplo získané v létě až 
do zimy, kdy je ho naopak nedostatek a může se zpě tně využí t . V zahraničí existuje ko
lem deseti úspěšných velkých instalací podzemních zásobníků tepla, k teré zahrnují např . 
vy tápěn í celého sídliště v německém Creilsheimu. 

3.1.3 Akumulace do st lačeného vzduchu ( C A E S ) 
C A E S je zaj ímavou možnost í akumulace za pomocí pouze vzduchu. Využívá elektrické 
energie v době nízké spot řeby tak, že přebytečnou energie použije na poháněn í kompresoru 
ke st lačení vzduchu a nás lednému uložení v podzemních kavernách nebo zásobnících. 
Stlačený vzduch je ve špičce využíván při spalování v plynové tu rb íně při výrobě elektřiny. 

3.1.4 Akumulace v roztavených solích 
Používané soli maj í pevné skupens tv í při normálních tep lo tách a atmosférickém tlaku. Po 
zahřá t í (např íklad v solární e lekt rárně s centrá lní věží) je roz tavená sůl využ i ta k produkci 
vodní páry, k t e rá pohán í t u rb ínu při výrobě elektřiny nebo je usk ladněna v kapa lném sku
pens tv í pro pozdější využit í . 

Samozřejmě t í m výčet d ruhů akumulace energie nekončí. V dnešní době se hlavně i díky 
krizi týkající se globálního oteplování a kl imatických změn vyvíjí různé nové druhy tech
nologií v oblasti akumulace a využi t í co největšího procenta takto akumulované energie 
[8]. Výše jsem uvedl s t rohý výpis d ruhů akumulací , ale existují i j iné druhy, např ík lad 
termochemické uskladnění , akumulace ve vodíku, set rvačníky atd. 
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3.2 Akumulace tepelné energie 
Jak už bylo zmíněno výše, zásobníky energie jsou konst ruovány hlavně z důvodů, že 
ne vždy se kryje pop t ávka energie s nabídkou. Zásobníky tepelné energie mohou být 
naplněny materiály, které využívají akumulace díky ci telnému teplu např . voda, ale také 
tzv. mater iá ly s fázovou přeměnou (viz kapitola 3.3, v dalš ím textu už jen zkratkou P C M ) , 
kde se v p růběhu akumulace mění fáze z pevné na kapalnou a naopak. K tomu, abychom 
dokázali takto získávat energii, je zapot řebí , aby tato metoda zásobování byla v r a t n á . P ř i 
psaní t é to kapitoly jsem čerpal z [8]. 

Zásobníky 

teoelné chemické 

1- 1 i 

citelné teplo latentní teplo reakční teplo 

r 1 i 1 

kapaiina pevné částice pevné-kapalné 
• 

kapalné, 
plynové 

1 

• 
kapalné, 
plynové 

1 

voda hornina taveniny 
. i 1 

póry 

aquifer 

Obrázek 3.1: Typy zásobníků [12] 

3.2.1 Akumulace pomocí citelného tepla 
Př i tomto druhu akumulace se využívá pouze tepelné kapacity lá tky v d a n é m rozsahu 
teplot. Hodnota akumulované energie je závislá na počá teční a koncové teplotě , tedy na 
změně teploty pracovní lá tky v důsledku ohřevu nebo ochlazení. Nedochází zde ke změně 

teplota citelné teplo 

uskladněné teplo 

Obrázek 3.2: Citelné teplo [8] 
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skupens tv í látky. Nej využívanější lá tkou pro tento druh akumulace je voda, díky svým 
d o b r ý m vlastnostem pro vedení tepla, ale t ak též kvůli tomu, že se j e d n á o levný a dos tupný 
mater iá l . 

Poměr uložené energie AQ k ná růs tu tepla A T je t epe lná kapacita C akumulovaného 
média 

AQ = C A T = mc A T . (3.1) 

Akumulace pomocí ci telného tepla je zdaleka nejběžnější způsob . Zásobníky s teplou vo
dou jsou používány k vy tápěn í v t éměř každé domácnos t i . 

3.2.2 Akumulace pomocí la tentního tepla 
Tento způsob akumulace využívá nejen tepe lné kapacity látky, ale také změny skupen
ství látky. Díky změně fáze mater iá lu je možné akumulovat energii bez n á r ů s t u ci telného 
tepla a t í m p á d e m můžeme akumulovat větší množs tv í tepe lné energie, popř . můžeme při 
zachování rozměrů zásobníku akumulovat díky tomuto doda tečnému teplu větší množs tv í 
energie. P ř i změně z pevné na kapalnou fázi je p o t ř e b a energii látce dodáva t a při změně 
z kapalné fáze na pevnou se energie uvolňuje. Tato změna p rob íhá při kons tan tn í teplotě 
rovné teplotě t á n í / t u h n u t í a po té , co p roběhne fázová p ř e m ě n a se t epe lná energie aku
muluje opět s využi t ím ci telného tepla. P ř i akumulaci využívající fázovou p řeměnu lá tky 
se používají P C M materiály, např ík lad parafín, solné hydráty, aj [9]. 

+teplota 

y 

teplota fázové * 
, citelné 

zmeny • 

uskladněné teplo 

Obrázek 3.3: La ten tn í teplo [8] 

Př i akumulaci tepelné energie s využ i t ím fázové změny je využi te lná jen změna fáze 
mezi lá tkou pevnou a kapalnou. V důsledku velké změny objemu akumulačn í lá tky při 
změně skupens tv í z kapaliny na plyn není tato změna pro akumulaci v h o d n á [13]. Pokud 
budeme akumulovat tepelnou energie pomocí ci telného tepla s využ i t ím fázové přeměny, 
je hodnota akumulované tepelné energie rovna 

A Q = m c A T + m / , (3.2) 

kde l je měrné skupenské ( la tentní) teplo. 
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3.3. MATERIÁLY S FÁZOVO U PŘEMĚNO U PCM 

3.3 Mater iá ly s fázovou přeměnou P C M 
V zásobnících tepelné energie využívající l a ten tn ího tepla se používají P C M materiály. 
Tyto mater iá ly jsou schopny uskladnit 5-14 krá t více tepla na jednotku objemu než nor
mální mater iá ly využívající pouze citelného tepla, jako je např . voda, zdivo, kamení . Je 
známo, že u velkého množs tv í P C M mater iá lů prob íhá t á n í / t u h n u t í při jakémkoli poža
dovaném rozmezí [14]. Nicméně pro jejich použi t í v zásobnících tepelné energie je nu tné , 
aby tyto mater iá ly vykazovaly urči té požadované t e rmodynamické , kinetické a chemické 
vlastnosti. K dosažení co nejlepších výsledků v rámci akumulace energie je nezby tná op
t imáln í volba P C M mater iá lů . P ř i sepisování p o z n a t k ů týkající se P C M mater iá lů jsem 
čerpal z [8] a [15]. 

3.3.1 Požadavky na P C M mater iá ly 
V h o d n á volba mater iá lu při akumulaci využívající změny skupens tv í by měla splňovat 
následující vlastnosti. 

T e p e l n é vlastnosti: 

• V h o d n á teplota změny fáze 

• Vysoká hodnota la ten tn ího tepla 

• Dobrý prostup tepla 

P ř i volbě P C M pro konkré tn í aplikaci by měla být provozní teplota při ohřívání a chladnut í 
taková, aby prošla fázovou přeměnou. La ten tn í teplo by mělo být co největší, aby rozměry 
zásobníku mohly být menší v rámci velikosti objemu zásobníku. Vysoký součinitel tepelné 
vodivosti samozřejmě zaručuje rychlejší prostup tepelné energie látkou. 

F y z i k á l n í vlastnosti: 

• P ř iměřená rovnováha fází 

• Vysoká hustota 

• Malá změna objemu při změnách fází 

Stabili ta fází v p růběhu t á n í / t u h n u t í je důleži tá vlastnost, stejně tak i vysoká hustota 
látky, z důvodů co nejmenších možných rozměrů při konstrukci zásobníku. 

K i n e t i c k é vlastnosti: 

• Odolnost vůči podchlazení 

• Dos ta t ečná míra krystalizace 

Podchlazení mate r iá lu je obt ížným aspektem vývoje P C M , zejména u h y d r á t ů solí. Podchla
zení o více než pá r s tupňů °C naruš í správné získávání tepelné energie ze zásobníků a při 
velkém podchlazení může i zcela získání energie zabráni t . 
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C h e m i c k é vlastnosti: 

• Dlouhotrvaj ící chemická stabilita 

• Kompat ib i l i ta s kons t rukčními mater iá ly 

• Netoxické, nehořlavé 

P C M mater iá ly mohou t r p ě t degradací kvůli z t r á t ě hydra t ačn í vody, chemickým rozkla
dem nebo neslučitelností s kons t rukčními mater iá ly. Z bezpečnostních důvodů by P C M 
mater iá ly neměly být toxické, hořlavé a výbušné . 

E k o n o m i c k é vlastnosti: 

• Dobrá dostupnost 

• Nízká cena 

Velmi důleži tým aspektem při výběru vhodného P C M mater iá lu je i samozřejmě dostup
nost a nízká pořizovací cena. 

3.3.2 Druhy P C M mater iá lů 
V každém požadovaném tep lo tn ím rozmezí je k dispozici velký počet P C M mater iá lů (or
ganické, anorganické, eutekt ické) . Existuje velké množs tv í organických a anorganických 
chemických mater iá lů , k teré lze klasifikovat jako P C M . Avšak co se týče dalších důleži
tých vlas tnos t í uvedených v kapitole 3.3.1, to už tak dobře nevypadá . Vzhledem k tomu, 
že žádný mater iá l nemůže mí t všechny zmiňované ideální vlastnosti, je nu tné použí t do
s tupné mater iá ly a snažit se optimalizovat výběr mate r iá lu tak, aby splňoval konkrétní 
požadavky při akumulaci. Je tak též možné tyto některé nedostatky vykompenzovat, na
příklad použ i t ím kovových žeber v P C M můžeme zvýšit tepelnou vodivost, podchlazení 
může být pot lačeno zavedením nukleačního činidla do akumulačn í látky, atd. P ř i sepiso
vání následujících podkapitol jsem čerpal z [15] a [16]. 

O r g a n i c k é m a t e r i á l y 

Tuto skupinu P C M můžeme dělit na sloučeniny s parafíny a bez parafínů. Velkou výhodou 
těchto sloučenin je jejich vlas tní nukleace. Díky tomu t éměř nedochází k p rob lémům s 
podchlazením. 

S l o u č e n i n y s paraf íny: 
Parafin je směs pevných uhlovodíků. Pro použi t í se využívá t éměř př ímý řetězec C H 3 -
( C H 2 ) - C H 3 . Pro krystalizaci ř ady (CH3)- je p o t ř e b a velké množs tv í l a ten tn ího tepla. Právě 
díky t é t o vlastnosti jsou tyto sloučeniny velmi vhodné pro použi t í jako P C M . Další dobrou 
vlas tnost í parafínů je jejich chemická inertnost a cenová dostupnost. Tyto mater iá ly mají 
poměrně dlouhý cyklus t á n í / t u h n u t í . 

S l o u č e n i n y bez para f ínů: 
Tato kategorie obsahuje velké množs tv í organických lá tek s rozdílnými vlastnostmi. 

Tvoří tak velkou skupinu látek, k teré se hodí k použi t í při akumulaci tepelné energie. Do 
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3.3. MATERIÁLY S FÁZOVO U PŘEMĚNO U PCM 

t é to skupiny pa t ř í estery, vyšší mas tné kyseliny, glykoly apod. Problematickou vlas tnost í 
je jejich hořlavost , k t e rá nedovoluje jejich styk s vyššími teplotami, plamenem a oxidačními 
činidly. Z ekonomického hlediska jsou nevýhodné , protože jsou velmi d rahé . Jejich cena se 
pohybuje dvou až t ř í násobně výš než u technických parafínů. Dobrou vlas tnos t í je vysoké 
la ten tn í teplo. 

A n o r g a n i c k é m a t e r i á l y 

Do skupiny anorganický lá tek můžeme zahrnout hydrá ty solí a kovy. H y d r á t y solí jsou 
látky, k teré ve své s t ruk tu ře obsahují vázané molekuly vody. Zahř íváním se tyto molekuly 
vody odštěpuj í a rozpouš těn ím látek ve vodě opět pouta j í molekuly vody. P ř i p o u t á n í mo
lekul vody (hydrataci) se u některých sloučenin uvolňuje tzv. hydra t ačn í teplo. Hydrá ty 
solí větš inou taj í buď do h y d r á t ů s menš ím p o č t e m molekul vody nebo do bezvodé formy. 
To znamená , že při změně skupens tv í z pevného na kapalné se hyd rá ty rozpadnou do 
anhydridu soli a vody nebo do h y d r á t u nižšího ř á d u a vody. To u většiny h y d r á t ů vyvolává 
zásadní problém. Nekongruentn í t án í způsobuje, že menší množs tv í molekul vody již není 
schopné roztavit všechny pevné látky. T y se díky větší hus to tě začnou propadat na dno. 
T í m se snižuje množs tv í látek, které mění skupens tv í a tedy i celkové pohlcené /uvolněné 
la ten tn í teplo. Dalš ím nedostatkem h y d r á t ů solí je fakt, že nemaj í dostatek nukleačních či
nitelů, proto je p o t ř e b a tyto činitele dodáva t tak, aby nedocházelo k podchlazení . Dobrými 
vlastnostmi anorganických mater iá lů jsou vysoké la ten tn í teplo, dobrá t epe lná vodivost, 
cena a nehořlavost . Pro lepší funkci h y d r á t ů solí se obecně doporučuje: 

• Mechanické míchání 

• Zapouzdřen í do kapslí 

• P ř idán í zahušťovadel, k t e rá zabrání sedání solí na dno 

100 -

5 
-100 100 ľOO 

Obrázek 3.4: Druhy P C M [17] 
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4. ÚLOHY SE ZMĚNOU FÁZE 

4 Úlohy se z m ě n o u fáze 
Prob lém přechodného přenosu teplaje důležitý v řadě inženýrských aplikací [2]. J e d n á 

se zejména o t án i nebo t u h n u t í a obecně se označuje jako úloha změny fáze nebo problém 
pohybující se hranice, např . vý roba ledu, zmražení potravin, t u h n u t í kovu v odli tku, skla
dování tepelné energie, zpracování chemikálií a p las tů , růs t krys ta lů , slévání a svařování 
kovů a sli t in, a v řadě dalších. V př í rodě se můžeme setkat např ík lad s jevem, př i kte
rém dochází k chlazení velkých mas magnet ických hornin. Řešení takových problémů je 
neodmysl i te lně náročné , protože rozhraní mezi tuhou a kapalnou fází se pohybuje kvůli 
absorpci nebo uvolnění l a ten tn ího tepla na rozhraní . Poloha rozhraní mezi pevnou a ka
palnou fází je p ředem n e z n á m á (a pr ior i ) 1 a musí se b rá t jako součást řešení [18]. P ř i 
t u h n u t í čisté substance jako je např . voda, p rob íhá t u h n u t í při d iskrétní teplotě a pevná 
popř . kapa lná fáze je oddělena jasně definovaným pohybuj íc ím se rozhran ím. N a d ruhé 
s t raně , pokud uvažujeme t u h n u t í směsí, sli t in a nečistých mater iá lů , p rob íhá t u h n u t í v 
rozšířeném rozsahu teplot a výsledkem je rozdělení pevné a kapalné fáze pohybující se 
dvou-fázovou oblastí . 
Základní v las tnost í tohoto problému je, že poloha hranic je n e z n á m á a v pohybu, přičemž 
řešení parabolické rovnice vedení tepla p rob íhá v oblasti, kterou je po t ř eba také určit . 
Mezi první vědce, kteř í se tomuto problému věnovali pa t ř í např . Lamé a Clapeyron v roce 
1831, Stefan v roce 1891, úlohy změny fáze byly d iskutovány na hodinách F.Neumanna, 
ale v psané p o d o b ě byly publikovány až roku 1912 [19]. O d t é to doby se v l i te ra tuře 
objevilo mnoho úloh týkajících se fázové změny. Exak tn í řešení jsou bohužel omezena na 
ideální situace, zahrnující semi-infinitní nebo infinitní oblasti s j e d n o d u c h ý m rozhran ím 
a počá tečn ími podmínky. Kvůli nel ineari tě těchto úloh je princip superpozice nepouži
telný a každý př ípad se musí řešit odděleně [1]. Pokud není možné získat řešení exaktně , 
použijeme aproximace a numerické metody, abychom tuto úlohu mohli vyřeši t . 

S t e f a n ů v p r o b l é m : 

Jak jsem již uvedl, Stefanův problém je speciální druh okrajové p o d m í n k y u parciálních 
diferenciálních rovnic, adap tovaný na př ípad, ve k te rém se rozhraní fází pohybuje s časem. 
Klasický Stefanův problém je zaměřen na popis tep lo tn ího rozložení v homogenn ím tělese 
procházející fázovou přeměnou např . t án í ledu, to je splněno vyřešením rovnice vedení 
tepla při rovnoměrné počá tečn í tep lo tě v celém médiu a speciální okrajovou podmínkou , 
Stefanovou podmínkou na vývoj polohy rozhraní fází. O p ě t raději p o z n a m e n á m , že tato 
poloha rozhraní je neznámá . Stefanův problém je tedy př ík ladem úlohy volných hranic. 
Z ma temat i ckého hlediska, jsou fáze pouze oblasti, ve kterých je řešení P D R (parciálních 
diferenciálních rovnic) spoj i té a diferencovatelné až do ř ádu rovnice[20]. Ve fyzikálních 
úlohách řešení reprezentuje vlastnosti média každé fáze. Pohybující se rozhraní je infini
tezimální t enký povrch, k terý odděluje přilehlé fáze. V důsledku čehož může řešení P D R 
t rpě t nespoj i tos t í např íč rozhraním. 

: A priori nebo také apriori je latinské spojení (doslova z předchozího), které znamená „předem" nebo 
„předchůdný". Odtud pak také apriorní, předchůdný, autoritativní. V běžné řeči se užívá například pro 
apriorní úsudky, které člověk dělá dříve, než se s posuzovanou věcí seznámí. 
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4.1. MATEMATICKÁ FORMULACE ÚLOH S FÁZOVOU PREMENOU 

4.1 Matemat ická formulace úloh s fázovou přeměnou 
K ilustraci ma temat i cké formulace úlohy s fázovou p řeměnou budu nejdříve uvažovat 
jednodimenzionáln í p roblém t u h n u t í a následně jednodimenzioná ln í p roblém tán í . V ná
sledující! podkapi to lách čerpám z [2]. 

4.1.1 Podmínka rozhraní pro proces t u h n u t í 
Teplota kapaliny fázové změny Tm (tj. teplota t án í = teplota t u h n u t í ) je omezena na 
poloprostoru 0 < x < oo. Zpočá tku m á kapalina rovnoměrnou teplotu Tj, k te rá je vyšší 
než teplota, při které dochází ke změně fáze Tm. V čase t = 0, je teplota na hranici povrchu 
x = 0 náhle snížena na teplotu T 0 , k te rá je menší než teplota t u h n u t í Tm a je udržována 
na t é t o teplotě po dobu t > 0. T u h n u t í začíná v mís tě x = 0 a rozhraní pevné a kapalné 
fáze x = s(t) se pohybuje v pozi t ivní směru osy x. 
N a obrázku 4.1 je tento problém vyobrazen. Teploty pro pevnou Ts(x, t) a kapalnou Ti(x, t) 
fázi, jsou dány s t anda rdn ími difúzními rovnicemi 

d2Ts(x,t) 1 dTs(x,t) 
dx2 dt 

0 < x < s(ť) t > 0. (4.1) 

<9 2 T z (x,í) 1 dTt(x,t) 
dx2 oti dt 

s(ť) < x < oo t > 0 (4.2) 

přičemž p ř e d p o k l á d á m kons tan tn í termofyzikální vlastnosti pro pevnou a kapalnou fázi. 
Clen s(t) je pozice rozhraní mezi fázemi, k te rá není p ředem z n á m á a musíme j i urči t . Tato 
úloha tedy zahrnuje t ř i neznámé: Teplotu v pevné Ts(x, t) a kapalné Ti(x, ť) fázi a polohu 
rozhraní mezi fázemi s(t). 

P e v n á fáze K a p a l n á fáze 

0 s(t] 

Obrázek 4.1: Vyobrazení problému t u h n u t í v 1-D [2] 
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Následující rovnice uvažuje energetickou rovnováhu rozhraní x = s (ť) 

, dTi Tds(t)) , dTs . 
ki—±+pL—-^ = ks—^ pro x = s(t), * > 0 , 4.3 

ax ctí a r 

kde L je měrné skupenské teplo t án í na jednotku hmotnosti [J k g - 1 ] spojené s fázovou 
přeměnou. J inými slovy: Vedení tepla z kapalné fáze v zápo rném směru osy x plus hodnota 
tepla uvolněná v p růběhu t u h n u t í na jednotku plochy rozhraní je rovna vedení tepla do 
pevné fáze v zápo rném směru osy x. 

Proza t ím jsem zanedbával rozdíl hustot mezi pevnou a kapalnou fází, a proto nadále 
p ř edpok ládám na rozhraní fází: pi = ps = p. P ros t ředn í člen v rovnici (4.3) představuje 
hodnotu, při níž se energie uvolňuje na pohybujícím se rozhraní v důsledku t uhnu t í . 
Rovnici (4.3) uprav ím do podoby 

, dTs , dTt ds(t)) 

Spojitost teploty na rozhraní fází je zaručena díky 

Ts(x = s,t) =Tm = Tt(x = s,t). (4.5) 

S h r n u t í : Rovnice (4.1), (4.2), (4.4) poskytuj í t ř i diferenciální rovnice, k teré umožňují 
výpočet t ep lo tn ího rozložení v Ts(x, t) pevné a Ti(x, ť) v kapalné fázi a polohu s(ť) rozhraní 
změn fází. Rovnice (4.5) poskytuje dvě okrajové podmínky. Další okrajové a počá teční 
p o d m í n k y jsou specifikovány v závislosti na povaze fyzikálních podmínek na rozhraní 
povrchu. 

4.1.2 Podmínka rozhraní pro proces tán í 
Uvažujme nyní pevnou lá tku, k te rá m á teplotu změny fáze Tm ohraničenou na polo
prostoru 0 < x < oo. Zpočá tku je pevná lá tka teploty T Í 5 jenž je nižší než teplota Tm. V 
čase t = 0 je teplota na hranici povrchu x = 0 náhle zvýšena na teplotu T 0 , což je teplota 
větší než teplota t án í Tm a udržována na t é to tep lo tě pro časy t > 0. P ř e d p o k l á d á m , že 
souřadný sys tém je pro úlohu t án í stanoven tak, jak ukazuje obrázek 4.2, tudíž se roz
hran í fází pohybuje v k ladném směru osy x. Řídící diferenciální rovnice pro tuto úlohu 
předpokláda j í kons tan tn í vlastnosti v obou fázích 

d2TAxit) 1 dTAxiť) (Á , 
- v 0 < x < s(t) t > 0 , (4.6) 

dx2 d[ dt 

d2Ts(x,t) 1 dTs(x,t) 
s(t) < x < oo t > 0 (4.7) 

dx2 as dt 

a energetická rovnováha na rozhraní fází x — s(t) 

, dTi\ f , dTs\ Tds(t)) (Á , 

Tedy vedení tepla z kapalné fáze v k ladném směru osy x mínus vedení tepla do pevné 
fáze v k ladném směru osy x je rovno hodno tě tepla absorbované v p růběhu t u h n u t í na 
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Obrázek 4.2: P rob lému t án í v 1-D [2] 

jednotku plochy rozhraní . P ř euspo řádán í předešlé rovnice odpovídá energetické rovnováze 
jako v rovnici (4.4), proto opět dos távám 

, dTs , dTi ds(t) 

Rovnice (4.6), (4.7) a (4.9) poskytuj í t ř i diferenciální rovnice pro určení neznámých 
Ts(x,ť), Ti(x,ť) a s(ť) pro uvažovanou úlohu tán í . Jak je uvedeno výše, pro rozhraní 
opět plat í rovnice (4.5). Poznamenejme, že v rovnicích energetické rovnováhy na rozhraní 
(4.4) nebo (4.9), člen ds(ť)/dt předs tavuje rychlost rozhraní v k ladném směru osy x a 
proto můžu napsat 

Potom rovnici energetické rovnováhy pro rozhraní píšeme v tvaru 

dT dT 
ks—1 - h— = pLvx(t) pro x = s(t). (4.11) 

ox ox 

Error funkce: 

Př i řešení následujících úloh se budu setkávat s tzv. Error funkcí erf (x) definovanou 
předpisem: 

erf (z) = 4=/ e~t2 dt = ^= í e"' 2 dt (4.12) 
% . _r \/ir . n 

a komplementá rn í Error funkcí erfc (x): 

erfc (x) — 1 — erf (x). (4-13) 
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5. EXAKTNÍ ŘEŠENÍ ÚLOH SE ZMĚNOU FÁZE 

5 E x a k t n í řešen í ú loh se z m ě n o u fáze 
Exak tn í řešení pro úlohy se změnou fáze jsou omezeny na pá r ideálních si tuací kvůli 

d ů v o d ů m uvedených dříve. J e d n á se hlavně o p ř ípady jednodimenzioná ln í nekonečné ob
lasti nebo semi-nekonečné oblasti a j ednoduché okrajové podmínky , j akož to p ředepsaná 
teplota na okraji povrchu. E x a k t n í řešení jsou dosaži telná, pokud úloha př ipouš t í po
dobnost řešení, což umožňuje dvě nezávisle p roměnné x a, t sloučit v jednu podobnou 
p roměnnou Nyní si ukážeme exak tn í řešení t ř í úloh se změnou fáze. V t é to kapitole 
budu navazovat na předchozí kapitolu a opět vycházím z [2]. 

5.1 Jednofázová úloha: Tuhnut í podchlazené tekutiny 
Úloha t u h n u t í podchlazené tekutiny v poloprostoru. Podchlazená tekutina m á kons tan tn í 
teplotu Ti, k t e rá je menší než teplota t u h n u t í Tm a je ohraničena na poloprostoru x > 0. 
P ředpok ládám, že t u h n u t í začíná na povrchu x = 0 a v čase t — 0, a rozhraní fází 
se pohybuje v k ladném směru osy x. Obrázek 5.1 ilustruje tento př ípad . T u h á fáze m á 
kons tan tn í teplotu Tm po celou dobu, neprob íhá přes ni žádný přenos tepla, teplo uvolněné 
v p růběhu t u h n u t í je převedeno do podchlazené tekutiny a zvyšuje její teplotu. Teplotní 
rozložení je tedy neznámé pouze v kapalné fázi, proto se úloze říká: "Jednofázová ú loha" . 
V následující analýze urč ím tep lo tn í rozložení Ti(x, t) v kapalné fázi a pozici rozhraní fází 
s (ŕ), j akož to funkci času. 

Pevná látka P o d c h l a z e n á tekutina 

T 
Rozhraní 

0 5(t) 

Obrázek 5.1: Tuhnu t í podchlazené tekutiny v poloprostoru[2] 

Ješ tě než provedu analýzu řešení t é to úlohy, bylo by vhodné vysvětl i t si vyskytující 
se jev, podchlazení tekutiny. Pokud je tekutina ochlazována velmi pomalu, okolní teplota 
může být ochlazena pod teplotu t u h n u t í a tekutina se v takovémto stavu nazývá podchla
zená tekutina. Pokud podchlazení dosáhne kritickou teplotu, začne p rob íha t t u h n u t í a 
teplo uvolněné v p růběhu t u h n u t í zvyšuje teplotu podchlazené tekutiny tak, jak se pohy
buje rozhraní pevné fáze. Za t ím není mnoho známo o aktuáln ích podmínkách pro rozhraní 
fází při t u h n u t í takovéto tekutiny. V p růběhu t u h n u t í může rozhraní n a r ů s t a t jako den-
drit ický povrch obsahující tenké krystalky ledu rozt roušené ve vodě, nežli jako pohybující 
se ostré rozhraní . Takovéto chování můžeme pří leži tostně pozorovat pokud vezmeme lá
hev tekutiny z mrazáku , přičemž tekutina rychle ztuhne při p ro t ř epán í láhve, nebo náhlé 
z tuhnu t í velké nádrže t eku tého vosku. Tedy závěrem, pokud do analýzy zahrneme i ne-
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5.1. JEDNOFÁZOVÁ ÚLOHA: TUHNUTÍ PODCHLAZENÉ TEKUTINY 

pravidelné povrchové podmínky, je tento proces velmi složitý. Proto tedy v následujícím 
řešením budu uvažovat pouze ideální situaci a tyto fakta vynechám. P ř e d p o k l á d á m tedy, 
že se j e d n á o ostré rozhraní jehož pohyb je to tožný jako při no rmá ln ím procesu t uhnu t í . 
Ma tema t i cká formulace úlohy je d á n a následovně 

d2Tt(x,t) 1 dTfat) 
dx2 

= T 

dt 
pro s(ť) < x < oo t > 0 

pro 0 < x < s(t) t > 0, 

podléhající okra jovým a počá tečn ím p o d m í n k á m 

Ti(x -»• oo,č) -»• Ti, 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

Tl(x,t = 0)=Ti 

a p o d m í n k y pro rozhraní 

Ti(x = s,t) = Tm pro x = s(t), 

-k 
dT{x, t) 

s(t)= pL 
ds(t) 

pro x = s(t) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 
dx l i 6 = 8 W r~ 

Rovnice pro rozhraní (5.6) uvádí , že teplo uvolněné na rozhraní v důsledku t u h n u t í 
je rovno teplu př ivedenému do podchlazené tekutiny a vychází p ř ímo z rovnice (4.4) pro 
kons tan tn í teplotu Ts. Pro určení teploty Ts není zapot řeb í žádné rovnice, protože m á 
kons tan tn í teplotu rovnu Tm. 

Z [2] vím, že erfc x/2{otiť)^ je řešením rovnice vedení tepla (5.1) a řešení t ep lo tn ího 

rozložení Ti(x,ť) zapíši ve tvaru 

Ti(x,t) = A + 5 erfc x 
2{alt)i 

(5.7) 

kde A a B jsou libovolné konstanty, které je po t ř eba urči t . Toto řešení vyhovuje diferenci
ální rovnici (5.1). V tomto př ípadě m á m e A = Ti, což vyhovuje okrajové podmínce (5.3) 
a počá teční podmínce (5.4), poněvadž erfc (oo) = 0. 
Pokud požaduji , aby řešení (5.7) t ak též splňovalo p o d m í n k u rozhraní (5.5), tak píši 

Tm = Ti + B erfc (A) 

kde argument funkce erfc A urč ím jako 

s(t) 
A 

2(a , í )3 
nebo s(t) = 2\(otit)2 . 

(5.8) 

(5.9) 

Rovnice (5.8) musí vyhovovat každému časovému okamžiku a tedy parametr A musí 
být konstanta. Rovnice (5.8) je nyní řešena pro koeficient B, tedy 

B 
erfc (A) 

(5.10) 
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a tento tvar je zaveden do rovnice (5.7). 
Následně dos távám řešení pro určení t ep lo tn ího rozložení Ti(x,ť) 

TfaQ-Ti |_2(a«t)Í 

Tm-T, erfc(A) ' ( 5 ' U ) 

Rovnice energetické rovnováhy na rozhraní (5.6) poskytuje doda tečný vztah pro určení 
parametru A. A to subst i tuc í s(ť) a Ti(x,ť) z rovnic (5.9) a (5.11), do rovnice (5.6) za 
použi t í 

m = h^L ( 5 . i 2 ) 

dt 12 

a vztahu 
d e ň c ( z ) 2 e~*\ (5.13) dz vŤr 

obdrž ím následující t r anscenden tn í rovnici pro určení A 

Ae A 2 erfc (A) = ~ T i ) . (5.14) 
Ly/TT 

Tedy A je kořenem rovnice (5.14). Nyní již z n á m hodnotu parametru A, a můžu urči t 
pozici rozhraní fází s(t) z rovnice (5.9) a tep lo tn í rozložení Ti(x,t) v kapalné fázi z rovnice 
(5.11). P r a v á strana rovnice (5.14) je rovna Stefanovu číslo podělená y/Ťr. 

Pokud n e m á m dos ta tečně přesnou tabulku 1 (viz př í loha A.1.1), je vhodnější v tomto 
př ípadě využí t znalost í z numerických metod a poslední t r anscenden tn í rovnici vyřešit 
např . pomocí Newtonovy metody pro aproximaci kořene. [21] 

1 - V tabulce uvádím hodnoty Ae A erfc (A) vzhledem k A. Pokud tedy znám hodnotu Stefanova čísla, A 
určím z této tabulky. 
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5.1. JEDNOFÁZOVÁ ÚLOHA: TUHNUTÍ PODCHLAZENÉ TEKUTINY 

N u m e r i c k é ř e š e n í t r a n s c e n d e n t n í rovnice [21]: 

Kořeny nel ineární rovnice f (x) = 0 obecně neumíme vyjádři t explici tním vzorcem. K 
řešení nel ineární rovnice proto používáme i terační metody. Z jedné nebo několika počá
tečních aproximací h ledaného kořene x* generujeme posloupnost x0, xi,která ke kořenu 
x* konverguje. Pro některé metody stačí, když zadáme interval (a, b), k te rý obsahuje hle
daný kořen. J iné metody vyžadují , aby počá teční aproximace byla k h ledanému kořenu 
dosti blízko a na op lá tku takové metody konvergují mnohem rychleji. Budu předpoklá
dat, že funkce f(x) je spoj i tá a m á tolik spoj i tých derivací kolik je j ich v dané situaci 
zapotřebí . 
V m é m př ípadě použiji Newtonovu metodu (metodu t e č e n ) : 
Vycházím z počá teční aproximace x0 a pos tupně poč í t ám Xi,x2, •• způsobem, k terý nyní 
ukáži. P ř e d p o k l á d á m , že z n á m x k a m á m určit lepší aproximaci xk+i- Udě lám to tak, že 
bodem [xk,f(xk)] vedu tečnu ke křivce y = f (x) a průsečík tečny s osou x považuji za 
Xk+l-
Do rovnice tečny: 

V = f{xk) + f'(xk)(x - xk), (5.15) 

dosadím y : = 0, v y p o č í t á m x a položím := x. Tak dostanu předpis 

x k + 1 = * * - j ^ j - (5-16) 

Výpoče t Xfc+i považuji za dos ta tečně přesnou aproximaci kořene, pokud 

\xk+i - x k \ < e , (5.17) 

kde e je požadovaná přesnost . T í m t o stop kritériem tedy danou aproximaci ukončím. 

Obrázek 5.2: Newtonova metoda [21] 
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5. EXAKTNÍ ŘEŠENÍ ÚLOH SE ZMĚNOU FÁZE 

5.2 Jednofázová úloha : Tání pevné látky o teplotě 
změny fáze 

Nyní budu řešit t án í v poloprostoru. P e v n á lá tka teploty t án í Tm je omezena na polo
prostoru x > 0. V čase t = 0 je teplota na okraji povrchu x = 0 zvýšena na teplotu T 0 , 
k te rá je větší než teplota Tm, a udržována při t é t o teplotě pro čas t > 0. Tán í tedy začíná 
na povrchu x = 0 a rozhraní fází se pohybuje v k ladném směru osy x. Tento př ípad je 
zobrazen na obrázku 5.3. P e v n á fáze m á kons tan tn í teplotu rovnu Tm po celou dobu a 
teplo tn í rozložení Ti(x,t) je neznámé pouze u kapalné fáze a proto se j e d n á opět o úlohu 
jednofázovou. 

Kapalná fáze Pevná fáze 

Rozhraní 

Obrázek 5.3: Tán í pevné lá tky o teplotě změny fáze v poloprostoru [2] 

Matema t i cká formulace úlohy pro kapalnou fázi je d á n a rovnicí 

<9 2T z(x,ť) 1 dTt(x,t) 
dx2 

a pro pevnou fázi 

T = T 
-1 s -Lm 

splňující okrajovou p o d m í n k u 

pro 0 < x < s(t), t > 0 
ai dt 

pro s(ť) < x < oo, t > 0, 

Tl(x = 0,t) =T0. 

P o d m í n k u rozhraní s kons tan tn í teplotou Ts s tanovím opět ve tvaru 

Ti(x = s, ť) = Tm pro x = s(t) 

dT(X)t) ds{t) 
~h 7, \x=s(t)= PL- pro x = s(t). 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 
dx l x = s w r~ dt 

Rovnice (5.22) vychází př ímo z rovnice (4.4) pro kons tan tn í Ts, pro určení t ep lo tn ího 
rozložení v pevné fázi není p o t ř e b a žádné další rovnice, jelikož je rovna teplotě t án í Tm 

po celou dobu. 
P ř e d p o k l á d á m řešení t ep lo tn ího rozložení Ti(x,ť) v podobě 

Ti(x,t) =A + Berí x 
2(alt)l2 

(5.23) 

35 



5.2. JEDNOFÁZOVÁ ÚLOHA : TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTĚ ZMĚNY FÁZE 

kde A a. B jsou libovolné konstanty a diferenciální rovnice (5.18) je splněna. Nyní položím 
A = To, což vyhovuje okrajové podmínce (5.20), jelikož erf (0) = 0 a to n á m dává upravený 
tvar předcházející rovnice 

x 

2(a z ŕ ) i 
Tt(x,t) =T0 + Beií 

A při požadavku splnění p o d m í n k y (5.21) pro x — s(ť) dos távám 

Tm = T0 + B erf (A), 

kde urč ím 

A *(*) 
2(a, í )J 

nebo s(ť) = 2 A ( a ; í ) 2 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

Rovnice (5.25) naznačuje že A by měla být konstanta. Potom se koeficient určí z rovnice 
(5.25) jako 

T —T 
j-, ± m J-i 

erf (A) ' 
Zavedením rovnice (5.27) do rovnice (5.24), dos távám 

(5.27) 

Ti(x,t) - T0 

erf 
2(a,t)2 

(5.28) 
Tm - To erf(A) 

Na závěr využiji p o d m í n k y pro rozhraní (5.22), abych získal doda tečný vztah pro 
určení parametru A. Vztahy pro s(ť) a Ti(x,t) z rovnic (5.26) a (5.28) dosadím do rovnice 
(5.22) a využiji derivace 

ds(t) A y ^ 

dt é 
(5.29) 

d erf (z) 2 ~2 
e 

7T dz 

Získám podobnou t r anscenden tn í rovnici pro určení parametru A: 

C(Tq — TM) 
Ae erf (A) 

Ly/Ťř 

(5.30) 

(5.31) 

Pokud znám parametr A, můžu následně urči t polohu rozhraní fází s(t) a tep lo tn í rozložení 
kapalné fáze Ti(x,ť). Jako v předcházejícím př ípadě je p ravá strana rovnice (5.31) rovna 
Stefanovu číslo podě leným hodnotou \fii. Hodnotu A urč ím z tabulky (viz př í loha A.2.1) 
nebo pomocí Newtonovy metody. 
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5.3 Dvoufázová úloha : Tuhnut í 
V tomto př ípadě uvažuji t u h n u t í v poloprostoru a to takové, že řešení je vyžadováno pro 
obě fáze, tedy tep lo tn í rozložení v kapalné i v pevné fázi. Tekutina m á kons tan tn í teplotu 
Ti, k t e rá je větší než teplota t u h n u t í Tm. Řešení p rob íhá v poloprostoru x > 0. Pro čas 
t = 0 je na hranici povrchu x = 0 teplota snížena na teplotu T 0 , což je teplota nižší 
než Tm a udržována při t é to teplotě pro čas t > 0. T u h n u t í začíná na povrchu x = 0 a 
poloha rozhraní fází s(t) se pohybuje v k ladném směru osy x. Úloha je graficky i lustrována 
na obrázku 5.4. Tento problém se nazývá dvoufázový problém, protože neznáme teplo tn í 
rozložení kapalné a ani pevné fáze. V následující analýze urč ím tep lo tn í rozložení obou 
fází a polohu rozhraní fází. Tato ú loha je oproti předcházejícím ú lohám obecnější a toto 
řešení je známo jako Neumannovo řešení. 

r 0 

P e v n á l á tka K a p a l n á fáze 
T, - TT 

pro x - n » 

/ T * t) 

R o z h r a n í 
3*-

0 S | ř ) 

Obrázek 5.4: Dvoufázový problém: Tuhnu t í [2] 

Ma tema t i cká formulace úlohy pro pevnou fázi je d á n a předpisem 

d2Ts(x,t) 1 dTs(x,t) 
dx2 a* dt 

pro 0 < x < s(ť), t > 0 

Ts(x = 0,t) =T0 

a pro kapalnou fázi 

d2Tt(x,t) 1 «97} 
dx2 oti dt 

pro s(ť) < x < oo, t > 0, 

Ti(x ->• oo , í ) ->• Ti 

Ti(x,t = 0)=Ti pro x > 0. 

P o d m í n k y pro rozhraní fází pro x — s(t) jsou 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

Ts(x = s(t), t) =Tt(x = s(t),t) = T„ (5.37) 
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k 
dTs{x,t) 

\x=s(t) ~fa s(t)= pL 
ds(t) 

(5.38) 
dx ' 9x ' " " " ^ r ~ dt 

Tvar řešení pro tep lo tn í rozložení Ts(x,t) v pevné fázi, zvolím podobně jako v druhé 
úloze: 

Ts(x,t) =T0 + Aerí x 
2{alt)i 

(5.39) 

což splňuje diferenciální rovnici (5.32) a okrajovou p o d m í n k u (5.33). Tvar řešení teplot
ního rozložení v kapalné fází Ti(x,t) volím obdobně jako v první úloze 

Ti(x,t) = Tt +Berte x 

2(a , í )3 
(5.40) 

tento tvar splňuje diferenciální rovnici (5.34), okrajovou p o d m í n k u (5.35) a počá teční 
p o d m í n k u (5.36). Pomocí rovnic pro rozhraní urč ím konstanty A a B. 
Rovnice (5.39) a (5.40) nejprve dosad ím do rovnice pro rozhraní (5.37), což vede k rovnosti 

T0 + A erf (A) = 7] + B erfc A | ^ 
OLl 

kde urč ím 

A 
s(t) 

2(asty 
nebo s(t) — 2X(ast)^ . 

(5.41) 

(5.42) 

Jako v předchozích úlohách rovnice (5.41) značí, že A by měla být konstanta. Koefici
enty A a, B nyní urč ím z rovnice (5.41) a to následovně 

A 
T0 

erf (A) 
a B 

T - T 
J-m J-i r i n 

/ \ — erfc erfc 
(5.43) 

Zavedením koeficientů A a B do rovnic (5.39) a (5.40), získávám rovnice pro zjištění 
teplotních rozložení pro pevnou a kapalnou fázi tvaru 

Ts(x,t)-T0 

erf 
2 (a s í )2 

erf (A) 
(5.44) 

Ti(x,t) - Tj 
T —T 

erfc 
2(«(í)2 

erfc A [2* 
(5.45) 

Rovnici energetické rovnováhy na rozhraní (5.38) nyní využiji pro určení parametru 
A. A to tak, že s (ŕ), Ts(x,ť) a 7] (x, t) z rovnic (5.42), (5.44) a (5.45), dosad ím do rovnice 
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(5.38) a uži t ím vz tahů (5.13) a (5.30), dos távám následující t r anscenden tn í rovnici pro 
určení parametru A 

e- A 2 ^ k ras\^ Tm-Tj e - ^ a ' ^ = \ L ^ 
erf(A) k s \ a i ) Tm - T0 e r f c \ ( a j a i ^ Cs(Tm-T0)' 

Pokud z n á m A, můžu urči t hodnoty s(ť) z rovnice (5.42), Ts(x,ť) z rovnice (5.44) a 
Ts(x,ť) z rovnice (5.45). Tvar rovnice (5.46) nedovoluje parametrizaci pomocí jednoho 
bezrozměrného čísla jako v předcházejících př ípadech a tedy neuvád ím žádnou tabulku, 
ale jsem odkázán na vyřešení rovnice pomocí Newtonovy metody. 

Error funkce v p r o s t ř e d í Matlab a Gams [22] 

Při řešení úloh v prost ředích Mat lab a Gams vzniká problém týkající se implementace 
Error funkce, jelikož v pros t ředí Mat lab je erf (x) definovaná předpisem 

1 íx 2 íx 

erf (x) = —= / e~t2dt = —= / e"' 2 dt. 
V 7 T J_x V 7 T Jo 

kdežto v pros t ředí Gams 

(5.47) 

X 
1+2 errorf (x) = —= / e dt. (5.48) 

v 7 ^ ' 

Tedy 
l + e r f ( - | ) 

errorf (x) = . (5.49) 

Takto vzniklý problém není těžké vyřeši t . V předchozím textu p o č í t á m s funkcí erf (x) 
definovanou stejně, jako v pros t ředí Mat lab a rovnici 5.49 potřebuj i zapsat na tvar pro 
řešení erf ( ^ ) - Pomocí substituce y — T í m získávám funkci erf (y) pro zápis v pro
středí Gams 

erf (y) = 2 • errorf (y/2y) - 1. (5.50) 

Př i definici komplementá rn í error funkce erfc (x), k t e rá je d á n a 

erfc (y) — 1 — erf (y), (5.51) 

je tento problém řešen dosazením rovnice 5.50 do 5.51, tedy není t ř eba využívat dalších 
znalost í a komplementá rn í error funkce v pros t ředí Gams m á tvar 

erfc (y) = l- (2- errorf (y/2y) - l ) (5.52) 

a po úpravě dos távám 
erfc (y) = 2 - 2 • errorf (V2y). (5.53) 
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6 M a t e m a t i c k é a op t ima l i začn í 
modely a jejich výs ledky 

S využi t ím pozna tků z předchozích kapitol si nyní sest roj ím model v programovacím 
pros t ředí Matlab, k terý použiji jako základní kámen při tvorbě opt imal izačního modelu 
v pros t ředí Gams (General algebraic modeling sys tém) , kde optimalizuji námi zvolené 
p o ž a d a v k y Následně budou výsledky opt imálních hodnot využi ty pro zpě tné dosazení do 
programu Matlab, abych získal grafické výsledky tohoto problému. P o s t u p n ě sestroj ím 
a vyřeším úlohy jednofázového problému: T u h n u t í podchlazené tekutiny teploty T Í 5 t án í 
pevné lá tky o teplotě změny fáze Tm, a dvoufázový problém: T u h n u t í kapalné lá tky o 
teplotě Ti. P ř i tvorbě modelů jsem čerpal po t řebné znalosti z [23] a [24]. 

6.1 Jednofázový problém: Tuhnut í podchlazené teku
tiny 

6.1.1 Tvorba základního modelu pro Mat lab 
V té to podkapitole budu navazovat na s te jnojmenný problém z předcházející kapitoly 
(viz 5.1). V úloze budu pracovat s rovnicemi: (5.9), (5.11) a (5.14). Ze všeho nejdříve 
si zjistím parametr A z rovnice (5.14), k t e rá vznikla dosazením rovnic (5.9) a (5.11) do 
rovnice rozhraní (5.6). Řešení takto zadané t r anscenden tn í rovnice získám díky Newtonovy 
metody. Pro použi t í Newtonovy metody si rovnici (5.31) označím jako 

a 2
 c^ / w c(Tm — T^ 

Uk = Ae erfc (A) -
L 0 r 

a jelikož budu po t řebova t i její derivaci tak si předcházející rovnici zderivuji 

y'k = eA 2erfc (A) + 2A W f c (A) - -p= . 
\ / 7 T 

Použi t í následujícího vzorce pro získání dos ta tečně dobré aproximace kořene A vyžaduje 
zadání počá tečn ího bodu Ai 

ví, 
poté , co rozdíl A^+i — A& dosáhne požadované tolerance, získávám parametr A. 

while Ľ c z d i l í - t c l e r a n c e 
y^lambda*e:ip(lambdaň2)*erfc(lambda)-((c*(Tm - l i ) ) / ( L _ f * s q Ľ t ( p i ) ) ) ; 
y_der= (exp (lambdas) +erfc(lambda) +• 2+lambda'-2*e:tp (lambdas) +eĽÍ c (lambda) . . . 

- (2*lambda)/sqrt(pi)); 
lambda_tiew=lambda-(i r/ľ_deĽ) ; 
rczdil= abs(lambda_new - lambda); 
lambda= lambda_new; 

end 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

V dalš ím kroku se přesunu k výpoč tu polohy rozhraní fází s(t(i)Y, kde můžu díky 
nově získané A spoč í ta t rovnici (5.9). V t é t o fázi znám už i posouvání polohy rozhraní 
v čase, ale ješ tě neznám teplotn í rozložení v kapalné fázi Ti(x(j),t(i))2 a proto využiji 
rovnice (5.11). 

at(i) = 2+lambda+sqĽt(alpha+t(i)); 
Ž C Ľ 3=1:K2 

i f St(Í) -í !t(j) 
Tl[i,5)=Ti[i,5)+[[Tta(i,:)-Ti(i,:))*erfc(x(3)... 

/(2*(alpha*t(i))'{l/2))))/(erfc(lambda)); 
else 

Is(i r:)=Tm{i rj); 
end 
T (i, j)=Tl(i r j)+-Ts(ir 3): 

end 
end 

Takto vytvořený model v pros t ředí Mat lab bude sloužit k interpretaci grafických vý
sledků poté , co si v pros t ředí Gams zoptimalizuji v s tupn í p roměnné (vlastnosti mater iá lů 
a konkré tn í požadavky u konkrétních úloh) . 
V úloze t u h n u t í podchlazené tekutiny p o č í t á m s parametry: 

• Plocha průřezu: S = 1 [m2] 

• Teplota t u h n u t í : T m = 300 [K] 

• Teplota na počá tku : T* = 290 [K] 

• Čas maximáln í : tmax = 1500 [s] 

P r o m ě n n é veličiny, jejich omezení a další hodnoty, k teré budu dále používat v modelu 
zavádím v následující podkapitole 6.1.2. 

Pokud m á č tenář k dispozici i soubory z programovacích pros t ředí k t é to práci , může 
tento problém t u h n u t í podchlazené tekutiny naj í t pod názvy: 
Matlab: SingleSolidl .m a Omezeniceny.m 
Gams: SingleSolidl.gms 

1 Index i značí rovnoměrné rozdělení časového intervalu. 
2Index j značí rovnoměrné rozdělení tyče. 
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6.1.2 Optimalizace veličin a jejich omezení 
V t é t o fázi m á m vytvořený model v Mat labu. V pros t ředí Gams, využiji rovnice použi té v 
Mat labu a d o d á m i j i s t á omezení týkající se v las tnos t í mater iá lu . Ty to omezení zavadím 
proto, abych mohl vyřešit opt imal izační model, k terý extremalizuje požadované veličiny 
charakterizující tepelné chování v zadaných úlohách. Termofyzikální vlastnosti mater iá lů 
ovšem nejdou libovolně měni t , proto je p o t ř e b a zadat j akých minimálních a maximálních 
hodnot mohou nabýva t . P ř i h ledání opt imálních hodnot na ráž ím na fakt, že k dosažení 
urči té vlastnosti mate r iá lu mus ím zaplatit cenu, kterou tato modifikaci mate r iá lu stojí . K 
tomu je po t ř eba zvolit i odpovídající cenové funkce, vystihující reálnou cenu při tvorbě 
takto požadovaného mater iá lu . P ř i řešení úloh budu optimalizovat součinitele tepelné 
vodivosti k, hustotu p, měrnou tepelnou kapacitu c a měrné la ten tn í teplo Lf. 
R á d bych ješ tě č tenář i př ipomněl , co urči té veličiny značí: 

• Součinitel tepelné vodivosti je vlastnost mate r iá lu udávající , jak velký odpor klade 
těleso při přenosu tepla z j edné část i do druhé , čím větších hodnot nabývá , t ím 
rychleji se teplo tělesem šíří. 

• Měrná t epe lná kapacita c značí, kolik tepe lné energie je p o t ř e b a tělesu dodat (ode
brat), aby se 1 kilogram lá tky ohřál (ochladil) o 1 kelvin. 

• Měrné la ten tn í teplo Lf, označováno t ak též jako měrné skupenské teplo t án í ( tuhnut í ) 
udává, kolik mus ím dodat (odebrat) tepelné energie, aby 1 kilogram lá tky přešel z 
pevné fáze na kapalnou (kapalné fáze na pevnou) beze změny teploty. 

• Hustota p je fyzikální veličina, k te rá vyjadřuje hmotnost objemové jednotky látky. 

• Teplotní vodivost a je schopnost daného kusu látky, konstrukce (např. zdi), vést 
teplo. Předs tavuje rychlost, s jakou se teplo šíří z jedné zahřá té části lá tky do j iných, 
chladnějších částí . 

Pro předs tavu , aby si č tenář ověřil zda vytvořený model pracuje správně zavedu ná
sledující poznatky. Č ím větší jsou hodnoty měrné tepelné kapacity c a la ten tn ího tepla L f 
t í m větší tepelnou energii můžu akumulovat v rámci tělesa. Pokud ovšem tyto hodnoty 
nabývaj í velkých hodnot, je zapot řeb í při ohřívání dodat tělesu velké množs tv í energie 
přičemž, se poloha rozhraní pohybuje pomaleji. Dále se zaměř ím na hodnotu součinitele 
tepelné vodivosti k. Tady požaduj i hodnotu co největší, k dosažení co nej rychlejšího šíření 
tepla tělesem a t í m samozřejmě rychlejšího šíření polohy rozhraní fází. Jako poslední ma
teriálovou vlastnost optimalizuji hustotu p, k te rá značí kolik ki logramů zauj ímá objem 
tělesa, tedy pokud tato veličina nabývá větších hodnot, můžu p ředpok láda t , že poloha 
rozhraní fází se bude šířit pomaleji. 

Lá tku s t éměř op t imáln ími vlastnostmi pro konkré tn í zadání úloh jsme v dnešní době 
schopni vytvoř i t pomocí různých směsí modifikující vlastnosti l á tky tak, aby se alespoň 
přiblížila naš im požadavkům. Ovšem vhodné vlastnosti mate r iá lu něco stojí a proto je 
t ř eba si zavést omezení týkající se ceny za mater iá l . Z praxe vím, že jestl iže budu požado
vat, aby veličiny c, L f a k nabývaly vysokých hodnot, budu muset za takto požadované 
vlastnosti zaplatit vyšší cenu a tedy cenové funkce budou funkce rostoucí . Pokud modifi
kuji hustotu mater iá lu , tak cena je t ím vyšší, čím hustota tělesa je menší , tedy funkce bude 
klesající. P ř i volbě cenových omezení jsem vycházel z předešlých faktů a zvoli l omezení 
6.1, k te rá mohou být p ř ípadně upravena dle p a r a m e t r ů výrobce mater iá lu . 
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cenak = l + ek , k e (0.05,2) (6.1) 
cenap = -0.0008 • (p - 450) + 2.5 , p e (450,1300) 
cenac = 0.0000002 • (c - 600)2 + 3 , c e (1000,4000) 
cenaL = 0.00000000007 • L2 + 0.01 • ešôsôô +2 , L e (50000, 300000) 

cenaceik > cena^ + cenap + cenac + cencii , cenaceik G (9.1, 28.5) 

Cenaceik se pevně zvolí z intervalu podle uvážení zákazníka a značí, kolik euro za kilo
gram lá tky je zákazník ochoten zaplatit pro získání co nejlepších v las tnos t í látky, přičemž 
v m é m př ípadě cenaceik může nabýva t hodnot z intervalu (9.1,28.5) [Euro kg~ l ] . Tento 
interval značí minimum a maximum ceny, kterou je t ř eba při výrobě zaplatit za všechny 
čtyři požadované vlastnosti mater iá lu . Volbou rozmezí minimálních a maximálních hod
not k,p,c a Lf, k teré tyto veličiny nabývaj í se interval cenaceik může libovolně měni t , dle 
výrobce mater iá lu . 
Grafické znázornění p růběhů funkcí pro omezující požadavky uvád ím na obrázku 6.1. 

^ 2.6 

0.5 1 1.5 
k [W m"1 K"1] 

600 300 1000 1200 
rho [kg m' 3] 

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 
c [J kg" 1 K"1] 

U) 

LU 

1 5 
c 

x10~ 

Obrázek 6.1: Ceny za vlastnosti mate r iá lu 

Je důležité si uvědomit , že řeším úlohu t u h n u t í podchlazené tekutiny a tedy rozdíl 
teploty na p o č á t k u Tj a teploty t u h n u t í Tm nesmí být příliš velký. Tohoto faktu si t ak též 
můžu vš imnout v tabulce (viz A.1.1), k t e rá udává hodnotu parametru A v závislosti na 
hodno tě Stefanova čísla. Hodnoty A jsou poměrně dosti citlivá na zadání vs tupních hodnot. 
Pokud bych zadal velký rozdíl teplot, setkal bych se s problémem, že rovnice pro s tanovení 
parametru A by neměla řešení. Teplotu podchlazené tekutiny na p o č á t k u si zvolím tedy 
o trochu nižší (v m é m př ípadě o 10 [K]) než teplotu t u h n u t í . 

43 



6.1. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ PODCHLAZENÉ TEKUTINY 

6.1.3 Optimalizační modely pro Gams a interpretace výsledků 
Př i vy tvářen í opt imalizačních modelů se zaměř ím na případy, kdy h ledám tep lo tn í vodi
vost a(k,p,c) a měrné la ten tn í teplo L f takové, aby maximalizovalo, či minimalizovalo 
požadované vlastnosti při přenosu tepla u konkrétních úloh. Jelikož se j e d n á o úlohu ne
l ineárního programování ( N L P ) , použ ívám při řešení opt imal izačního modelu v Gamsu 
řešič C O N O P T . 

N e l i n e á r n í p r o g r a m o v á n í ( N L P ) [25]: 
Nechť / : W1 R, j : K M K m a I c K " , navíc symbol o e {<, >, =}m. 
Potom 

m m { / ( x ) | g ( x ) o O , x e X } (6.2) 
X 

se nazývá ú loha nel ineárního programování . 

Interpretace v ý s l e d k ů z p r o s t ř e d í Gams: 

Př i interpretaci výsledků z pros t ředí Gams, získám každý ident i f ikátor 3 p roměnné se čty
řmi hodnoty popsanými př íponou s tečkou za identif ikátorem [26] : 

• Lower . L O - určuje dolní mez pro hodnoty p roměnné 

• Upper . U P - určuje horní mez hodnot p roměnné 

• Level .L - určuje vlas tní hodnotu p roměnné 
• Marginal . M - určuje marginální , duální hodnotu p roměnné odpovídaj ící omezení 

k ladenému na uvedenou proměnnou . Udává tedy rychlost změny účelové funkce při 
změně daného omezení 

3Identifikátory jsou používány jako označení (jména) programů, programových jednotek, návěští, kon
stant, typů, proměnných, komponent záznamů, procedur a funkcí. 
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P o z n á m k y k n a d c h á z e j í c í m v ý p o č t ů m : 

Při určení v las tn í hodnoty p roměnné se v pros t ředí Gams používá . L , kvůli tomuto zna
čení prosím čtenáře , aby respektoval značení měrného la ten tn ího tepla a p roměnné L, L f 
bral jako jedno a to stejné měrné la ten tn í teplo. 

R á d bych dále č tenáře upozornil, že v následujících podkapi to lách se budu zabývat formu
lací zadaných úloh, zobrazením výsledků z obou programovacích pros t ředí a zhodnocení 
obdržených hodnot. Závěrečné po jednán í nad dosaženými výsledky všech problémů a 
jejich úloh budu interpretovat až v kapitole 6.4, kvůli zpřehlednění každé úlohy na dvoj-
stranu. 

K lepší přehlednost i zobrazených hodnot při grafické interpretaci, jsem zmírnil z poža
davku na poloprostor a velikost osy x jsem zkrát i l . Tento krok n e m á žádný vl iv na vý
sledky. 

Pro snadnější orientaci v seznamu obrázků jsem si dovolil označit odpovídající obrázky 
ke každému př ípadu a úloze pomocí značení "Ú . i . j . " , kde i značí o k terý p ř ípad se j edná 
(i = 1,2,3) a j značí k te rá úloha se v tom př ípadu momen tá lně řeší (j = 1,2,3,4) , 
přičemž značení "U" je zkratkou pro slovo úloha. 

Ve formulacích využívám i omezení (6.1), což jsou omezení týkající se ceny za mater iá l a 
ceny celkové při požadavku, aby se rozhraní fází pohybovalo co nejrychleji, v m é m př ípadě 
si zvolím, že jsem ochoten investovat max imálně cenaceik = 20 [euro k g - 1 ] . Maximáln í čas, 
pro k terý řeším přenos tepelné energie v rámci sys tému je tmax, teplota podchlazené teku
tiny na p o č á t k u T, (v úloze č.2 se j e d n á o p roměnnou) , teplota změny fáze Tm jsou libo
volně zadané hodnoty, které se dají měni t podle konkré tn ího zadavatele. Čas tmax = 1500 
[s] je sice k rá tký časový úsek v oblasti akumulace tepelné energie, ale pro demonstraci 
funkčnosti modelu je tento čas postačující . Interval parametru A začíná na hodno tě 0.05, 
jelikož při uvažování A = 0 by při řešení t r anscenden tn í rovnice mohlo dojí t k chybě při 
výpoč tu v důs ledku násobení nulovou hodnotou a celý výpočet by skončil. Toto doda tečné 
omezení si můžu dovolit i díky tomu, že to výpočet nijak neovlivní a hodnoty parametru 
A mi nikdy při vy tvářen í a tes tování modelu nedosáhly hodnot menších než 0.05. 

45 
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1. ú l o h a optimalizace: 

V úloze se m á maximalizovat poloha rozhraní s (ť). Tedy abych za požadovaný čas tmax  

dosáhl maximáln í polohy rozhraní s(tmax) od p o č á t k u 0. Vytvoř ím opt imal izační model 
využívající již známých faktů a p o s t u p ů z programovaní modelu v Mat labu, doplněný o 
všechna omezení vyskytující se v úloze. 
Základní formulace úlohy je tvaru: 

max s(tmax) = 2 A \J«z tmax (6.3) 

k 
S.t. OL\ 

A e A 2 erfc (A) 

pc 

+ Omezeni (6.1) 

A G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , 

Ti = 290 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s]. 

Z obrázku 6.2 vidím, že veličiny při požadavku na maximalizaci polohy rozhraní s(tmax) 
nabývaj í , až na měrnou tepelnou kapacitu c předpokládaných hodnot. Pokud se nad t ím 
ovšem zamyslíme, veličina c nemůže být minimální , jelikož z rovnice (5.14) nebo rovnou z 
tabulky A.1.1 můžeme zjistit, že je zapot řebí , aby se pravá strana rovnice rovnala nejvýše 
hodno tě 0.5638 (k tomuto faktu p ř ik ládám rovněž i odpovídaj ící grafické znázornění viz 
A.1.2). Tedy při rozdílu teplot A T = 10 [K] a hodno tě Lf = 50000, [J kg" 1 ] je po t řeba , 
aby byla měrná t epe lná kapacita c dos ta tečně velká, aby parametr A byl co největší, ale 
zároveň nesmí být ^= < 0.5638. Dále bych upozornil, že nebyla dosažena maximáln í cena 
za mate r iá l cenaceik < 20 [Euro k g - 1 ] a pokud by se dalo při výrobě zvětšit rozmezí hodnot 
mater iá lových vlas tnost í , mohlo by se dosáhnou t ješ tě větší polohy rozhraní s(tmax). 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAR k 
VAR rhu 
VAR c 
VAR L f 
VAR kcena 
VAR rhocena 
VAR ccena 
VAR L fcena 

0.050 
450.000 
1000.000 

2.000 
450.000 
4000.000 

2.000 
1300.000 
4000.000 

50000.000 50000.000 3.0000E+5 
-INF 8.389 +INF 
-INF 2.500 +INF 
-INF 5.312 +INF 
-INF 2.195 +INF 

0.024 
-1.066E-4 
6.5531E-5 
-6.202E-6 

VARIABLE lairtda.L 
VARIABLE alpha.L 
VARIABLE 3 .L 
EQUATION cenacelk.L 

1.17522 Farair.etr 
= l . l l l l l l E - e Teplotní vodivost 

0.09596 Poloha rozhraní 
= 13.3 9 643 Orr.ezení celkové ceny 

Obrázek 6.2: Ú.1 .1 : Výsledné opt imáln i hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

T í m jsem dosáhl opt imálních výsledků při požadovaných omezení. Tyto opt imáln í 
hodnoty nač tu do pros t ředí Matlab, kde získám grafické výsledky řešení, jak se mění 
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300 

299 

0 C.C5 C.1 C.15 Z2 
x [m] 

Obrázek 6.4: Ú.1 .1 : P r ů b ě h změny polohy rozhraní a tep lo tn ího rozložení ve 2D 

poloha rozhraní a tep lo tn í rozložení v celém médiu v p růběhu časového úseku. Grafické 
výsledky t é to úlohy jsou zobrazeny na obrázcích 6.3 a 6.4. 
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2. ú l o h a optimalizace: 

Pro tento př ípad, h ledám co nejmenší teplotu podchlazení T,, tedy maximalizuji teplotu 
Ti podchlazené kapaliny, na k teré je lá tka us tá lena v čase t = 0 po celé své délce, přičemž 
m á být dosaženo požadované polohy rozhraní fází spoz za čas tmax. 
Formulace úlohy: 

max Ti (6.4) 
k 

S.t. OL\ = 
pc 

A- r , \ x _ C (Tn X e erfc(A) 

Spoz = 0.02 [m] 
+ Omezeni (6.1) 

X G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , 

Ti e (275,295) [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s]. 

Na obrázku 6.5 opět vys tupuj í výsledné hodnoty úlohy při požadavku na maximalizaci 
teploty Ti a dosažení polohy rozhraní spoz. Oprot i předcházející úloze se výsledky jeví více 
zajímavější. Teplota na p o č á t k u Tj dosáhla v tomto př ípadě maximáln í možné hodnoty 
295 [K] a k tomu, aby byl dodržen i požadavek na rozhraní spoz = 0.02 [m] je nutno snížit 
rychlost změny polohy rozhraní . Z tabulky A . 1.1 víme, že ma lá změna Stefanova čísla 
zajistí velké změny parametru A, na k te rém je závislá změna polohy rozhraní (5.9), stejně 
tak i snížení součinitele tepelné vodivosti ovlivní výslednou hodnotu tep lo tn í vodivosti 
a(k,p,c), na k teré rovněž závisí změna polohy rozhraní fází. Maximáln í ceny za mater iá l 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAR ; .050 _ E í 5 2 000 EPS 
VAR r ho 450 .000 350 000 1300 000 EPS 
VAR 1000 .000 3325 743 4000 000 EPS 
VAR L f 50000 .000 56117 534 3.0000E+5 
VAR ke e na -INF 317 +INF 
VAR rhoce na -INF 2 500 +INF 
VAR cceľiä -INF 5 081 +INF 
VAR L fcena -INF 2 2Í5 +INF 

VARIABLE lairhda. L = 0 24953 Farair.et 
VARIABLE alpha.L = 1 Teplotní vodivost 
VARIABLE 3 .L = J 02000 Poloha rozhráni 
VARIABLE T i l . L = 2 95 00000 Teplota na počátka v 

celéir. ir.éd̂ j. 
EQUATION cenacelk = 17 J 62 Crr.ezeni celkové ceny 

Obrázek 6.5: Ú.1.2: Výsledné opt imáln i hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

nebylo v tomto př ípadě t ak též dosaženo, což je samozřejmě pro zadavatele příznivý vý
sledek. Teplotní vodivost se oproti předešlé úloze změnila o velmi malou hodnotu a t ím 
se potvrzuje, že hlavní člen ovlivňující rychlost změny polohy rozhraní je parametr A. 
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O CCS C.1 0.15 (12 
x [m] 

Obrázek 6.7: Ú.1.2: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 2D 

T í m jsem dosáhl opt imálních výsledků při požadovaných omezení a nač ten ím hodnot 
do Mat labu získávám grafické výsledky řešení viz obrázky 6.6 a 6.7. 
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTĚ ZMĚNY FÁZE 

6.2 Jednofázový problém: Tání pevné látky o teplotě 
změny fáze 

6.2.1 Tvorba základního modelu pro Matlab 
Tak jako v úloze t u h n u t í podchlazené tekutiny se budu ve výpoč tu odkazovat na rovnice 
podobného typu: (5.26), (5.28) a (5.31). Postupuji jako v předchozím př ípadě . Parametr A 
získám z rovnice (5.31), k t e rá vznikla dosazením rovnic (5.28) a (5.26) do rovnice rozhraní 
(5.22). Řešení rovnice (5.31) získám pomocí Newtonovy metody. 

yk = Ae erf (A) — = — 
L\/ 7T 

Následně j i zderivuji a dos távám dosti podobnou rovnici jako v předchozí úloze 

y'k = e A 2 erf (A) + 2 A V 2 e r f (A) + 
V 7T 

opět použ i t ím vzorce pro aproximaci kořene (5.17) získávám parametr A. 

while Ľczdi l i - tc lerance 
y=laiibda+e!tp(lambdas) +eĽf (lambda) - ((c+ (TO - Tm) ) / (L_f+sqĽt (pi) ) ) ; 
y_deĽ= (exp(lambda'-2) +er í (lambda) 4- 2*lambdaň2*e:ip(lambdas) *eĽŕ(lambda) . . . 

4- 2+lambda/sqrt (pi)) ; 
lambda_new=lambda-(y/y_deĽ); 
rczdil= abs (lambda_new - lambda.) ; 
lambda= lambda_new; 
end 

Jakmile z n á m parametr A, spoč tu polohu rozhraní fází s(t(i)) z rovnice (5.26). Z 
rovnice (5.28) následně zjistím tep lo tn í rozložení v kapalné fázi Ti(x(j), t(i)). 

for i=l:M 
at(i) = 2 * l a m b l a * s q Ľ t ( a l p h á l + t ( i ) ) ; 

ž e r j=l:K2 
i f st( i ) > x{i) 

T l ( i r j ) = T 0 { i r j ) + ( ( T m { i r j ) - T O ( i , j ) ) . . . 
*erf(x(j) /(2*(alphal*t(i))-{l /2)))) /(erf( lambda)); 

else 
T a ( i , j ) = T m ( Í r j ) ; 

end 
T ( i r j )=Tl ( i r j ) f T s ( i r j) ; 

end 

Tedy model pro zobrazení grafických výsledků je př ipraven a začnu optimalizovat 
hodnoty pro dané případy. Řešení opt imal izačních problémů bude prob íha t v pros t ředí 
Gams. 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

6.2.2 Optimalizační modely pro Gams a interpretace výsledků 
Př i optimalizaci se zaměř ím na stejné případy, kdy h ledám tep lo tn í vodivost a(k,p,c) a 
měrné la ten tn í teplo L f takové, aby n á m maximalizovalo, či minimalizovalo požadované 
vlastnosti charakterizující přenos tepla. Kromě řešení dvou podobných úloh jako v pří
padě t u h n u t í podchlazené tekutiny viz kapitola 6.1. zavedu další dvě úlohy týkající se 
tepe lného toku a akumulace tepla. Použ ívám opět řešič C O N O P T , jelikož v úloze pracuji 
s nel ineárními rovnicemi, či omezeními ( N L P ) . 
V úloze t án í pevné lá tky o teplotě změny fáze p o č í t á m s parametry: 

• Plocha průřezu: S = 1 [m2] 

• P e v n á lá tka teploty změny fáze(konst. v celém médiu pro t — 0): T m = 300 [K] 

• Teplota na kterou se méd ium začne ohř ívat pro x = 0, t > 0: T 0 = 340 [K] 

• Čas maximáln í : tmax = 1500 [s] 

P r o m ě n n é veličiny, jejich omezení a další hodnoty, které budu v modelu používat če rpám 
z podkapitoly 6.1.2. 

Pokud m á č tenář k dispozici i soubory z programovacích pros t ředí k t é to práci , může 
tento problém tán í pevné lá tky o teplotě změny fáze naj í t pod názvy: 
Matlab: SingleMelting2.m a Omezeniceny.m 
Gams: SingleMelting2.gms. 
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTĚ ZMĚNY FÁZE 

1. ú l o h a optimalizace: 

Zadání t é to úlohy zní: Najdi mater iá lové charakteristiky a(k,p,c) a, L f takové, které 
maximalizují polohu rozhraní s (ŕ), při daných omezení 6.1. Tedy abych za čas tmax dosáhl 
maximáln í polohy rozhraní s(tmax) od počá tku 0. 
Formulace úlohy: 

max s{tmax) = 2 A \ /a t tmax (6.5) 

k 
s.t. Oíi = — 

pc 

A e A 2 e r f ( A ) = c ( ^ ° ~ / T m )  

Lf Vtt 
+ Omezeni (6.1) 

A G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , 

T 0 = 340 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s]. 

Obrázek 6.8 uvádí opt imáln í hodnoty veličin při požadavku na maximalizaci polohy roz
hran í s(t) za čas tmax- Op t imá ln í výsledky nabývaj í hodnot očekávaných. Z tabulky A.2.1 
lze zjistit, že parametr A není v tomto př ípadě tak ex t rémně závislý na Stefanově čísle. T í m 
p á d e m je možné nechat měrnou tepelnou kapacitu na minimu a vylepšit t ím tep lo tn í vo
divost a(k,p, c), k t e rá výrazněji ovlivní změnu polohy rozhraní fází. Všechny mater iálové 
vlastnosti ovlivňující přenos tepla dosahují mezních hodnot a z toho č tenáře nepřekvapí , 
že ani cena za výrobu takovéhoto mate r iá lu nenabude maximáln í s tanovené ceny. Z mar
ginálních hodnot vidíme, že při zvětšení intervalů omezení na mater iá lové charakteristiky 
je možno dosáhnou t lepšího výsledku na maximáln í změnu polohy rozhraní . 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAR k 0.050 2 , , 000 2.000 0.023 
VAR r ho 450.000 450, , 000 1300.000 -1, ,J291-í 
VAR ľ 1000.000 1000, , 000 4000.000 - z , ,445E-6 
VAR 1 f 50000.000 50000, , 000 3.0000E+5 -7, ,5691-" 
VAR lícena -INF z , ,5=9 +INF 
VAR rhocena -INF 2 , , 500 +INF 
VAR cceľia -INF z , ,352 +INF 
VAR L fcena -INF 2 , ,202 +INF 

VARIA3LE lairtda.L = 0.566 93 Farair.etr 
VARIABLE alpha.L = 4.444444E-6 Teplotní vodivost 
VARIABLE s.L = 0.092 53 Poloha rozhráni 
EQUATICN cenacelk. L = 16.12324 Oir.ezeni celkové ceny 

Obrázek 6.8: Ú.2 .1 : Výsledné opt imáln í hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

Opt imáln í výsledky opět nač tu v pros t ředí Mat lab a získávám grafický p r ůběh úlohy 
v prostoru (x,t,T), viz obrázek 6.9 a v rovině (x,t) obrázek 6.10. 
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Obrázek 6.9: Ú.2 .1 : P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 3D 



6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTĚ ZMĚNY FÁZE 

2. ú l o h a optimalizace: 

V t é to úloze h ledám, co nejmenší teplotu T 0 , na kterou se začne ohřívat pevná lá tka 
teploty Tm, us tá lená na té to teplotě v čase t = 0 po celé své délce, př ičemž m á být 
dosaženo požadované polohy rozhraní fází spoz za čas tmax. 
Formulace úlohy: 

min TQ (6.6) 

k 
s.t. Oil = — 

pc 

A e A 2 e r f ( A ) ^ c ( T o _ T m ) 

Lfy/ŤŤ 

Spoz = 0.02 [m] 

+ Omezeni (6.1) 

A G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , 

T 0 e (305,340) [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s] 

Na obrázku 6.11 vystupuj í výsledné hodnoty veličin při požadavku minimalizace tep
loty T0 a dosažení polohy rozhraní spoz za čas tmax. By lo dosaženo minimáln í teploty T 0 a 
poloha rozhraní spoz byla t ak též splněna. Součinitel tepelné vodivosti nabývá oproti úloze 
6.2.2 menší hodnoty, aby zajistil snížení rychlosti změny polohy rozhraní , velikost měrného 
la ten tn ího tepla L f je zvýšena a n e p a t r n ě i hustota p, čímž se tak též zmenší změna s(t). 
Stefanovo číslo je při rozdílu teplot A T = 5 [K] dosti ovlivněno velkým la ten tn ím teplem 
L f a parametr A tak dosáhne nízké hodnoty, oproti úloze 6.2.2 je 3,5 krá t menší a teplo tn í 
vodivost je téměř poloviční. Cena za mater iá l opě t nedosahuje maximáln í hodnoty a t ím 
p á d e m můžeme být spokojeni za poměrně nízké nák lady na splnění požadavků t é t o úlohy. 

LCNIR LEVEL UPPER MARGINAL 

VAR :t 0.050 _ 229 2.000 EPS 
VAR r ho 450.000 129 1300.000 EPS 
VAR 1000.000 1000 000 4000.000 EPS 
VAR 1 f 50000.000 E9Í1E 355 3.0000E+5 
VAR lícena -INF - í 1 = +INF 
VAR rhocena -INF 2 455 +INF 
VAR ccena -INF z Z'3.2 +INF 
VAR L fcena -INF 2 619 +INF 

VARIABLE lairtda.L 
VARIABLE alpha.L 
VARIABLE s.L 
VARIABLE TOLL 

O.ieSfiS Parair.etr 
2.428filOE-e Teplotní vodivost 

0.02000 Poloha rozhráni 
305.00000 Teplota na kterou se 

okraj ohřeje 
12.52505 Orr.ezeni celkové ceny EQUATION cenacelk.L 

Obrázek 6.11: Ú.2.2: Výsledné opt imáln i hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

Načten ím opt imálních hodnot do Mat labu získávám grafické výsledky řešení viz ob
rázky 6.12 a 6.13. 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

Obrázek 6.12: Ú.2.2: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a tep lo tn ího rozložení ve 3D 

0 005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 
X [m] 

Obrázek 6.13: Ú.2.2: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a tep lo tn ího rozložení ve 2D 
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTĚ ZMĚNY FÁZE 

3. ú l o h a optimalizace: 

Hledám mater iá lové charakteristiky takové, k teré maximalizují p růměrný tepelný tok 
Qprum na okraji povrchu tělesa. Požaduji zároveň, aby poloha rozhraní fází na konci ča
sového úseku tmax byla spoz. Formulace úlohy: 

TTIQjX Qprum , (^*^) 
vmax 
tmax ^ T _ T „ ř - x L / / ( 4 c , i ť ) 

s.t. Q = - J 2 k S r- " 
/ = 1 erf (A) 

k 
ai = — , spoz = 0.02 [m] 

pc 

„A2 r/x \ _ C ( T 0 - T m ) 
A e erf(A) 

+ Omezeni (6.1) 

A G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , S = 1 [m2] 

To = 340 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s]. 

Obrázek 6.14 znázorňuje výsledné op t imáln i hodnoty veličin při požadavku maxima
lizace p růměrného tepe lného toku Qprum a dosažení polohy rozhraní spoz za čas tmax. 
Požadavek spoz = 0.02 [m] způsobí zvýšení veličin zaručující větší akumulaci tepla na 
tak ma lém objemu, tedy hustota p dosáhla maximum, měrná t epe lná kapacita c téměř 
taky a měrné la ten tn í teplo L f nabývá t ak též vysokých hodnot. Cena za mater iá l je nyní 
maximáln í možná a při možnost i větší investice na výrobu ideálního P C M by se dalo 
dosáhnou t ješ tě většího tepe lného toku do objemu. 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAE 0.050 : .317 2 . 000 
VAR r ho 450.000 1300 .000 1300. 000 73.418 
VAR ; 1000.000 3379 . 644 4000. 000 EPS 
VAR I f 50000.000 2.5456E+5 3.0000E+5 
VAR kc e na -INF - .734 +INF 
VAR rhocena -INF : .820 +INF 
VAR ccena -INF 5 . 2 E í +INF 
VAR L fcena -INF = . 162 +INF 

VARIABLE lairiida. L = 0 .51167 Farair.etr 
VARIABLE alpha.L = 2 .546402E-7 Teplotní vodivost 
VARIABLE 3 . L = :• .02000 Poloha rozhráni 
VARIABLE Qpruir.. L = ž 62 ž: .77452 Frjir.ěrný tepelný tok 

po čas t ir.ax 
EQUATION cenacelk.L = 20 .00000 Orr.ezeni celkové ceny 

Obrázek 6.14: Ú.2.3: Výsledné opt imáln í hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

Grafický p r ů b ě h úlohy z pros t ředí Mat lab je v prostoru (x,t,T) zobrazen na obrázku 
6.15 a v rovině (x,t) na obrázku 6.16. 
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t 1 340 

Obrázek 6.15: Ú.2.3: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 3D 

340 

] 335 

H 330 

325 

6ZJ 

315 

310 

300 
C.CC5 0.01 0.015 C.C2 0.025 C.C3 

x N] 

Obrázek 6.16: Ú.2.3: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 2D 
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6.2. JEDNOFÁZOVÝ PROBLÉM: TÁNÍ PEVNÉ LÁTKY O TEPLOTĚ ZMĚNY FÁZE 

4. ú l o h a optimalizace: 

V té to úloze h ledám co nejmenší celkovou cenu, kterou mus ím zaplatit za vlastnosti ma
ter iálu (k, c, p, Lf) tak, aby tepe lná energie uchovaná za čas tmax byla rovna požadované 
akumulaci Qpoz při využi t í max imálně s m a x mater iá lu . 
Formulace úlohy: 

min cenaceik = cena^ + cenap + cenac + cena^ (6.8) 

Q = - ^ k S ^ r w v ^ r t 

Q Qpoz y S (tmax) — Smax 
k 

a>i = — 
pc 

.a 2 r , n _ c (To - Tm) A e erf(A) 
L f Viř 

+ Omezeni (6.1) 

A G (0.05,4) [-], Qpoz = 7 [MJ] , s m a x = 0.02 [m], 

T 0 = 340 [K], Tm = 300 [K], tmax = 1500 [s], S = 1 [m 2l 

Opt imá ln í hodnoty veličin při požadavku na minimalizaci ceny cenaceik za nák lady při 
výrobě P C M a při dodržení všech omezení jsou zobrazeny na obrázku 6.17. Oprot i předešlé 
úloze 6.2.2 si pozorný č tenář všimne, že QprUm je nyní menší a může podotknout, že v 
předešlé úloze jsme dosáhli lepší akumulace. To nás , ale v t é t o úloze ovšem nezaj ímá, 
jelikož požadujeme minimální celkovou cenu. By lo dosaženo rozhraní s m a x = 0.02 [m] i 
akumulace Qpoz = 7 [MJ]. Cena za mater iá l je cenaceik = 16.03 [Eu rokg - 1 ] a zákazník 
může být spokojen, že nemusí platit max imáln í cenu, kterou byl ochotný zaplatit. 

LOKTE R LEVEL UPPER MARGIHAL 

VAR If 0.050 1.103 2.000 
VAR rhu 450.000 1300.000 1300.000 -0.011 
VAR 2 1000.000 2943.151 4000.000 EPS 
VAR L f 50000.000 2.1773E+5 3.0000E+5 
VAR lícena —INF i.011 +IHF 
VAR rhocena —INF 1.820 +IHF 
VAR ccena -INF 4.098 +IHF 
VAR L fcena -INF 5. Z-9-- +IHF 

VARIABLE lambda.L 
VARIABLE alpha.L 
VARIABLE s. L 
VARIABLE Qalcuni.L 

VARIABLE Qprum.L 

VARIABLE Cenacelkrr.In. L 

0.48083 
= 2 .333563E-7 

0.0200D 
= 7.000000E+Ě 

4666.66667 

16.02873 

Farair.etr 
Teplotní vodivost 
Poloha rozhraní 
Akrjir.jlovaná tepelná 
energie [J] 
FrSir.ěrný tepelný tok 
po čas t_rr.ax 
Minirr.ální cena za mat 

Obrázek 6.17: Ú.2.4: Výsledné opt imáln í hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tr, 
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340 

x [m] 0.03 » 1 

Obrázek 6.18: Ú.2.4: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 3D 
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1000 
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340 

H 335 

H 330 

300 
0.005 0.01 0.015 CG 2 0.025 0.03 

x [mj 

Obrázek 6.19: Ú.2.4: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 2D 

Z Mat labu získávám grafický p r ůběh úlohy v prostoru (x,t,T) obrázek 6.18 a v rovině 
(x, t) obrázek 6.19. 
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ 

6.3 Dvoufázový problém: Tuhnut í 

6.3.1 Tvorba základního modelu pro Matlab 
U dvoufázové úlohy se budu zabývat rovnicemi: (5.42), (5.44) ,(5.45) a (5.46). Postup 
probíhá obdobně . Pouze si mus ím d á t pozor, že se j e d n á o dvoufázový problém, při k te rém 
jsou teploty neznámé v obou fázích a nejedná se o př ípad, kdy je jedna fáze kons tan tn í 
teploty. Parametr A získám z rovnice (5.46), k te rá vznikla dosazením rovnic (5.44), (5.42) a 
(5.45) do rovnice rozhraní (5.38). Řešení rovnice (5.46) získám pomocí Newtonovy metody. 

e" A 2 h f a s y T m - T { e -^ 2 («. /««) A L 0 F 
V k = F7TT + erf(A) ks\a>ij Tm - T 0 e r f c \(as/ai)h Cs(Tm-T0) 

Rovnici zderivuji, t en tok rá t se j e d n á o poměrně složitější derivaci než v předchozích dvou 
př ípadech 

L^/Ťr 2e~ A 2 2Ae~ A 2 

V k ~ cs(T0-Tm) ~ V ^ e r f 2 ( A ) ) " erf (A) + 

2as h e ( - A 2 t ) ( T l - Tm) Z a ^ A e " * % ( T ť - T m ) ^ 

ks e r f c 2 ( A ^ ) ( T 0 - Tm) atks erfc ( A y ^ ) ( T 0 - Tm) ' 

Použi t ím vzorce 

Afc+l — f̂c 7 
Vk 

Získávám hodnotu parametru A. 
Pomocí A, si spoč tu polohu rozhraní fází s(t(i)) z rovnice (5.42) pro každý časový krok. 
Jakmile z n á m polohu rozhraní s(ť), můžu zjistit t ep lo tn í rozhraní v pevné fázi Ts(x(j),t(i)) 

i v kapalné fázi Ti(x(j),t(i)). 
Matemat i cký model je hotový a můžu se pustit do optimalizace veličin charakterizující 

přenos tepla u daných př ípadů . V př ípadě dvoufázového problému t u h n u t í p o č í t á m s 
parametry: 

• Plocha průřezu: S = 1 [m2] 

• Teplota kapaliny na p o č á t k u (kons tan tn í v celém médiu pro t — 0): T j = 340 [K] 

• Teplota t u h n u t í : T m = 300 [K] 

• Teplota na kterou se méd ium začne ochlazovat pro x = 0, t > 0: T 0 = 270 [K] 

• Čas maximáln í : tmax = 1500 [s] 

P ř e d t í m , než se dostanu do pros t ředí Gams pro získání opt imálních hodnot pro dané 
případy, si mírně uprav ím omezení vystupující v podkapitole 6.1.2. Tyto modifikované 
omezení uvád ím v podkapitole 6.3.2. 

Pokud m á č tenář k dispozici i soubory z programovacích pros t ředí k t é to práci , může 
tento dvoufázový problém t u h n u t í naj í t pod názvy 
Matlab: TwoSolid3.m a Omezeniceny.m 
Gams: TwoSolid3.gms . 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

6.3.2 Optimalizace veličin a jejich omezení 
V úloze uprav ím omezující p o d m í n k y na cenu za mater iálové vlastnosti, jelikož potřebuj i 
u součinitele tepelné vodivosti k a měrné tepelné kapacity c hodnoty, jak pro kapalnou 
ki, ci, tak pro pevnou fázi ks, cs. Omezení ceny za mater iá l m á v t é to úloze následující 
podobu 

cenaks = ( l + efc*)/2 ,ks G (0.05,2) ( 

cenak, = ( l + e f c i)/2 ,k e (0.05,2) 

cenap = -0 .0008- (p- 450) + 2.5 ,pe (450,1300) 

cenaCg = (0.0000002 • (ca - 600) 2 + 3)/2 ,cs e ( 1 0 0 0 , 4 0 0 0 ) 

cenaCl = (0.0000002 • (c, - 600) 2 + 3)/2 , Q e ( 1 0 0 0 , 4 0 0 0 ) 

cenciL = 0.00000000007 • L2 + 0.01 • esoooo + 2 , L e (50000,300000) 

cenaceik > cenaka + cena^ + cenap + cenaCa + cenaCa + cenciL , cenaceik G (9.1, 28.5) 

Hodnota součinitele tepelné vodivosti je v pevné fázi ks větší než v kapalné fázi ki, 
měrná t epe lná kapacita v pevné fázi cs je menší než v kapalné Q a konečně, abychom 
zabránil i chybným výs ledkům mus ím omezit i t ep lo tn í vodivost, k te rá by měla být v 
pevné fázi as větší než v kapalné a/. Tedy p ř idávám ješ tě další 3 omezení na mater iálové 
charakteristiky 

ks > k (6.10) 

Cs < Q 

a • as = cti 

Konstanta a je volena libovolně a v mých výpočtech volím a = 0.85. 

6.3.3 Optimalizační modely pro Gams a interpretace výsledků 
Při optimalizaci řeším obdobné úlohy, kdy h ledám tep lo tn í vodivost a(k,p,c) a měrné 
la ten tn í teplo L f maximalizující , či minimalizující požadované vlastnosti. I při t é to úloze 
používám nelineární řešič C O N O P T . Následující čtyři podúlohy, které řeším v rámci úlohy 
t u h n u t í maj í podobné požadavky na optimalizaci jako v předešlých dvou př ípadech viz. 
kapitoly 6.1 a 6.2. 

U p o z o r n ě n í : Pro lepší grafickou interpretaci výsledků tohoto př ípadu , jsem prohodil osy 
x a t ve 3D obrázcích. 
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ 

1. ú l o h a optimalizace: 

Maximalizuj polohu rozhraní s (ť) tak, aby za požadovaný čas tmax dosáhla maximáln í 
změny polohy rozhraní s(tmax) od počá tku 0. Vytvoř ím opt imal izační model využívající 
již známých faktů a p o s t u p ů z programovaní modelu v Mat labu, doplněný o všechna 
omezení vyskytující se v úloze. 
Základní formulace úlohy je tvaru: 

max 

s.t. Oil 

s(ßrnax) 2 A y/'Ois tmax 

ki k<í 
a. 

pci 

e~x ki 
h — 

erf (A) ks 

Os 

Oil 

2 T — T-± m j . j -A 2(<V«i) A L y ^ 

Tm - T0 e r f c x ^ j ^ h Cs{Tm - T 0 ) 

+ Omezeni (6.9) a (6.10) 

A G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , 

Ti = 340 [K], Tm = 300 [K], T 0 = 270 [K], tmax = 1500 [s]. 

(6.11) 

Obrázek 6.20 znázorňuje opt imáln i hodnoty, při požadavku na maximalizaci polohy 
rozhraní s(tmax) za čas tmax. Tak jako v př ípadě 6.2.2 je dosaženo obdobných hodnot, tedy 
hustota p, měrné tepelné kapacity cs, Q a měrné la ten tn í teplo L f nabývaj í minimum při 
daných omezení. Součinitel tepelné vodivosti ks je maximáln í , ovšem ki maxima nedosáhne 
z důvodu zachovaní omezující p o d m í n k y na tep lo tn í vodivost, viz (6.10). 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAR k l 0.050 : 700 2.000 • 

VAR les 0.050 2 000 2.000 0.014 
VAR - r. c 450.000 450 000 1300.000 -6 273E-5 
VAR c l 1000.000 1000 000 4000.000 -1 457E-5 
VAR C3 1000.000 1000 000 4000.000 
VAR 1 f 50000.000 50000 000 3.0000E+5 -2 732E-7 
VAR kleena -INF 6 474 +INF 
VAR k3cena -INF E 389 +INF 
VAR rhocena -INF 2 500 +INF 
VAR cLcer.e. -INF z :e2 +INF 
VAR C3cena -INF E ;e2 +INF 
VAR L fcena -INF 2 202 +INF 

VARIABLE 
VARIABLE 
VARIABLE 
VARIABLE 
EQUATION 

lairtda. L 
alphas.L 
alpj-.al. I 
3.1 

cenacelk.L 

0.34573 Farairetr 
= 4.444444E-6 T e p l o t n í vodivost (s) 
= 3.777778E-6 T e p l o t n í vodivost (1) 

0.05646 Poloha r o z h r a n í 
15.16563 Oirezení ce lkové ceny 

Obrázek 6.20: Ú.3 .1 : Výsledné opt imáln í hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tr, 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

O C.C5 C.1 C. 15 0.2 0.25 0.3 
X [m] 

Obrázek 6.22: Ú.3 .1 : P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 2D 

Tyto op t imáln í hodnoty nač tu do pros t ředí Mat lab. Grafické výsledky t é t o úlohy jsou 
zobrazeny na obrázcích 6.21 a 6.22. 

63 



6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ 

2. ú l o h a optimalizace: 

Najdi co největší teplotu T 0 , na kterou je m é d i u m v čase t > 0 a v poloze x = 0 ochlazeno, 
přičemž m á být dosaženo požadované polohy rozhraní fází spoz za čas tmax. 
Formulace úlohy: 

max 

s.t. 

+ 

T 0 

k\ Jvg 
Cil = ) Cís = 

P ci pcs 

1 
2 T 

erf (A) ' ks \at 

- A 2 K M ) \L^[Ťi 

Tm - T0 e r f c \ ( a s / a i ) \ Cs(Tm - T 0 ) 

spoz = 0.025 [m] 
+ Omezeni (6.9) a (6.10) 

A G (0.05,4) [-], cena c e Z f c = 20 [Eurokg" 1 ] , Tt = 340 [K], 
Tm = 300 [K], T 0 e (255,295) [K], í m a z = 1500 [s]. 

(6.12) 

Na obrázku 6.23 vidíme výsledné opt imáln í hodnoty veličin při požadavku maxima
lizace teploty T0 a dosažení polohy rozhraní spoz. Veličiny charakterizující přenos tepla 
nabývaj í mírně větší hodnot než v úloze 6.3.3 a to z důvodů dosažení polohy spoz = 0.025 
[m], ta je splněna, př ičemž teplota To nabývá horní meze při d a n é m omezení. Cena za 
mater iá l je v tomto př ípadě poměrně nízká. 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAR kl 0 . 050 1 431 2.000 
VAR k3 D . 050 1 634 2.000 
VAR r ho 450.000 491 164 1300.000 EPS 
VAR c l 1000.000 750 4000.000 
VAR C3 1000.000 750 4000.000 EPS 
VAR L f 50000.000 470 3.0000E+5 EPS 
VAR Iclcena -INF 5 183 +INF 
VAR kscena -INF 5 = 5 +INF 
"Z.T. rhocena -INF 2 +INF 
VAR clcena -INF z 3 S E +INF 
VAR cscena -INF z 335 +INF 
VAR L fcena -INF 2 207 +INF 

VARIABLE lairhda.L 
VARIABLE alphas.L 
VARIABLE alphal.L 
VARIABLE s.L 
VARIABLE TOLL 

EQUATION cenacelk.L 

0.17578 
= 3.371312E-6 
= 2.865615E-6 

0.02500 
290.00000 

13.49285 

Farair.etr 
Teplotní vodivost (s) 
Teplotní vodivost (1) 
Poloha rozhraní 
Teplota na kterou se 
okraj ochladí 
Orr.ezení celkové ceny 

Obrázek 6.23: Ú.3.2: Výsledné opt imáln i hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tr, 

Grafické výsledky opt imáln ího řešení viz obrázky 6.24 a 6.25. 

64 



6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

Obrázek 6.24: Ú.3.2: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 3D 



6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ 

3. ú l o h a optimalizace: 

Maximalizuj i tepelný tok QprUm na okraji povrchu tělesa. Požaduji zároveň, aby poloha 
rozhraní fází na konci časového úseku tmax byla spoz. Upozorni l bych č tenáře na p ř ípadnou 
p ř ipomínku týkající se rovnice pro zjištění akumulované energie, kde se neobjeví znaménko 
mínus. Pokud vynechám mínus ve Fourierově zákoně a hodnota akumulované energie Q 
vyjde kladná, interpretuji tento výsledek jako teplo odvedené z objemu. 
Formulace úlohy zní: 

max 

s.t. 

erf (A) 

Q Q 
prum 

Q = ^TkS 
Tm-Tn e " " — / / ( 4 o s ť ) 

t = l erf (A) 0r ast 

Oil 
P Cl PCS 

+ k L ( a , V T m - T l 

O:/ 

- A 2 ( a 3 M ) ALy'Ťr 
TM TQ e r f c \(as/ai)2 CS(TM — TQ) 

1'po z 0.025 [m], + Omezeni (6.9) a (6.10) 

A G (0.05,4) [-], cenacelk = 20 [Eurokg" 1 ] , S = 1 [m 2], 

Ti = 340 [K], Tm = 300 [K], T 0 = 270 [K], tmax = 1500 [s] 

(6.13) 

Obrázek 6.26 znázorňuje výsledné op t imáln í hodnoty veličin. Pro co největší tepelný tok 
je po t ř eba , aby součinitel tepelné vodivosti dosáhl co největších hodnot. Následně je t ř eba 

LOWER LEVEL OPFER MARGINAL 

VAR li l 0.050 1 700 2.000 
VAR k3 0.050 2 000 2.000 2505.439 
VAR r ho 450.000 313 664 1300.000 
VAR cL 1000.000 4300 000 4000.000 
VAR C3 1000.000 4300 000 4000.000 D.015 
VAR L f 50000.000 50300 000 3.0000E+5 -0.001 
VAR klcena -INF 6 474 +INF 
VAR k3C<3~č. -INF = ZŽÍ +INF 
VAR rhocena -INF 2 129 +INF 
VAR CL.C<3~Č. -INF 5 312 +INF 
VAR cscena -INF 5 312 +INF 
VAR L fcena -INF 2 202 +INF 

VARIABLE 
VARIABLE 
VARIABLE 
VARIABLE 
VARIABLE 

lairtda. L 
alphas. L 
a l p h a l . L 
3 . L 
Jprjjr.. L 

VARIABLE Qodved.L 

EQUATION cenacelk.L 

Obrázek 6.26: Ú 

0.43623 
= 5.472471E-7 
= 4.651601E-7 

0.02500 
5010.87766 

= 7.516316E+6 

17.07475 

Faram.etr 
Teplotní vodivost (s) 
Teplotní vodivost (1) 
Poloha rozhraní 
Průměrný tepelný tok 
po čas tmax 
Odvedená tepelná en 
ergle [J] 
Omezení celkové ceny 

.3.3: Výsledné opt imáln í hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

vykompenzovat fakt, že musí být splněn požadavek na polohu rozhraní spoz = 0.025 [m 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

Obrázek 6.27: Ú.3.3: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a tep lo tn ího rozložení ve 3D 

x In] 

Obrázek 6.28: Ú.3.3: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a tep lo tn ího rozložení ve 2D 

Požaduji , aby byl tepe lný tok co největší, ale aby byla dosažena poloha spoz, tudíž musí 
mí t mate r iá l dos ta tečně velkou kapacitu na akumulaci. To je docíleno zvýšením hustoty 
p a nás lednými maximáln ími hodnoty měrných tepelných kapacit cs, q . Obrázky 6.27 a 
6.28 znázorňují p růběh teploty v t é t o úlohy. 
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6.3. DVOUFÁZOVÝ PROBLÉM: TUHNUTÍ 

4. ú l o h a optimalizace: 

Najdi co nejmenší celkovou cenu, kterou musí zákazník zaplatit za vlastnosti mater iá lu 
(k, c, p, Lf) tak, aby t epe lná energie odvedená za čas tmax byla rovna požadované odvedené 
energii Qpoz při využi t í max imá lně s m a x mater iá lu . Formulace úlohy: 

mm cenaceik = cena.ka + cena^ + cenap + cenaCa + cenaCa + cenciL 
t 

s.t. 

t=i 
erf (A) ^TT ast 

Q Qpoz j S(tmax) — Smax 

+ erf (A) k Oil 

Cil : 

- A 2 ( a 3 / « i ) 

Tm - T0 e r f c ľ A ( a s / a z ) ^ j Cs(Tm ~ Tt 

— , + Omezeni (6.9) a (6.10) 
P ci pcs 

A G (0.05,4) [-], Qpoz = 10 [MJ], s m a x = 0.2 [m] 

Ti = 340 [K], Tm = 300 [K], T 0 = 270 [K], í m a z = 1500 [s]. 

(6.14) 

Opt imáln í výsledné hodnoty veličin při požadavku na minimalizaci celkové ceny při 
dodržení zadaných omezení jsou zobrazeny na obrázku 6.29. P ř i v ý p o č t u nebylo využi to 

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL 

VAE Iii 0.050 1 571 2.000 
VAE ká D. 050 _ 34-5 2.000 
VAE r ho 450.000 1300 000 1300.000 -0.008 
VAE c l 1000.000 4000 000 4000.000 
VAE C3 1000.000 4000 000 4000.000 -1.344E-4 
VAE L f 50000.000 1.4859E+5 3.0000E+5 1.963E-14 
VAE kľlcena -INF 5 = 12 +INF 
VAE -INF 350 +INF 
VAE rhocens -INF 1 = 21 +INF 
VAE clcer.a -INF 5 312 +INF 
VAE cscena -INF 5 312 +INF 
VAE L fcena -INF z 741 +INF 

VARIABLE 
VARIABLE 
VARIABLE 
VAEIA3LE 
VARIABLE 

lai r i d a . L 
alphas.L 
alphal.L 
s.L 
Jpruir.. 1 

VARIABLE ßodved.L 

VARIABLE Cenacelkir.in. L 

0.36966 
3.554645E-7 
3.021448E-7 

: • . : ' 1 T : I T 

6666.66667 

1.000000E+7 

17.45368 

Parair.etr 
Teplotní vodivost (s) 
Teplotní vodivost (1} 
Poloha rozhraní 
Frjir.ěrný tepelný tok 
po čas t_ir.ax 
Odvedená tepelná en 
ergie [J] 
Miniir.ální cena za mat 
eriálové v l a s t n o s t i 

Obrázek 6.29: Ú.3.4: Výsledné opt imáln i hodnoty z pros t ředí Gams pro čas tmax 

maximum polohy rozhraní fází s m a x , což je v pořádku a velikost odvedené energie je rovna 
Qpoz- Z opt imálních dat vidíme, že součinitele tepelné vodivosti jsou menší oproti p ř ípadu 
6.3.3 a to hlavně kvůli velikosti polohy rozhraní fází s(tmax). V důsledku toho je dosaženo 
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6. MATEMATICKÉ A OPTIMALIZAČNÍ MODELY A JEJICH VÝSLEDKY 

Obrázek 6.30: Ú.3.4: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 3D 

x [n] 

Obrázek 6.31: Ú.3.4: P r ů b ě h změny polohy rozhraní a t ep lo tn ího rozložení ve 2D 

maximálních hodnot při hus to tě p a měrných tepelných kapaci tách cs, q. Měrné la tentn í 
teplo L f je oproti přecházejícím ú lohám v př ípadě dvoufázového t u h n u t í větší v rámci co 
nej větší kapacity mater iá lu , díky malé změně polohy rozhraní fází. 

Z Mat labu získávám grafický p r ůběh úlohy v prostoru (x, t, T) viz obrázek 6.30 a v 
rovině (x,t) obrázek 6.31. 
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6.4. ZÁVĚREČNÉ ZHODNOCENÍ ÚLOH 

6.4 Závěrečné zhodnocení úloh 
V př ípadě t u h n u t í podchlazené tekutiny 6.1 jsem řešil dvě opt imal izační úlohy. V první 
úloze maximalizuji polohu rozhraní s(ť) a v d ruhé úloze požaduji max imáln í teplotu Tj 
na kterou je mater iá l podchlazen tak, aby bylo dosaženo požadované polohy rozhraní fází 
Spoz- Obdržené výsledky se jeví jako opt imáln í a jsou pa t ř ičně okomentovány. Č t e n á ř si 
mohl povš imnout , že oproti p ř í p a d ů m 6.2 a 6.3 jsem neřešil úlohy týkající se maximalizace 
tepe lného toku a akumulace tepelné energie. Tyto úlohy by ztrácely význam, jelikož pokud 
si p ředs tav íme, že t u h á fáze m á kons tan tn í teplotu Tm po celou dobu t, neprob íhá přes 
ni žádný přenos tepla a teplo uvolněné v p růběhu t u h n u t í je převedeno do podchlazené 
tekutiny a t ím zvyšuje její teplotu. V tomto př ípadě by se ú loha týkající se akumulace 
nejevila jako požadavek, k terý nás v př ípadech podchlazení zaj ímá. Navíc při akumulaci 
energie je podchlazení jev nežádoucí a snažíme se mu vyhnout. 

Př i problému tán í pevné lá tky o teplotě změny fáze 6.2 jsem již řešil 4 úlohy optimali
zace. P r v n í ú loha je s te jná jako v př ípadě t u h n u t í podchlazené tekutiny 6.1, kde veličiny 
nabývaj í očekávaných hodnot. Mírně pozměněná je d r u h á úloha, kde požaduj i maximáln í 
teplotu na kterou je lá tka v čase t > 0 a poloze x = 0 us tá lena . V dalších úlohách se 
zaobí rám požadavkem na maximalizaci t epe lného toku a minimalizaci ceny na výrobu 
P C M . Ve t ře t í úloze bylo dosaženo maximáln í ceny na výrobu P C M , kterou je zadavatel 
ochotný zaplatit a tedy při možnost i investovat větší peněžní obnos na výrobu P C M , je 
možné docílit lepších výsledků. Ve č tv r t é úloze je docíleno požadované akumulované ener
gie Qpoz za čas tmax a cena za mater iá l je nejmenší možná při splnění všech omezujících 
podmínek . 

Ve Dvoufázovém problému t u h n u t í se zabývám stejnými opt imal izačními úlohami, 
jako v př ípadě 6.2. Změní se zadání pouze 2. úlohy, ve které h ledám co největší teplotu 
T0 na které je povrch média v čase t > 0 a poloze x = 0 ochlazeno. Interpretace výsledků 
úloh 3 a 4 se pozmění , jelikož se v tomto př ípadě j e d n á o t u h n u t í kapalné látky, je nu tné 
uvažovat mís to tepe lného toku do objemu a akumulace tepelné energie, tepe lný tok z 
objemu a velikost tepla odevzdaného v p růběhu procesu. 

Př i řešení všech úloh bylo dosaženo opt imálních výsledků. V některých př ípadech 
je nu tné dosáhnou t přesných požadovaných hodnot, což je požadavek hodně s t r ik tn í a 
je p o t ř e b a volit tyto požadavky (viz požadovaná poloha rozhraní spoz a hodnota aku
mulovaného tepla QpOZ) vhodně , tak aby bylo možné vyřešením těchto úloh dosáhnou t 
opt imálních hodnot. Tyto podmínky, by se daly zmírni t při nahrazení rovnosti (=) za 
nerovnosti(<, >) a hodnoty vzít z intervalu, k teré může veličina nabýva t . 

V diplomové práci řeším celkem 12 úloh. Některé úlohy maj í podobné i stejné poža
davky na extremalizaci v las tnost í charakterizující přenos tepla. J e d n á se ovšem o různé 
procesy vedení tepla se změnou fází a je nu tné každý výsledek zvlášť probrat a promyslet, 
zda se opt imáln í veličiny jeví jako správné. 
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7. ZÁVĚR 

7 Závěr 
V úvodní část i diplomové práce byly zavedeny důležité t e rmodynamické pojmy, které 

jsou po t ř ebné při řešení problematiky vedení tepla a jsou základem pro vytvoření matema
tického modelu. Součást í práce je odvození diferenciální rovnice vedení tepla v tělese a její 
následné zjednodušení na př ípad, kdy se uvažuje kons tan tn í součinitel tepelné vodivosti, 
bez vni t řních zdrojů v rámci tělesa. V další kapitole jsem př ipomněl hlavní důvody, proč 
se lidstvo začíná více soust ředi t na obnovitelné zdroje energie, jejich využi t í a nutnost 
akumulace energie. Shrnul jsem různé druhy akumulace energie. Následně jsem se zaměřil 
na akumulaci tepelné energie, kde jsem vysvětlil výhody a nevýhody akumulace pomocí 
ci telného a l a ten tn ího tepla. Uvedl jsem, jaké mater iá ly s fázovou přeměnou se používají 
při akumulaci s využ i t ím la ten tn ího tepla a jaké jsou jejich výhody a nevýhody. 

Kapi to la 4. se již věnovala problematice vedení tepla s fázovou přeměnou, kde jsem 
uvedl hlavní poznatky při řešení úloh s procesem tán í nebo t u h n u t í a co představuje pojem 
Stefanův problém. V 5. kapitole jsem využil znalost í z předchozích kapitol a zavedl t ř i 
úlohy týkající se vedení tepla s fázovou přeměnou, u kterých jsem se již konkrétněj i věnoval 
postupu při řešení úloh. Tato kapitola byla stěžejní část í při vy tvářen í ma temat i ckého 
modelu a byl zde uveden i rozdíl při definování Error funkce v pros t ředí Mat lab a Gams. 

Hlavním cílem diplomové práce bylo sestavení opt imal izačních modelů pro extrema-
lizaci veličin charakterizující přenos tepla u t řech daných úloh. V poslední kapitole jsem 
nejprve vytvoři l základní ma tema t i cký model pro všechny typy úloh v pros t ředí Mat lab 
s využi t ím postupu zavedeného v 5. kapitole. Tyto modely jsem dále využíval při tvorbě 
opt imalizačních modelů , kde bylo nu tné zadat různá omezení pro optimalizaci požado
vaných hodnot. Jde vidět , že omezující intervaly pro hodnoty vlas tnos t í mate r iá lu jsou 
voleny dosti široké, ale s t ěmi to intervaly se dá libovolně pohybovat v rámci možnost í 
výrobce. Důleži tým typem omezení byla cena, kterou musíme zaplatit za opt imáln í vlast
nosti mate r iá lu při tvorbě vhodného P C M . Optimalizaci v pros t ředí Gams jsem prováděl 
pomocí nel ineárního řešiče C O N O P T . K a ž d á ze t ř í úloh se skládá ze čtyř částí , kde jsou 
zadány různé požadavky na maximalizaci či minimalizaci. Výpoče t opt imálních hodnot je 
následně in terpre tován v p o d o b ě výsledných hodnot z pros t ředí Gams a vyobrazení grafic
kých výsledků řešení z pros t ředí Matlab. Následně po jednávám o správnost i obdržených 
výsledků a slovně interpretuji výs ledná řešení. 

Věřím, že m á práce bude př ínosem v odvětví zabývající se akumulací tepelné energie 
a jsem rád, že jsem mohl pracovat na t é to diplomové práci a rozšířil své znalosti v oblasti 
termomechaniky. Dále jsem si při vypracování diplomové práce zlepšil své dovednosti 
programování , počí tačového modelování a optimalizace v Mat labu a Gamsu. 
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Seznam použ i tých s y m b o l ů a zkratek 
Symbol Jednotka 

Q [J] 
Q [J kg" 1 ] 

Q [W] 

Q [W m" 2 ] 
t [s] 
x [m] 
T [K] 
Ti [K] 
Ts [K] 
T 
± m 

[K] 
Ti [K] 
T0 

[K] 

s(t) [m] 

P [kg m - 3 ] 
c [J k g " 1 K " 1 ] 
cs 

[J k g " 1 K " 1 ] 
Cl [J k g " 1 K " 1 ] 
k [W m " 1 K " 1 ) ] 
ks 

[W m " 1 K " 1 ) ] 
h [W m " 1 K " 1 ) ] 
L, Lf [J kg" 1 ] 

Q* [W m" 3 ] 

ďffíin [kg s"1] 
driiout [kg s"1] 
u [J kg" 1 ] 
u [J] 
a [m 2 s -1] 

[m 2 s - 1 ] 
as [m 2 s - 1 ] 
A H 
a [m] 
b [m] 
S [m2] 

V e l i č i n a 
teplo 
měrné teplo 
tepelný tok 
hustota tepe lného toku 
čas 
poloha 
teplota 
teplota v kapalné fázi 
teplota v pevné fázi 
teplota t án í ( tuhnut í ) 
teplota kons tan tn í na počá tku 
teplota na kterou se těleso na p o č á t k u ohřeje nebo 
ochladí 
poloha rozhraní fází v čase t 
hustota 
měrná t epe lná kapacita při Q = cs 

měrná t epe lná kapacita v pevné fázi 
mě rná t epe lná kapacita v kapalné fázi 
součinitel tepelné vodivosti při ks — k\ 
součinitel tepelné vodivosti v pevné fázi 
součinitel tepelné vodivosti v kapalné fázi 
la tentn í teplo 
teplo, které zůs tane v elementu v důsledku vni t řních 
zdrojů 
hmotnos tn í p rů tok vstupující do elementu 
hmotnos tn í p rů tok vystupující z elementu 
měrná vni t řn í energie 
vni t řn í energie 
tep lo tn í vodivost 
tep lo tn í vodivost v kapalné fázi 
tep lo tn í vodivost v pevné fázi 
parametr 
šířka průřezu 
výška průřezu 
plocha průřezu kolmá k t epe lnému toku 
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A Tabulky pro v ý p o č e t parametru a 
grafy 

A . l Jednofázový problém: Tuhnut í podchlazené teku
tiny 

A . 1.1 Tabulka 

i2 C(Tm - Tj) Ste 
key erfc(A) = m ' = —— 

L J n J JI 

0.00 O.OOOOGE+00 
0.10 8.96457E-02 
0.20 L61804E-01 
0.30 2.20380E-01 
0.40 2.68315E-01 
0.50 3.07845E-01 
0.60 3.40683E-01 
0,70 3.68151E-01 
0.80 3.9128OE-01 
0.90 4.1087SE-01 
1.00 4.27584E-01 
1.10 4.41904E-01 
1.20 4.54245E-01 
1.30 4.64935E-01 
1.40 4.74241E-01 
1.50 4.8237SE-01 
1.60 4.S9525E-01 
1.70 4.9582SE-01 
[.80 5.01408E-01 
1.90 5.0636SE-01 
2.00 5.10791E-01 
2.50 5.27016E-O1 
3.00 5.37003E-O1 
3.50 5.43528E-01 
4.00 5.47998E-01 

Hodnoty Stefanova čísla podělené y/ň v závislosti na hodno tě A [2] 
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A.2 Jednofázový problém: Tání pevné látky o teplotě 
změny fáze 

A . 2.1 Tabulka 

L JJT 

0.00 O.OOOOOE+00 
0.10 1.13593E-02 
0.20 4.635 83E-02 
0.30 1.O7872E-01 
0.40 2.O1089E-01 
0.50 3.34168E-01 
0.60 5.19315E-01 
0.70 7.74470E-01 
0.80 1.12590E+00 
0.90 1.61224E+00 
1.00 2.29070E+00 
1.10 3.24693E+00 
1.20 4.61059E+00 
1.30 6.58039E+00 
1.40 9.46482E-00 
1.50 1.37492E+01 
1.60 2.O2078E+01 
1.70 3.OO928E+01 
1.80 4.54593E+01 
1.90 6.97291 E+01 
2.00 1.O8686E+02 
2.50 1.29451E+03 
3.00 2.43087E+04 
3.50 7.31434E+05 
4.00 3.55444E+07 

Hodnoty Stefanova čísla podělené v závislosti na hodno tě A [2] 
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Obrázek A . 2 : Hodnoty ^ £ úlohy: Tání pevné lá tky o t ep lo tě změny fáze 


