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Uvod

Bakalarska préace ,,Linearni algebra v prikladech vznikla s cilem poskytnout studen-
tim linearni algebry komplexni a dostupny material k procvicovani jejich znalosti.
Jedna se o praci, kterda zpracovava rizné druhy tloh na jednotlivd témata. Tyto
tlohy obvykle byvaji obtizné dostupné v ¢eském jazyce a také ztidka prezentované
v podobé systematicky usporadané sbirky. Takovouto sbirku jsem vyhledavala pri
pripravé na zapoctovy test a zkousku z linearni algebry.

Hlavnim cilem této prace je tedy vytvorit komplexni shirku ptikladi z oblasti
linedrni algebry, se zamérenim na témata: Homomorfismy euklidovskych vektoro-
vych prostoru (véetné podkapitol: Ortogonalni projekce a Ortogonédlni homomor-
fismy), Faktorovy vektorovy prostor a Jordanova baze piislusna linedrnimu opera-
toru (véetné podkapitol: Podprostory cyklické vzhledem k linedrnimu operétoru,
Jordanova béze prislusnd linedrnimu operatoru, Jordantv tvar ¢tvercové matice). V
kazdé kapitole nalezneme nejen zadani a okomentované feseni nékolika prikladi, ale
také teoretickou cast obsahujici definice a véty relevantni k danému tématu. Tato
teoreticka cast bude slouzit jako zakladni referencni material pro studium jednotli-
vych témat a bude vyuzivana pri reseni prikladi. Celkové tak vznikne bohata sbirka
nékolika prikladia s podrobnymi fesenimi, okomentovanymi postupy a odkazy na
teoretickou ¢ast pro hlubsi pochopeni danych témat.

Pri tvorbé této prace jsem kladla diraz nejen na obsah, ale i na formu. Snazila
jsem se o to, aby jednotlivé priklady vychazely pocetné hezky a aby jejich feseni bylo
pro ¢tenate prehledné a jasné. Vérim, ze tato sbirka prikladia poslouzi nejen mné
pii mé vlastni priprave, ale i ostatnim studenttim, kteti hledaji efektivni zptsob, jak
procvicit své teoretické znalosti v praxi prostfednictvim zajimavych prikladii.



Kapitola 1

Homomorfismy euklidovskych
vektorovych prostoru

Zacatkem bych chtéla zdiraznit, Ze se tato kapitola Fidi skripty Linedrni algebra [1],
podle nichz je taktéz roz¢lenéna na podkapitoly: Ortogonalni projekce a Homomor-
fismy euklidovskych vektorovych prostorii. V kazdé z téchto podkapitol se nachézi
sekce ,, Teorie®, ve které nalezneme vsechny potiebné definice a véty, na které se bu-
deme déle odkazovat v sekci ,,Priklady*. Véty uvadime bez dikazu a zvidavé Ctenare
odkazujeme na seznam literatury.

Je tfeba také poznamenat, ze pokud se zde vyskytnou priklady podobného cha-
rakteru, podrobné vysvétleni kazdého kroku uvadime pouze pii feSeni prvniho pii-
kladu. Reseni podobnych piikladd jiz tak detailni nejsou.

1.1. Ortogonalni projekce

1.1.1. Teorie

Definice 1.1.1. Fuklidovskym wvektorovym prostorem rozumime vektorovy
prostor V nad télesem realnych ¢isel R spolu se zobrazenim - : V xV — R
majici nasledujici vlastnosti:

1. VvuuveV:u-v=v-u,

2. Vu,v,weViu-(v-w)=u-v+u-w,
3. Yu,ve V¥t e R: (tu) - v=t(u-v),

4. YueV:iu#o=u-u>0.

V tomto pripadé nazyvame zobrazeni - : 'V x V — R skalarnim ndsobenim
na V a redlné ¢islo u - v pak skaldrnim soucinem vektori u a v.




Definice 1.1.2. Necht u € V. Pak normou vektoru u rozumime c¢islo ozna-
¢ované ||u|| a definované takto:

[uf| = Vu-u

Je-li [Ju|| = 1, fekneme, Ze vektor u je normovany.

Definice 1.1.3. Necht ¢4 C V. Rekneme, 7Ze

1. U je ortogondlni mnoZinou vektori, jestlize plati:

Vu,veld:u#v=u-v=0.

2. U je ortonormalni mnozinou vektori, jestlize je ortogonalni a plati:

Yuel: ||ul| =1.

Definice 1.1.4. Rekneme, 7e baze B euklidovského vektorového prostoru V
je

1. ortogondlni bdzi, jestlize B je ortogonalni podmnozinou ve V,

2. ortonormdlni bdzi, jestlize B je ortonormalni podmnozinou ve V.

Véta 1.1.5. Necht u € V, W CC V. Pak je vektor u kolmy na podprostor
W, prdavé kdyz je kolmy na nékterou (a pak tedy kaZdou) mnozZinu generdtori
podprostoru W.

Definice 1.1.6. Necht Q C V. Ortogondlnim doplnkem mnoZiny Q ve V
rozumime mnozinu vektortt z V kolmych na Q a oznacujeme ji Q= .

Véta 1.1.7. Necht W je podprostor euklidovského vektorového prostoru V.
Pak projekce pwl privazuje kaZdému vektoru x z 'V jeho kolmy primeét do
podprostoru W.

Definice 1.1.8. Necht W je podprostor euklidovského vektorového prostoru
V. Pak projekci pW nazyvame ortogondlni projekce prostoru 'V na podprostor
W a znacime ji pw.




Véta 1.1.9. Necht W je podprostor euklidovského vektorového prostoru 'V,

(Vi,...,Vvg) je baze W, B je bize V. Oznacme A matici, kterd md v i-tém
sloupci vektor {v;}g,i =1,..., k. Pak matice
Q=A(ATA) AT, (1.1)

je matici ortogondlni projekce V.-na W v bdzi B.

J

Poznamka 1.1.10. Odvozeni této véty zde psat nebudeme, zajemce odkazujeme
na seznam literatury. [7]
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1.1.2. Priklady

Poznamka 1.1.11. Nasledujici priklad lze Tesit vice zpusoby, ukazeme si zde dva.
Tedy priklad 1.1.12 a) budeme fesit prvnim zptsobem a piiklad 1.1.12 b) druhym
zpusobem. U prikladu 1.1.12 ¢) si uvedeme pouze spravny vysledek.

Priklad 1.1.12. Naleznéte ortogonalni projekci p prostoru V na podprostor W,
ktery je generovan vektory v; a va, je-li ve zvolené ortonormalni bazi B prostoru V
dano

a) {vi}g=(1,2,2,—1) a {va}g =(2,—1,-2,1),
b) {vi}s=(1,1,5,—-1) a {va}s = (—1,0,2,—-1),
c) {vi}s =(1,0,—-2,-1) a {va}s = (—1,-2,1,0).
Reseni a):
V prvnim kroku nalezneme ortogonalni doplnék W+. S ohledem na definici 1.1.6 a

vétu 1.1.5 plati:
xeWtex - vi=0, x-vy=0.

Jestlize polozime {x}5 = (21, x9, 23, 14), dostavame soustavu linedrnich rovnic

SL’1+2$2+2!E3—1’4:0

2%1—1’2—2$3+$4:0.

Maticové ji mizeme zapsat a upravit takto:

1 2 2-1 1 2 2-1 1 2 2-1 1 0-2 ¢
2-1-2 1/ \o-5-6 3) 7o 1 ¢-2]" 1o 1 &3

Déle nalezneme fundamentélni systém feseni této soustavy. Nejprve volme napti-

klad x5 = 1 a x4 = 0. Dostaneme vektor wy = (— %7 1, —%, ()). Poté volme naptiklad

Ty = 0 axy = 1 a dostaneme vektor wy = (0, 0, %, 1). Odtud W+ = [wy, w]. JelikoZ
W =1Impa W+ = Kerp, pak pro i = 1,2 plati

o
Ul

p(vi) = vy,
p(w;) = o.

Nyni se zabyvejme vyjadrenim této projekce. Analytické vyjadreni bychom cekali
ve tvaru:

P Y1 = A11%1 + A1 T2 + A31T3 + Q4174
Y2 = A12T1 + G22T2 + Q3273 + Q4274
Y3 = Q1371 + A23T2 + A33T3 + A43T4

Y4 = (1401 + Q24T + G343 + A4424.

Dosadime-li do néj nase vektory, ziskdme soustavu linearnich rovnic pro neznamé
a1, A12, - - -, Aqq:
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=1
=2
ay; + 2 ag; + 2a3; — ag; = .
, 1=3
1, i=4
2 =
1, i=2
2a1,—  ag; — 2a3; + ay = .
-2, 1=
1, i=4
1 5
—gau—i‘ a2i_6a3z‘ =0, 1<1<4,
1
—§G3i+a4¢=0, 1 <1< 4,
jiz mizeme zapsat maticové takto:
1 0 0 O 14 1 2 1
1 2 2-111 2 2-1 B 5 15 15
2-1-2 1|2-1-2 1 010 0] 5 2 % —
—1 —3 T 2 2 8 4
31?00000 001 o0/-2 2 &_41
0O 0 5 1/]0 0 0 O
2 1 1 4 2
0 0 0 1 T TF T i
Dostavame matici projekce
14 3-2 1
1 3 6 6-3
1 -3—-4 2

Navic se presvédéime, Ze je dand matice idempotentni ((p, B)(p, B) = (p, 6)) a sy-
metricka, tj. jedna se o matici ortogonalni projekce p.

O
Reseni b):
Tento priklad budeme Fesit uzitim vztahu (1.1) ve vété 1.1.9, ktery zni:
Q=A(ATA) AT

Vytvorme nejprve matici A, do jejiz sloupct vlozime postupné vektory vy a va ze
zadéani takto:

1 -1
1 0
A= 5 2
-1 -1
Spocitejme
1 -1
T~ (1 1 5-1 1 0 (28 10
AA_<—102—1 5 2 \10 6
-1 -1



a naleznéme inverzni matici k matici ATA:

1 (3 =5
TAN-1 _ &
A A =3 (—5 14)'

Déle s vyuzitim vztahu (1.1) pocitejme

1 -1 34 17 17 34
3 5 4 3 5 1

Q- 3 31 <1 1 5 —1> | s w1
- 5 7 - 1 5 31 4

21 \-u 1w/ 1 5-1 VAT Vi 1

1 -1 noo1 4 7

217 8 2 11

18 3 5 2

(p7 ﬁ) 374 9 5 31 —8
11 2 -8 7

Reseni c):

O

Vyse uvedené postupy aplikujeme i na posledni priklad a ziskdme matici projekce

ve tvaru
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Piiklad 1.1.13. Ortogonélni projekce vektoru u = (5,—1,0,1) z vektorového pro-
storu V na podprostor W, W = [vy, vy|, je-li ve zvolené ortonormélni bazi B pro-
storu V déno {vi}p = (1,0,—1,1) a {va}s = (—1,—1,1,0), je ve tvaru

(a,b, —a,a).
Matice reprezentujici ortogonalni projekci p je ve tvaru
a b—a b
bl b ¢—b—a
d|—a—-b a -0
b—a—-b c
Doplnte
a= b= ,C= ,d=
Resent:

Nejprve naleznéme matici ortogonalni projekce. Timto jsme se zabyvali jiz v prikladu
1.1.12, proto zde budeme uvadét reseni velmi strucné. Naleznéme tedy ortogonalni

doplnék W+,
1 0-1 1 1 0-1 1
—1-1 1 0 0-1 0 1/)°

Nalezneme déle fundamentalni systém reseni soustavy linedrnich rovnic, které od-
povidé vyse uvedend matice a dostavame vektory wi = (1,0,1,0) a wo = (0,1, 1, 1).
Déle jiz upravujme

1000 2 1-21
1 0-1 1| 1 0-1 1 b8 s s
1-1 1 0|-1-1 1 0 010 0 5 2-5-2
2 1 2 1
1 01 0f 0 0 0 O 001 o0[-2-% 2-1
0 1 1 1| 0 0 0 0
1 2 1 3
000 1) 5-5-5 5
Dostavame matici projekce
2 1-2 1

1 1 3-1-2
(p7ﬂ) - 5 921 92 -1

1-2-1 3

Navic je dana matice idempotentni a symetricka, tj. jedna se o matici ortogonalni
projekce p.

Déle zjistime ortogondlni projekci vektoru u = (5,—1,0,1) na podprostor W.
Staci dany vektor vynésobit matici ortogonalni projekce, takto:

2 1-2 1
1| 1 3-1-2
(6.-101)- | 5 7 5 [|=@1-22)
1-2-1 3

Dostévame tedy kolmy prumét u* vektoru u na W, pricemz plati: u* = (2,1, -2, 2).
Na zavér muzeme doplnit



O

Priklad 1.1.14. Naleznéte matici ortogonalni projekce p prostoru V na podprostor
W, W = [vy, vy, je-li ve zvolené ortonormélni bazi B prostoru V dano

{vi}s =(1,2,0,1),{v2}s = (-1,2,1,0).
Jaka je ortogondlni projekce vektoru u na podprostor W, je-li
a) {ujz=(1,1,3,2),
b) {u}sz =(0,-3,5,1).
Resent: 5
Opét jsme se zde jiz takovy typem prikladu zabyvali. Resime tedy podobné jako pti-

klad 1.1.12 tentokrat dle FeSeni b). VyuzZijeme tedy vztahu (1.1): Q = A(ATA) AT
z véty 1.1.9, kde za matici A dosazujeme

— O N =
O = N =

Déle pocitejme

O Ol ©OIN W

Ol OIN O W

v
/l—\

— =

DN DN

— O

O =
~___—

I

|

Wi Wi O winy

O Ol ol O

Ziskame matici projekce ve tvaru
6
1 0
3

Pak uz jen vektor u vynasobime matici (p, 5) a dostavame

2 1 1
5 0 3 3
*=(1,1,3,2 0%%%—1212
a)u' =(1,1,32)-| 1+ 2 2 _1|=1(52373)
3 9 9 9
12 1 2
3 59 o
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b) u* = (0,—3,5,1) -

Wi W= O wiN

O O ol O
Ol O O W
|
O Ol O W
I
VS
|
[SUIN
|
[SLIFN
W=
|
—
—

O

Priklad 1.1.15. Jaka je ortogonalni projekce vektoru v z prostoru V na rovinu
2z —y + 2z =0, je-li ve zvolené ortonormalni bazi B dano {v}z = (2,0,1).

Resent:

Resime opét podobné jako v predchozich piikladech, avSak nejprve musime vytvorit
bazi B zadané roviny. Vyuzijeme napiiklad vektory u; = (1,2,0) a us = (0,1, 1).
Takze B = ((1,2,0), (0,1,1)). Dale opét vyuzijeme vztahu (1.1) z véty 1.1.9, kde za
matici A dosazujeme

1 0
A=12 1
0 1

Pocitejme tedy
TA _ (D 2 TAV-1 _ :
AA—<2 2), (AA) _(—{

Nésledné dosazenim do vztahu (1.1) ziskdme matici projekce

)6 1)

Nyni uz ndm staci vektor v vynéasobit matici (p, B) a dostavame ortogonélni projekci
vektoru v na vyse zadanou rovinu.

Wl Wl
[SN[S RVEITEN
SN——

Wl Wl
[oN [ WIIT
W= W= W=
D= DT W=
DT D= W=

1 0
Q=pB)=|2 1 (_
0 1

v =(2,0,1)

QO =00 =00 =
DD T =

U =0 =
I
N\
Wl
S| Ot
|
[\
| =
~
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1.2. Ortogonalni homomorfismy

1.2.1. Teorie

Definice 1.2.1. Necht (V, ), (W, o) jsou euklidovské vektorové prostory. Ho-
momorfismus f: V — W se nazyva ortogondlni, jestlize plati:

Vx,y € Vix-y = f(x)o f(y).

Véta 1.2.2. Necht f je ortogondlni homomorfismus V do W. Pak pro kazdé
X,y 2z V plati:

LAFGOI = IIxI1%,
2. £(f(x), f(y)) = £(x, ),
8. p(f(x), f(¥)) = p(x,y).

Véta 1.2.3. Necht f je homomorfismus V do W, B, C libovolné ortonormdlni
bdze po rade prostoru V, W. Pak je f ortogondlni izomorfismus V na W, pravé
kdyz

(f,B,C)(f,B,C)T =E.

Definice 1.2.4. Orotogondlni matici rozumime ¢tvercovou matici A, pro kte-
rou plati

AAT = E.

Véta 1.2.5. Necht je dana ctvercovd matice A € M, x, a necht ddle ¢, =
(11,021, Gn1)y -y Co = (Q1n, An1y - - -y Anp) JSOu sloupce této matice. Pak A
je ortogondlni, jestlize plati

CZ"CZ':l, ‘v’izl,...,n,

Cicj =0, proi # j

acy,...,Cp je ortonormdlni systém.

Poznamka 1.2.6. Poznamenejme, ze ve vété 1.2.5 je ,,-“ skalarni soucin z definice
1.1.1. Dale lze dokazat, ze ve vété 1.2.5 lze misto sloupcti matice uvazovat jeji radky.
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1.2.2. Priklady

Priklad 1.2.7. Ovérte, zda jsou nasledujici matice ortogonalni.

82
N—
|
I
Wl Wt Wit
|
W Wl wN
|
WIN W W=

byB=2L1|-10 10 5 |,
—4/5 =5v5 25
1 2 2
s 0 3 —3
g L 1 1
V3 V3 V3
o) C=|_o 1 o 1
3vV2 V2 3vV2 3V2
2 1 5 L
V6 NG V6
Resent:

S ohledem na vétu 1.2.4 je matice A € R™" ortogondlni pravé tehdy, kdyz AAT =
E. Staci tedy tuto vlastnost ovérit pro zadané matice.
Nejprve fesme a)

H

|

|
W= W Wi
[
W Wl wiN
[
WIN W W=
[
Lol LN W
[
W Wi Wi
[
WIN WIN W=

Il
ol O =

Ol = O
— Ol ©l

coz znamend, ze A neni ortogonalni. Prejdéme tedy k dalsi matici v b).

] 3v6 0 6V5 { 3v5 —10 =45 1 0 0
BBT:ﬁ —10 10 5 G 0 10-5V5|=10 1 0
—4y/5 =55 25 6v5 5 25 0 0 1

Zde jiz jednotkovou matici dostavame. Matice B je tedy ortogonalni. Ovérme jesté
ortogonalitu matice C, tj.

19 2z 2 19 -2 2
3 3 3 3 3vV2 V6
o0 L 1 1 0 L _1 _1 1000
T Vi V3 3 Vi V2 V6 01 0 0
CC =1_2 1+ =2 ||l 2 2 2 ogl=lo o0 1 o
32 V2 3v2 o 3V2 3 V3 3V2
2 1 g L]z 1 1 1 0 0 0 1
NG V6 3 V3 32 V6

Opét dostavame jednotkovou matici, a tudiz mizeme Tict, ze i matice C je orto-
gonalni. Poznamenejme jesté, ze pokud bychom dostali namisto jednotkové matice
matici diagonalni, sloupce matice by sice tvorily ortogonalni bazi prostoru, ale ni-
koliv bazi ortonormalni, a tudiz by se nejednalo o ortogonéalni matici.

O
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Priklad 1.2.8. Je dana matice A. Urcete a,b,c > 0 tak, aby A byla ortogonalni.

a _c¢ _c¢
b b b
_ Ve  Ac
A: 0 C C )
_2/c _ e _ e
b be be
a = b= ,C=

Reseni:
Nejprve si dle véty 1.2.5 a pozndmky 1.2.6 oznac¢ime jednotlivé radky nasi matice

jako:

a ¢ ¢ Ve e 2\/c e e

CGi=1|7,—7,—7] C2= 07_777 , C3 = I R R I
b b b c’' c b

Mohli jsme se rozhodnout pro sloupce, nicméné diky vybéru radkt se nam reseni
znacné zjednodusi. Pokud chceme, aby uvedena matice A byla ortogondlni, pak s
ohledem na vétu 1.2.5 musi platit:

C;,-C; = 1, Vi = 1,2,3,
c;-c; =0, proi # j.
Konkrétné tedy

a _¢c ¢y (a _¢ ¢\ _ 2 _ 32 2 _
Ci-C; 1<=>(b, b’ b> <b, b b) l<a b* + 2c¢ 0,
cg-c2:1<:>(O,—\/E,\/E>-(O,—\/E,\/E>:1<:>c:2,
C C C C
B 2/c e e 2y/c e e\ > 2 _
°3'C3—“:’( T e bc) ( T e b()—“:”” =2,
c1-C2:0<:>(a,—c,—6> <0,—ﬁ,ﬁ)=0<:>0=0,
b” b b c’' c
a ¢ ¢ 2\/c e e
3 = S O (‘A A i 2a\/¢ = 2
G 0©<b’ b’ b) ( b be’ bc> 0 20v/c =2,
9
c2~c3—0<:>(0,—\/6,\/6)~(—\/E,—\/E,—\/E)—O<:>O—O.
c’ c b be b

Jiz z druhého tadku ziskdme ¢ = 2 a z patého radku ziskdme a = 1. Nakonec
dosazenim téchto proménnych do prvniho radku ziskdme b = 3. Ovérime, Ze tyto
hodnoty vyhovuji i zbylym rovnicim. Snadno lze ovérit, stejné jako v predchozim
prikladu, Ze je dand matice ortogonalni.

O
Priklad 1.2.9. Je dana matice A. Urcete a, b, c,d > 0 tak, aby A byla ortogonalni.
V2
72 0 a
_ V6 V6
A= _?6 36 b
—d —d c
a= b= ,C= ,d=




Reseni:
Opét vyuzivame stejné reseni jako u predchoziho prikladu. Tentokrat oznac¢ime radky

matice:
V2 V6 6
C1:(2,076L , C2 = _?7?717 ,ng(—d,—d,C).

Pokud chceme, aby uvedena matice A byla ortogondalni, pak opét s ohledem na vétu
1.2.5 musi platit:

CZ"Cz‘Zl, Vi:1,2,3,
c;-c; =0, proi # j.

Konkrétné tedy
Ci-C = 1<

C2'02:1<:>
c3rc3=1&

ci-rc3=0&

Vsechny skaldrni souciny zde nepiSeme, jelikoz ndm ke zjisténi jednotlivych pro-

ménnych postaci pouze vyse vypsané. Tedy z prvniho fadku dostdavame a = % z
druhého b = % a na zaver z poslednich dvou radka zjistime, ze ¢ = d = ?
O

Piiklad 1.2.10. Existuje ortogonalni homomorfismus f: R* — R* takovy, Ze

f(_]-)2707 _2) = (17072a2) a
£(=2,0,-2,1) = (—1,2,1,0)?

Resent:

Pti feseni vyuzijeme pouze definice 1.2.1, odkud vime, Ze ortogonalni homomorfismy
zachovavaji ortogonalitu. Pocitejme skalarni soucin nasledujicich vektort a nasledné
jejich obraziu:

0,

(—1,2,0,—2) - (2,0, -2, 1)
—2,1)=(1,0,2,2) - (—1,2,1,0) = 1.

f(_17 2, Oa _2) ’ f(_27 0,

Odtud muzeme rovnou rict, ze dany homomorfismus neexistuje.
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Priklad 1.2.11. Naleznéte vSechny ortogonalni homomorfismy f: V. — W, pro néz
plati f(u) = v, je-li v ortonormdlnich bazich B,C po radé podprostori V, W dano:
{u}B = (_17 1)7 {V}C = (17 1)

Resent:
Nejprve s ohledem na vétu 1.2.2 ovéfme, zda mé viibec smysl ortogonalni homo-
morfismus hledat, tj. poéitejme |lul| = /(=1)2 + 12 = /2 = ||v||. Dale podobnym

zpusobem jako v prikladu 1.1.12 nalezneme matici homomorfismu
ar @12
,B,C) = )
Y ) <a21 azz)
Tedy analytické vyjadreni ocekavame ve tvaru:
Jryr = anry + anrs
Yo = Q1271 + A22T2.

Dosadime-li do néj souradnice vektori u a v, ziskdme soustavu linearnich rovnic pro
neznameé ai, ajo, o1 & Ggs Ve tvaru:

I =—an +an
1= —a1g + Q29.

Pri volbé parametri a;; = s a a2 = t dostavame

s t
(f,B,€) = <1+s 14t

Tato matice reprezentuje vsechny homomorfismy f: u — v. My ovsem hleddme jen
ty, které jsou ortogonalni. K tomu nam postaci véta 1.2.3, podle které jsou to prave
ty homomorfismy, pro néz plati:

<f7B7C>(f,B,C)T — E

s t s 1+s\y (1 0
1+s1+¢t)\t 14+¢t) \0 1)

¢imz ndm vznikne soustava rovnic

) , kde 5,1t € R. (1.2)

Pocitejme tedy

s24tP =1
s(1+s)+t(14+1)=0
(1+s)+(1+t)?=1.
Tato soustava rovnic ma dvé reseni:

(i) t=0, s =—1,
(#1) t=—1, s =0,

Dosadime-li tyto parametry zpét do matice (1.2), obdrzime matice dvou ortogonél-

nich homomorfism1, t;j.
-1 0
<f17B7C)_< 0 1)7

(f2.B.C) = (3 ‘é) .
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Kapitola 2

Faktorovy vektorovy prostor

V této kapitole nalezneme opét sekci ,, Teorie“, kterd c¢erpa predevsim ze skript Li-
nearni algebry [1] a kterou déle vyuzijeme k feseni prikladi v nasledujici sekei ,,Pri-
klady“. Véty opét uvadime bez dikazu.

2.1. Teorie

Definice 2.1.1. Necht K CC V, a € V. Pak se mnozina oznacovand a + K
a definovana vztahem

a—l—K:{er; EIyeK:x:a+y}

nazyva linedrni varieta prostoru V urcend vektorem a o zameéreni K.

Definice 2.1.2. Necht K CC V a a,b € V. Rekneme, Ze vektor a je kon-
gruentni s vektorem b modulo K, coz zna¢ime a = b(mod K), jestlize vektor
b — a nalezi K.

Definice 2.1.3. Necht K CC V a necht jsou ddny a+ K, b+ K € V/K a
t e T. Pak

1. souctem linedrnich variet a+ K a b+ K rozumime varietu oznac¢ovanou
(a+ K) + (b+ K) a definovanou (a+ K) + (b+K) = (a+b) + K,

2. skalarnim t-ndsobkem linedrni variety a + K rozumime varietu oznaco-
vanou ¢ - (a + K) a definovanou t - (a + K) = (¢ - a) + K.

Poznamka 2.1.4. V tomto pripadé je V/K oznaceni pro mnozinu vsech variet
prostoru V o zaméreni K. Tedy plati

V/K={{xeV;dyecK x=a+y}, acV}={{atK}, acV}
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Definice 2.1.5. Necht je dan K CC V. Pak vektorovy prostor (V/K,+, T, )
nazyvame faktorovy vektorovy prostor vektorového prostoru V podle podpro-
storu K a oznacujeme V /K.

Definice 2.1.6. Necht je dan vektorovy prostor V a jeho podprostor K. Pak
se zobrazeni vk: V — V /K definované

vk: V= V/K,

Va € V:vk(a) =a+ K,

nazyva prirozeny (kanonicky) homomorfismus prislusny faktorizaci V /K.

Véta 2.1.7. Necht je dan vektorovy prostor V a jeho podprostor K. Pak plati

dimV/K =dimV — dim K.

Véta 2.1.8. Necht je dan vektorovy prostor V a jeho podprostor K. Necht
dadle <eT, e ,en,k> je libovolny systém vektoru s vlastnosti

V=le,...,eni] K.

Pak <e1 +K,...,e,_ 1+ K> je bazi faktorového vektorového prostoru V /K.
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2.2. Piiklady

Piiklad 2.2.1. Ve vektorovém prostoru Vy je dan podprostor K = [u, v]. Stanovte
dimenzi faktorprostoru V/K a naleznéte alespon jednu jeho bézi, je-li ve zvolené
bézi prostoru V déno: {u} = (1,2,0,1) a {v} =(2,-1,0,2).

Resent:
Nejprve vysetfeme dimenzi faktorprostoru V /K. Zabyvejme se dim K:

1 2 0 1 1 2 0 1
2-1 0 2 0-5 0 0/

Vektory u a v jsou linearné nezavislé a proto dim K = 2. S ohledem na vétu 2.1.7
plati:

dimV/K=dimV —dimK,
dmV/K=4-2=2.

Déle se zabyvejme konstrukci nékteré baze prostoru V /K. Zde vyuzijeme vétu
2.1.8, podle niz je tfeba vektory u,v doplnit ve smyslu Steinitzovy véty na bazi
prostoru V. Hledame tedy vektory eq, e, tak, aby byly spoleéné s vektory u a v
linedrné nezavislé. Zvolme tedy napriklad {e;} = (0,0,1,0) a {es} = (0,0,0,1) a
ovérme.

1 2 0 1 1 2 0 0 1 00 0
2.1 0 2 0-5 0 0 01 0 0
00 1 0ol """ "1o o 1 ol7loo 10
00 0 1 00 0 1 00 0 1

Jedna se o reprezentanty bazickych tiid ve V /K a dle véty 2.1.8 je tedy
C = (e; + K, e5 + K) bazi prostoru V/K.

O

Piiklad 2.2.2. Ve vektorovém prostoru Vy je ddn podprostor K = [u, v]. Stanovte
dimenzi faktorprostoru V /K, naleznéte alespon jednu jeho bazi a stanovte sourad-
nice variety x + K v této bazi, je-li ve zvolené bazi prostoru V dano:

{u} =(-2,1,-1,-1),{v} = (-1,0,—-2,2) a {x} = (1,1, -1, —-2).

Resent:

Nejprve opét vysetfeme dimenzi faktorprostoru V/K.

-2 1-1-1 1 0 2-2 1 0 2-2

-1 0-2 2 0-1-3 5 0 1 3-5/°
Vektory u a v jsou linearné nezavislé a proto dim K = 2. Opét s ohledem na vétu
2.1.7 plati:

dimV/K=dimV —dimK,
dmV/K=4-2=2.

Zabyvejme se nyni konstrukei nékteré béze prostoru V/K. S vyuzitim véty 2.1.8,
podle niz je tieba vektory u, v doplnit ve smyslu Steinitzovy véty na bazi prostoru
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V. Hledame tedy vektory e;,es tak, aby byly spolecné s vektory u a v linedrné
nezavislé. Zvolme tedy napiiklad {e;} = (0,0,1,0) a {e2} = (0,0,0,1) a ovérme.

2 1-1-1 1 0 2-2 1 000
1 0-2 2 0 1 3-5 01 0 0
00 1 ol """ 7]o o 1 o]l oo 10
00 0 1 00 0 1 00 0 1

Jedna se o reprezentanty bazickych tiid ve V /K a dle véty 2.1.8 je tedy
C = (e; + K, e; + K) bazi prostoru V/K.

Varieta x + K, kterd je vektorem ve faktorprostoru V/K, bude mit v bazi C
soutadnice (z1,x2) pravé tehdy, kdyz

x+ K =z1(e1 + K) + 23(e2 + K).
Postupné upravujeme s vyuzitim definice 2.1.3:

x + K = (161 + K) + (2262 + K),
x+ K= (.1'161 + 33262) -+ K,

coz je ekvivalentni s
X = (z1€1 + z2€3)(mod K).

Pak 1ze psat
r1€1 + 19e0 — x € K = [u, v],

T1€1 + To€y — X = T3U + T4V,
X = T1€1 + To€o — T3U — T4V.

Soutadnice variety mizeme ziskat vyfeSenim soustavy linearnich rovnic maticové
zapsané takto:

0 0 2 1 1 1 0 0 0]—6
0 0—-1 0 1 0 1 0 0| 5
1 1 2|1 0 0 1 0f-1
0 1 -2 -2 0o 0 0 1] 3
7 ¢ehoz dostavame jediné feseni, a tim je:
Ty = _67 Ty = 57 I3 = _17 Ty = 3.

A tedy souradnice variety x + K v dané bézi C jsou {x}¢ = (—6,5).
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Priklad 2.2.3. U prikladu 2.2.2 naleznéte matici kanonického homomorfismu.

Reseni:
Hledejme tedy matici (v,B,C). Urc¢ime souradnice variet v(u),v(v),v(e1),v(es).
Protoze u,v € K, tak v(u) = v(v) = o+ K, coz je nulova varieta, a tedy

{v(u)}e = {v(v)}ec = (0,0). Protoze C = (e; + K, ex + K), tak ziejmé {v(e1)}c =
{e1 +K}c = (1,0). Podobné {v(es)}c = {ea + K}¢ = (0,1). Shriime to nésledovné:

Dostavame matici, kterou dale upravujeme

1 0 2-2]|0 0 1 0 0-2]-2 0 100 0|-2 2
01 3-5/0 0 01 0-5|-3 0 01 0 0[-3 5
001 0[1 ol Jo o 1 0 ol "l 0o 0o 1 0| 1 0
00 0 1|0 1 00 0 1| 0 1 000 1] 0 1

Odtud je matice kanonického homomorfismu ve tvaru

(v,B,C) =

O = W N
— O Ot N

O

Piiklad 2.2.4. Ve vektorovém prostoru V, je dan podprostor K = [u, v, w]. Sta-
novte dimenzi faktorprostoru V /K, naleznéte alespon jednu jeho bézi a stanovte
souradnice variety x + K v této bazi, je-li ve zvolené bazi prostoru V déno:
{u} =(1,-1,0,2),{v} =(1,1,0,1),{w} = (2,0,-1,2) a {x} = (1,2,1,—1).

Resent:
Budeme postupovat stejné jako u prikladu 2.2.2. Nejprve zjistujeme dimenzi K.

1-1 0 2 1-1 0 2 1-1 0 2
1 1 0 1f~]10 2 O0-1{~]0 2 0-1
2 0-1 2 0-2 1 2 0 0 1 1

7, ¢ehoz vyplyva, ze vektory u,v a w jsou linearné nezavislé. Diky tomu miizeme
rict, ze dim K = 3. A dle véty 2.1.7 je dimV/K =4 — 3 = 1.

P1i konstrukei nékteré béze prostoru V/K opét vyuZijeme véty 2.1.8. Doplnime
vektory u, v a w ve smyslu Steinitzovy véty na bazi prostoru V. Zvolme tedy napri-
klad {e;} = (0,0,0, 1). Dostavame bazi podprostoru V/K, a tou je C = (e; + K).

Varieta x + K, kterd je vektorem ve faktorprostoru V/K, bude mit v bazi C
jedinou soutadnici x; pravé tehdy, kdyz

X+K:I1(91+K).
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Upravou dle definice 2.1.3 dostavame

X + K= r1€e1 + I(7
coz je ekvivalentni s

x = x1e1(mod K).

Pak 1ze psat
rie; —x € K=[u,v,wl,

Tr1€1 — X = ToU + T3V + T4 W,
X =T1€1 — T2U — I3V — T4 W.

Souradnice variety muzeme ziskat vyTesenim soustavy linearnich rovnic maticoveé
zapsané takto:

0-1-1-2| 1 1 00 03
0 1-1 0] 2 01 0 0f—3
0 0 0 1| 1 00 1 0f-2
1-2-1-2]-1 0 0 0 1 1
7 ¢ehoz dostavame jediné feseni a tim je:
x——§x——1x——§x—1
1= 9’ 2 = 9’ 3 — 9’ 4 — 1.

A tedy soufadnice variety x + K v dané bazi C je {x}¢c = ( — g)

O

Piiklad 2.2.5. Ve vektorovém prostoru V, je dén podprostor K = [u, v, w]. Sta-
novte dimenzi faktorprostoru V /K, naleznéte alespon jednu jeho bézi a stanovte
soutadnice variety x + K v této bazi, je-li ve zvolené bazi prostoru V déano:

{u} =(-1,1,1,-2),{v} =(2,0,-1,1),{w} = (-3,1,2,-3) a {x} = (2,1,3,1).

Resend:
Budeme postupovat stejné jako u ptredchoziho prikladu 2.2.4. Nejprve zjistujeme
dimenzi K.

-1 1 1-=2 -1 1 1-=2 -1 1 1-=2
2 0-1 1]~ 0 2 1-3]~ 0 2 1-3
-3 1 2-3 0 0 0 0 0 0 0 0

Z ¢ehoz vyplyva, ze dimK = 2. A dle véty 2.1.7 je dim V/K = 4 — 2 = 2. Jelikoz
vektory v a w jsou linedrné zavislé, budeme déle uvazovat K = [u, v]|.

Zabyvejme se nyni konstrukei nékteré béze prostoru V/K. S vyuzitim véty 2.1.8,
podle niz je tieba vektory u, v doplnit ve smyslu Steinitzovy véty na bazi prostoru
V, volme {e;} = (0,0,1,0) a {ex} = (0,0,0,1) tak, aby byly spolecné s vektory u
a v linedrné nezavislé. S ohledem na vétu 2.1.8 je tedy C = (e; + K, e + K) bézi
prostoru V /K.
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Varieta x + K, ktera je vektorem ve faktorprostoru V /K, bude mit v béazi C
soutadnice (z1,x) pravé tehdy, kdyz

x+K=uz(e; + K) + z2(es + K).
Jiz z predchozich prikladt jsme zjistili, ze budeme pracovat se vztahem
X = T1€1 + To€y — T3U — T4V.

Souradnice variety muzeme ziskat vyreSenim soustavy linedrnich rovnic, maticoveé
zapsané takto:

0 0 1-2| 2 1 00 0f £
0 0-1 0] 1 01 0 0 2
1 0-1 1] 3 00 1 0-1
01 2-1| 1 000 1|3
Z ¢ehoz dostavame jediné feseni a tim je:
R R .
I1_27 132_27 T3 = y Lg = 2

A tedy soufadnice variety x + K v dané bézi C jsou {x}¢ = (%, %)
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Kapitola 3

Jordanova baze prislusna
linearnimu operatoru

Posledni kapitola se 7idi skripty Linedrni operatory [2], podle nichz je rozclenéna
na jednotlivé podkapitoly: Podprostory cyklické vzhledem k linedrnimu operatoru,
Linearni operatory s jedinou vlastni hodnotou, Linearni operatory s obecnym spek-
trem a Jordaniv tvar ¢tvercové matice.

V kazdé z téchto podkapitol se nachazi opét sekce ,, Teorie”, ve které nalezneme
vSechny potiebné definice a véty, na které se budeme dale odkazovat v sekci ,,Pri-
klady”.

3.1. Podprostory cyklické vzhledem k linearnimu
operatoru

3.1.1. Teorie

Definice 3.1.1. Zobrazeni A: V — V se nazyva linedrni operdtor na V,
jestlize ma nasledujici vlastnosti:

1. Vu,ve Vi A(u+v) = A(u) + A(v),

2. Yue V,Vt € T: A(tu) = tA(u).

Poznamka 3.1.2. Pro libovolny vektor x € V definujeme identicky linearni ope-
rdator jako zobrazeni I: x — x a nulovy linedrni operdtor jako zobrazeni Q: x — o.

Definice 3.1.3. Necht A je linedrni operator na V, B = (e, ..., e,) necht je
baze prostoru V. Oznacime-li

{A(ei)}s = (a1, aio, ... ai), 1<1<m,

pak matici A = (a;;), fadu n nazyvame matice linedrniho operdtoru A v bazi
B a znacime ji (A, B).
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Definice 3.1.4. Necht A je linedrni operdtor na V. Polynom z T[x], oznaco-
vany mp(x) se nazyva minimdlni polynom operdtoru A, jestlize plati:

1. polynom my(x) je normovany,
2. mA(A) = @,

3. polynom my(x) je nejmensiho stupné ze vsech polynomi spliujicich
predchozi dvé podminky.

Definice 3.1.5. Necht A je matice libovolného adu nad T'. Polynom z T'[x],
oznacovany ma (z) se nazyva minimdlni polynom matice A, jestlize plati:

1. polynom ma(x) je normovany,
2. mA(A) = O,

3. polynom ma (x) je nejmensiho stupné ze vSech polynomu spliujicich
predchozi dvé podminky:.

Véta 3.1.6. Necht A je linedrni operdtor na V, B libovolnd baze V. Pak plati,
Ze polynom my(x) existuje, pravé kdyz existuje polynom m py(x), pricemz
plati

ma(x) = map)(z).

Definice 3.1.7. Necht A je matice libovolného fddu nad T'. Polynom ch ()
definovany vztahem
cha(xz) = det(A — zE)

se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Definice 3.1.8. Necht A je linearni operator. Charakteristickym polynomem
cha(x) linedrniho operdtoru A pak rozumime charakteristicky polynom jeho
matice nad libovolnou bazi.

Definice 3.1.9. Necht A je linearni operator na V. Plati-li pro skalar A € T'
a nenulovy vektor x € V
A(x) = Ix,

rekneme, ze A\ je wlastni hodnota linedrniho operdtoru A a x wvlastni vektor
linearniho operatoru A prislusny vlastni hodnoté .

Mnozina vlastnich hodnot linearniho operatoru A se nazyva spektrum linedr-
niho operdtoru A a znaci se Spec A.
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Definice 3.1.10. Necht A je linearni operator, A je néktera jeho vlastni hod-
nota. Pak mnozina N, definovand vztahem

N, ={x eV |A(x) = Ix}

se nazyva vlastni podprostor linedrniho operdtoru A prislusny vlastni hodnoté

A

Véta 3.1.11. Necht A je linedrni operdator na V a necht \ je nékterd jeho
vlastni hodnota. Pak plati:

1. N)\ Qg V, N/\ = Ker(A - )\H),

2. je-li B nekterd bize V, pak x € V je vlastnim vektorem operdtoru A
prislusnym X\, pravé kdyz jeho souradnice v bazi B jsou netrividlnim rese-
nim soustavy linedrnich homogennich rovnic o matici

(A, B)" — \E.

Véta 3.1.12. Necht A je linedrni operdtor na V. Pak spektrum linedrniho
operdtoru A je rovno mnoziné korent jeho charakteristického polynomu.

Definice 3.1.13. Necht A je linearni operator, A je néktera jeho vlastni hod-
nota. Pak

1. podprostor R, definovany jako mnozina
{xeV|ImeN: (A-A)"(x)=o0}

se nazyva korenovy podprostor linedrniho operdtoru A prislusny vlastni
hodnote A\,

2. nenulové vektory z R, se nazyvaji adjungované vektory linedrniho ope-
ratoru A prislusné vlastni hodnoté A,

3. je-li u adjungovany vektor prislusny A, pak prirozené cislo m, pro néz
plati
(A —XD)™(u) =o0A (A —A)"""(u) #o,

se nazyva rdad adjungovaného vektoru u.

Poznamka 3.1.14. Vlastni vektory linearniho operatoru A prislusné A jsou adjun-
govanymi vektory prislusnymi A\ radu 1.
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Véta 3.1.15. Necht A je linedrni operdtor, X je nékterd jeho vlastni hodnota.
Pak existuje jediné m € N tak, Ze plati:

1. Ry =Ker (A — \D)™,
2. Ry # Ker (A — AXI)™ ",

Definice 3.1.16. Nechf A je linearni operator na V a A néktera jeho vlastni
hodnota. Pak ¢islo m € N pritazené k R, ve vété 3.1.15 se nazyva rad kore-
nového podprostoru Ry a znaci se m.

Disledek 3.1.17. Necht A je linedrni operdtor. Jestlize je jeho charakteristicky
polynom zapsdn ve tvaru

cha(x) = (=1)" - (z —t1)% - (x —t2)% ... (x — t,.)7",
kde ti,...,t. € C jsou navzdjem riznd, pak

1. {ty,...,t.} = SpecA,

2. proi=1,...,r uddvd g; dimenzi korenového podprostoru Ry,.

Definice 3.1.18. Necht A je linedrni operator na V. Béze (eq,...,e,) se
nazyva bdze cyklickd vzhledem k linedrnimu operdtoru A, existuje-li A € C
tak, ze plati:

Ale;) = Xej+ey, 1<i<n—1,
A(e,) = Xe,.

Poznamka 3.1.19. Podminky definice 3.1 pro bézi (eq,...,e,) jsou ziejmé ekvi-
valentni nasledujicim podminkam:

e; = (A — )\]I)(ei_l) = (A — )\]I)iil(el), 2 S 7 S n,
0 = (A—A)(e,) = (A — A)"(e1).

Definice 3.1.20. Nechf A je linearni operdator na V. O vektorovém pro-

storu V tekneme, zZe je cyklickym prostorem vzhledem k linedrnimu operdtoru,
existuje-li baze V cyklicka vzhledem k A.

Véta 3.1.21. Necht A je linedrni operdtor na V,,. Pak jsou ndsledujici pod-
minky ekvivalentni:

1. ve V,, existuje baze cyklickd vzhledem k A,
2. existuje adjungovany vektor rddu n operdtoru A,
3. A ma jedinou vlastni hodnotu A a dimN, = 1,

4. my(z) = (x — )",
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3.1.2. P¥iklady

Priklad 3.1.22. Necht je linearni operator A na vektorovém prostoru V nad téle-
sem R reprezentovan matici A vzhledem k nékteré bazi B prostoru V. Je prostor V
cyklicky vzhledem k linearnimu operatoru A? Pokud ano, naleznéte nékterou jeho
cyklickou bazi.

2 1 0
a)A=| 0 2 0
-2-1 2
3 0 0
b) A=|1 3 1
1 0 3
1 0 1
g A=|2 1 1
1 0 1
1-1-2
d) A=|0 7-4
0 9-5

Resend a):
Nejprve nalezneme vlastni hodnoty linearniho operatoru jako kotreny charakteristic-
kého polynomu (véta 3.1.12) ve tvaru (definice 3.1.7)

2—-X 1 0
chy(z) = det(A — \E) = 0 2-X 0 |=(2-)N%
-2 =1 2-)

Koreny tohoto charakteristického polynomu tvofi spektrum linearniho operatoru, tj.
Spec A = {2}. V tomto ptipadé se jednd o trojndsobny koren.

Déle s vyuzitim véty 3.1.11 ur¢ime vlastni podprostor Ny prostoru V .
Soustava rovnic, kterou budeme Tesit ma tvar

(2 — )\)3’)1 — 2.%'3 =0
r1+ (2= N)agy — x3 =10

Abychom dostali vlastni podprostor Ny, fesime tuto soustavu pro A\ = 2.
Dostavame matici soustavy

S = O
o O O

—2
-1
0
VyfeSenim dostdvame vlastni podprostor Ny = {X eV ’ {x}p€[(0,1, 0)]}

Jelikoz ma linearni operator A jedinou vlastni hodnotu A = 2 a dim N, = 1, pak
s ohledem na vétu 3.1.21 je vektorovy prostor V cyklicky vzhledem k linedrnimu
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operatoru A.

Déle se zabyvejme nalezenim nékteré jeho cyklické baze C = (eq, ez, e3).
7 definice 3.1.18 plyne, Ze e3 je vlastnim vektorem linearniho operatoru A ptislusici
vlastni hodnoté A\ = 2, tudiz volme napiiklad {e3}s = (0, 1,0).

Vektor e, uréime ze vztahu A(es) = 2e; + e3 (definice 3.1.18). S ohledem
na poznamku 3.1.19 uréime souradnice e, jako TeSeni soustavy linearnich rovnic
(A —2E){ex}; = {e3}}, a to odpovidé rozsifené matici soustavy

0 0-21]0
1 0-1|1
0 0 010

Resenim je vektor {ey}s = (1,1,0).

Stejny postup vyuzijeme pri hledani vektoru e;. Tedy fesime soustavu rovnic
(A —2E){e;}; = {ea}}, tj. soustavu o jeji rozsifené matici

0 0-211
1 0-1|1
0 010

Resenim je vektor {e;}s = (%, 1, —%)
Hledané cyklicka baze je tedy ve tvaru C = <e1, ey, e3>, kde {e;}5 = (%, 1, —1),
{ex}s = (1,1,0) a {es}s = (0,1,0).
O
Reseni b):
Nejprve jiz znadmym zptsobem uréime vlastni hodnoty linedrniho operatoru. Dosta-

neme, ze Spec A = {3}. Déle uréime vlastni podprostor N prostoru V.
Soustava rovnic, kterou budeme tentokrat resit ma tvar

(3—)\)l‘1+ To + I3:0
T + (3 - )\)133 =0.

Volme tentokrat A = 3 a dostavame matici soustavy

0
0
0

—_ O =

1
0
0

Regenim ziskdme vlastni podprostor N3 = {x eV ’ {x}5 € [(1,0, 0)]}



Jelikoz ma linearni operator A jedinou vlastni hodnotu A = 3 a dim N3 = 1, pak
opét s ohledem na vétu 3.1.21 je vektorovy prostor V cyklicky vzhledem k linear-
nimu operatoru A.

Naleznéme nékterou jeho cyklickou bézi C = (eq, €2, e3). Volme napiiklad
{es}s = (1,0,0). Vektor e, dostaneme jako Tfeseni soustavy linearnich rovnic
(A — 3E){es}; = {es}s, tedy {es}s = (1,0,1). A v posledni fadé vektor e;
dostaneme jako TeSeni soustavy linedrnich rovnic (A — 3E){e;}5 = {es}}, tedy
{e1}s = (1,1,0).

Hledan& cyklicka béaze je tedy ve tvaru C = <61,92,63>, kde {e;}s = (1,1,0),
{62}3 = (1707 1) a {83}3 = (17070>'

O

Reseni c):
Nejprve jiz zndmym zpiisobem uré¢ime vlastni hodnoty linearniho operatoru jako
koreny charakteristického polynomu

I-x 0 1
cha(z) =det(A —AE)=| 2 1-X 1 |=(1-)>—(1-2X)
I 0 1-2X

(1= (A=22=1)=(1=X- 1=+ =-1)=-XA-(A=1)- (A-2).

Dostaneme, ze Spec A = {0, 1,2}.
Jelikoz spektrum linedrniho operatoru A tvori tii vlastni hodnoty, pak s ohledem
na vétu 3.1.21 neni vektorovy prostor V cyklicky vzhledem k A.

O

Reseni d):
Nejprve uréime vlastni hodnoty linearniho operatoru, jako kotreny charakteristického
polynomu

1-X —1 -2
cha(z) =det(A—=XE)=| 0 7—X —4 |=(1-=X)-(T—-X)-(6—X)+36(1—-))
0 9 —5-2A
=(1=N-((T=X-B=X+36) =(1=1)- (A =22+ 1) = (1-N)?
Dostaneme, ze Spec A = {1}.

Dale urc¢ime vlastni podprostor N, prostoru V. Soustava rovnic, kterou budeme
resit, ma tvar

-1 + (7 — )\)Z‘Q + 91’3 =0
—21‘1 — 4I‘2 + (—5 — )\)$3 = 0.
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Volme A = 1 a dostavame matici soustavy

0 0 0
-1 6 9
-2 -4 -6

Resenf nam uréuje vlastni podprostor N; = {X ev ‘ {x}5 € [(0, 3, —2)]}.

Jelikoz mé linedrni operator A jedinou vlastni hodnotu A = 1 a dim N; = 1, pak
opét s ohledem na vétu 3.1.21 je vektorovy prostor V cyklicky vzhledem k lineér-
nimu operatoru A.

Naleznéme nékterou jeho cyklickou bézi C = (eq, ez, e3). Volme napiiklad
{es}s = (0,3,—2). Vektor e, ziskdme jako feseni soustavy linedrnich rovnic odpo-
vidajici rozsitené matici

0 0 0] O 1 2 3|1 1 0 0]0
-1 6 9| 3|~|-1 6 93| ~---~10 2 3|1}/,
-2 -4 -6| -2 0 0 010 0 0 010

tedy dostavame {es}s = (0,5, —3).
A v posledni fadé vektor e; dostaneme jako feSeni soustavy linearnich rovnic
odpovidajici rozsirené matici

0 0 O 0 -1 6 9|5 1 0 0 —%
-1 6 9 51 ~ 0 16 24113l ~---~ 10 1 % % :
-2 —-4-6| -3 0O 0 010 0 0 0 0

tedy {e1}s = ( -1, —%).

Hledand cyklickd béaze je ve tvaru C = <e1,e2,e3>, kde {e;}s = (— £ 1, —%),
{e2}s = (0,5,-3) a {es}s = (0,3, -2).
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3.2. Linearni operatory s jedinou vlastni hodnotou

3.2.1. Teorie

Definice 3.2.1. Necht t € C a m € N. Pak Jordanovou bunkou rddu m
prislusnou ¢islu t budeme rozumét matici nélezici M,,(C) oznacovanou Jim

a definovanou takto:
.] (m)

t :(aij)n"w
kde
l.a=tprog=1¢,t=1,..., m,

2. a5=1prog=e+1,1=1,...,m—1,

3. a;; = 0 v ostatnich piipadech.

7

Poznamka 3.2.2. Jordanova bunka radu m prislusna ¢islu ¢ ma ztejmé nasledujici

tvar:
t10...00
0¢t1...00
ng): Do
000...¢t1
000...0¢

Definice 3.2.3. Necht A je linearni operator na prostoru V. Podprostor W
prostoru V se nazyva invariantni vzhledem k linedrnimu operdtoru A (krétce
A-invariantni), jestlize

Vx e Vixe W= A(x) € W.

Definice 3.2.4. Necht A je linearni operator na prostoru V. Necht déle
UW U, . UM jsou netrividlni A-invariantni podprostory ve V a
Bi,Bs, ..., B, po radé baze téchto podprostort cyklické vzhledem k A. Pak
bazi B prostoru V sestavenou z bazi By, Bs, ..., B, nazyvame Jordanova bdze
vektorového prostoru 'V prislusnd linedarnimu operdtoru A.

Béaze By, Bs, ..., B, nazyvame cyklické slozky bdze B, pocty jejich prvka pak
délky slozek.

Véta 3.2.5. Necht A je linedrni operdtor na prostoru V. Jordanova baze
prostoru 'V prislusnd linedrnimu operdtoru A existuje pravé tehdy, kdyZ V je
direktnim souctem podprostori cyklickych vzhledem k A.

Definice 3.2.6. Blokové diagonalni matici, jejimiz diagonalnimi bloky jsou
Jordanovy bunky, nazyvame Jordanovou matici nebo matici v normdlnim
Jordanové tvaru.
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Véta 3.2.7. Necht A je linedrni operdator na V a necht B je bize V. Pak
plati, Ze matice (A, B) je Jordanovou matici, pravé kdyz B je Jordanova bdze
V prislusnd linedrnimu operdtoru A.

Véta 3.2.8. Necht A je linedrni operdtor na 'V magjici jedinou vlastni hodnotu
A am je rdd prostoru V. Necht ddle ve V existuje Jordanova baze B prislusnd
A. Pak pocet n(h) adjungovanych vektori radu h prislusnijch vlastni hodnoté
A naleZicich bazi B je pro kazZdé h, 1 < h < m, ddan vztahem

n(h) = dim Ker(A — A\I)" mod Ker(A — AI)"™".

Véta 3.2.9. Necht A je linedrni operdtor na 'V magjici jedinou vlastni hodnotu
A a m je rad prostoru V. Necht ddle ve V existuje Jordanova bdze B prislusnd

A. Pak plati:

1. pocet y(h) cyklickych sloZek bize B o délce h je pro kazdé h, 1 < h < m,
ddn vztahy

y(h)
y(m)

(h) —=n(h+1),1<h<m-—1,
(m)7

n
n

2. pocet vsech cyklickijch sloZek bize B je roven dimenzi vlastniho podpro-
storu N .

Véta 3.2.10. Necht A je linedrni operdtor na V majici jedinou vlastni hod-
notu A\, pak existuje alespon jedna Jordanova baze prostoru V prislusnd line-
arnimu operdtoru A.
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3.2.2. P¥iklady

Priklad 3.2.11. Necht je v jisté bazi D prostoru V nad télesem R linearni operator
A reprezentovan matici

1 1 0
A=|-1 3 0
-1 2 2

Naleznéte nékterou Jordanovu bézi prostoru V prislusnou operatoru A a dale na-
leznéte jeho Jordanovu matici.

Resent:
Nejprve nalezneme vlastni hodnoty linearniho operatoru jako kotreny charakteristic-
kého polynomu (véta 3.1.12) ve tvaru (definice 3.1.7)

1—-Xx 1 0
cha(z) =det(A—AE)=| —1 3-X 0 |=(1-A\)-(3=A)-(2=X)+(2-))
—1 2 2-—-A

=2-0-(A=2-B=N+1)=2-N) - (N =4r+4) =-(A-2)*

Koteny tohoto charakteristického polynomu tvori spektrum linearntho operatoru, tj.
Spec A = {2}. V tomto ptipadé se jednd o trojndsobny koren.

Operator A mé jedinou vlastni hodnotu A = 2, a tedy V = R,. Existence Jordanovy
baze plyne z véty 3.2.10.

Déale zavedme operator B tak, ze B = A — A, kde za A dosadime cislo 2, tj.
dostaneme B = A — 2. Operéator B je reprezentovan matici B, ktera je ve tvaru

-1 1 0
B=|-1 1 0
-1 2 0

Poté nalezneme tad m prostoru V. = Ry podle véty 3.1.15. Sestrojime posloup-
nost dimenzi ny, ng, ... podprostori Wy, Wy, ... kde W,, = Ker(A — AI)™.
Zatimco tad m je nejmensi index takovy, ze n,, = n,,+1. V tom pripadé je korenovy
podprostor Ry roven W,,.

Zabyvejme se nalezenim dimenze podprostoru Wy, tj.
ny = dim W; = dim Ker(A — 2I) = dim Ker B.

Podprostor Ker B nalezneme jako teSeni soustavy homogennich linedrnich rovnic
dané matici B7, tj.

-1-1-1 1 1 1
1 1 2|~1]10 0 1
0 0 0 0 0 0

Z toho dostavame, ze W1 = Ker B = {X ev ‘ {x}p € [(1, -1, 0)]} a jeho dimenze
ny = 1.
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Dale se zabyvejme nalezenim dimenze podprostoru W, tj.
ny = dim Wy = dim Ker(A — 2I)? = dim Ker B*.

Podprostor Ker B? nalezneme jako feseni soustavy linedrnich rovnic dané matici

(B*)".

-1 1 0y (-1 1 0 0 0 0
B2=|-1 1 0|-|-1 1 0|l=] 0 0 0
-1 2 0/ \-1 2 0 -1 1 0

0 0-1

BHT'=1]0 0 1

0 0 0

Z toho dostavame, ze Wy = Ker(B)? = {X ev ‘ {x}p € [(1,0,0), (0,1, O)]} a jeho
dimenze ny = 2.

V posledni tadé se zabyvejme nalezenim dimenze podprostoru W, tj.
ns = dim W3 = dim Ker(A — 2I)* = dim Ker B*.

Podprostor Ker B® nalezneme jako feseni soustavy linedrnich rovnic dané matici

(BY)T.

0 0 O -1 1 0 0 0 O
B® = 0O 0 o-{-1 1 0)=10 0 O
-1 1 0 -1 2 0 0 0 0

Z toho dostavame, 7ze W3 = Ker(B)? = Ro.
Ré4d podprostoru Ry je m = 3, tudiz V = Ker B.

Dale s vyuzitim véty 3.2.8 zjistime pocet adjungovanych vektort fadu h vztahem
n(h) = dim Ker(A — AI)" mod dim Ker(A — AI)""*.
Mame tedy

n(3) = dimKer B® — dimKerB* =3 — 2 = 1,
n(2) = dimKerB?> — dimKerB =2 -1 =1,
n(l) = dimKerB = 1.

Nésledné dle véty 3.2.9 urcime pocet cyklickych slozek o délce h vztahy

(h) —n(h+1), 1<h<m-—1,

Tedy



Jelikoz jsme zjistili, ze Jordanova baze bude obsahovat pouze jednu cyklickou slozku
o délce 3, bude se jednat o cyklickou bazi. To znamena, Zze budeme déle postupovat
stejné jako pfi feseni prikladu 3.1.22.

Zabyvejme se tedy nalezenim nékteré cyklické baze C = (eq, ez, €3).
7 definice 3.1.18 plyne, Ze e3 je vlastnim vektorem linedarniho operatoru A prislusici
vlastni hodnoté A = 2, tudiz volme napiiklad {es}p = (1,—1,0).

Vektor ey urcéime ze vztahu A(es) = 2ey + e3 (definice 3.1.18). S ohledem na
poznamku 3.1.19 ur¢ime souradnice e jako Teseni soustavy linearnich rovnic (A —
2E){ex}1 = {e3}5, a to odpovidd rozsifené matici soustavy

-1 -1-1 1 1 1 0]-1
1 1 2|{-1[~1]10 0 1
0 0 0 0 0 0 0

Resenim je vektor {es}p = (1,—2,0). Stejny postup vyuzijeme pii hledani vek-
toru e;. Tedy Fesime soustavu rovnic (A — 2E){e;}} = {ey}}, tj. soustavu o jeji
rozsirené matici

-1 -1-1 1 1 1 1]-1
1 1 2|-2]~(0 0 1|-1
0 0 0 0 0 0 0 0

Resenim je vektor {e;}p = (0,0, —1). Hledana béze je ve tvaru C = <el, e, e3>, kde
{ei}p =(0,0,—1), {e2}p = (1,—-2,0) a {es}p = (1,—1,0).

Jako posledni krok provedeme zkousku, tj. nalezneme matici (A, C). Zde ndm
postaci vektory z C zobrazit v D, tj.

1
{A(e1)}p = (0,0,—1) - —1

= (1, —2, —2) = {281 + eg}p,

{A(e2)}p = (1,-2,0)- | -1 = (3,-5,0) = {2e2 + e3}p,

{A(e?))}D = (1’ _1’0) -1 = (27 _270) - {263}D‘

W NW— NWH—
N OO DO O OO

Odtud

{A(er)}ec ={2e1 + e} = (2,1,0),
{A(eg)}c = {292 + eg}c = (O, 2, 1),
{A(e3)}ec = {2e3}c = (0,0,2).
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A tedy Jordanova matice (véta 3.2.7) bude ve tvaru

2 1 0
(AC)=[0 2 1
0 0 2

O

Priklad 3.2.12. Necht je v jisté bazi D prostoru V nad télesem R linearni operator
A reprezentovan matici

0 1 0-1
—2 3 0-1
A=|_9 5 93
2-1 0 3

Naleznéte nékterou Jordanovu bézi prostoru V prislusnou operatoru A a dale na-
leznéte jeho Jordanovu matici.

Resent:
Nejprve stejné jako u predeslého Teseni prikladu 3.2.11 nalezneme vlastni hodnoty
linedrniho operatoru jako koreny charakteristického polynomu (véta 3.1.12) ve tvaru

(definice 3.1.7)

—-A 1 0 -1

-2 3-X 0 -1

-2 5 2—-X -1
2 -1 0 3—A

A1 -1
=(2-N-]-2 3-) -1
2 -1  3-2)\

chy(z) = det(A — \E) =

= =(A=2)- (N =6A+ 122 =8) = (A —=2)- (A —2)* = (A —2)~.

Kofeny tohoto charakteristického polynomu tvoti spektrum linedarniho operatoru, t;j.
Spec A = {2}. V tomto piipadé se jednd o ¢tyFnasobny koten.

Operator A ma jedinou vlastni hodnotu A = 2, a tedy V = Rj. Existence Jordanovy
baze plyne opét z véty 3.2.10.

Dale zavedme operator B tak, ze B = A — 2I. Operator B je reprezentovan matici
B ve tvaru

-2 1 0-1
-2 1 0-1
-2 5 0-1

2—-1 0 1

Poté nalezneme tad m prostoru V. = Ry podle véty 3.1.15. Sestrojime posloup-
nost dimenzi ny, ng, ... podprostorit Wi, Wy, ... zatimco fad m je nejmensi index
takovy, ze n,, = n,,41. V tom pripadé je korenovy podprostor R, roven W,,.

Zabyvejme se nalezenim dimenze podprostoru Wy, tj.

ny = dim W; = dim Ker(A — 2I) = dim Ker B.
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Podprostor KerB nalezneme jako feseni soustavy linedrnich homogennich rovnic
dané matici BT, tj.

2292 2
1 51
0 0o o]~
“1-1-1 1

SO O =
o O o
S O = =
o O O =

—2
1
0

—1

Z toho dostéavame, ze W; = KerB = {X eV ’ {x}p € [(1,0,0,1),(0,1,0, 1)]} a

jeho dimenze n; = 2.

Déle se zabyvejme nalezenim dimenze podprostoru Wy, tj.
ng = dim Wy = dim Ker(A — 2I)? = dim Ker B2.

Podprostor Ker B? nalezneme jako feseni soustavy linedrnich rovnic dané matici

(B*)".

0 0-8 0 00 1 0
sr |0 0 4 0 00 0 0
B =10 0 0 o0 00 0 0
0 0-4 0 00 0 0
Z toho Wy = Ker(B)® = {x € V | {x}p € [(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,0,1)]} a jeho

dimenze ny = 3.

V posledni radé se zabyvejme nalezenim dimenze podprostoru W, tj.
ns = dim W3 = dim Ker(A — 2I)% = dim Ker B®.

Z toho W3 = Ker(B)? = V = R,. Rad podprostoru Ry je m = 3.

Dale s vyuzitim véty 3.2.8 zjistime pocet adjungovanych vektort tadu h vztahem
n(h) = dim Ker(A — AI)" mod dim Ker(A — AI)"*.
Mame tedy

n(3) = dim Ker(B)* — dim Ker(B)* =4 -3 =1,
n(2) = dim Ker(B)? — dim Ker(B) =3 — 2 =1,
n(1) = dim Ker(B) = 2.

Nésledné dle véty 3.2.9 urcime pocet cyklickych slozek o délce h vztahy

y(h) =n(h) —n(h+1), 1<h<m-1,
y(m) = n(m).
Tedy
y(1) = n(1) — n(2) = 1,
y(2) = n(2) - n(3) = 0,
y(3) =n(3) = 1.



Z toho Jordanova baze bude obsahovat jednu cyklickou slozku délky 1 (tj. bude ob-
sahovat jeden vektor) a jednu cyklickou slozku délky 3 (tj. obsahujici dva vektory).

Nasim tikolem bude nynf sestrojit bazi C; (tj. bazi KerB* mod KerB?) a diky
ni poté bazi Cy (tj. bdzi KerB? mod KerB).

Nejprve se zabyvejme bazi C;. Zde ndm staci doplnit Ker B? na bézi Ker B3.
Zvolme naptiklad vektor {ej3}p = (0,0, 1,0). Dale budeme vyuzivat vztahu

ehp-1,; = B(en;), 1<j<n(h).
Pocitejme

-2 1 0-1
-2 1 0-1
{e12}D - {613}D B = (0707 ]-70) ' -9 5 0—1 = <_27 5707 _]->7
2—-1 0-1
-2 1 0-1
-2 1 0-1
{ell}D = {612}D B = (_275707 _1) ’ -2 5 0-1 = (_8747074)

2—-1 0-1

Celkem mame Cl = <e13, €19, e11>, kde {613}7_) = (0, 0, 1, 0), {812}1) = (—2, 57 0, —1)
a {ell}p = (-8,4,0,4)

Dale se zabyvejme béazi Co, ktera bude obsahovat pouze jeden vektor, ktery volime
napriklad jako {es1}p = (1,0,0,1).
Jordanova béze je ve tvaru B = <e13, e, e, e21>, kde {e13}p = (0,0,1,0), {ex}p =
(—2,5,0,—1), {e11}p = (—8,4,0,4) a {ea1}p = (1,0,0, 1). Opét ovérime a zjistime
tak Jordanovu matici (A, B).

0 1 0-1
-2 3 0-1
{A(el3)}D = (07 07 17 O) ’ -2 5 21 - <_27 5a 27 _1) = {el2 + 2913}D7
2—-1 0 3
0 1 -1
-2 3 0-1
{A(eu)}p = (—2, 5, 0, —1) . 9 5 9_1 = (—12, 14, 0, —6) = {2811 + 2612}D,
-1 0 3
0 1 —1
-2 3 0-1
{A(e11>}D = (_8747 07 _4) ' —9 5 2 1 = (_]—67 87 O’ _8) - {2611}D7
2—-1 0 3
0 1 0-1
-2 3 0-1
{A(egl)}p = (1,0,0, 1) : 9 5 9.1 = (2,0,0,2) = {2321}D~
2—-1 0 3
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Odtud

{A(e13)}5 = {e12 + 2e13}c = (2,1,0,0),
{A(e12)}s = {2e11 +2e12}c = (0,2,1,0),
{A(e11)}s = {2e11}c = (0,0,2,0),
{A(e2)}s = {2e2}c = (0,0,0,2).

A tedy Jordanova matice bude ve tvaru

(Aa B) =

S O O N
S O N
SN = O
N O OO
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3.3. Linearni operatory s obecnym spektrem

V této podkapitole nalezneme dva priklady, jejichz feseni je velice podobné tomu,
které jsme vidéli v predchozi podkapitole (priklady 3.2.11 a 3.2.12). Z toho divodu
zde tyto priklady jen stru¢né okomentujeme.

3.3.1. Teorie

Véta 3.3.1. Necht A je linedrni operdtor na V. Pak existuje alespon jedna
Jordanova bdaze prostoru 'V prislusnd linearnimu operdtoru A.

Poznamka 3.3.2. Z této véty a véty 3.2.5 plyne nasledujici dusledek (3.3.3).
Disledek 3.3.3. Necht A je linearni operdator na V. Pak V je direktnim souctem

podprostoru cyklickych vzhledem k linearnimu operatoru A.

3.3.2. Priklady

Priklad 3.3.4. Necht je v jisté bazi D prostoru V nad télesem R linedrni operator
A reprezentovan matici

5 4 3
A=|-1 0-3
1-2 1

Naleznéte nékterou Jordanovu bézi prostoru V prislusnou operatoru A a dale na-
leznéte jeho Jordanovu matici.

Resent:
Nejprve nalezneme vlastni hodnoty linearniho operatoru jako koreny charakteristic-
kého polynomu

5-X 4 3
chy(z) =det(A=AE)=| —1 -\ =3 |=-X\46)7-32=—-\*-2)748)\?—-32
1 -2 1-2)

= XA+ +8 (AN =4) =(A+2) - (=A2H+8N—16) = —(A+2) - (A —4)%.

Tedy Spec A = {—2,4}. Operator A ma nyni dvé vlastni hodnoty, pricemz A = —2 je
jednoduchy koten a A = 4 je dvojnasobny koten. Z toho dle dusledku 3.1.17 miizeme
fict, ze dimR_5 = 1 a dim Ry = 2. Déle znamym zptisobem nalezneme tady jed-
notlivych podprostori R_, a Ry.

Zameérme se nejprve na R_o.
W, = Ker(A + 2I) nalezneme jako feseni soustavy homogennich linedrnich rovnic
dané matici

7—-1 1 1 0 O
4 2-2~.---~ [0 1-1
3-3 3 0 0 0
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Odtud dostavame, ze Wy = {X Y ’ {x}p € (0,1, 1)]}
W, = Ker(A + 21)? nalezneme opét jako TeSen{ soustavy linedrnich rovnic dané

matici )

7—-1 1 48 —12 12 1 0 0
4 2-21 =130 6 6 |[~---~ [0 1-1
3-3 3 18 —18 18 0 0 0

Z toho dostavame, ze Wy = {X ev ’ {x}p € [(0,1, 1)]} a dimWy = 1 = dim W,
a z toho R_s = Wy je tadu m_o = 1.

Dale se zabyvejme Ry.
W/ = Ker(A — 4I) nalezneme jako feseni soustavy linearnich homogennich rovnic
dané matici

1-1 1 1-1 0
4-4-2~-~f0 0 1
3 00 0
7 toho dostévéme, 2eW’1:{X€V‘{X}D€ 1,1,0}

W/, = Ker(A — 4T)? nalezneme opét jako TeSeni soustavy linedrnich rovnic dané

madtici )

1-1 1 0O 0 0 1-1-1
4 -4 -2 =]1-18 18 18| ~---~ [0 0 O
3—3 -3 —18 18 18 0 0 O

Z toho dostavame, ze W), = {X eV ‘ {x}p €[(1,1,0), (1,0, 1)]} a dim W§ = 2.
Protoze V.= R_, @ Ry, pak Ry = W), je tadu my = 2.

Daéle hleddme béazi B2, resp. BY prostoru R_s, resp. Ry, uvaZzovanych spolu s
operatory A|R_o, resp. A|Ry.

Zabyvejme se nyni nalezenim R_5, kde dimR_s=1a N_, =R .
Baze R_o = {X eV ’ {x}p € [(0,1,1)]}- Oznaéme {e\;”}p = (0,1,1). Z toho
B2 <e§12)>.

Nésledné se zabyvejme Ry. S vyuzitim véty 3.2.8 zjistime pocet adjungovanych
vektoru radu h:

n(l) =1,
n(2)=2-1=1.
A nésledné dle véty 3.2.9 urc¢ime pocet cyklickych slozek o délce h:
y(1) =0,
y(2) = 1.
Jelikoz jiz zname baze Ker(A — 41) a Ker(A — 4I)? doplnime bazi Ker(A — 41)?
na bazi Ker(A — 4I). Z toho dostavame vektor {egi)}p = (1,0,1) a jiz zndmym

o o 4
zpusobem urc¢ime vektor {eég)}D:

1 4 3
{ef} = (1,0,1)- | -1 -4 3| =(2,2,0).
1-2 -3
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Konecné dostavame bazi B = <e§{2), egi),e§4)> = <(0, 1,1),(1,0,1),(2,2, 0)>

Nakonec provedeme zkousku a ziskame tak Jordantv tvar matice, tj. nalezneme
matici (A, B).

{A(éﬂ)}p =(0,1,1) - = (0,-2,-2) = { - 2e§;2>}D,
{A(eg?)}p =(1,0,1) -

{A(egg)}p =(2,2,0) -

OO R NO R NDO
|
— W W LW W W

4
= (6,2,4) = {4ey) + ey},

|
— o= O = = O = = O

= (8,8,0) = {4e§4>}D.

Odtud
{a(eh?)} = {-2e0"}, = (-2.0,0)
{A@Q”B:@Q?+%%B:mAJL

A(ed)} = {1}, = 0.0.9)

A tedy Jordanuv tvar matice (véta 3.2.7) je ve tvaru

0
1.
4

O = O

-2
(A, B) = ( 0
0
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Priklad 3.3.5. Necht je v jisté bazi D prostoru V nad télesem R linedrni operator
A reprezentovan matici

0-2 3 2
1 1-1-1
A=10 1 2 0
1-2 0 1

Naleznéte nékterou Jordanovu bézi prostoru V prislusnou operatoru A a dale na-
leznéte Jordanovu matici.

Reseni:

Nejprve nalezneme vlastni hodnoty linedarniho operatoru jako koreny charakteristic-
kého polynomu

—A =2 3 2
chy(z) = (1) 1IA ;A _é == M AN AN =0 (N - 2)%
1 -2 0 1-2A

Tedy Spec A = {0,2}. Operédtor A méa dvé vlastni hodnoty, pficemz A = 0 je dvojna-
sobny kotfen i A = 2 je dvojnasobny kotfen. Z toho dle disledku 3.1.17 miizeme Tict,
ze dimRy = 2 a dim Ry = 2. Déle znamym zpusobem nalezneme ady jednotlivych
podprostori Ry a Ra.

Zamérme se nejprve na Ry.
W, = Ker(A — 0) = Ker A, tj. fesime

01 0 1 1 0 0 1
2 1 1-2 01 0 1
3-1 2 0|77 7o 0 1-1
2-1 0 1 00 0

Z toho dostavame, ze W, = {X ev ‘ {x}p €[(1,1, -1, —1)]}.
W, = Ker A2, tj. fesime

0O 0 1-1 1 0 0 1
-3 0 3-6 0O 0 1-1
8 0 3 5 0O 0 0 O
4 0-1 5 0O 0 0 O
7 toho dostavame, ze Wy = {X {x}p €[(-1,0,1,1),(0,1, 0,0)]}.
W3 = Ker A3, tj. fesime
-1 0 2 -1 1 0 0 1
-3 0 6 -9 0 0 1-1
19 0 6 13|77 |o 0 0 0
7 0-2 9 0 0 0 O

A 7z toho dim W3 = dim W, = 2 a tedy Rg je fadu m = 2. Déale s vyuzitim véty
3.2.8 zjistime pocet adjungovanych vektortu radu h:

n(l) =1,
n2)=2-1=1.
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A nasledné dle véty 3.2.9 uréime pocet cyklickych slozek o délce h:

y(1) =0,
y(2) = 1.

Volme vektor {e&?}p tak, ze egg) € Ker A? mod Ker A, tj. {egg)}p =(0,1,0,0). A
v , " O\ .
jiz zndmym zplsobem uréime vektor {911 }D.

0-2 3 2
1 1-1-1
{egol)}p - (Oa 17070) ’ 0 1 2 0
1-2 0 1

= (1,1,-1,-1).
Nasli jsme bazi BO) = <e(1%),e§2)>.
Déle se zabyvejme Rs.
W/ = Ker(A — 2I), tj. Fesime
-2 1 0 1 1 0 0 1
-2-1 1-2 0 1 0 3
3—1 0 0 0 0 1 3
2-1 0-1 0 0 0 O

Z toho dostavame, ze W, = {X ev ‘ {x}p € [(—1,-3, -3, 1)]}
W, = Ker(A — 2I)?, tj. fesime

4-4 1-5 5 0 -1 2
5 0-1 2 0 20-9 33
4 4-1 577" fo 0o 0o o
4 4-1 5 0 0 0 0

Z toho dostévame, 7e Wy = {x € V | {x}p €[(4,9,20,0),(0,~3,8,4)]}
a dim W§, = 2.
Protoze V. = Ry @ Ry, pak Ry = W), je fadu my = 2.
S vyuzitim véty 3.2.8 zjistime pocet adjungovanych vektori radu h:
n(l) =1,
n(2) = 1.

A nasledné dle véty 3.2.9 uréime pocet cyklickych slozek o délce h:
y(1) =0,
y(2) = 1.
Jelikoz jiz zndme béze Ker(A — 2I) a Ker(A — 21)?, doplnime bézi Ker(A — 21I)?
na bazi Ker(A — 2I). Odtud dostaneme vektor {e(QQQ)}D = (0,—3,8,4) a jiz znAmym

o » 2
zpusobem urc¢ime vektor {egl)}p:

2
{eg?}p = (0,-3,8,4) - (1)
1



Nagli jsme bazi B®?) = <e§22),e§21)>.
Konec¢né dostavame bézi

B= <e§3),e§‘?,e§?,e§2)> = <(0, 1,0,0),(1,1,—1,-1),(0,—3,8,4), (1,3,3, —1)>.

Nakonec provedeme zkousku a ziskdme tak Jordantiv tvar matice, tj. nalezneme

matici (A, B).

0-2 3 2
(0) _ ‘ 1 1-1-1| _
{A<el2)}D_ (0717070) 0 1 2 0 - (1717_17_1) - {
1-2 0 1
0-2 3 2
1 1-1-1
{A(egg)}p =(LL-L--|, | 5 o=10000),
1-2 0 1
0-2 3 2
(2) - B . 1 1-—-1-1
{A(eﬂ)}p - (O’ 3’874) 0 1 2 0
1-2 0 1
0-2 3 2
1 1-1-1
{a(ef)} =wss—n-|g 17, | = @662 = {2}
1-2 0 1
Odtud
(4e)} = (e}, - 0.1.0.0),
{a(e)} = 0000,
{a(e)], = {2l + e}, = (0.0.2.1)
(a(e)) - {2}, - 0.0.0.2)

A tedy Jordanuv tvar matice (véta 3.2.7) bude

(A, B) =

o O OO
O NN OO
o = OO

o O O

o1

=(1,-3,19,7) = {2e}}) + e

N



3.4. Jordanuv tvar ¢tvercové matice

V této kapitole bychom priklady na podobnost ¢tvercovych matic mohli fesit i jinymi
zpusoby, jez zname z kurzu Linearni algebry. Nicméné zaméime se pouze na reseni
s vyuzitim Jordanova tvaru danych matic.

3.4.1. Teorie

Véta 3.4.1. Kazdd ctvercovd matice nad C je podobnd (azZ na poradi diago-
ndlnich poli) prdvé jedné matici v Jordanové tvaru.

Definice 3.4.2. Necht A je ¢tvercova matice nad C. Pak se Jordanova matice,
o niz hovoti véta 3.4.1, nazyva Jordaniuv tvar matice A.

Véta 3.4.3. Dvé ctvercové matice téhoz radu nad C jsou podobné, prdave kdyz
obéma prislusi (aZ na poradi diagondlnich poli) stejny Jordaniv tvar.

3.4.2. P¥iklady

Priklad 3.4.4. Necht jsou dany matice A, B téhoz radu nad C. Rozhodnéte, zda
jsou podobné.

5 4 3 1 7 3
A=|-1 0-3 B=(0 4 0
1-2 1 3-5 1

Resent:

Pti feseni nejprve nalezneme Jordantv tvar matic A a B a diky vété 3.4.3 miizeme
urcit, zda jsou matice A a B shodné. Nyni nemusime hledat Jordanovu bazi, bude
nam stacit nalézt spektrum a poéty cyklickych slozek jednotlivych délek (viz 3.2.9).

Zacnéme matici A: V prikladu 3.3.4 jsme zjistili, jak vypada Jordantv tvar této
matice, tj.

-2 0 0
0 4 1
0 0 4

Proto se dale miizeme presunout k matici B: Znamym postupem urc¢ime spektrum,
tj. Spec = {—2,4} a fady jednotlivych kofenovych podprostort.

R_QI
3 0 3 1 0 1
Ker(B+2E)= |7 6 —-5[~---~ |0 1-2
3 0 3 0 0 O

Kotenovy podprostor R_ je fadu m_, = 1. Navic dle vét 3.2.8 a 3.2.9 je n(1) = 1
ay(l)=1.
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-3 0 3 1 0 0
Ker(B—4E)=| 7 0-5|~---~ |0 01
3 0-3 0 0 O
18 0 —18 1 0-1
Ker(B—4E) = |[-36 0 36|~---~|0 0 0
—18 0 18 0 0 O
Kotenovy podprostor R, je tadu my4 = 2. Navic opét dle vét 3.2.8 a 3.2.9 dostavame
ni2)=2-1=1,
n(l) =1,
y(l)=1-1=0,
y(2) =1

Celkem dostavame, ze Jordaniv tvar matice je tvoren jednou bunkou fadu 1 prislu-
sici hodnoté —2 a jednou bunkou radu 2 ptislusici hodnoté 4, tj.

A tedy podle véty 3.4.3 jsou matice A a B podobné.
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Zaver

Cilem této prace bylo sestavit sbirku prikladi na témata: Homomorfismy euklidov-
skych vektorovych prostorii, Faktorovy vektorovy prostor a Jordanova baze prislusna
linedrnimu operatoru, kterou by studenti linearni algebry vyuzili pti svém studiu k
procviceni nabytych znalosti. Kazda kapitola obsahuje jak teoretickou ¢ast s defini-
cemi a vétami relevantnimi k danému tématu, tak i nékolik ptikladi s jejich feSenimi
a komentari. Duraz byl kladen na systematic¢nost zpracovani a na kompletni vysvét-
leni kazdého kroku.

Cil byl z mého pohledu splnén a vérim, ze tato sbirka prikladii bude uzite¢nym
nastrojem nejen pro mé vlastni studium, ale i pro ostatni studenty, kteii se chtéji
efektivné pripravit na zapoctové testy a zkousky z linearni algebry.
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