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Úvod 

Bakalářská práce „Lineární algebra v příkladech" vznikla s cílem poskytnout studen­
tům lineární algebry komplexní a dostupný materiál k procvičování jejich znalostí. 
Jedná se o práci, která zpracovává různé druhy úloh na jednotlivá témata. Tyto 
úlohy obvykle bývají obtížně dostupné v českém jazyce a také zřídka prezentované 
v podobě systematicky uspořádané sbírky. Takovouto sbírku jsem vyhledávala při 
přípravě na zápočtový test a zkoušku z lineární algebry. 

Hlavním cílem této práce je tedy vytvořit komplexní sbírku příkladů z oblasti 
lineární algebry, se zaměřením na témata: Homomorfismy euklidovských vektoro­
vých prostorů (včetně podkapitol: Ortogonální projekce a Ortogonální homomor­
fismy), Faktorový vektorový prostor a Jordánova báze příslušná lineárnímu operá­
toru (včetně podkapitol: Podprostory cyklické vzhledem k lineárnímu operátoru, 
Jordánova báze příslušná lineárnímu operátoru, Jordánův tvar čtvercové matice). V 
každé kapitole nalezneme nejen zadání a okomentované řešení několika příkladů, ale 
také teoretickou část obsahující definice a věty relevantní k danému tématu. Tato 
teoretická část bude sloužit jako základní referenční materiál pro studium jednotli­
vých témat a bude využívána při řešení příkladů. Celkově tak vznikne bohatá sbírka 
několika příkladů s podrobnými řešeními, okomentovanými postupy a odkazy na 
teoretickou část pro hlubší pochopení daných témat. 

Při tvorbě této práce jsem kladla důraz nejen na obsah, ale i na formu. Snažila 
jsem se o to, aby jednotlivé příklady vycházely početně hezky a aby jejich řešení bylo 
pro čtenáře přehledné a jasné. Věřím, že tato sbírka příkladů poslouží nejen mně 
při mé vlastní přípravě, ale i ostatním studentům, kteří hledají efektivní způsob, jak 
procvičit své teoretické znalosti v praxi prostřednictvím zajímavých příkladů. 
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Kapito la 1 

Homomorfismy euklidovských 
vektorových prostorů 

Začátkem bych chtěla zdůraznit, že se tato kapitola řídí skripty Lineární algebra [1], 
podle nichž je taktéž rozčleněna na podkapitoly: Ortogonální projekce a Homomor­
fismy euklidovských vektorových prostorů. V každé z těchto podkapitol se nachází 
sekce „Teorie", ve které nalezneme všechny potřebné definice a věty, na které se bu­
deme dále odkazovat v sekci „Příklady". Věty uvádíme bez důkazů a zvídavé čtenáře 
odkazujeme na seznam literatury. 

Je třeba také poznamenat, že pokud se zde vyskytnou příklady podobného cha­
rakteru, podrobné vysvětlení každého kroku uvádíme pouze při řešení prvního pří­
kladu. Řešení podobných příkladů již tak detailní nejsou. 

1.1. Ortogonální projekce 

1.1.1. Teorie 
• 

Definice 1.1.1. Euklidovským vektorovým prostorem rozumíme vektorový 
prostor V nad tělesem reálných čísel M spolu se zobrazením • : V x V - > 1 
mající následující vlastnosti: 

1. Vu, v G V: u • v = v • u, 

2. Vu, v, w G V: u • (v • w) = u • v + u • w, 

3. Vu, v e V , Ví G R: {tu) • v = í(u • v), 

4. Vu e V: u 7̂  o =>• u • u > 0. 

V tomto případě nazýváme zobrazení • : V x V - > K skalárním násobením 
na V a reálné číslo u • v pak skalárním součinem vektorů u a v. 
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Definice 1.1.2. Nechť u e V. Pak normou vektoru u rozumíme číslo ozna­
čované ||u|| a definované takto: 

||u|| = \/u • u 

Je-li ||u|| = 1, řekneme, že vektor uje normovaný. 

Definice 1.1.3. Nechť W C V . Řekneme, že 

1. U je ortogonální množinou vektorů, jestliže platí: 

Vu, V É W : U / V ^ U ' V = 0. 

2. U je ortonormální množinou vektorů, jestliže je ortogonální a platí: 

Vu e U: llull = 1. 

Definice 1.1.4. Řekneme, že báze B euklidovského vektorového prostoru V 
je 

1. ortogonální bází, jestliže B je ortogonální podmnožinou ve V , 

2. ortonormální bází, jestliže B je ortonormální podmnožinou ve V. 

V ě t a 1.1.5. Necht u G V , W C C V . Pak je vektor u kolmý na podprostor 
W, právě když je kolmý na některou (a pak tedy každou) množinu generátorů 
podprostoru W. 

Definice 1.1.6. Nechť Q C V . Ortogonálním doplňkem množiny Q ve Y 
rozumíme množinu vektorů z V kolmých na Q a označujeme j i Qx. 

V ě t a 1.1.7. Necht W je podprostor euklidovského vektorového prostoru V . 
Pak projekce p^ přiřazuje každému vektoru x z V jeho kolmý průmět do 
podprostoru W. 

Definice 1.1.8. Nechť W je podprostor euklidovského vektorového prostoru 
V. Pak projekci p^ nazýváme ortogonální projekce prostoru V na podprostor 
W a značíme j i pw-
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V ě t a 1.1.9. Nechť W je podprostor euklidovského vektorového prostoru V , 
( v i , . . . , Vfc) je báze W, B je báze V . Označme A matici, která má v i-tém 
sloupci vektor {vj j -g , i — 1,..., k. Pak matice 

Q = A ( A T A ) " 1 A T , (1.1) 

je maticí ortogonální projekce V na W v bázi B. 

Poznámka 1.1.10. Odvození této věty zde psát nebudeme, zájemce odkazujeme 
na seznam literatury. [5] 
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1.1.2. Příklady 
Poznámka 1.1.11. Následující příklad lze řešit více způsoby, ukážeme si zde dva. 
Tedy příklad 1.1.12 a) budeme řešit prvním způsobem a příklad 1.1.12 b) druhým 
způsobem. U příkladu 1.1.12 c) si uvedeme pouze správný výsledek. 

Příklad 1.1.12. Nalezněte ortogonální projekci p prostoru V na podprostor W, 
který je generován vektory v i a v 2 , je-li ve zvolené ortonormální bázi B prostoru V 
dáno 

a) { v i } B = (1,2, 2 , - l ) a { v 2 } B = ( 2 , - l , -2 ,1) , 

b) { v i } B = (1,1, 5 , - l ) a { v 2 } s = ( - l , 0 , 2 , -1) , 

c) { v i } B = (1,0, - 2 , - l ) a { v 2 } B = ( - l , -2,1,0) 

Řešení a): 
V prvním kroku nalezneme ortogonální doplněk W - 1 . S ohledem na definici 1.1.6 a 
větu 1.1.5 platí: 

x e W1- x • v i = 0, x • v 2 = 0. 

Jestliže položíme { x } B = (xi, x 2 , X 3 , X 4 ) , dostáváme soustavu lineárních rovnic 

X\ + 2x 2 + 2x 3 — x 4 = 0 
2xi — x 2 — 2x 3 + x 4 = 0. 

Maticově j i můžeme zapsat a upravit takto: 

' l 2 2 - l \ (l 2 2 - l \ (l 2 2 —1\ (l 0 - § ^ 
2 - 1 - 2 l j ~ V 0 - 5 - 6 3 J ~ ( o 1 f - | J ~ ^ 0 1 | - 3 

Dále nalezneme fundamentální systém řešení této soustavy. Nejprve volme napří­
klad x 2 = 1 a £ 4 = 0. Dostaneme vektor w i = ( — | , 1, — | , o). Poté volme například 

%2 = 0 a £ 4 = 1 a dostaneme vektor w 2 = (o, 0, | , l ) . Odtud W - 1 = [wi, w 2 ] . Jelikož 
W = Imp a W - 1 = Kerp, pak pro i — 1, 2 platí 

p(vi) = V Í , 

p(wi) = o. 

Nyní se zabývejme vyjádřením této projekce. Analytické vyjádření bychom čekali 
ve tvaru: 

p: yi = anXi + a 2 i x 2 + 0 3 1 X 3 + 0 4 1 X 4 

y2 = a12x1 + a 2 2 x 2 + a 3 2 x 3 + a 4 2 x 4 

y3 = ai3xi + a 2 3 x 2 + 0 3 3 X 3 + 0 4 3 X 4 

y i = aux1 + a 2 4 x 2 + a 3 4 x 3 + a 4 4 x 4 . 

Dosadíme-li do něj naše vektory, získáme soustavu lineárních rovnic pro neznámé 
«11, &12, • • • , ° 4 4 : 
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čtu + 2 a,2i + 2a3j — ci4j 

2aij— — 2ci3j + 

1 5 

1 
— - 0 3 i + ° 4 j 

2, 
2, 

- 1 , 
2, 

- 1 , 
- 2 , 

1, 

2 

3 
4 

1 
2 

3 
4 

O, 

0. 

1 < i < 4, 

K i < 4, 

již můžeme zapsat maticově takto: 

( 1 2 2 
2 - 1 - 2 

V 

"I 1 
0 0 

1 2 2 - l \ 
2 - 1 - 2 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 

1 0 0 

1 0 

0 0 0 1 

1 

o 

o o 

Dostáváme matici projekce 

1 
15 

/ 14 3 - 2 1\ 
3 6 6 - 3 

- 2 6 8 - 4 
V 1 - 3 - 4 2/ 

11 1 2 l \ 
15 5 15 15 
1 2 2 1 
5 5 5 5 
2 2 8 4 
15 5 15 15 
1 1 4 2 
15 5 15 i5 y 

Navíc se přesvědčíme, že je daná matice idempotentní ((p, (3)(p, (5) = (p, flÝj 
metrická, tj. jedná se o matici ortogonální projekce p. 

a sy-

o 
Řešení b): 
Tento příklad budeme řešit užitím vztahu (1-1) ve větě 1.1.9, který zní: 

Q = A ( A T A ) " 1 A T . 

Vytvořme nejprve matici A, do jejíž sloupců vložíme postupně vektory v i a v 2 ze 
zadání takto: 

/ 1 - 1 \ 
1 0 
5 2 

V-i - 1 / 

Spočítejme 

A T A 1 5 - 1 
0 2 - 1 . 

/ 1 

1 0 

5 2 
V-i - i / 

28 10 
10 6 . 
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a nalezněme inverzní matici k matici A T A : 

ÍA A) 

Dále s využitím vztahu (1.1) počítejme 

Q 

Získáme matici projekce ve tvaru 

27 
31 
á_ 
17 
J_ 
17 

\34 

17 
_3_ 
31 
_5_ 
31 
J_ 
17 

l_ 
17 
_5_ 
31 
31 
31 
J_ 

"17 

11 > 
31 
l_ 

17 
_£ 
17 

(p,/3) 
1 

34 

/27 8 
8 3 
2 5 

Vil 2 

2 11^ 
5 2 

31 - 8 
-8 7 / 

O 

Řešení c): 
Výše uvedené postupy aplikujeme i na poslední příklad a získáme matici projekce 
ve tvaru 

/ 2 2 - 3 -V\ 
2 8 0 2 

- 3 0 6 3 
V-l 2 3 2/ 

O 
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Příklad 1.1.13. Ortogonální projekce vektoru u = (5, —1, 0,1) z vektorového pro­
storu V na podprostor W, W = [ v i , V 2 ] , je-li ve zvolené ortonormální bázi B pro­
storu V dáno { v i } g = (1, 0, —1,1) a { v 2 } g = (—1, —1,1, 0), je ve tvaru 

(a, 6, —a, a). 

Matice reprezentující ortogonální projekci p je ve tvaru 

/ a 
b 

-a 
b 

Doplňte 

b -
c -

-b 
-a -

-,c 

-a 
-b 
a 

-b 

-a 
-b 

, d 

Řešeni: 
Nejprve nalezněme matici ortogonální projekce. Tímto jsme se zabývali již v příkladu 
1.1.12, proto zde budeme uvádět řešení velmi stručně. Nalezněme tedy ortogonální 
doplněk W - 1 . 

0 
-1 0, 

'1 
.0 

o 
-1 

-1 
o 

Nalezneme dále fundamentální systém řešení soustavy lineárních rovnic, které od­
povídá výše uvedená matice a dostáváme vektory w1 = (1,0,1, 0) a w 2 = (0,1,1,1). 
Dále již upravujme 

( 1 0 

-1 -1 

1 0 

V
 0 1 

1 o 

-1 -1 

o o 

o o 

-1 

1 

o 

o 

l \ 

o 

o 

o 

Dostáváme matici projekce 

(P,0) 

1 -2 

0 

1 

0 

0 

o 

0 

1 

o 

l \ 
5 
2 

' 5 
1 
5 
3 
o 

1\ 2 
1 3 - 1 - 2 

-2 -1 2 -1 
V 1 - 2 - 1 3/ 

Navíc je daná matice idempotentní a symetrická, tj. jedná se o matici ortogonální 
projekce p. 

Dále zjistíme ortogonální projekci vektoru u = (5,-1,0,1) na podprostor W. 
Stačí daný vektor vynásobit maticí ortogonální projekce, takto: 

(5,-1,0,1) 

I
 2  

1 

-2 

V i 

1 -2 
3 -1 

-1 2 
-2 -1 

-2 
-1 
3/ 

(2,1,-2,2). 

Dostáváme tedy kolmý průmět u* vektoru u na W, přičemž platí: u* 
Na závěr můžeme doplnit 

(2,1,-2,2). 

2, 6=1, c = 3, d = 5. 
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o 
Příklad 1.1.14. Nalezněte matici ortogonální projekce p prostoru V na podprostor 
W, W = [vi, v 2 ] , je-li ve zvolené ortonormální bázi B prostoru V dáno 

{ v i } B = ( l , 2 , 0 , l ) , { v 2 } B = ( - l , 2 , l , 0 ) . 

Jaká je ortogonální projekce vektoru u na podprostor W, je-li 

a) {u} s= (1,1,3,2), 

b) {u} s= (0,-3,5,1). 

Řešeni: 
Opět jsme se zde již takový typem příkladu zabývali. Řešíme tedy podobně jako pří­
klad 1.1.12 tentokrát dle řešení b). Využijeme tedy vztahu (1.1): Q = A ( A T A ) _ 1 A T 

z věty 1.1.9, kde za matici A dosazujeme 

(1 
2 2 
0 1 

\1 0/ 

Dále počítejme 

A T A 1 0 
1 

(A A) 

0, 

1 
9 

Dále již s využitím vzorce (1.1) počítejme 

Q 

(i -i\ 
2 2 
0 1 
Vi o/ 

Získáme matici projekce ve tvaru 

(P,0) 

(
 6 

0 
- 3 
V 3 

/ l 
2 2 
0 1 

0/ 

2 -A 
-1 2 

0 
1 

v 
o, 

'6 
,3 

0 - 3 3\ 
8 2 - 2 
2 2 - 1 
2 -1 2/ 

Pak už jen vektor u vynásobíme maticí (p, (3) a dostáváme 

/ = 0 

a) u* = (1,1,3,2) • 

2 
3 

0 
1 

"3 
1 
3 

2 
I) 
1 

"9 
2 

(± 2 1 A 
V 3 ' ' 3 ' 3 / ' 

3N 

6, 

l\ 
2 
I) 
1 
9 

1/ 

15 



b) u* = ( 0 , - 3 , 5 , i ; 

/ -
' 3 

1 

3 3 
2 2 
9 9 
2 _ 1 
9 9 

.1 2 
9 9 / 

4 _ 4 1 _ i 
3 ' 3 ' 3 ' 

O 

Příklad 1.1.15. Jaká je ortogonální projekce vektoru v z prostom V na rovinu 
2x — y + z = 0, je-li ve zvolené ortonormální bázi B dáno {vj-g = (2, 0,1). 

Řešeni: 
Řešíme opět podobně jako v předchozích příkladech, avšak nejprve musíme vytvořit 
bázi B zadané roviny. Využijeme například vektory ux = (1,2,0) a u 2 = (0,1,1). 
Takže B = ((1, 2, 0), (0,1,1)). Dále opět využijeme vztahu (1.1) z věty 1.1.9, kde za 
matici A dosazujeme 

(l 0N 

A = 2 1 
\0 1, 

Počítejme tedy 

A T A '5 2N 

2 2, 

Následně dosazením do vztahu (1.1) získáme matici projekce 

Q = (P, B) 6 6 

6/ 

Nyní už nám stačí vektor v vynásobit maticí (p, B) a dostáváme ortogonální projekci 
vektoru v na výše zadanou rovinu. 

(2,0,1) 6 6 
I 5 
6 6/ 

K K -2,1-
3 ' 6 ' ' 6 

O 
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1.2. Ortogonální homomorfismy 

1.2.1. Teorie 

Definice 1.2.1. Nechť (V, •), (W, o) jsou euklidovské vektorové prostory. Ho-
momorfismus / : V —>• W se nazývá ortogonální, jestliže platí: 

Vx, y G V: x • y = /(x) o f (y). 

V ě t a 1.2.2. Nechť f je ortogonální homomorfismus V do W. Pak pro každé 
x , y z V platí: 

1- ll/(x)|| 2 = ||x||2, 

2. Z ( / ( x ) , / ( y ) ) = Z ( x , y ) , 

3. p ( / ( x ) , / ( y ) ) = p ( x , y ) . 

V ě t a 1.2.3. Nechť f je homomorfismus V do W, B,C libovolné ortonormální 
báze po řade prostorů V , W . Pak je f ortogonální izomorfismus V na W , pravé 
když 

(f,B,C)(f,B,C)T = E. 

Definice 1.2.4. Orotogonální maticí rozumíme čtvercovou matici A, pro kte­
rou platí 

A A T = E. 

V ě t a 1.2.5. Nechť je dána čtvercová matice A e Ainxn a, nechť dále C\ = 
(au, 021,.. •, Oni)) • • • icn = {o>\ni anii • • • i ^nn) jsou sloupce této matice. Pak A 
je ortogonální, jestliže platí 

Ci -Ci = 1, V i = 1,... ,n, 

Cj • Cj = 0, pro i 7̂  j 

a C i , . . . , cn je ortonormální systém. 

Poznámka 1.2.6. Poznamenejme, že ve větě 1.2.5 je „•" skalární součin z definice 
1.1.1. Dále lze dokázat, že ve větě 1.2.5 lze místo sloupců matice uvažovat její řádky. 
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1.2.2. Příklady 
Příklad 1.2.7. Ověřte, zda jsou následující matice ortogonální. 

/ A _A _1\ 
/ Q Q 3 \ 

a) A 

V 

2 _2 
3 3 3 
2 _1 _2 

"3 3 3 
1 _2 _2 
3 3 3 

b) B = i 
/ 3\/5 0 6 ^ 

-10 10 5 
V-4^/5 -5 \ /5 

c) C 

0 
1 

1 

2 
3 
1 

2 
3\/2 3 ^ 3 ^ 

2 
V N/6 

1 
V ě 

0 

Řešení: 
S ohledem na větu 1.2.4 je matice A G R n x n ortogonální právě tehdy, když A A T 

E. Stačí tedy tuto vlastnost ověřit pro zadané matice. 
Nejprve řešme a) 

/ 2 _2 _1\ / 2 _2 
/ 3 3 3 \ ' * 

A A 

V 

2 _1 _2 
'3 3 3 
1 _2 _2 
3 3 3. V" 

3 3 
2 _1 _2 
3 3 3 
1 _2 _2 
3 3 3 

(\ 0 
0 1 

\ 

V? 

což znamená, že A není ortogonální. Přejděme tedy k další matici v b). 

B B = — 
1 
15 

/ 3\/5 0 6y/ES 
-10 10 5 

V-4^/5 -5 \ /5 2^/5y 

1 
15 

/3y/E -10 - 4 V Š 
0 10 -5 \ /5 

\ 6 V 5 5 2^/5 

\ í 1 0 ° \ 
H ° 1 

0 

l o 0 1 

Zde již jednotkovou matici dostáváme. Matice B je tedy ortogonální. Ověřme ještě 
ortogonalitu matice C , tj. 

C C J 

1 
3 

0 2 
3 3 í i 

3 
0 _ 2 

3 ^ 
- M 
v£ 

0 i 
Vš 

1 
VŠ 

1 
^3 

0 1 
v?> 

1 
V2 

i 
v£ 

2 i 2 
3 ^ 

1 
3VŽ 

2 
3 

1 2 
3 ^ 

0 

v 
2 
Vě 

1 
Vě 

0 1 
Vě J \ 

2 
3 

1 
Vš 

1 
3 ^ 

i 
Věj 

fl 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

0 0 1/ 

Opět dostáváme jednotkovou matici, a tudíž můžeme říct, že i matice C je orto­
gonální. Poznamenejme ještě, že pokud bychom dostali namísto jednotkové matice 
matici diagonální, sloupce matice by sice tvořily ortogonální bázi prostoru, ale ni­
koliv bázi ortonormální, a tudíž by se nejednalo o ortogonální matici. 

O 
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Příklad 1.2.8. Je dána matice A. Určete a, 6, c > O tak, aby A byla ortogonální. 

0 

/ a c c 
1 b b b 

\fc y/Č 

2y/č y/č s/č 
\ b bc bc J 
-,b 

Řešeni: 
Nejprve si dle věty 1.2.5 a poznámky 1.2.6 označíme jednotlivé řádky naší matice 
jako: 

f a c / 
d = 

J ' 
, c 2 = o, 

'c x/C 

c c 
, c 3 

2JČ Jc -y/Č 
& ' 6c ' 6c 

Mohli jsme se rozhodnout pro sloupce, nicméně díky výběru řádků se nám řešení 
značně zjednoduší. Pokud chceme, aby uvedená matice A byla ortogonální, pak s 
ohledem na větu 1.2.5 musí platit: 

Cj • Cj = 1, Mi = 1,2,3, 
Cj • Cj = 0, pro i j. 

Konkrétně tedy 

Ci • Ci = 1 

c 2 • c 2 = 1 & ( 0. -

c 3 • c 3 = 1 

d • c 2 = 0 <í=> 

a c c\ í a c c 
b b b 

c Jc 

c c J \ 

zJc \T
c

 \T
c  

b ' bc ' 6c 

b b b 

c Jc 

c c 

l ^
a

2

- b
2

 + 2c
2

 = 0. 

1 c = 2, 

2 ^ -y/č -y/č 
b ' 6c ' 6c 

1 62c - 4c2 

a c c • 0 'c x/C 

c c 
--0^0 = 0, 

f a C C\ í 2jČ Jc Jc\ r- r-

2Jč Jc Jc
s  

c 2 • c 3 = 0 0 c v c 
c c 6c' 6c 

0 ^ 0 = 0. 

Již z druhého řádku získáme c = 2 a z pátého řádku získáme a = 1. Nakonec 
dosazením těchto proměnných do prvního řádku získáme 6 = 3. Ověříme, že tyto 
hodnoty vyhovují i zbylým rovnicím. Snadno lze ověřit, stejně jako v předchozím 
příkladu, že je daná matice ortogonální. 

O 

Příklad 1.2.9. Je dána matice A. Určete a, 6, c, d > 0 tak, aby A byla ortogonální. 

0 2 

6 3 
—d —d 

, d 
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Řešení: 
Opět využíváme stejné řešení jako u předchozího příkladu. Tentokrát označíme řádky 
matice: 

c i = | " ^ > ° > a j ' c 2 = ^ - "^p h c
3
 = ( - d,-d,c). 

Pokud chceme, aby uvedená matice A byla ortogonální, pak opět s ohledem na větu 
1.2.5 musí platit: 

Cj • Cj = 1, Vz = 1,2,3, 
Cj • Cj = 0, pro i j . 

Konkrétně tedy 

•s/2 \ (-\/2 \ -\/2 
c i • c i = 1 | — ,0,a I • I — ,0,a I = 1 <S> a = — , 

c 3 • c 3 = 1 <í=> ( - d, -d, cj • ( - d, - d , c) = 1 <í=> 2d 2 + c 2 = 1, 

d • c 3 = 0 
ÍV2 \ 
í 0, a J • ( — d, —d, cj = 0 o c = d. 

Všechny skalární součiny zde nepíšeme, jelikož nám ke zjištění jednotlivých pro­
měnných postačí pouze výše vypsané. Tedy z prvního řádku dostáváme a = ^ z 
druhého & = y a na závěr z posledních dvou řádků zjistíme, že c = d = 

O 

Příklad 1.2.10. Existuje ortogonální homomorfismus / : M4 —> M4 takový, že 

/ ( - l , 2 ,0,-2) = (1,0,2,2) a 

/ ( - 2 , 0,-2,1) = (-1,2,1,0)? 

Řešení: 
Při řešení využijeme pouze definice 1.2.1, odkud víme, že ortogonální homomorfismy 
zachovávají ortogonalitu. Počítejme skalární součin následujících vektorů a následně 
jejich obrazů: 

( - l , 2 , 0 , - 2 ) . ( - 2 , 0 , - 2 , l ) = 0, 

/ ( - l , 2, 0, -2) • f (-2,0, -2,1) = (1, 0, 2, 2) • ( -1 , 2,1, 0) = 1. 

Odtud můžeme rovnou říct, že daný homomorfismus neexistuje. 

O 
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Příklad 1.2.11. Nalezněte všechny ortogonální homomorfismy / : V —>• W, pro něž 
platí /(u) = v, je-li v ortonormálních bázích B,C po řadě podprostorů V , W dáno: 

{u}B = (-l,l),{v} c = (l,l). 

Řešeni: 
Nejprve s ohledem na větu 1.2.2 ověřme, zda má vůbec smysl ortogonální homo-
morfismus hledat, tj. počítejme ||u|| = ^(—l)2 + l 2 = y/2 = ||v||. Dále podobným 
způsobem jako v příkladu 1.1.12 nalezneme matici homomorfismu 

\0>21 a22 J 
Tedy analytické vyjádření očekáváme ve tvaru: 

/: y
1
 = a11x1 + a21x2 

y
2
 = ai2xi + a 2 2 x 2 . 

Dosadíme-li do něj souřadnice vektorů u a v, získáme soustavu lineárních rovnic pro 
neznámé an, a

í2
, a

2í
 a a 2 2 ve tvaru: 

1 = - a u + a
21 

1 = — Ol2 + «22-

Při volbě parametrů au = s a a\
2
 = t dostáváme 

( / ' B ' C )= ( l + a l + í ) » k d e s ' í e R ( L 2 ) 

Tato matice reprezentuje všechny homomorfismy / : u —> v. My ovšem hledáme jen 
ty, které jsou ortogonální. K tomu nám postačí věta 1.2.3, podle které jsou to právě 
ty homomorfismy, pro něž platí: 

( / , Í 3 , C ) ( / , Í 3 , C ) T = E. 

Počítejme tedy 
s t \ (s 1 + s\ _ íl 0\ 

l + sl + t)\t 1 + t) ~ \0 l) ' 

čímž nám vznikne soustava rovnic 

s
2

 + ŕ = i 

s(l + s) + t(l + t) = 0 

(l + s) 2 + ( l + í ) 2 = 1. 

Tato soustava rovnic má dvě řešení: 

(i) t = 0, s = - 1 , 

(ii) ŕ = - 1 , s = 0. 

Dosadíme-li tyto parametry zpět do matice (1.2), obdržíme matice dvou ortogonál­
ních homomorfismu, tj. 

( / i , B , C ) = ( " J J ) , 

( / a , B , c ) = ( ; - j ) . 

o 
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Kapito la 2 

Faktorový vektorový prostor 

V této kapitole nalezneme opět sekci „Teorie", která čerpá především ze skript L i ­
neární algebry [1] a kterou dále využijeme k řešení příkladů v následující sekci „Pří­
klady". Věty opět uvádíme bez důkazů. 

Definice 2.1.1. Nechť K C C V, a e V. Pak se množina označovaná a + K 
a definovaná vztahem 

nazývá lineární varieta prostoru V určená vektorem a o zaměření K. 

Definice 2.1.2. Nechť K CC V a a, b e V . Řekneme, že vektor a je kon-
gruentní s vektorem b modulo K , což značíme a = b(modK), jestliže vektor 
b — a náleží K . 

Definice 2.1.3. Nechť K CC V a nechť jsou dány a + K, b + K e V / K a 
t G T. Pak 

1. součtem lineárních variet a + K a b + K rozumíme varietu označovanou 
(a + K) + (b + K) a definovanou (a + K) + (b + K) = (a + b) + K, 

2. skalárním t-násobkem lineární variety a + K rozumíme varietu označo­
vanou t • (a + K) a definovanou t • (a + K) = (t • a) + K. 

Poznámka 2.1.4. V tomto případě je V / K označení pro množinu všech variet 
prostoru V o zaměření K. Tedy platí 

2.1. Teorie 

V / K = |{x G V; 3y G K: x = a + y}, a e V } = {{a + K}, a e v}. 
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Definice 2.1.5. Nechť je dán K C C V . Pak vektorový prostor ( V / K , +, T, •) 
nazýváme faktorový vektorový prostor vektorového prostoru V podle podpro-
storu K a označujeme V / K . 

Definice 2.1.6. Nechť je dán vektorový prostor V a jeho podprostor K . Pak 
se zobrazení I/R : V —> V / K definované 

^ K : V ->• V / K , 

Va e V : z/K(a) = a + K , 

nazývá přirozený (kanonický) homomorfismus příslušný faktorizaci V / K . 

V ě t a 2.1.7. Necht je dán vektorový prostor V a jeho podprostor K . Pak platí 

dim V / K = dim V — d i m K . 

V ě t a 2.1.8. Necht je dán vektorový prostor V a jeho podprostor K . Necht 
dále (ěf[,..., en-kj je libovolný systém vektorů s vlastností 

V = [ e i , . . . , e „ _ f c ] © K . 

Pak (e1 + K , . . . , e„_fc + K ) je bází faktorového vektorového prostoru V / K . 
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2.2. Př íklady 
Příklad 2.2.1. Ve vektorovém prostoru V4 je dán podprostor K = [u, v]. Stanovte 
dimenzi faktorprostoru V / K a nalezněte alespoň jednu jeho bázi, je-li ve zvolené 
bázi prostoru V dáno: {u} = (1, 2, 0,1) a {v} = (2, —1, 0, 2). 

Řešení: 
Nejprve vyšetřeme dimenzi faktorprostoru V / K . Zabývejme se d i m K : 

1 2 
2 - 1 

0 
0 

'1 2 o r 
,0-5 o o, 

Vektory u a v jsou lineárně nezávislé a proto d i m K = 2. S ohledem na větu 2.1.7 
platí: 

dim V / K = dim V — d i m K , 
d i m V / K = 4 - 2 = 2. 

Dále se zabývejme konstrukcí některé báze prostoru V / K . Zde využijeme větu 
2.1.8, podle níž je třeba vektory u, v doplnit ve smyslu Steinitzovy věty na bázi 
prostoru V . Hledáme tedy vektory e i , e 2 tak, aby byly společně s vektory u a v 
lineárně nezávislé. Zvolme tedy například {ei} = (0,0,1,0) a {e 2} = (0,0,0,1) a 
ověřme. 

(1 2 0 
2 - 1 0 
0 0 1 

\0 0 0 

2 
0 

(\ 2 0 0\ 
0 - 5 0 0 
0 0 1 0 

\0 0 0 1/ 

(\ 0 0 0\ 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

\0 0 0 1/ 

Jedná se o reprezentanty bazických tříd ve V / K a dle věty 2.1.8 je tedy 
C — (ei + K , e 2 + K ) bází prostoru V / K . 

O 
Příklad 2.2.2. Ve vektorovém prostoru V 4 je dán podprostor K = [u, v]. Stanovte 
dimenzi faktorprostoru V / K , nalezněte alespoň jednu jeho bázi a stanovte souřad­
nice variety x + K v této bázi, je-li ve zvolené bázi prostoru V dáno: 
{u} = ( - 2 , 1 , - 1 , - 1 ) , {v} = (-1 , 0, - 2 , 2) a {x} = (1 ,1 , -1 , -2 ) . 

Řešení: 
Nejprve opět vyšetřeme dimenzi faktorprostoru V / K . 

1 
0 

-1 - r 
-2 2. 

'1 o 
,0 -1 

2 - 2 N 

-3 5, 
1 0 

.0 1 
2 - 2 
3 - 5 . 

Vektory u a v jsou lineárně nezávislé a proto d i m K = 2. Opět s ohledem na větu 
2.1.7 platí: 

dim V / K = dim V — d i m K , 
d i m V / K = 4 - 2 = 2. 

Zabývejme se nyní konstrukcí některé báze prostoru V / K . S využitím věty 2.1.8, 
podle níž je třeba vektory u, v doplnit ve smyslu Steinitzovy věty na bázi prostoru 
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V . Hledáme tedy vektory ei,e2 tak, aby byly společně s vektory u a v lineárně 
nezávislé. Zvolme tedy například {ei} = (0, 0,1, 0) a {e2} = (0, 0,0,1) a ověřme. 

(-2 1 -1 -1\ 
- 1 0 - 2 2 

0 0 1 0 
V 0 0 0 1/ 

^ 1 0 2 - 2 ^ 
0 1 3 - 5 
0 0 1 0 

\0 0 0 1J 

^1 0 0 0^ 
0 1 0 0 
0 0 1 0 

\0 0 0 1/ 

Jedná se o reprezentanty bazických tříd ve V / K a dle věty 2.1.8 je tedy 
C = (e1 + K , e2 + K ) bází prostoru V / K . 

Varieta x + K , která je vektorem ve faktorprostoru V / K , bude mít v bázi C 
souřadnice (xi,x2) právě tehdy, když 

x + K = xi(ei + K ) + x2(e2 + K ) . 

Postupně upravujeme s využitím definice 2.1.3: 

x + K = (xie-i + K ) + (x2e2 + K ) , 
x + K = (xie-i + x2e2) + K , 

což je ekvivalentní s 
x = (xiei + x 2 e 2 )(modK). 

Pak lze psát 

xiei + x 2e 2 - x e K = [u, v], 

xiei + x 2e 2 - x = x 3u + x4v, 

x = xiei + x 2e 2 — X3U — X 4 V . 

Souřadnice variety můžeme získat vyřešením soustavy lineárních rovnic maticově 
zapsané takto: 

(0 0 2 1 l \ í 1 0 0 0 - 6 \ 

0 0 -1 0 1 0 1 0 0 5 

1 0 1 2 - 1 0 0 1 0 -1 

1° 1 1 - 2 -v \ 
0 0 0 1 V 

Z čehož dostáváme jediné řešení, a tím je: 

x\ = —6, x2 = 5, X3 = —1, £ 4 = 3. 

A tedy souřadnice variety x + K v dané bázi C jsou {x}c = (—6, 5). 

O 
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Příklad 2.2.3. U příkladu 2.2.2 nalezněte matici kanonického homomorfismu. 

Řešení: 
Hledejme tedy matici (u,B,C). Určíme souřadnice variet z/(u), z/(v), z/(ei), z/(e2). 
Protože u, v G K , tak z/(u) = z/(v) = o + K , což je nulová varieta, a tedy 
{z/(u)}c = {v(y)}c = (0,0). Protože C = ( d + K , e 2 + K ) , tak zřejmě {i/(ei)} c = 
{ei + K } c = (1, 0). Podobně {V(e 2)} c = {e 2 + K } c = (0,1). Shrňme to následovně: 

{u}B = (-2, l , - l , - l ) {o + K}c = (0, 0), 
{v}B = ( -1 , 0, - 2 , 2) ^ {o + K}c = (0, 0), 

{ e i } B = (0, 0,1, 0) ^ {ei + K } c = (1, 0), 
{e 2 } B = (0, 0, 0,1) ^ {e 2 + K } c = (0,1). 

Dostáváme matici, kterou dále upravujeme 

fl 0 2 - 2 0 o\ / l 0 0 - 2 - 2 o\ 
0 1 3 - 5 0 0 0 1 0 - 5 - 3 0 
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 

1° 0 0 1 0 v 1° 0 0 1 0 V 

1 
o 
o 
o 

0 
1 
o 
o 

o 
0 
1 
o 

- 2 2\ 
- 3 5 

1 0 
0 Ij 

Odtud je matice kanonického homomorfismu ve tvaru 

[u,B,C) 

(-2 2\ 
- 3 5 

1 0 
V 0 1/ 

O 

Příklad 2.2.4. Ve vektorovém prostoru V4 je dán podprostor K = [u, v,w]. Sta­
novte dimenzi faktorprostoru V / K , nalezněte alespoň jednu jeho bázi a stanovte 
souřadnice variety x + K v této bázi, je-li ve zvolené bázi prostoru V dáno: 
{u} = (1, - 1 , 0, 2), {v} = (1,1, 0,1), {w} = (2, 0, - 1 , 2) a {x} 1,2,1,-1 
Řešení: 
Budeme postupovat stejně jako u příkladu 2.2.2. Nejprve zjišťujeme dimenzi K . 

Z čehož vyplývá, že vektory u, v a w jsou lineárně nezávislé. Díky tomu můžeme 
říct, že d i m K = 3. A dle věty 2.1.7 je dim V / K = 4 — 3 = 1. 

Při konstrukci některé báze prostoru V / K opět využijeme věty 2.1.8. Doplníme 
vektory u, v a w ve smyslu Steinitzovy věty na bázi prostoru V . Zvolme tedy napří­
klad {ex} = (0,0, 0,1). Dostáváme bázi podprostoru V / K , a tou je C = {e1 + K ) . 

Varieta x + K , která je vektorem ve faktorprostoru V / K , bude mít v bázi C 
jedinou souřadnici x\ právě tehdy, když 

K = xi(e i + K ) 
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Úpravou dle definice 2.1.3 dostáváme 

K = xiei + K , 

což je ekvivalentní s 
x = xiei(mod K ) . 

Pak lze psát 

X i e i — x G K = [u, v , w ] , 

X i e i — x = x 2u + x 3 v + x 4 w , 

x = Xiei — x 2u — x 3 v — x 4 w . 
Souřadnice variety můžeme získat vyřešením soustavy lineárních rovnic maticově 
zapsané takto: 

fo - 1 - 1 - 2 
0 1 - 1 0 
0 0 0 1 

y l - 2 - 1 - 2 

l \ 
2 
1 

- v 

/ l o o o 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

Z čehož dostáváme jediné řešení a tím je: 

5 1 
1 2 2 

x3 = - - , x4 = 1. 

2 
_1 

2 
_ 5 

2 

1 

A tedy souřadnice variety x + K v dané bázi C je { x } c 

O 

Příklad 2.2.5. Ve vektorovém prostoru V 4 je dán podprostor K = [u, v , w ] . Sta­
novte dimenzi faktorprostoru V / K , nalezněte alespoň jednu jeho bázi a stanovte 
souřadnice variety x + K v této bázi, je-li ve zvolené bázi prostoru V dáno: 
{u} = (-1,1,1, -2 ) , { v } = (2, 0, -1 ,1) , { w } = (-3,1, 2, -3) a { x } = (2,1, 3,1). 

Řešení: 
Budeme postupovat stejně jako u předchozího příkladu 2.2.4. Nejprve zjišťujeme 
dimenzi K . 

/ - I 1 1 -2> 
0 2 1 - 3 

V 0 0 0 0, 

/ - l 1 1 - 2 N 

0 2 1 - 3 
V 0 0 0 0; 

Z čehož vyplývá, že d i m K = 2. A dle věty 2.1.7 je d i m V / K = 4 — 2 = 2. Jelikož 
vektory v a w jsou lineárně závislé, budeme dále uvažovat K = [u, v ] . 

Zabývejme se nyní konstrukcí některé báze prostoru V / K . S využitím věty 2.1.8, 
podle níž je třeba vektory u, v doplnit ve smyslu Steinitzovy věty na bázi prostoru 
V , volme {e{\ = (0,0,1,0) a {e2} = (0,0,0,1) tak, aby byly společně s vektory u 
a v lineárně nezávislé. S ohledem na větu 2.1.8 je tedy C = (e1 + K , e2 + K ) bází 
prostoru V / K . 
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Varieta x + K , která je vektorem ve faktorprostoru V / K , bude mít v bázi C 
souřadnice ( £ 1 , 2 : 2 ) právě tehdy, když 

x + K = x i ( e i + K ) + x 2 ( e 2 + K ) . 

Již z předchozích příkladů jsme zjistili, že budeme pracovat se vztahem 

X = Xie i + X2&2 — — X 4 V . 

Souřadnice variety můžeme získat vyřešením soustavy lineárních rovnic, maticově 
zapsané takto: 

(0 0 1 - 2 2 \ 1 0 0 0 A 
2 

0 0 -1 0 1 0 1 0 0 3 
2 

1 0 -1 1 3 0 0 1 0 -1 

1° 1 2 -1 V v 0 0 0 1 -i) 

Z čehož dostáváme jediné řešení a tím je: 

7 
Xi X-2 -, x3 = -1 , x4 = -

T 2' 

A tedy souřadnice variety x + K v dané bázi C jsou { x } c = Q , | j . 

O 
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Kapi to la 3 

Jordánova báze přís lušná 
l ineárnímu ope rá to ru 

Poslední kapitola se řídí skripty Lineární operátory [2], podle nichž je rozčleněna 
na jednotlivé podkapitoly: Podprostory cyklické vzhledem k lineárnímu operátoru, 
Lineární operátory s jedinou vlastní hodnotou, Lineární operátory s obecným spek­
trem a Jordánův tvar čtvercové matice. 

V každé z těchto podkapitol se nachází opět sekce „Teorie", ve které nalezneme 
všechny potřebné definice a věty, na které se budeme dále odkazovat v sekci „Pří­
klady". 

3.1. Podprostory cyklické vzhledem k lineárnímu 
operá toru 

3.1.1. Teorie 
-

Definice 3.1.1. Zobrazení A: V —>• V se nazývá lineární operátor na V , 
jestliže má následující vlastnosti: 

1. Vu, v e V: A(u + v) = A(u) + A(v), 

2. Vu e V , Ví G T : A(ŕu) = tA(u). 

Poznámka 3.1.2. Pro libovolný vektor x G V definujeme identický lineární ope­
rátor jako zobrazení I: x 4 x a nulový lineární operátor jako zobrazení O: x 4 o . 

Definice 3.1.3. Nechť A je lineární operátor na V , B = (e 1 ;..., en) nechť je 
báze prostoru V. Označíme-li 

{A(ei)}B = (au, ai2, • • • ain), 1 < i < n, 

pak matici A = (<%)„ řádu n nazýváme matice lineárního operátoru A v bázi 
B a značíme j i (A, B). 
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Definice 3.1.4. Nechť A je lineární operátor na V. Polynom z T[x], označo­
vaný mA(x) se nazývá minimální polynom operátoru A , jestliže platí: 

1. polynom m&(x) je normovaný, 

2. m A (A) = O, 

3. polynom Í Í Í A ( I ) je nejmenšího stupně ze všech polynomů splňujících 
předchozí dvě podmínky. 

Definice 3.1.5. Nechť A je matice libovolného řádu nad T. Polynom z T[x], 
označovaný mx{x) se nazývá minimální polynom matice A, jestliže platí: 

1. polynom m^{x) je normovaný, 

2. m A (A) = O, 

3. polynom »4(1) je nejmenšího stupně ze všech polynomů splňujících 
předchozí dvě podmínky. 

V ě t a 3.1.6. Necht K je lineární operátor na V , B libovolná báze V . Pak platí, 
že polynom mA{x) existuje, právě když existuje polynom m^B)(x), přičemž 
platí 

mA(x) = m{A:B)(x). 

Definice 3.1.7. Nechť A je matice libovolného řádu nad T. Polynom ch^{x) 
definovaný vztahem 

chx{x) = det(A - xE) 

se nazývá charakteristický polynom matice A. 

Definice 3.1.8. Nechť A je lineární operátor. Charakteristickým polynomem 
chA(x) lineárního operátoru A pak rozumíme charakteristický polynom jeho 
matice nad libovolnou bází. 

Definice 3.1.9. Nechť A je lineární operátor na V. Platí-li pro skalár A G T 
a nenulový vektor x G V 

A(x) = Ax, 

řekneme, že A je vlastní hodnota lineárního operátoru A a x vlastní vektor 
lineárního operátoru A příslušný vlastní hodnotě A. 
Množina vlastních hodnot lineárního operátoru A se nazývá spektrum lineár­
ního operátoru A a značí se Spec A. 
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Definice 3.1.10. Nechť A je lineární operátor, A je některá jeho vlastní hod­
nota. Pak množina N A definovaná vztahem 

N A = {x e V | A(x) = Ax} 

se nazývá vlastni podprostor lineárního operátoru A příslušný vlastní hodnotě 
A. 

V ě t a 3.1.11. Necht A je lineární operátor na V a necht A je některá jeho 
vlastní hodnota. Pak platí: 

1- N A CC V, N A = Ker(A - AI), 

2. je-li B některá báze V , pak x e V je vlastním vektorem operátoru A 
příslušným \, právě když jeho souřadnice v bázi B jsou netriviálním řeše­
ním soustavy lineárních homogenních rovnic o matici 

(A, B)T — AE. 

V ě t a 3.1.12. Necht A je lineární operátor na V . Pak spektrum lineárního 
operátoru A je rovno množině kořenů jeho charakteristického polynomu. 

Definice 3.1.13. Nechť A je lineární operátor, A je některá jeho vlastní hod­
nota. Pak 

1. podprostor R A definovaný jako množina 

{x e V | 3m e N : (A - AI) m (x) = o} 

se nazývá kořenový podprostor lineárního operátoru A příslušný vlastní 
hodnotě A, 

2. nenulové vektory z R A se nazývají adjungované vektory lineárního ope­
rátoru A příslušné vlastní hodnotě A, 

3. je-li u adjungovaný vektor příslušný A, pak přirozené číslo m, pro něž 
platí 

(A - AI) m(u) = o A (A - A I ) m _ 1 ( u ) o, 

se nazývá řád adjungovaného vektoru u . 

Poznámka 3.1.14. Vlastní vektory lineárního operátoru A příslušné A jsou adjun-
govanými vektory příslušnými A řádu 1. 
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V ě t a 3.1.15. Nechť A je lineární operátor, A je některá jeho vlastní hodnota. 
Pak existuje jediné m E N tak, že platí: 

1. R A = Ker (A - \l)
m

, 

2. R A Ker (A — AI)™ - - 1. 

Definice 3.1.16. Nechť A je lineární operátor na V a A některá jeho vlastní 
hodnota. Pak číslo m E N přiřazené k R A ve větě 3.1.15 se nazývá řád koře­
nového podprostoru R A a značí se m\. 

D ů s l e d e k 3.1.17. Nechť A je lineární operátor. Jestliže je jeho charakteristický 
polynom zapsán ve tvaru 

chA(x) = (-1)" • (x - h)9í • (x - h)9" ...(x- tr)9\ 

kde ti,..., tr G C jsou navzájem různá, pak 

1. { í i , . . . ,tr} — Spec A, 

2. pro i = 1,... , r udává gi dimenzi kořenového podprostoru R Ť I . 

Definice 3.1.18. Nechť A je lineární operátor na V . Báze ( e i , . . . , e n ) se 
nazývá báze cyklická vzhledem k lineárnímu operátoru A , existuje-li A G C 
tak, že platí: 

A(ej) = Aej + ei+1, 1 < i < n - 1, 
A(e n ) = Ae„. 

P o z n á m k a 3.1.19. Podmínky definice 3.1 pro bázi ( e i , . . . ,e„) jsou zřejmě ekvi­
valentní následujícím podmínkám: 

eť = (A - AI)(e í_i) = (A - AI) í _ 1 (e i ) , 2 < i < n, 
o = (A - AI)(e n) = (A - A I ) n ( e i ) . 

Definice 3.1.20. Nechť A je lineární operátor na V . O vektorovém pro­
storu V řekneme, že je cyklickým prostorem vzhledem k lineárnímu operátoru, 
existuje-li báze V cyklická vzhledem k A. 

V ě t a 3.1.21. Nechť A je lineární operátor na V„ . Pak jsou následující pod­
mínky ekvivalentní: 

1. ve V„ existuje báze cyklická vzhledem k Á, 

2. existuje adjungovaný vektor řádu n operátoru Á, 

3. A má jedinou vlastní hodnotu A a d i m N A = 1, 

4. mk(x) = (x - A ) n . 

32 



3.1.2. Příklady 
Příklad 3.1.22. Nechť je lineární operátor A na vektorovém prostoru V nad těle­
sem K. reprezentován maticí A vzhledem k některé bázi B prostoru V . Je prostor V 
cyklický vzhledem k lineárnímu operátoru A? Pokud ano, nalezněte některou jeho 
cyklickou bázi. 

a) A 

b) A 

c) A 

d) A 

/3 0 0̂  
1 3 ] 

\1 0 í 

/ l 0 ] 
2 1 ] 

\1 0 ] 

íl - 1 -2^ 
0 7 - 4 

\0 9 - 5 , 

Řešení a): 
Nejprve nalezneme vlastní hodnoty lineárního operátoru jako kořeny charakteristic­
kého polynomu (věta 3.1.12) ve tvaru (definice 3.1.7) 

chA(x) = det(A - AE) 
2 - A 1 0 

0 2 - A 0 
- 2 - 1 2 - A 

( 2 - A ) 3 . 

Kořeny tohoto charakteristického polynomu tvoří spektrum lineárního operátoru, tj. 
Spec A = {2}. V tomto případě se jedná o trojnásobný kořen. 

Dále s využitím věty 3.1.11 určíme vlastní podprostor N A prostoru V . 
Soustava rovnic, kterou budeme řešit má tvar 

(2 - A)xi - 2x 3 = 0 
x\ + (2 - \)x2 - x 3 = 0 

(2 - X)x3 = 0. 

Abychom dostali vlastní podprostor N 2 , řešíme tuto soustavu pro A = 2. 
Dostáváme matici soustavy 

/O 0 - 2 N 

1 0 - 1 
\0 0 0, 

Vyřešením dostáváme vlastní podprostor N 2 = j x G V {xj-g G [(0,1, 0)]|. 

Jelikož má lineární operátor A jedinou vlastní hodnotu A = 2 a d i m N 2 = 1, pak 
s ohledem na větu 3.1.21 je vektorový prostor V cyklický vzhledem k lineárnímu 
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operátoru A. 

Dále se zabývejme nalezením některé jeho cyklické báze C = (e i , 6 - 2 , 6 3 ) . 

Z definice 3.1.18 plyne, že e 3 je vlastním vektorem lineárního operátoru A příslušící 
vlastní hodnotě A = 2, tudíž volme například {e3},g = (0,1, 0). 

Vektor e-2 určíme ze vztahu A(e-2) = 2e2 + e 3 (definice 3.1.18). S ohledem 
na poznámku 3.1.19 určíme souřadnice e2 jako řešení soustavy lineárních rovnic 
( A — 2 E ) { e 2 } | = {e 3 }g, a to odpovídá rozšířené matici soustavy 

(0 0 - 2 o\ 

1 0 -1 1 

1° 0 0 

Řešením je vektor {e 2 }g = (1,1,0). 

Stejný postup využijeme při hledání vektoru e i . Tedy řešíme soustavu rovnic 
( A — 2 E ) { e i } | = {e 2 }g, tj. soustavu o její rozšířené matici 

(0 0 - 2 l \ 
1 0 -1 1 

1° 0 0 

Řešením je vektor {eij-g = Q , 1, — | J . 

Hledaná cyklická báze je tedy ve tvaru C = ^ e i , e 2 , e 3 ^ , kde {exjg = Q , 1, — 
{e 2 } B = ( l , l , 0 ) a { e 3 } B = (0,l ,0). 

O 

Řešení b): 
Nejprve již známým způsobem určíme vlastní hodnoty lineárního operátoru. Dosta­
neme, že Spec A = {3}. Dále určíme vlastní podprostor N A prostoru V. 
Soustava rovnic, kterou budeme tentokrát řešit má tvar 

(3 - X)x1 + x2+ ^ 3 = 0 
(3 - \)x2 = 0 

%2 + (3 - A)x 3 = 0. 

Volme tentokrát A = 3 a dostáváme matici soustavy 

/O 1 1\ 
0 0 0 . 

\0 1 0^ 

Řešením získáme vlastní podprostor N 3 = l x G V { x } B e [(1,0,0)]}. 
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Jelikož má lineární operátor A jedinou vlastní hodnotu A = 3 a dimN3 = 1, pak 
opět s ohledem na větu 3.1.21 je vektorový prostor V cyklický vzhledem k lineár­
nímu operátoru A. 

Nalezněme některou jeho cyklickou bázi C — (ei,e-2,e 3). Volme například 
{e3}t3 — (1,0,0). Vektor e 2 dostaneme jako řešení soustavy lineárních rovnic 
(A — 3 E ) { e 2 } | = {e 3}g, tedy {e 2 } B = (1,0,1). A v poslední řadě vektor ei 
dostaneme jako řešení soustavy lineárních rovnic (A — 3E){e i} | = {e 2 } | , tedy 
{ e i } B = (1,1,0). 

Hledaná cyklická báze je tedy ve tvaru C = ^ei ,e 2 ,e 3 ^, kde = (1,1,0), 
{ e 2 } s = ( l , 0 , l ) a { e 3 } s = (l ,0,0). 

O 

Řešení c): 
Nejprve již známým způsobem určíme vlastní hodnoty lineárního operátoru jako 
kořeny charakteristického polynomu 

chA(x) = det(A - AE) 
1 - A 0 1 

2 1 - A 1 
1 0 1 - A 

( l - A f - ( l - A ) 

= (1 - A) • ((1 - A) 2 - l ) = (1 - A) • (1 - 2A + A 2 - 1) = - A • (A - 1) • (A - 2). 

Dostaneme, že Spec A = {0,1, 2}. 
Jelikož spektrum lineárního operátoru A tvoří tři vlastní hodnoty, pak s ohledem 

na větu 3.1.21 není vektorový prostor V cyklický vzhledem k A. 

O 

Řešení d): 
Nejprve určíme vlastní hodnoty lineárního operátoru, jako kořeny charakteristického 
polynomu 

chA(x) = d e t ( A - A E ) 
1 - A - 1 - 2 

0 7 - A - 4 
0 9 - 5 - A 

; i - A ) - ( 7 - A ) - ( 5 - A ) + 3 6 ( l - A ) 

= (1 - A) • ((7 - A) • (5 - A) + 36) = (1 - A) • (A 2 - 2A + 1) = (1 - A) 3 

Dostaneme, že Spec A = {1}. 

Dále určíme vlastní podprostor N A prostoru V . Soustava rovnic, kterou budeme 
řešit, má tvar 

(1 - A)xi = 0 

- x i + (7 - \)x2 + 9x 3 = 0 
- 2 x i - 4x2 + (-5 - X)x3 = 0. 
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Volme A = 1 a dostáváme matici soustavy 

Řešení nám určuje vlastní podprostor N i = j x G V {xj-g G [(0, 3, —2)] j . 

Jelikož má lineární operátor A jedinou vlastní hodnotu A = 1 a d i m N i = 1, pak 
opět s ohledem na větu 3.1.21 je vektorový prostor V cyklický vzhledem k lineár­
nímu operátoru A. 

Nalezněme některou jeho cyklickou bázi C — (ei,e-2,e 3). Volme například 
{e3}ž3 = (0,3, —2). Vektor e 2 získáme jako řešení soustavy lineárních rovnic odpo­
vídající rozšířené matici 

( 0 
0 0 o\ í 

- 1 6 9 3 

l - 2 - 4 - 6 -v \ 

( 1 2 3 

1 6 9 

0 0 0 

l \ 

3 

0 

íl 0 o 

0 2 3 

v0 0 0 

0\ 
1 

0 

tedy dostáváme {e2},e = (0, 5, —3). 
A v poslední řadě vektor e i dostaneme jako řešení soustavy lineárních rovnic 

odpovídající rozšířené matici 

- 1 6 9 

0 16 24 

0 0 0 

( 0 
0 0 / 

- 1 6 9 5 

l - 2 - 4 - 6 -v \ 

ei}z? = ( i 
8 , 1 , - !)• 

5^ fl 0 0 

13 0 1 3 
2 

13 
16 

V v° 0 0 °) 

Hledaná cyklická báze je ve tvaru C 
{ e 2 } B = ( 0 , 5 , - 3 ) a { e 3 } B = (0,3,-2). 

e i , e 2 , e 3 ) , kde { e i } ř _ I i _ I 
8' ' 8J' 

O 
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3.2. Lineární operá tory s jedinou vlastní hodnotou 

3.2.1. Teorie 

Definice 3.2.1. Nechť t G C a m G N . Pak Jordánovou buňkou řádu m 
příslušnou číslu t budeme rozumět matici náležící M.m(C) označovanou 
a definovanou takto: 

(m) 
"ij ) m i 

kde 

1. aij = t pro j — i, i — 1, . . . , m, 

2. a,- 1 pro j — i + 1, i — 1, . . . , m — 1, 

3. Ojj = 0 v ostatních případech. 

Poznámka 3.2.2. Jordánova buňka řádu m příslušná číslu t má zřejmě následující 
tvar: 

(t 1 0 . . . 0 0\ 

(m) 

0 ŕ 1 

0 0 0 . 
Vo o o. 

o o 

. 11 

. o tj 

Definice 3.2.3. Nechť A je lineární operátor na prostoru V. Podprostor W 
prostoru V se nazývá invariantní vzhledem k lineárnímu operátoru A (krátce 
Á-invariantní), jestliže 

Vx G V: x G W A(x) G W. 

Definice 3.2.4. Nechť A je lineární operátor na prostoru V . Nechť dále 
TJ( 2\ . . . , TJ(r) jsou netriviální A-invariantní podprostory ve V a 

Bi, i?2, • • •, Br po řadě báze těchto podprostorů cyklické vzhledem k A. Pak 
bázi B prostoru V sestavenou z bází £>i, B2, • • •, Br nazýváme Jordánova báze 
vektorového prostoru V příslušná lineárnímu operátoru A . 
Báze £ > i , £ > 2 , . . . ,Br nazýváme cyklické složky báze B, počty jejich prvků pak 
délky složek. 

V ě t a 3.2.5. Necht A je lineární operátor na prostoru V . Jordánova báze 
prostoru V příslušná lineárnímu operátoru A existuje právě tehdy, když V je 
direktním součtem podprostorů cyklických vzhledem k A . 

Definice 3.2.6. Blokově diagonální matici, jejímiž diagonálními bloky jsou 
Jordánovy buňky, nazýváme Jordánovou maticí nebo maticí v normálním 
Jordánově tvaru. 
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V ě t a 3.2.7. Nechť A je lineární operátor na V a nechť B je báze V . Pak 
platí, že matice (A, B) je Jordánovou maticí, právě když B je Jordánova báze 
V příslušná lineárnímu operátoru A . 

V ě t a 3.2.8. Nechť A je lineární operátor na V mající jedinou vlastní hodnotu 
X a m je řád prostoru V . Nechť dále ve V existuje Jordánova báze B příslušná 
A . Pak počet n{h) adjungovaných vektorů řádu h příslušných vlastní hodnotě 
A náležících bázi B je pro každé h, 1 < h < m, dán vztahem 

n{h) = dimKer(A - \I)h mod Ker(A - Xí)h~1. 

V ě t a 3.2.9. Nechť A je lineární operátor na V mající jedinou vlastní hodnotu 
A a m je řád prostoru V . Nechť dále ve V existuje Jordánova báze B příslušná 
A . Pak platí: 

1. počet y{h) cyklických složek báze B o délce h je pro každé h, 1 < h < m, 
dán vztahy 

y{h) = n{h) — n{h + 1), 1 < h < m — 1, 
y(m) = n(m), 

2. počet všech cyklických složek báze B je roven dimenzi vlastního podpro-
storu N A . 

V ě t a 3.2.10. Nechť A je lineární operátor na V mající jedinou vlastní hod­
notu \, pak existuje alespoň jedna Jordánova báze prostoru V příslušná line­
árnímu operátoru A . 
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3.2.2. Příklady 
Příklad 3.2.11. Nechť je v jisté bázi T> prostoru V nad tělesem M lineární operátor 
A reprezentován maticí 

/ 1 1 0\ 
A = -1 3 0 . 

V - l 2 2) 

Nalezněte některou Jordánovu bázi prostoru V příslušnou operátoru A a dále na­
lezněte jeho Jordánovu matici. 

Řešení: 
Nejprve nalezneme vlastní hodnoty lineárního operátoru jako kořeny charakteristic­
kého polynomu (věta 3.1.12) ve tvaru (definice 3.1.7) 

ch
A
(x) = det(A —AE) 

1 - A 1 0 
-1 3 - A 0 
-1 2 2 - A 

; i - A ) - ( 3 - A ) - ( 2 - A ) + ( 2 - A ) 

= (2 - A) • ((1 - A) • (3 - A) + l ) = (2 - A) • (A 2 - 4A + 4) = - ( A - 2) 3. 

Kořeny tohoto charakteristického polynomu tvoří spektrum lineárního operátoru, tj. 
Spec A = {2}. V tomto případě se jedná o trojnásobný kořen. 
Operátor A má jedinou vlastní hodnotu A = 2, a tedy V = R 2 . Existence Jordánovy 
báze plyne z věty 3.2.10. 

Dále zaveďme operátor B tak, že B = A — AI, kde za A dosadíme číslo 2, tj. 
dostaneme B = A — 21. Operátor B je reprezentován maticí B , která je ve tvaru 

B 

Poté nalezneme řád m prostoru V = R 2 podle věty 3.1.15. Sestrojíme posloup­
nost dimenzí ni, n 2 , . . . podprostorů W i , W 2 , kde W m = Ker(A — A I ) m . 
Zatímco řád m je nejmenší index takový, že nm = nm+\. V tom případě je kořenový 
podprostor R A roven W m . 

Zabývejme se nalezením dimenze podprostorů W i , tj. 

n\ = d i m W i = dimKer(A — 21) = d imKerB. 

Podprostor K e r B nalezneme jako řešení soustavy homogenních lineárních rovnic 
dané maticí B T , tj. 

f-1 - i - 1 \ n 1 1\ 
1 i 

2 
~ 0 0 1 

V o 0 Vo 0 

Z toho dostáváme, že W i = K e r B = | x G V {x}© G [(1,-1,0)]} a jeho dimenze 
ni = 1. 
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Dále se zabývejme nalezením dimenze podprostoru W 2 , tj. 

n2 = dim W 2 = dimKer(A - 2I) 2 = d i m K e r B 2 . 

Podprostor K e r B 2 nalezneme jako řešení soustavy lineárních rovnic dané maticí 
/-r»2\T 

f-1 1 f-1 1 ( 0 0 °\ 
B 2 = -1 1 0 • -1 1 ° = 0 0 

0 

x-1 2 x-1 2 \ - l 1 o; 

ÍB 2\T 

Z toho dostáváme, že W 2 = Ker(B) 2 = { x e V I { x } © e [(1, 0, 0), (0,1, 0)]} a jeho 
dimenze n 2 = 2. 

V poslední řadě se zabývejme nalezením dimenze podprostoru W 3 , tj. 

n 3 = dim W 3 = dim Ker (A - 21)3 = d i m K e r B 3 . 

Podprostor K e r B 3 nalezneme jako řešení soustavy lineárních rovnic dané maticí 
( B 3 ) T 

f 0 
0 f-1 1 fo 0 °\ 

B 3 = 0 0 0 • -1 1 ° = 0 0 
0 

\ - l 1 0 \ - l 2 0 \0 0 0; 
Z toho dostáváme, že W 3 = Ker(B) 3 = R 2 . 
Rád podprostoru R 2 je m = 3, tudíž V = K e r B 3 . 

Dále s využitím věty 3.2.8 zjistíme počet adjungovaných vektorů řádu h vztahem 

n(h) = dimKer(A - XI)h mod dimKer(A - A I ) ' 1 - 1 . 

Máme tedy 

n(3) = d i m K e r B 3 - d i m K e r B 2 = 3 - 2 = 1, 
n(2) = d i m K e r B 2 - d imKerB = 2 - 1 = 1, 
n(l) = d imKerB = 1. 

Následně dle věty 3.2.9 určíme počet cyklických složek o délce h vztahy 

y{h) = n{h) — n{h +1), 1 < h < m — 1, 
y(m) = n(m). 

Tedy 

y(i) = n(l) -n (2 ) 

y(2) = n(2) -n (3 ) 

y(3) = n(3) = 1. 
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Jelikož jsme zjistili, že Jordánova báze bude obsahovat pouze jednu cyklickou složku 
o délce 3, bude se jednat o cyklickou bázi. To znamená, že budeme dále postupovat 
stejně jako při řešení příkladu 3.1.22. 

Zabývejme se tedy nalezením některé cyklické báze C = (ei,e2,e3). 
Z definice 3.1.18 plyne, že e 3 je vlastním vektorem lineárního operátoru A příslušící 
vlastní hodnotě A = 2, tudíž volme například {e3}-r> = (1,-1,0). 

Vektor e 2 určíme ze vztahu A(e 2 ) = 2e2 + e 3 (definice 3.1.18). S ohledem na 
poznámku 3.1.19 určíme souřadnice e 2 jako řešení soustavy lineárních rovnic (A — 
2E ){e 2 }£ = {e 3 }£, a to odpovídá rozšířené matici soustavy 

í-1 -1 -1 

1 1 2 

y 0 0 0 

l \ 
-1 

(\ i 

o o 

0 0 0 

-l\ 

o 

Řešením je vektor {e2}v = (1, — 2, 0). Stejný postup využijeme při hledání vek­
toru e i . Tedy řešíme soustavu rovnic (A — 2E){ei}J = {e 2 }J , tj. soustavu o její 
rozšířené matici 

í-1 -1 -1 

1 1 2 

V 0 0 0 o 7 V 

0 0 1 

0 0 0 

- l \ 

o 

Řešením je vektor {ei}© = (0, 0,-1). Hledaná báze je ve tvaru C = (e1, e 2, e 3y, kde 
{ e i } c = (0, 0,-1), {e2}v = (1, -2 , 0) a { e ^ = (1, -1,0). 

Jako poslední krok provedeme zkoušku, tj. nalezneme matici (A,C). Zde nám 
postačí vektory z C zobrazit v V, tj. 

{A(e1)}v = (0,0,-1) 

{A(e2)}v = (1,-2,0) • 

/ 1 1 0\ 
- 1 3 0 = ( l , - 2 , - 2 ) = {2e 1 +e 2 } 2 ? , 

V - l 2 2) 
I 1 1 0\ 
- 1 3 0 =(3 , -5 ,0) = {262 + 63}̂  

V - l 2 2) 
1 1 0̂  

{A(e3)}v = (1,-1,0)- | - 1 3 0 | =(2,-2,0) = {263} .̂ 
•1 2 2; 

Odtud 

{A(e 1 )} c = {2e 1 +e 2 } c = (2,l,0), 
{A(e 2 )} c = {2e2 + e 3 } c = (0,2,1), 
{A(e 3)}c = {2e3}c = (0,0,2). 
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A tedy Jordánova matice (věta 3.2.7) bude ve tvaru 

( A , C ) 

O 

Příklad 3.2.12. Nechť je v jisté bázi T> prostoru V nad tělesem M. lineární operátor 
A reprezentován maticí 

/ O 1 0-1\ 
- 2 3 0 - 1 
- 2 5 2 - 1 
V 2 -1 0 3/ 

Nalezněte některou Jordánovu bázi prostoru V příslušnou operátoru A a dále na­
lezněte jeho Jordánovu matici. 

Řešeni: 
Nejprve stejně jako u předešlého řešení příkladu 3.2.11 nalezneme vlastní hodnoty 
lineárního operátoru jako kořeny charakteristického polynomu (věta 3.1.12) ve tvaru 
(definice 3.1.7) 

ch
A
(x) = det(A —AE) 

- A 1 0 - 1 
- 2 3 - A 0 - 1 
- 2 5 2 - A - 1 

2 - 1 0 3 - A 

( 2 - A ) 
- A 1 - 1 
- 2 3 - A - 1 

2 - 1 3 - A 

= • • • = (A - 2) • (A 3 - 6A 2 + 12A - 8) = (A - 2) • (A - 2) 3 = (A - 2) 4. 

Kořeny tohoto charakteristického polynomu tvoří spektrum lineárního operátoru, tj. 
Spec A = {2}. V tomto případě se jedná o čtyřnásobný kořen. 
Operátor A má jedinou vlastní hodnotu A = 2, a tedy V = R 2 . Existence Jordánovy 
báze plyne opět z věty 3.2.10. 

Dále zaveďme operátor B tak, že B = A — 21. Operátor B je reprezentován maticí 
B ve tvaru 

(-2 1 0 -l\ 

-2 1 0 - 1 
- 2 5 0 - 1 
V 2 -1 0 1/ 

Poté nalezneme řád m prostoru V = R 2 podle věty 3.1.15. Sestrojíme posloup­
nost dimenzí ni, n 2 , . . . podprostorů W i , W 2 , . . . , zatímco řád m je nejmenší index 
takový, že nm = nm+\. V tom případě je kořenový podprostor R A roven W m . 

Zabývejme se nalezením dimenze podprostorů W i , tj. 

n\ = d i m W i = dimKer(A — 21) = d imKerB. 
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Podprostor K e r B nalezneme jako řešení soustavy lineárních homogenních rovnic 
dané maticí B T , tj. 

(-2 -2 -2 2\ / l i l -1\ 
1 1 5 - 1 0 0 1 0 
0 0 0 0 ^ 0 0 0 0 

V-i - i - i i / \o o o oj 

Z toho dostáváme, že W i = K e r ! = {x e V I {x}© e [(1,0, 0,1), (0,1,0,1)]} a 
jeho dimenze n i = 2. 

Dále se zabývejme nalezením dimenze podprostoru W 2 , tj. 

n2 = dim W 2 = dimKer(A - 21)2 = d i m K e r B 2 . 

Podprostor K e r B 2 nalezneme jako řešení soustavy lineárních rovnic dané maticí 
ÍB 2 \ T 

2 \ T 
í° 

0 - 8 /O 0 1 °\ 0 0 4 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
\o 0 - 4 o) 0 0 0/ 

ÍB 

Z toho W 2 = Ker(B) 2 = | x e V | {x}© e [(1, 0, 0,1), (0,1, 0,1), (0,0, 0,1)]} a jeho 
dimenze n 2 = 3. 

V poslední řadě se zabývejme nalezením dimenze podprostoru W 3 , tj. 

n 3 = dim W 3 = dim Ker (A - 21)3 = d i m K e r B 3 . 

Z toho W 3 = Ker(B) 3 = V = R 2 . Rád podprostoru R 2 je m = 3. 

Dále s využitím věty 3.2.8 zjistíme počet adjungovaných vektorů řádu h vztahem 

n(h) = dimKer(A - XI)h mod dimKer(A - Xí)h~1. 

Máme tedy 

n(3) = dimKer(B) 3 - dimKer(B) 2 = 4 - 3 = 1, 
n{2) = dimKer(B) 2 - dimKer(B) = 3 - 2 = 1, 
n(l) = dimKer(B) = 2. 

Následně dle věty 3.2.9 určíme počet cyklických složek o délce h vztahy 

y(h) = n(h) — n(h +1), 1 < h < m — 1, 
y (m) = n(m). 

Tedy 

y(i) = n(l) -n (2 ) 

y(2) = n(2) -n (3 ) 

y(3) = n(3) = 1. 
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Z toho Jordánova báze bude obsahovat jednu cyklickou složku délky 1 (tj. bude ob­
sahovat jeden vektor) a jednu cyklickou složku délky 3 (tj. obsahující dva vektory). 

Naším úkolem bude nyní sestrojit bázi C\ (tj. bázi K e r B 3 mod K e r B 2 ) a díky 
ní poté bázi C 2 (tj. bázi K e r B 2 mod KerB) . 

Nejprve se zabývejme bází C\. Zde nám stačí doplnit K e r B 2 na bázi K e r B 3 . 
Zvolme například vektor {ei3}v = (0,0,1,0). Dále budeme využívat vztahu 

,), l<j<n(h). eh-i,j -

Počítejme 

{e12}v = {e13}vM = (0,0,1,0) 

{en}v = {ei2}i5 ; - 2 , 5 , 0,-l)-

í- -2 1 0 - 1 ^ 
-2 1 0 -1 
-2 5 0 -1 
2 _ -1 0 -l) 
1--2 1 0 - 1 \ 

1) 
-2 1 0 -1 

1) -2 5 0 -1 
\ 2 -1 0 - 1 / 

-2,5,0,-1), 

-8 ,4,0,4) . 

Celkem máme d = (e13, e12, en), kde {e13}v = (0, 0,1,0), {ei2}x> = ( -2 ,5 ,0 , -1) 
a {eu}v = (-8,4,0,4). 

Dále se zabývejme bází C 2 , která bude obsahovat pouze jeden vektor, který volíme 
například jako {e2i}x> = (1,0, 0,1). 
Jordánova báze je ve tvaru B = ^e 1 3, e 1 2 , en , e21^), kde {e13}x> = (0, 0,1,0), {e12}x> = 
(—2,5,0,-1), {en}x> = (—8,4,0,4) a {e21}x> = (1,0,0,1). Opět ověříme a zjistíme 
tak Jordánovu matici (A, B). 

{A(e1 3)}2> = (0,0,1,0) 

{A(e 1 2 )} I ? = ( -2 ,5 ,0,-l)-

{A(e 1 1 )} 2 ? = ( -8 ,4 ,0 , -4) 

{A(e 2 1 )} 2 7 = ( l , 0 , 0 , l ) -

0 1 0 -
1

) 
-2 3 0 -1 
-2 5 2 -1 

v 2 _ -1 0 3y1 

0 1 0 
1 A -2 3 0 -1 

-2 5 2 -1 

l 2 -1 0 3/ 
/ 0 1 0 -A 

4) 
-2 3 0 -1 

4) -2 5 2 -1 
\ 2 -1 0 3/ 

/ 0 1 0 
-2 3 0 -1 
-2 5 2 -1 

\ 2 _ -1 0 3^ 

-2,5,2,-1) = {e 1 2 + 26!,}^, 

-12,14,0 , -6) = {2en + 2ei 2 } 2 7 , 

-16,8,0,-8) = {2en} 2 7 , 

(2,0,0,2) = {2e2 1}x,. 
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Odtud 

{ A ( e 1 3 ) } í 3 = { e 1 2 + 2e 1 3 } c = (2,1, 0, 0), 
{ A ( e 1 2 ) } B = {2en + 2e 1 2 } c = (0,2,1,0), 
{A(e 1 1 )}z ? = {2e 1 1 } c = (0,0,2,0), 
{ A ( e 2 1 ) } B = {2e 2 1 } c = (0,0,0,2). 

A tedy Jordánova matice bude ve tvaru 

(2 1 
0 2 
0 0 

0 0\ 
1 0 
2 0 

\0 0 0 2/ 

O 
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3.3. Lineární operá tory s obecným spektrem 
V této podkapitole nalezneme dva příklady, jejichž řešení je velice podobné tomu, 
které jsme viděli v předchozí podkapitole (příklady 3.2.11 a 3.2.12). Z toho důvodu 
zde tyto příklady jen stručně okomentujeme. 

3.3.1. Teorie 

V ě t a 3.3.1. Necht A je lineární operátor na V . Pak existuje alespoň jedna 
Jordánova báze prostoru V příslušná lineárnímu operátoru A . 

Poznámka 3.3.2. Z této věty a věty 3.2.5 plyne následující důsledek (3.3.3). 

Důsledek 3.3.3. Nechť A je lineární operátor na V. Pak V je direktním součtem 
podprostorů cyklických vzhledem k lineárnímu operátoru A. 

3.3.2. Příklady 
Příklad 3.3.4. Nechť je v jisté bázi T> prostoru V nad tělesem 
A reprezentován maticí 

/ 5 4 3̂  
A = 

lineární operátor 

-1 
1 

0 - 3 
-2 1, 

Nalezněte některou Jordánovu bázi prostoru V příslušnou operátoru A a dále na­
lezněte jeho Jordánovu matici. 

Řešení: 
Nejprve nalezneme vlastní hodnoty lineárního operátoru jako kořeny charakteristic­
kého polynomu 

ch
A
(x) = d e t ( A - A E ) 

5 - A 
-1 

1 

4 
-A 
-2 

3 
- 3 
1 - A 

-Xó+6X2-32 - A 3 - 2 A 2 + 8 A 2 - 3 2 

= - A 2 • (A + 2) + 8 • (A 2 - 4) = (A + 2) • ( - A 2 + 8A - 16) = - ( A + 2) • (A - 4) 2. 

Tedy Spec A = {—2,4}. Operátor A má nyní dvě vlastní hodnoty, přičemž A = —2 je 
jednoduchý kořen a A = 4 je dvojnásobný kořen. Z toho dle důsledku 3.1.17 můžeme 
říct, že d i m R _ 2 = 1 a d i m R 4 = 2. Dále známým způsobem nalezneme řády jed­
notlivých podprostorů R _ 2 a R 4 . 

Zaměřme se nejprve na R _ 2 . 
W i = Ker(A + 21) nalezneme jako řešení soustavy homogenních lineárních rovnic 
dané maticí 

(7 -1 1\ fl 0 
4 2 —2 1 ̂  ' ' ' rv- / 0 1 - 1 

\3 - 3 0 
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Odtud dostáváme, že W i = [x G V {x}© G [(0,1,1)]}. 
W 2 = Ker(A + 2I) 2 nalezneme opět jako řešení soustavy lineárních rovnic dané 

(7 -1 2 f 48 -12 12\ fl 0 
4 2 - 2 = 30 6 —6 ~ • • • ~ 0 1 - 1 

\3 - 3 3y {l8 -18 18/ \0 0 0 ; 

matici 

Z toho dostáváme, že W 2 = | x G V {x}© G [(0,1,1)]} a dim W 2 = 1 = dim W i 
a z toho R_2 = W i je řádu m _ 2 = 1. 

Dále se zabývejme R 4 . 
W í = Ker(A — 41) nalezneme jako řešení soustavy lineárních homogenních rovnic 
dané maticí 

fl -1 1\ f l -1 °\ 
4 - 4 — 2 1 rsj . . . rsj 0 0 1 

\3 - 3 - 3 j \0 0 0 ; 

Z toho dostáváme, že W i = [x G V {x}© G [(1,1,0)]}. 
W 2 = Ker(A — 4I) 2 nalezneme opět jako řešení soustavy lineárních rovnic dané 
matici 

fl -1 - 1 \ 
0 0 

0 

I \0 0 0 

f o o 
= -18 18 

\—18 18 

Z toho dostáváme, že W 2 = [x G V I {x}© G [(1,1,0), (1,0,1)]} a d imW' 2 = 2. 
Protože V = R _ 2 0 R 4 , pak R 4 = Wí> je řádu m 4 = 2. 

Dále hledáme bázi , resp. prostoru R _ 2 , resp. R 4 , uvažovaných spolu s 
operátory A | R _ 2 , resp. A | R 4 . 

Zabývejme se nyní nalezením R _ 2 , kde d i m R _ 2 = 1 a N _ 2 = R _ 2 . 
Báze R _ 2 = {x G V I {x}© G [(0,1,1)]}. Označme {e(^2)}v = (0,1,1). Z toho 

fí("2) = ( e - ! ^ 

Následně se zabývejme R 4 . S využitím věty 3.2.8 zjistíme počet adjungovaných 
vektorů řádu h: 

n(l) = 1, 

n(2) = 2 - 1 = 1. 

A následně dle věty 3.2.9 určíme počet cyklických složek o délce h: 

y(i) = o, 

1/(2) = 1. 
Jelikož již známe báze Ker(A — 41) a Ker(A — 4I) 2 doplníme bázi Ker(A — 4I) 2 

na bázi Ker(A — 41). Z toho dostáváme vektor j e ^ } = (1,0,1) a již známým 

způsobem určíme vektor |e 2 2 ^}^: 

/ 1 4 3\ 
{e2

42}L = (1,0,1)- - 1 - 4 - 3 =(2,2,0). 
V 1 - 2 - 3 / 
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Konečně dostáváme bázi B = ( e ^ 2 - 1 , e g , e g ^ (0,1,1), (1,0,1), (2,2,0), 

Nakonec provedeme zkoušku a získáme tak Jordánův tvar matice, tj. nalezneme 
matici (A, B). 

A(í 

A ( 4?) 

fe2))í =(0,1,1) 

(1,0,1) 

A ( e g ) J ^ = (2,2,0)-

/ 5 4 3N 

- 1 0 - 3 
V 1 - 2 1, 
/ 5 4 3N 

- 1 0 - 3 
V 1 - 2 1, 
/ 5 4 3N 

- 1 0 - 3 
V 1 - 2 1, 

( 0 , -2 , -2 ) = { - 2 e S l 2 ) } 
IV 

(6,2,4) = {4eg + e g } p , 

(8,8,0) = {4eS ) } p . 

Odtud 

{ A ( e S - ) ) } f í = { - 2 e S - ) } f í = (-2,0,0), 

A ( 4 ? ) } B = { 4 4 f + e S > } f l = (0,4,1), 

= {4eS }} = (0,0,4). e ( 4 ) 

e22 

A tedy Jordánův tvar matice (věta 3.2.7) je ve tvaru 

/ - 2 0 0\ 
(A, B) = 0 4 1 . 

V 0 0 4/ 

O 
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Příklad 3.3.5. Nechť je v jisté bázi T> prostoru V nad tělesem M. lineární operátor 
A reprezentován maticí 

fO - 2 3 2\ 
1 1 - 1 - 1 
0 1 2 0 
VI - 2 0 1/ 

Nalezněte některou Jordánovu bázi prostoru V příslušnou operátoru A a dále na­
lezněte Jordánovu matici. 

Řešeni: 
Nejprve nalezneme vlastní hodnoty lineárního operátoru jako kořeny charakteristic­
kého polynomu 

ch
A
(x) 

- A - 2 3 2 
1 1 - A —1 -1 
0 1 2 - A 0 
1 - 2 0 1 - A 

A 4 - 4 A 3 + 4A 2 = A 2 - ( A - 2 ) 2 . 

Tedy Spec A = {0,2}. Operátor A má dvě vlastní hodnoty, přičemž A = 0 je dvojná­
sobný kořen i A = 2 je dvojnásobný kořen. Z toho dle důsledku 3.1.17 můžeme říct, 
že d i m R 0 = 2 a d i m R 2 = 2. Dále známým způsobem nalezneme řády jednotlivých 
podprostorů R 0 a R 2 . 

Zaměřme se nejprve na Ro. 
W i = Ker (A — 01) = Ker A, tj. řešíme 

/ 0 1 0 1\ 
- 2 1 1 - 2 

3 - 1 2 0 
V 2 - 1 0 1/ 

^ 1 0 0 1̂  
0 1 0 1 
0 0 1-1 
Vo o o oj 

Z toho dostáváme, že W i = j x e V {x}© G [(1,1, —1, — 1)]}. 
W 2 = Ker A 2 , tj. řešíme 

í 0 0 1 - 1 \ f1 0 0 1̂  
- 3 0 3 - 6 0 0 1 -1 

8 0 3 5 0 0 0 0 
V 4 0 -1 5/ 0 0 o) 

s W 2 {x e V {*}v e [(- 1,0,1,1 ),(0,1,0,0)]} 
W 3 = Ker A 3 , tj. řešíme 

/-1 0 2 -1\ 
- 3 0 6 - 9 

19 0 6 13 
V 7 0 - 2 9 / 

f1  

0 
0 
Vo 

o 
o 
o 
o 

0 1\ 
1 - 1 
o o 
o 0/ 

A z toho dimW3 = d i m W 2 = 2 a tedy Ro je řádu m 
3.2.8 zjistíme počet adjungovaných vektorů řádu h: 

2. Dále s využitím věty 

n(l) 
n(2) 

1, 
2 - 1 
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A následně dle věty 3.2.9 určíme počet cyklických složek o délce h: 

y(i) = o, 
y(2) = i. 

Volme vektor {e!?}^ tak, že ef? e Ker A 2 mod Ker A, tj. {eS?}^ = (0,1,0,0). A 

již známým způsobem určíme vektor | e ^ | : 

/O - 2 3 2\ 

{e^}v = (0,1,0,0)- J j - ^ - J 

\1 - 2 0 1/ 

Našli jsme bázi = (ef^^n 

; i , 1,-1,-1). 

Dále se zabývejme R 2 . 
W i = Ker (A - 21), tj. řešíme 

(-2 1 0 l\ 
- 2 - 1 1 - 2 

3 - 1 0 0 
V 2 - 1 0 -lj 

/ l 0 0 1\ 
0 1 
o o 

0 3 
1 3 

\0 0 0 0/ 

Z toho dostáváme, že = | x G V {x}© G [(—1, —3, —3,1)]|. 
Wí, = Ker(A - 2I) 2, tj. řešíme 

( 4 - 4 1 - 5 \ 
5 0 - 1 2 

- 4 4 - 1 5 
V-4 4 -1 5/ 

/5 
0 
0 
Vo 

0 - 1 
20 - 9 
0 0 
o o 

2 \ 
33 
0 
0 / 

Z toho dostáváme, že W 2 = {x G V I {x}© G [(4, 9, 20, 0), (0 , -3 , 8,4)]} 
a dim W ' 2 -
Protože V R 0 0 R 2 , pak R 2 = W ' 2 je řádu m 2 = 2. 
S využitím věty 3.2.8 zjistíme počet adjungovaných vektorů řádu h: 

n(l) = l , 
n{2) = 1. 

A následně dle věty 3.2.9 určíme počet cyklických složek o délce h: 

y(i) = o, 
y(2) = i. 

Jelikož již známe báze Ker(A — 21) a Ker(A — 2I) 2, doplníme bázi Ker(A — 2I) 2 

na bázi Ker(A - 21). Odtud dostaneme vektor {4?} = (0, -3,8,4) a jiz známym 

způsobem určíme vektor j e ^ j : 

= (0,-3,8,4) 

/ - 2 - 2 3 2^ 
1 - 1 -1 - 1 
0 1 0 0 

V 1 - 2 0 -lj 

;i , 3 ,3,-i). 
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Našli jsme bázi B^ = ( e ^ e ^ -22 , C 2 1 

Konečně dostáváme bázi 

B = (^5),e}?,eg),e5?) = ((0,l,0 >0),(l,l,-1,-1),(0,-3,8 >4),(1,3,3,-1) 

Nakonec provedeme zkoušku a získáme tak Jordánův tvar matice, tj. nalezneme 
matici (A, B). 

,(°) 
'12 

A(e ( 2 ) 

{A(. 

'22 

.(2) 
•21 

= (0,1,0,0) 

{ A ( e í ? ) } c = (1,1,-1,-1) 

(0,-3,8,4) 

= (1,3,3,-1) • 

[0 -2 3 2\ 
1 1 - 1 - 1 
0 1 2 0 

VI -2 0 V 
(0 -2 3 2̂  
1 1 - 1 - 1 
0 1 2 0 

\1 -2 0 1/ 
0̂ -2 3 2\ 
1 1 - 1 - 1 
0 1 2 0 

Vl -2 0 lj 
[0 -2 3 2\ 
1 1 - 1 - 1 
0 1 2 0 

Vl -2 0 1/ 

(1,1,-1,-1) = K i ) } P , 

(0,0,0,0), 

(1,-3,19,7) = {2ef+ eg }p, 

(2,6,6,-2) = {2eg)}c. 

Odtud 

{A(e;?)} s = {eff} s = (0,1,0,0), 

JA(eff)} B = (0,0,0,0), 

|A(eg ) )} f í = {2eg +eg} f í = (0,0,2,1), 

{A(eg ))}B = {2eg}B = (0,0,0,2). 

A tedy Jordánův tvar matice (věta 3.2.7) bude 

(A, B) = 

1 0 o\ 
0 0 0 0 
0 0 2 1 
\o 0 0 V 

O 
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3.4. Jo rdánův tvar čtvercové matice 
V této kapitole bychom příklady na podobnost čtvercových matic mohli řešit i jinými 
způsoby, jež známe z kurzů Lineární algebry. Nicméně zaměřme se pouze na řešení 
s využitím Jordánova tvaru daných matic. 

3.4.1. Teorie 

V ě t a 3.4.1. Každá čtvercová matice nad C je podobná (až na pořadí diago­
nálních polí) právě jedné matici v Jordánově tvaru. 

Definice 3.4.2. Nechť A je čtvercová matice nad C. Pak se Jordánova matice, 
o níž hovoří věta 3.4.1, nazývá Jordánův tvar matice A. 

V ě t a 3.4.3. Dvě čtvercové matice téhož řádu nad C jsou podobné, právě když 
oběma přísluší (až na pořadí diagonálních polí) stejný Jordánův tvar. 

3.4.2. Příklady 
Příklad 3.4.4. Nechť jsou dány matice A, B téhož řádu nad C. Rozhodněte, zda 
jsou podobné. 

/ 5 4 3\ 
-1 0 -3 

V 1-2 l) 

B 

Řešení: 
Při řešení nejprve nalezneme Jordánův tvar matic A a B a díky větě 3.4.3 můžeme 
určit, zda jsou matice A a B shodné. Nyní nemusíme hledat Jordánovu bázi, bude 
nám stačit nalézt spektrum a počty cyklických složek jednotlivých délek (viz 3.2.9). 

Začněme maticí A: V příkladu 3.3.4 jsme zjistili, jak vypadá Jordánův tvar této 
matice, tj. 

1-2 0 0
N 

0 4 1 
V 0 0 4, 

Proto se dále můžeme přesunout k matici B: Známým postupem určíme spektrum, 
tj. Spec = {—2,4} a řády jednotlivých kořenových podprostorů. 

R 2-
(3 0 3̂  A 0 A 

Ker(B + 2E) = 7 6 --5 o 1 -
3̂ 0 V 0 o; 

Kořenový podprostor R_ 2 je řádu m_ -2 --- 1. Navíc dle vět 3.2. 8 a 3.2.9 je 
a y(l) 1. 
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R A • 

Ker(B - 4E) 

Ker(B - 4E) 2 = 

Kořenový podprostor R 4 je řádu m 4 = 

n(2) 

n(l) 

y(i) 
y(2) 

/ - 3 0 3\ 
7 0 -

5 

\ 3 0 

/ 18 0 -18 
-36 0 36 

1-18 0 18 

n 0 - 1 \ 
L,. • ~ 0 0 

0 

lo 0 o 
2. Navíc opět dle vět 3.2.8 a 3.2.9 dostáváme 

1 = 1. 2 

1, 
1 - 1 
1. 

0, 

Celkem dostáváme, že Jordánův tvar matice je tvořen jednou buňkou řádu 1 příslu-
šící hodnotě —2 a jednou buňkou řádu 2 příslušící hodnotě 4, tj. 

A tedy podle věty 3.4.3 jsou matice A a B podobné. 

O 
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Závěr 

Cílem této práce bylo sestavit sbírku příkladů na témata: Homomorfismy euklidov­
ských vektorových prostorů, Faktorový vektorový prostor a Jordánova báze příslušná 
lineárnímu operátoru, kterou by studenti lineární algebry využili při svém studiu k 
procvičení nabytých znalostí. Každá kapitola obsahuje jak teoretickou část s defini­
cemi a větami relevantními k danému tématu, tak i několik příkladů s jejich řešeními 
a komentáři. Důraz byl kladen na systematičnost zpracování a na kompletní vysvět­
lení každého kroku. 

Cíl byl z mého pohledu splněn a věřím, že tato sbírka příkladů bude užitečným 
nástrojem nejen pro mé vlastní studium, ale i pro ostatní studenty, kteří se chtějí 
efektivně připravit na zápočtové testy a zkoušky z lineární algebry. 
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