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Uvod

Predlozend diplomova prace se zabyva matematickymi tlohami o ¢tyfsténu. S po-
dozvidaji na stfedni skole v rdmeci vyuky stereometrie. Ctyfsténu se viak ve vyuce
vénuje velmi malo prostoru. Z tohoto duvodu maji zaci casto jen omezené mnozstvi

Cilem préce tedy neni pouze mapovani iloh o ¢tyfsténu v matematickych soutézich,
ale také shrnuti zakladnich poznatku o étyfsténech a jejich vlastnostech. Tato préace
tedy predstavuje uceleny soubor zakladnich informaci o ¢tytrsténu, obsahujici také
mnozstvi FeSenych a nefesenych 1loh. Duraz je pritom kladen predevsim na precizni
zpracovani jednotlivych tloh véetné obrazového doprovodu. Z tohoto duvodu je prace
vhodnad pro zéky strednich skol, ktefi se aktivné icastni ruznych matematickych soutézi.
Diplomovou praci mohou také vyuzit ucitelé pfi vyuce v matematickych seminaiich
¢i pfi praci s matematickymi talenty.

Préace je rozdélena do tii kapitol, z nichz prvni je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni
¢asti je definovan c¢tytstén a zavadime zakladni znaceni prvku ctyfsténu, které tato
prace vyuziva. Déle se zde zabyvame vlastnostmi ¢tyrsténu a uvadime veskerd dostupna
tvrzeni. Druhd ¢ast prvni kapitoly je vénovana sitim ctyrsténu.

Druh4 kapitola se poté vénuje nékterym vybranym tvrzenim v trojihelniku, které
lze ptirozené zobecnit a nalézt tak jejich analogie ve Ctyfsténu.

V zavérecné kapitole jsou jiz zpracovany samotné matematické tilohy. Tato kapitola
je rozdélena do dvou casti. Prvni ¢ast predstavuje soubor feSsenych tloh. V tomto
souboru jsou obsazeny nejen stereometrické tlohy, ale také tlohy z jinych odvétvi
matematiky, k jejiz feseni lze vyuzit pravé vlastnosti ¢tyrsténu. U vsech tloh se klade
duraz na precizni feseni, které (je-li to zaddouci) obsahuje i obrazovy doprovod. V druhé
casti posledni kapitoly pak uvadime soubor nefesenych 1loh, které mohou slouzit jako
cviéné tlohy pro zaky nebo ucitele.

Cela prace je zpracovana v programu KTEX. VSechny obrazky v této praci byly

vytvoreny autorem diplomové prace v programu GeoGebra.



Kapitola 1

Ctyistén a jeho vlastnosti

Ctyfstén lze povazovat za nejjednodussi stereometricky ttvar. Piesto je mu ve viuce
matematiky vénovano pomérné malo pozornosti. Tato kapitola, kterda je rozdélena
do dvou casti, ma tedy za cil seznamit Ctenaie se zakladnimi vlastnostmi ¢tyfsténu.
V prvni ¢éasti definujeme ¢tyfstén a predstavime zakladni klasifikaci prvku ¢tyfsténu,
vyska aj., které zname z planimetrie ve spojitosti s trojihelniky. Tyto pojmy lze vsak
prirozenym zpusobem zavést také u Ctyrsténu. Ve druhé ¢asti pak zavadime pojem
sit ¢tyfsténu. Se sitémi téles se Zaci mohou setkat jiz na zdkladni skole. My se zde

vénujeme konkrétnimu typu sité ctyrsténu.

1.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Definice 1.1

Necht A, B, C, D jsou body v prostoru, které jsou nekolinedrni (nelez{ v jedné
roving). Uvazujme poloprostory BCDA, CDAB, DABC, ABCD. Pak ctyrsténem
ABCD rozumime prunik poloprostort BCDA, CDAB, DABC, ABCD, tj.

ABCD := BCDANCDABNDABC N ABCD.

V analytické geometrii je pak ¢tyistén jiné oznaceni pro wzavieny simplex' v troj-

rozmérném prostoru.

Nyni uvedeme znaceni zakladnich prvku ¢tyrsténu a jejich znaceni, které budeme

v této praci vyuzivat (nebude-li uvedeno jinak).

Hranami ¢tytstéenu ABC'D rozumime usecky AB, BC, CA, AD, BD, C'D. Hrany

IPfesnou definici je mozné nalézt napt. v [6].



obr. 1.1

¢tyfsténu jsou po dvojicich bud’ riznobézné, nebo mimobéiné. Protilehlé hrany jsou
dvojice hran AB, CD, resp. BC, AD, resp. CA, BD (obr. 1.1).

Sténami ctytsténu ABC' D rozumime ¢tverici trojuhelnika ABC, BCD,CAD, ABD,
které ve sjednoceni tvori hranici ¢tyisténu ABC D. Protilehlymi sténami po tadé k vr-
cholum A, B, C, D rozumime po tadé stény BCD, CAD, ABD, ABC.

Odchylku dvou stén se spole¢nou hranou AB nazyvame sténovym tuhlem AB a jeho
velikost znac¢ime @ 4, analogicky definujeme i zbylych pét sténovych uhlu. Plati 0 <
<pxy <180°pro X, Y €{A, B,C, D}, X #Y.

Mnoho analogickych pojmu definovanych v trojihelniku lze prirozené zavést také

u ctyfsténu. Nejprve tyto pojmy definujeme a uvedeme néktera tvrzeni z nich plynouci.

Je znamo, ze v libovolném trojuhelniku existuje pravé jedna kruznice jemu opsand
a pravé jedna kruznice jemu vepsand. Stfed kruznice opsané trojuhelniku nalezneme
jako prusecik os jeho stran a stied kruznice vepsané pak jako prusecik os jeho vnitinich

uhlu. Podobnéa tvrzeni tykajici se kulovych ploch Ize uvést také u étyrsténu.

Véta 1.1

V libovolném ¢tytsténu ABC D existuje pravé jedna kulova plocha prochazejici jeho

vrcholy, tzv. kulovd plocha opsand ctyrsténu.

Diikaz. Uvazujme libovolny ctytstén ABCD. Mnozina vS8ech bodu stejné vzdalenych

od vrcholu A, B, C je piimka [ kolm& na rovinu ABC'. prochazejici prunikem os stran
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AB, BC, CD. Bez tijmy na obecnosti, necht ¢ je rovina kolm4 k hrané AD prochazejic
sttedem S4p. Rovina o je zfejmé mnozinou bodu stejné vzdalenych od vrcholu A, D.
Je evidentni, Ze rovina o neni rovnobéznd s pifmkou [, nebot vrchol D neleZi v roviné
ABC. To ale znamend, Zze o a [ jsou ruznobézné a tedy, ze existuje bod O takovy,
ze o Nl ={0}. Bod O je tak sttedem kulové plochy opsané ctyrsténu ABCD.

Polomeér kulové plochy opsané ¢tytsténu ABC' D znacime zpravidla R.

Véta 1.2

V libovolném c¢tytsténu ABCD existuje pravé jedna kulova plocha, dotykajici se

stén Ctyrsténu, tzv. kulovd plocha vepsand ctyrsténu.

Diikaz. Necht ABCD je libovolny étyistén. Uvazujme mnozinu bodi stejné vzdéalenych
od stén ABC, ABD. Je ji polorovina, ozna¢me ji p, pulici sténovou odchylku pap.
Analogicky muzeme uvazovat poloroviny =, resp. d, které puli odchylky ¢pgc, resp.
woa. Je ziejmé, Ze tyto roviny jsou ruznobézné a protinaji se pravé v jednom bodé,

znacime S. Existuje tedy praveé jeden stied kulové plochy vepsané ¢tyrsténu ABCD.

Polomeér kulové plochy vepsané ¢tytsténu ABC D budeme znacit 7.
Pripomenme nésledujici tvrzeni. V libovolném trojihelniku ABC s délkami stran

a, b, ¢ plati pro polomér r; kruznice vepsané vztah

28

T bt

kde S je obsah trojuhelniku ABC'. Dikaz tohoto vztahu spo¢ivé v rozdélent si trojihelni-
ku ABC na tfi diléi trojihelniky pomoci os thlu. Analogii tohoto vztahu lze najit také

u ¢tytsténu pro polomér kulové plochy vepsané.

Véta 1.3
Je dan c¢tytstén ABCD. Ozna¢me V objem ¢tytsténu ABC D. Pro polomeér r kulové
plochy vepsané ctyrsténu ABC'D plati

3V
~ Sapc + Ssep + Scap + Sapp’

r

kde Sagc, Seep, Scap, Sapp jsou po fadé obsahy stéen ABC, BCD, CAD, ABD.

11



Diikaz. Oznacme S stied kulové plochy vepsané ¢tyisténu ABCD. Je ziejmé, ze bod
S je stejné vzdalen od kazdé ze stén ctyisténu ABCD. Body dotyku kulové plochy
vepsané se sténami BCD, CAD, ABD, ABC ozna¢me po tadé Ay, By, C1, D; (obr.
1.2). Oznacme déale Sagc, Spep, Scap, Sapp po fadeé obsahy stén ABC, BCD, CAD,
ABD.

Rozdélme nyni ¢tytstén ABC'D na mensi ¢tytstény BC DS, CADS, ABDS a ABCS.
Pro vysky |SA4|, |SBy|, |SC1|, |SD;] v téchto ¢tyfsténech evidentné plati

|SA| = |SBi| = |SCi| = |SDh| =

obr. 1.2

Pro objem V étyisténu ABCD pak plati

1 1 1
V= gSABC'T + gSBCD'T + gSCAD'T’ + gSABD'T’ = g(SABC +Spep + Scap + Sasp)T,

a tedy pro r dostaneme

3V
~ Sapc + Spep + Scap + Sasp’

r

Stény ctyisténu ABCD jsou obecné trojihelniky, pricemz v kazdém z nich exis-

protilehlé stény. Téznice ¢tyrsténu znac¢ime (nebude-li uvedeno jinak) ¢y, kde X je vr-
chol ¢étytsténu, z néhoz téznice vychazi. V libovolném ctyisténu ABC'D tedy existuji

praveé ¢tyri téznice.
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Podobné tvrzeni 1ze dokazat také pro téznice u ¢tyrsténu.

Véta 1.4
Necht ABCD je libovolny étyistén. Plati, Ze téZnice ta, tg, to, tp ctyisténu ABCD
se protinaji v pravé jednom bodé, znacime T (nazyvame tézisté ctyrsténu), pricemz

plati, ze bod T déli kazdou téznici v pomeéru 3 : 1.

sten BCD,CAD, ABD, ABC'. Uvazujme nyni trojihelnik ASgcD. Je ziejmé, ze DSpe,
resp. ASpc jsou téznicemi trojihelniku BCD, resp. ABC (obr. 1.3). Téznice t4, tp
lezi v trojihelniku ASpcD a tedy existuje bod T', ktery je jejich prunikem (téznice t 4,

tp nemohou byt rovnobézné).

obr. 1.3

Z vlastnosti téznic trojihelniku ASgcD plyne
|ASBc| . |TDSBC| = 3 . 1, |DSBc| . |TASBC| = 3 . 1,

a tedy plati, ze trojuhelniky ASpcD a TATpSpe jsou si podobné s pomérem podobnosti
3: 1, tj. plati |TuTp| : |AD| =1 : 3. Vzhledem k tomu, ze plati T4Tp || AD a zaroven
| ATD| = |XTATTp|, jsou si podobné také trojuhelniky ADT, TyTpT s pomérem

podobnosti 3 : 1. To ale znamena, ze
|AT| : |[TTy4|=3:1, |DT|: |TTp| =3 :1,

tj. bod T déli télésové téznice ta, tp v pomeéru 3 : 1.
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Analogicky bychom uvazovali také dvojice téznic t 4, tg, resp. tg, tc, resp. tg, tp, resp.
ta, to, resp. to, tp a dokazali, Ze se protinaji v bodech 171, resp. T3, resp. 15, resp. T},
resp. T, pricemz tyto body je opét déli v poméru 3 : 1. Pro ¢tyfi navzajem ruznobézné
primky v prostoru rozlisSujeme pravé dva pripady. Jsou-li tyto primky komplandrni
(vSechny lezi v jedné roviné), pak jsou jejich pruniky obecné ruzné a pokud nejsou
komplanarni, pak nutné plati, ze existuje jediny bod, ktery je jejich prunikem. Pro
téznice t4, tg, tc, tp muze nastat pouze druhy piipad, a tedy plati T = T} = Ty =
=T3 =T, =Ts. Bod T je tedy spolecnym prunikem vsech téznic a kazdou z nich déli

v pomeéru 3 : 1.

Podobné jako u trojihelniku i zde muzeme definovat vysku ¢tyrsténu. Vyskou ctyt-
sténu ABC'D z vrcholu A rozumime usecku spojujici vrchol A s patou kolmice prochéaze-
jici timto vrcholem k protilehlé sténé, znacéime ji v,. Analogicky definujeme také vysky
Vp, Ve, Ug-

V libovolném trojuhelniku plati, ze se vysky protinaji v pravé jednom bodé, které
se nazyva ortocentrum trojihelniku. Analogické tvrzeni u ¢tyfsténu vsak obecné ne-
plati. Existuji vSak ¢tyfstény, u kterych se vysky navzajem protinaji v pravé jednom
bodé a lze u nich tak definovat ortocentrum. Takové ¢tyistény se nazyvaji ortocent-
rické. Nasledujici véta, kterou uvadime bez dukazu, je nutnou a postacujici podminkou

proto, aby dany ¢tyfstén byl ortocentricky.
Véta 1.5
Ctyfstén ABCD je ortocentricky, pravée kdyz mé alespon dvé dvojice protilehlych

hran navzajem kolmé.

Diikaz. Lze najit napt. v [1].
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1.2 Sit ¢tyrsténu

Se sitémi téles se zak setkava jiz na zakladni skole, kde je jeho cilem umét tyto sité
sestrojit. Obecné siti ¢tyTsténu rozumime rovinny utvar, ze kterého muzeme vhodnym
slozenim obdrzet Ctyfstén. Je ziejmé, Ze existuje vice zpusobu, jak pro dany Gtyfstén
sestrojit sit. Ve viech téchto pifpadech se ale vidy jednd o n-thelnik, tj. existuje obecné
vice n-uhelniku, které jsou sitémi daného Ctyfsténu a nejsou shodné. Nyni uvedeme je-

den konkrétni typ sité ctyrsténu, se kterym budeme v této kapitole pracovat.

Uvazujme ctytstén ABCD (obr. 1.4).  Roziizneme-1i“ hrany AD, BD a C'D, uvolni-
me tim stény obsahujici vrchol D a muzeme je pak rozvinout do roviny ABC. Vznikne

tak rovinng itvar, ktery nazyvdme sit étyrsténu (obr. 1.4).

D ¢ D,

D,
obr. 1.4

Sit ¢tyisténu je tvofena ¢tyfmi trojihelniky ABC, ABD,, BCD,, ACDs, kde vr-
choly D1, Dy a D3 splynou pii zpétném slozeni do vrcholu D. Trojihelnik ABC' pak
tvori podstavu ¢tyisténu ABC' D a trojuhelniky ABD,, BC Dy, C'AD3 predstavuji stény
ctyisténu ABCD. Je evidentni, Ze pro kazdy ¢tyfstén existuje sif. Opacné tvrzeni

obecné neplati.

Nyni uvedeme nutné a postacujici podminky, aby mnohoihelnik na obr. 1.4 byl siti

CtyTsténu.

Véta 1.6

Sjednoceni trojuhelniku ABD,, BC Dy, CAD3 a ABC na obrazku 1.4 je siti ¢tyfsténu
ABCD, pravé kdyz soucasné plati

(i) Usecky, jejichz krajnf body jsou (az na pripadny index) oznaceny stejnymi pismeny,

maji stejnou délku.

(ii) Kazd4 z velikosti tii uhlu, které se stykaji pri libovolném neindexovaném vrcholu,

je mensi nez polovina souctu velikosti téchto t¥i ahla.
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Diikaz. Lze nalézt napt. v [10].

Uvazujme pravidelny ctyrstén. Je znamo, ze siti pravidelného ctytfsténu je rov-
nostranny trojuhelnik. Zabyvejme se tedy otdzkou, zdali je libovolny trojihelnik siti

CtyTsténu.

Véta 1.7

Trojuhelnik ABC je siti c¢tyisténu SapSpeSacD, kde Sag, Spc, Sac jsou po fadé
sttedy usecek AB, BC, AC, pravé kdyz je trojihelnik ABC' ostrouhly a plati, ze orto-
gonalni prumét vrcholu D do roviny S4gSpcSac je ortocentrum V' trojuhelniku ABC,

viz obr. 1.6.

Diikaz. Necht ABC je libovolny trojihelnik. Uvazujme body X, Y, Z po fadé na vniti-
nich tusecek AB, BC, AC'. Trojihelniky AXZ, BY X, CZY a XY Z by mohly tvofit
sit, pficemz soucet velikosti kazdych tif thli stykajicich se u bodi X, Y, Z je 180°,
viz obr. 1.5 (a).

C C

(a) (b)

obr. 1.5
Z véty 1.6 plyne, ze pro body X, Y, Z musi platit
(14X| = IXBI) A (1BY] = [¥C|) A (1CZ] = |74])

coz plati, prave kdyz (X = Sap), (Y = Spe) a (Z = Sac).

Oznacme dale vnitini thly trojihelniku ABC po tadé «, 3, v pii vrcholech A, B, C.
Stranami trojuhelniku SapSpcSac jsou stiedni pricky trojihelniku ABC. 7 vlastnosti
strednich pricek trojuhelniku plyne, Zze u kazdého z bodu Sap, Spc a Sca se stykaji
uhly «, 5, v, a tedy plati, ze soucet velikosti tii thlu priléhajicich ke kazdému z bodu
Sap, Spc a Sac je roven o + 5+ 7, tj. 180°, viz obr. 1.5 (b).
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Tedy dostaneme, ze trojihelnik ABC z obr. 1.5 (b) je (vzhledem k Vété 1.6) siti

ctyrsténu, prave kdyz

(a<a+,§+’y) /\(5<O‘+§+7)A<y<o‘+§+7>,

tedy prave kdyz jsou a, (3, v mensi nez 90°, coz je splnéno, pravé kdyz je trojuihelnik
ABC ostrouhly.

Trojuihelnik ABC je tedy siti ¢tyfsténu, v némz je trojiuhelnik SypSpcSac podstavou
a vrchol D vznikne splynutim vrcholu A, B, C' v otoceni kolem pfislusnych hran (jak
je popsano u obr. 1.4). Dokazme tedy, ze ortocentrum V' je ortogonalnim prumétem

vrcholu D do roviny ur¢ené body Sag, Spc, Sac-

Vrcholy A, B, C se pii otd¢eni pohybuji po fadé po kruznmicich ka, kp, ko, které
nalezi rovinam oznac¢enym po tadé p, o, 9, které jsou po fadé kolmé na stiedni pricky
SapSac, SapSpc a SacSpc- Z toho plyne, Ze ortogonalni prumét rovin p, o, d do roviny
podstavy splyne po radé s vyskami v,, vp, v. v puvodnim trojihelniku ABC, viz obr. 1.6
(a). Protoze se vysky v trojihelniku ABC protinaji pravé v jednom bodé, ortocentru
V', musi se zminéné tii roviny protinat v jedné piimce, kterda prochazi bodem V' a je
kolm4 na podstavu. Vrchol D vznikne splynutim bodu A, B, C, tj. existuje spolecny

prunik kruznic kg, kg, kc.

C C

Sac

obr. 1.6

To ale znamen4, ze vrchol D lezi na kolmici k roviné podstavy prochéazejici bodem V/,
a tedy plati, Ze ortogonalnim prumétem bodu D do roviny SspSpcSac je pravé bod
V, viz obr. 1.6 (b).
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Kapitola 2

Trojihelnik a ¢tyrstén

Trojuhelnik, resp. ¢tyfstén je v analytické geometrii mozné definovat jako uzavieny
dvojrozmérny, resp. trojrozmérny simplex. I to je jednim z duvodu, pro¢ existuje znacna
podobnost mezi vlastnostmi trojuhelniku a ¢tytsténu, pricemz nékteré takové vlastnosti
byly uvedeny v predchozi kapitole. Diky témto podobnym (analogickym) vlastnostem
jsme schopni zobecnit ruzna matematicka tvrzeni platnd u trojuhelniku a nalézt tak
jejich analogie také u ctyrsténu. Matematicka tvrzeni platnd v trojuhelnicich, ktera
zde zminime, vzdy doplnime o jejich analogie ve ¢tytsténech. Poznamenejme, ze dukazy
tvrzeni v trojihelnicich vynechdme, popf. pouze naznac¢ime, zatimco pro ¢tyistény vzdy

uvedeme cely dukaz.

2.1 Analogicka tvrzeni ve ¢tyrsténu

Nejdrive se budeme zabyvat analogiemi tzv. trojuhelnikoviych nerovnosti. Jedna se

o nutné a postacujici podminky existence trojihelniku.

Véta 2.1 (nutnd a postacujici podminka existence trojihelniku)

Necht a, b, ¢ jsou kladnd redlnd ¢isla. Trojihelnik ABC' o stranach délek a = |BC/,
b= |CA|, ¢ = |AB| existuje, pravé kdyz soucasné plati

a+b>c, (2.1)
a+c>b, (2.2)
b+c>a. (2.3)

Tyto tfi nerovnosti nazyvame trojihelnikovymi nerovnostmi.

S vyuzitim véty 2.1 muzeme dokédzat nutnou podminku existence ctyfsténu.
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Véta 2.2 (nutna podminka existence ¢tyrsténu)
Je-1li dan ¢tyrstén ABCD o hranach délek a = |AB|, b = |AC|, ¢ = |AD|, d = |BD|,
e = |BC|, f = |CD]|, pak soucasné plati

a+b+c>%(d+e+f), (2.4)
a+d+e>%(b+c+f), (2.5)
b+e+f>%(a+c+d), (2.6)
c+d+f>%(a+b+e). (2.7)

Diikaz. Uvazujme ctyistén ABCD s hranami délek a = |AB|, b = |AC|, ¢ = |AD|,
d = |BD|, e =|BC|, f = |CD|. V trojihelnicich ABC resp. CAD, resp. ABD plati

po tadé trojihelnikové nerovnosti

a+b>e, (2.8)
b+c>f, (2.9)
a+c>d. (2.10)

Sectenim levych a pravych stran nerovnosti (2.8), (2.9) a (2.10) dostaneme
20 +2b+2c>d+e+ f,
coz po uprave dava
1
a+b+c> §(d+e+f).

Analogicky bychom i ve zbylych tfech trojicich trojuhelniku vyuzili trojihelnikové ne-

rovnosti a po stejnych upravach bychom obdrzeli také vztahy (2.5), (2.6), (2.7).

Véta 2.3
Je dan trojuhelnik ABC. Necht X je libovolny vnitini bod trojihelniku ABC. Pak

plati, ze soucet vzdalenosti bodu X od vrcholu A, B, C je vzdy vétsi nez polovina
obvodu trojihelniku ABC'.

Diikaz. Vyuzijeme zde trojihelnikovych nerovnosti v trojihelnicich ABX, ACX, BCX.
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Véta 2.4
Je dén étyistén ABCD. Nechf X je libovolny vnitini bod étyisténu ABCD. Pak

plati, Ze soucet vzdalenosti bodu X od vrcholu étyisténu ABCD je vzdy vétsi nez tietina
souctu délek vSech hran ¢tyisténu ABCD.

Diikaz. Necht ABCD je libovolny étyfstén. Zvolme libovolné bod X uvnitf étyisténu
ABCD (obr. 2.1).

obr. 2.1

Uvazujme nyni c¢tytstény ABCX, ABDX, ACDX, BCDX. Vzhledem k Véte 2.2

pro né po radé plati

1
|AX|+ |BX|+ |CX]| > §(|AB| + |BC| +|CA]),

[AX| + |BX| +|DX| > 3 (AB| + |AD] + |BD|),

| AX| + |CX] +]DX| > Z(IAD] + [CA| + CD)),

IBX|+|CX| + |DX| > £(1BC| + |BD| +|CD]).
Sectenim levych a pravych stran predchozich ¢tyT nerovnosti, obdrzime
3(|AX|+|BX|+|CX|+|DX]|)> %(2|AB|+2|BC|+2|CA|+2|AD|+2|BD|+2|CD|),
coz po uprave dava

1
|AX| +|BX|+|CX|+ |DX| > §(|AB| + |BC| + |CA| + |AD| + |BD| + |CD|).
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Nasledujici dvojice tvrzeni vyuziva libovolného bodu X lezictho nejen uvniti troj-
thelniku ABC, resp. ¢tyisténu ABC D, ale také na jejich hranici.

Véta 2.5

Pro libovolny trojihelnik ABC' a libovolny bod X lezici uvnitt nebo na hranici
trojuhelniku ABC' plati
a-ly+bly+cl.=25, (2.11)

kde a, b, ¢ jsou délky stran trojiuhelniku ABC, I, Iy, l. jsou po fadé vzdéalenosti stran
a, b, c od bodu X a S je obsah trojihelniku ABC.

Diikaz. Trojuhelnik ABC' rozdélime na trojuhelniky ABS, BCS, ACS a vyuzijeme

vztah pro obsah trojuhelniku.

Véta 2.6

Pro libovolny ¢tytstén ABCD a libovolny bod X lezici uvniti nebo na hranici
ctytsténu ABC'D plati

Sa-la+Sp-lg+ Sc-le + Sp-lp = 3V, (2.12)

kde S4, Sg, Sc, Sp jsou po fadé obsahy stéen BCDX, CADX, ABDX, ABCX a ly,

I, lco, Ip jsou po tadé vzdalenosti téchto stén od bodu X.

Diikaz. Necht je dan libovolny étyistén ABC D a jeho libovolny vnitini bod X . Uvazujme
ctytstéeny BOCDX, CADX, ABDX, ABCX (obr. 2.1) a oznacme jejich objemy po radé
Va, Vi, Ve, Vp. Ctyfstéen ABCD je zjevné sjednocenim étyistéent BCDX, CADX,
ABDX, ABCX a pro jeho objem V tedy plati

V=Va+Ve+Vc+Vp,
coz vzhledem ke znamému vztahu pro vypocet objemu ctyrsténu dava
V—lSl+1Sl+1Sl+1Sl (2.13)
= gPalat goplp+goclo + 3oplp. .
Po zjevné tpravé vztahu (2.13) obdrzime nami dokazovany vztah (2.12).

Nechf X je hraniéni bod étyisténu ABCD. Mohou nastat pravé tii piipady - bod X
lez{ bud’ uvniti stény étyisténu ABCD, nebo uvniti hrany étyisténu ABCD a nebo je
vrcholem ctyisténu ABCD.

(i) Bez tjmy na obecnosti, necht X lezi ve sténé ABC. Pak ale ¢tyistéen ABCX
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zdegeneruje v trojuhelnik ABC' a plati [p = 0. Analogickym postupem, jako
v ptipadé vnitintho bodu X, bychom obdrzeli vztah (2.12).

(i) Bez tjmy na obecnosti, nechf X lezl uvniti hrany AB. Pak ¢tyfstény ABCX,
resp. ABDX zdegeneruji v trojihelniky ABC, resp. ABD a plati tak I[p = 0,
resp. lc = 0. Analogicky, jako v predchozim piipadé, i zde bychom ovérili platnost
vztahu (2.12).

(iii) Bez djmy na obecnosti, necht X = A. Pak plati Iz = lc = Ip = 0 a tedy plati
V = Vicox = 1Sa-la, ti. Sa-la = 3V

Vyuzitim vztahu (2.11) a (2.12) muzeme dokazat zajimava tvrzeni tykajici se vysek

v trojuhelniku, resp. vysek v ctyfsténu.

Véta 2.7

Je ddn trojtihelnik ABC. Nechf X je libovolny vnitini bod trojihelniku ABC.
Necht V., TESP. Unae je nejkratsi, resp. nejdelsi vyska trojihelniku ABC. Pak plati

Umin § la + lb + lC § Umax? (214)

kde I, 1y, l. jsou po fadé vzdéalenosti stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC od bodu X.
Diikaz. Lze najit napt. v [2].

Véta 2.8

Je dan ¢tyistén ABCD. Necht X je libovolny vnitini bod étyisténu ABCD.
Necht v, TeSp. Una. je nejkratsi, resp. nejdelsi vyska étyfsténu ABCD. Pak plati

Umin § ZA + ZB + ZC + lD § Umax? (215)

kde 4, lg, lc, Ip jsou po fadé vzdélenosti sten BCD, CAD, ABD, ABC od bodu X.

Diikaz. Necht je dén ¢tyistén ABC D a jeho libovolny vnitini bod X. Uvazujme vztah
(2.12). Bez Gjmy na obecnosti, necht plati

SA :maX{SA,SB,Sc,SD}, SD :min{SA,SB,SC,SD}.
Ze vztahu (2.12) pak plyne

Sa-la+Sa-lp+ Salc+ Sa-lp =3V, (2.16)
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resp.
Spla+ Sp-lg+ Sp-lc +Sp-lp §3V (2.17)

Nerovnosti (2.16), resp. (2.17) vydélime vyrazy Sa, resp. Sp, dostaneme

3V

lA—l—lB—l—lc—}—lD; —_—, (2.18)
Sa
resp.
3V
lA—l—lB—l—lc+lD§ —_—. (2.19)
Sp

Vzhledem k tomu, ze plati Sy = max{Sa, Sg,S¢,Sp}, Sp = min{Sa, Sg, Sc,Sp},

dostaneme ze

3V 3V
SA min ) SD max

Ze vztahu (2.18), (2.19) pak plyne
Umin § lA + lB + ZC + lD § Umax?

coz jsme méli dokazat.

Pomoci predchozich dvou tvrzeni muzeme nyni najit vztah mezi vyskami trojuhel-
niku, resp. ¢tyTsténu a polomérem kruznice vepsané trojiehlniku, resp. kulové plochy

vepsané Ctyrsténu.

Véta 2.9
V libovolném trojihelniku ABC plati

Umin § 3/r § Umax) (220)

kde r je polomér kruznice vepsané trojihelniku ABC a v,,,,, resp. v,.. je nejdelsi, resp.

nejkratsi vyska v trojuhelniku ABC.

Dukaz. Vyuzijeme vztah (2.15) a fakt, ze bod X je v tomto piipadé stied kruznice
vepsané trojuhelniku ABC.

Véta 2.10
V libovolném ¢tyisténu ABC'D plati

Vi S 4r S0

min —

(2.21)

max )
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kde r je polomeér kulové plochy vepsané ¢tyrsténu ABC D a vy, T€SP. Unax j€ nejkratsi,

resp. nejdelsi vyska ¢tytsténu ABCD.
Diikaz. Uvazujme libovolny ctyistén ABC D. Podle véty 2.8 plati

Vpin S la+ 1+ lc+1p S Vnas, (2.22)

kde 14, lg, lo, Ip jsou po fadé vzdalenosti stén BCD, CAD, ABD, ABC od libo-
volnéého vnitintho bodu X étyisténu ABCD. Necht X = S, kde S je stied kulové
plochy vepsané ctyisténu ABC D. Potom vsak plati

ZAZZB :lC:lD =T, (2.23)
a nerovnost (2.22) prejde do tvaru
Umin § 4T § Umax)

coz jsme méli dokazat.

Véta 2.11

V kazdém rovnoramenném trojuhelniku ABC se zakladnou AB plati, Ze soucet
vzdalenosti ramen trojihelniku ABC od libovolného bodu X, lezictho na zédkladné
trojuhelniku ABC je roven velikosti vysky k rameni trojihelniku ABC' (obr. 2.2).

C

A X B
obr. 2.2

Dukaz. Vyuzijeme vztahu (2.11), pficemz plati, ze a = b a . = 0.

V predchozi vété jsme uvazovali libovolny bod X lezici na zakladné rovnoramenného

trojuhelniku ABC'. V rovnostranném trojuhelniku vsak plati jesté silnéjsi tvrzeni.
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Véta 2.12

V kazdém rovnostranném trojuhelniku ABC' je soucet vzdélenosti libovolného bodu
X trojtuhelniku ABC od stran trojihelniku ABC' roven délce vysky trojihelniku ABC.

Dukaz. Opét vyuzijeme vztahu (2.11), kde vsak plati a = b = c.

Pro analogické tvrzeni k vété 2.11, resp. vété 2.12 vyuzijeme oznaceni obsahu stén
ctytstenu ABCD z véty 2.6.

Véta 2.13

Necht ve ¢tyfsténu ABCD existuje pravé jedna trojice stén se stejnym obsahem.
Bez jmy na obecnosti, necht napf. plati Sy = Sp = S¢ # Sp. Pak pro libovolny bod
X lezici ve sténé ABC plati, ze soucet vzdalenosti bodu X od stéen BCD, CAD, ABD
je roven délce vysky na sténu BC'D, resp. CAD, resp. ABD (obr. 2.3).

RAN——

obr. 2.3
Duiikaz. Uvazujme ctyistén ABC D, ve kterém maji pravé tii stény stejny obsah. Bez 1j-
my na obecnosti, necht plati Sy = Sg = S¢ # Sp. Zvolme nyni libovolny bod X lezici
ve sténé ABC. Pro bod X evidentné plati vztah (2.12), tj.
Sa-la+Sp-lg+ Sc-lec +Sp-lp =3V,
kde po tupravé dostaneme

Sala+Sa-lg+Sa-lc+ Sp-lp =3V. (2.24)

Bod X vsak lezi ve sténé ABC, tj. plati [p = 0. Vztah (2.24) tak muzeme upravit do
tvaru
Sala+ Salg+ Salec =3V,

a tedy plati
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3V
la+ilg+lc =—— =1,
Sa

kde v, je vyska na sténu BCD. Z rovnosti S, = Sg = S¢ plyne také v, = v, = v,

plati tedy

a+ilg+ilc=v, =1, = ..

Analogické tvrzeni k vété 2.12 plati u ctytsténu, jehoz stény maji vsechny stejny
obsah.

Véta 2.14

Necht je dan étyistén ABC D, jehoz stény maji stejny obsah. Pak pro jeho libovolny
bod X plati, ze soucet vzdalenosti bodu X od stén ctyisténu ABCD je roven délce
vysky ctytrsténu ABCD.

Dukaz. V ¢tyisténu ABCD zjevné plati Sy = Sp = S¢ = Sp. Ze vztahu (2.12) pak
plyne
Salag+ Sa-lp+ SA'ZC + Sy-lp = 3V,
t].
3V

ZA+ZB+lc+lD:—:Ua:Ub:Uc:Ud,
Sa

kde 4, lg, lc, Ip jsou vzdalenosti bodu X po fadé od stéen BC'D, CAD, ABD, ABC.

Zajimejme se nyni o specialni ptipad ortocentrického ¢tyisténu, ktery ma vsechny
tfi dhly pri daném vrcholu pravé. Tento ¢tyTstén se nazyva pravouhly ctyrstén a ma
vlastnosti analogické pravothlému trojihelniku. Jedna se o zobecnéni Pythagorovy

véty.

Véta 2.15 (Pythagorova véta)
V kazdém pravoihlém trojihelniku ABC' s pravym thlem pii vrcholu C plati

A =a®+ 1,

kde ¢ je délka prepony, a, b jsou délky odvésen.
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K dukazu tvrzeni o pravouhlém ctyfsténu vyuzijeme nékteré znamé vlastnosti pravo-

tihlého trojuhelniku.

Véta 2.16
V kazdém pravouhlém ctyrsténu ABC D s pravymi thly pti vrcholu C' plati

S%sp = Shnc + Shep + St ap, (2.25)
kde Sagp je obsah nepravouhlé stény a Sapc, Seep, Scap jsou obsahy stén pravouhlych.

Diikaz. Uvazujme étyfstéen ABCD s pravymi thly ve sténdch pii vrcholu C. Necht
P je pata vysky z vrcholu C ke sténé ABD. Uvazujme rovinu BC Po a jeji prusecik
s hranou AD oznacme E (obr. 2.4). Je ziejmé, ze plati AD 1 BCP.. Usecka EB je
tedy vyskou v trojihelniku ABD ke strané AD.

obr. 2.4

Pro obsahy Scap, Sap,p a Sapp trojuhelniku po fadée CAD, AP-D, ADB plati
1 1 1
Scap = §|AD|-|EC|, Sap,p = §|AD|-|EPC|, SaBp = §|AD|-|EB|.
Pak plati
1 1 1
Stap = {ADP|ECE,  S3np = JIADP PR, Siup= f|ADP|EBL
Trojuhelnik EC' B je pravouhly, proto podle Eukleidovy véty o odvésné plati
|EC|* = |EPo|-|EB,

z éehoz po dosazeni za vyrazy |EC|?, |EP:| a |EB| plyne
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4SZ% 4p _ 254pcp 25480
|AD|? |AD|  |AD|’

t.

S&ap = Sapep-Sasp-
Analogickym postupem bychom obdrzeli také vztahy
St se = Sprep-Sapp,  Sipe = Sapen Sapp-
Sectenim tii predchozich rovnosti dostaneme

‘S%AD + S?BCD + Sch = Sapep Sapp + Sppop-Sapp + Sap.p-Sapp =

= (SAPCD —+ SBPCD + SAPCB) 'SABD = SiBD?

coz je nami dokazovana rovnost.

Véta 2.17
Necht ABC' je pravouhly trojihelnik s pravym thlem pii vrcholu C. Pak plati

11 1
Zoa e (2.26)

kde a, b jsou délky odvésen trojihelniku ABC a v, je délka vysky trojihelniku ABC

vedené z vrcholu C.

Analogii vztahu (2.26) lze nalézt také u pravouhlého trojrohu. K tomu mimo jiné

vyuzijeme vztah (2.25).

Véta 2.18

V kazdém pravotihlém ctyfsténu s pravymi hly ve sténach pti vrcholu C' plati

1 1 1 1
0_62:;4_?4_;, (2.27)

kde z, y, z jsou po fadé délky hran C'A, BC, CD a v, je délka vysky ctyistéenu ABC D

vedend z vrcholu C.

Diikaz. Necht je dan pravouhly ¢tyfstén ABC D s pravymi ihly ve sténach pii vrcholu
C. Oznacme délky hran C'A, BC, C'D po tadé z, y, z. Ve ¢tyisténu ABCD plati

SEXBD = 5,2430 + SJQBCD + SEXCD' (2-28)
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obr. 2.5

Protoze stéeny ABC', CAD, BCD jsou pravouhlé trojuhelniky, muzeme pro jejich ob-
sahy psat

1 1 1
Sapc = =y, Scap = 5%% Spep = vz

2
Vyuzitim téchto tif rovnosti upravime vztah (2.28) do tvaru

45%p = %Y + 2227 4+ 4727 (2.29)

Pro objem V ¢étyisténu ABCD plati

TYZz
V=——
6 7
tj. pro vyraz V? pak dostaneme
2,22
y2=298% (2.30)
36

Podélenim levych a pravych stran rovnosti (2.29) a (2.30) a po tpravé dostaneme

Sisp Y+ a2+ PR
gy/2 - x2y2z2 ’

3V
SABD

odkud vzhledem rovnosti v, = plyne

1 Sigp T+ 4y 1 N 11
UCQ - 912 - x2y2z2 _:1:2 y

coz jsme méli dokazat.

Velice zajimavé je tvrzeni, které zobecniuje tzv. Thaletovu vétu.
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Véta 2.19 (Thaletova véta)

Je dana tsecka AB a kruznice k(Sap; |AB|/2). Pak pro libovolny bod C' ruzny od
bodu A, B a lezici na kruznici k plati, ze trojihelnik ABC je pravoihly s pravym
thlem pii vrcholu C (obr. 2.6).

obr. 2.6

Nésledujici véta, ktera je analogii Thaletovy véty, je prevzata z [21]. Dukaz tohoto

tvrzeni je vSak komplikovany a proto ho v tomto textu neuvedeme.

Véta 2.20

V roviné p je ddna kruznice k(S; 7). Mnozina vsech bodu v prostoru, které jsou vr-
choly pravothlého ¢tytsténu ABC D s pravymi uhly pti vrcholu D a déle s vlastnosti,
ze k je kruznici vepsanou sténé ABC, je kulové plocha £(S;7/2) s vyjmutou hlavni

kruznici v roviné p.

Diikaz. Lze nalézt napt. v [24].
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Kapitola 3

leohy o Ctyrsténu

sténu. Jednd se nejen o ryze stereometrické tlohy, ale také o tilohy fesené algebraicky
vyuzivajici zédkladnich vlastnosti u ¢tyrsténu. Kapitola je rozdélena do dvou casti,
pficemz prvn{ z nich obsahuje tlohy FeSené a druhd ¢dst lohy nefesené. Razeni tloh
v ¢ésti ,Resené tlohy“ odpovid4 jejich obtiznosti, pficemz nejprve jsou Fazeny dlohy
snazSi a postupné se jejich obtiznost zvysuje. Ulohy vyuzivajici podobnych metod
feSeni, popf. zabyvajici se stejnym typem ctyrsténu, atd. jsou taktéz usporadany v blo-
cich. V takovém piipadé je vzdy v textu uvedeno, jakym typem problému se dané lohy

zabyvaji. Struktura podkapitoly ,,Nefesené tlohy* je pak popsdna samostatné.

3.1 Resené ulohy

Prvni tii tlohy se zabyvaji tzv. pravouhlym ctyrsténem.

Priklad 1 (Matematicky duel, 2013)

Je dana soustava dvou rovnic o neznamych z, y, 2

r+y+z=a, (3.1)
2 +y+ 2 =0 (3.2)

kde a, b jsou realné parametry. Dokazte, ze soustava rovnic mé realnd reseni, prave

kdyz je splnéna nerovnost

lal < [b]V/3. (3.3)

Resend: Necht plati @ > 0. Rovnice (3.1) s redlnym parametrem a, je obecnou rov-
nici roviny v tifrozmérném eukleidovském prostoru s pocatkem O prochazejici body
Ala,0,0], B[0,a,0], C[0,0,a]. Body A, B, C, O tvoii pravouhly ¢tyisten ABCO (obr.

3.1), jehoz hrany pii vrcholu O maji stejnou délku a.
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10,0, a

0 B[0, a, 0]
x / Ala,0,0]
obr. 3.1

Rovnice 22 4+ y? + 22 = b? s redlnym parametrem b je obecnd rovnice kulové plochy
v pocatku O s polomérem |b|. Necht T je ortocentrum trojihelniku ABC. Oznacme
vzdalenost |OT| = d. Je ziejmé, ze d je vyska ctyrsténu ABCO s podstavou ABC.
Pro objem V ¢étytsténu ABCO plyne

kde P je obsah trojihelniku ABC' (ten je evidentné rovnostranny). Je ziejmé, ze troj-
thelnik ABC je rovnostranny s délkou hrany v/2a. Odtud plyne

1 3 1
P:— 2- —:—2 .
2a\/_ a\/; 2a\/§

Pro objem V ¢étytsténu ABCO tedy plati

z ¢ehoz plyne

d=—a.

Soustava rovnic ma tedy redlnd feseni, pravé kdyz existuji pruniky kulové plochy a ro-
viny, tj. pravé kdyz d < |b|, tedy \/?g la] < [b], coz je ekvivalentni |a| < |b[+/3.

Piiklad 2 (Matematicky duel, 2014)

Necht étyistén ABCD mé po dvou navzajem kolmé hrany pii vrcholu D a ozna¢me
K, L, M po tadeé sttedy hran AB, BC', C A. Dokazte, ze soucet velikosti tihlu ve sténdch
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¢tytsténu K LM D pti vrcholu D je 180°.

Reseni Odvod'me nejdifve vztah mezi velikosti téznice t, v pravoihlém trojihelniku

ABC' s pravym uhlem pii vrcholu A (obr. 3.2).

C
g a
cA Sy
b '
A ¢ Sap
obr. 3.2

7 Pythagorovy véty plyne

tedy
4t,2 = v + A= a2,

z ¢ehoz plyne t, = 5. Tohoto poznatku nyni vyuzijeme.

Ctyistén ABC D tvoii pravothlé trojihelniky ABD, BC'D, CAD s pravymi thly pfi vi-

cholu D (obr. 3.3),
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tedy plati vztahy
|[KD| = 3|AB|, |LD| = 3|BC, |MD| = 3|CA].

Z toho plyne, ze |KD| = |KB|, |LD| = |LB]|, a tedy trojihelniky KLB a KLD jsou
shodné podle véty sss. Obdobnou tivahou dostaneme, ze také trojuhelniky MLC, MLD
a KMA, KMD jsou shodné. Proto plati

| KDL| + |« MDL| + |« KDM| = |« KBL| + |« MCL| + |« KAM| =
= |« ABC| + |« BCA| + |« CAB| = 180°.

Reseni nasledujici tlohy vyzaduje znalost Heronova vzorce pro obsah trojihelniku

a také znalost nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priumeérem.

Priklad 3 (40. MO, A-S-3)
Je dan ctyistén ABCD, jehoz hrany AD, BD, C'D po tadé s délkami a, b, ¢ jsou
navzajem kolmé. Urcete velikost vysky vy ke sténé ABC. Dokazte, ze ¢tytstén ABC D

ma pii dané hodnoté vysky vy nejmensi objem, prave kdyz a = b = c.
Resend: Pro objem V ¢tyfstéenu ABCD plati

1
V= gSABC'Uda (3.4)

kde S je obsah podstavy ABC a v je vyska ctyisténu ABC'D na sténu ABC'. Protoze
je ¢tytstén ABC D trojnéasob pravouhly (obr. 3.4), tak pro objem V' plati

1 1
V = gSABC'Ud = aabc. (35)




Ozna¢me délky hran AB, BC, AC po tadé z, y, z. Pro obsah S trojihelniku ABC

dle Heronova vzorce plati

S:i\/[(x—l—y)z—22}-[22—(x—y)2} (3.6)

S vyuzitim Pythagorovy véty v pravoihlych trojihelnicich ABC, BC'D, CAD upra-

vujeme rovnost (3.6), postupné ziskdme

Sapc = %\/[(\/az%—lﬁ%—\/b?%—c?)z— (\/a27+c2)2 }

-\/[wm)?_ (\/a2+bz—\/62+02)2} —

= %\/[%2 V@RV E |2V F RV -2 | =

1 1
= Z\/4(&2 +b2)(b2 + 2) — 4t = 5\/a262 + a?c® + b2,

Ze vztahu (3.5) s vyuzitim predeslého vztahu pro Sapc a pro vysku v, postupné
obdrzime
1 abe 1 2abc

Vg = — = — =
T 280 2VaP 1 23 + B

abc B 1 (3.7)
aber/ 5+ m+ 5 A Etet s

Z nerovnosti mezi aritmetickym a gemetrickym prumeérem pro hodnoty a%, b%, C% do-
1/1 1 1\_ .,/ 1
| =+=+= — 3.8
3 (a2 * b? * 62) a’b*c?’ (38)
3v3
abe 2 v3 s = 3v/30°.

(VaE+d+3)

Pro objem V étyisténu ABCD dostaneme

staneme

v

t.

P

1
V= aabc > TUdg- (3.9)

1 1

Objem V je pro danou vysku vy nejmensi, pravé kdyz v nerovnosti (3.9) nastane
aL2 b2 T 2

rovnost, tj. pravé kdyz nastane rovnost v (3.8), tedy préavé kdyz plati

coz je ekvivalentni podmince a = b = c.
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Piiklad 4 (16. MO, A-IT1-2)
Necht pro délky hran étyisténu ABCD plati

|AB|* + |CDJ® = |AC|® + |BD)* = |AD|? + |BCJ. (3.10)
Dokazte, ze aspon jedna z jeho stén je ostrouhly trojuhelnik.

Resen: Ozna¢me délky hran AB, BC, CA, CD, AD, BD po tadé ¢, a, b, c1, a1, by
a velikosti thlu <BAD, <BAC, «CAD po tadé w, ¢, ¥ (obr. 3.5).

D

B
obr. 3.5

Rovnost (3.10) 1ze tedy zapsat ve tvaru
a® +ai’ = b* 4+ b = + ¢ (3.11)

S vyuzitim kosinové véty v trojihelnicich ABC, CAD, ABD dostaneme pro w, ¢, ¥

vztahy
2bccosp = b* + ¢ — a?, (3.12)
2baicos ) = b* + a — cf, (3.13)
2caicosw = ¢ + a — bl (3.14)

Ekvivalentnimi ipravami rovnosti (3.11) dostaneme
Eral-bi=0+—d°,

W +al—ct =0+ —d

z ¢ehoz plyne rovnost pravych stran rovnosti (3.12), (3.13) a (3.14) a tedy plati
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2bc cos p = 2bajcos P = 2caycos w.

Z rovnosti vyse plyne, ze hodnoty cos ¢, cos 1, cosw jsou soucasné nulové, resp. kladné,
resp. zaporné, tj. plati
=19 =w=090°

resp.
(0° <@ <90°) A (0° <9 <90°) A (0° < w < 90°),

resp.
(90° < ¢ < 180°) A (90° < ¢ < 180°) A (90° < w < 180°).

Analogickym postupem obdrzime stejné tvrzeni i o thlech pii vrcholech B, C, D.

Trojuhelnik ABC' je obecné ostrouhly, tupouhly, nebo pravoihly. Je-li trojuhelnik
ABC ostroihly, je diikaz hotov. Necht je tedy trojihelnik ABC pravoihly nebo tupo-
uhly, tj. pravé jeden jeho vnitini tdhel je pravy, nebo vétsi nez 90°. Bez jmy na obec-
nosti, necht ¢ = 90°. Pak ale také plati w = 90°, ¥ = 90°, a proto jsou zbylé vnitini
uhly trojihelniku ABC, ABD a ACD ostré. Z toho vsak plyne, ze vSechny vnitini
uhly trojuhelniku BC'D jsou ostré, tj. trojuihelnik BC'D je ostrothly.

Priklad 5 (15. MO, B-1-6b)
Je dén étyistéen ABCD. Odvod'te vztah pro vzdalenost stiedi hran AB, C'D
¢tytsténu ABC'D pomoci délek vSech jeho stran.

Resend: Oznaéme body M, N, P, Q, R, S po fade stiedy hran AB, BC, CA, AD,
BD, CD (obr. 3.6).
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Z vlastnosti stfednich pricek trojuhelniku plyne, ze

|MN| =5Q| = 3|AC|, |MQ| = |NS| = 3|BD, (3.15)

2

a déle, ze MN || SQ a MQ || NS. Ctyitihelnik MNSQ je tedy rovnobéznik. Analogicky
plati, ze i ¢tyiihelniky NPQR, MRS P jsou rovnobézniky.

Zavedme dale nasledujici oznaceni, |[MN| = |SQ| = a, |NS| = |MQ| = b, |MS| = e,
|INQ| = f. Necht v je vzdalenost vrcholu S od paty kolmice na stranu MN prochdzejict
vrcholem S a z necht je vzdalenost vrcholu N od paty kolmice na stranu MN proché-

zejici vrcholem S (obr. 3.7).

Hledejme vztah mezi délkami uhlopticeke, f a délkami stran a, b ve ¢tyfihelniku
MNSQ. 7 obr. 3.7 je ztejmé, ze plati

f2=v*+(a+2), v =v? 4 2’
Odectenim levych a pravych stran poslednich dvou rovnosti obdrzime

2 =0 =a*+ 2ax. (3.16)

Analogicky dostaneme
e —b* = a® — 2ax. (3.17)

obr. 3.7

Se¢ténim rovnosti (3.16) a (3.17) ziskdme vztah

e + 2 =2(a® + b%),

tj. s vyuzitim (3.15) dostaneme
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IMS|* + [NQ* = 2(|MN|* + |MQ|*) = 3JAC|* + 4| BDP. (3.18)
Analogickym postupem pro rovnobézniky NPQR, MRS P obdrzime po fadé vztahy

INQ|* + |PR|> = 2(INP|> + |NR|*) = L|CDJ* + L|ABJ, (3.19)

|MS|)? + |PR|” = 2(|MR|* + |MP|*) = }|AD” + }|BC". (3.20)
Sec¢tenim (3.18) a (3.20) a odeétenim (3.19) obdrzime

2|MS|* = YAC]® + }|BD* + }|AD| + L|BC)* - Y |cD)* - }|AB)?,

tedy

IMS| = 1\/IACP + |BDF + |ADJ? + |BC — |CDJ — |AB.

Priklad 6 (17. MO, A-111-4)

Dokazte, ze pro ¢tyfi ruzné body A, B, C', D dané v prostoru, pro néz plati AC L
1 BD, AD 1 BC, existuje kulova plocha, prochazejici stfedy vsech isecek AB, BC,
CD, CA, AD, BD.

Resent: Pokud by dané body lezely v jedné pifmce, platilo by CA || BD || AD || BC,

coz je spor se zadanim a tento piipad tedy nenastane.
Necht jsou body A, B, C, D komplandrni (lezi viechny v jedné roviné) a plati CA L
1 BD, AD 1 BC. Z toho vyplyva, ze body A, B, C, D tvoii trojihelnik ABC

s ortocentrem D (obr. 3.8), resp. trojuhelnik ABD s ortocentrem C', resp. trojihelnik

BCD s ortocentrem A, resp. trojihelnik CAD s ortocentrem B.

Spc

SBp
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Zavedme oznacen{ podle obrazku (3.8), tj. stiedy tsecek AB, BC, CD, CA, AD, BD
ozna¢me po fadé Sap, S, Scp, Sca, Sap, Spp. Jak je vidét na obrézku (3.8), zminéné
stfedy tsecek lezi na spoleéné kruznici, kterd se nazyva Feuerbachova kruinice!. Exis-
tuje tedy nekonecné mnoho kulovych ploch, pro néz je Feuerbachova kruznice fezem,
tj. existuje nekonecné mnoho kulovych ploch, na kterych lezi body Sap, Sgc, Scb,

Sca, Sap, Sep. Analogicky vysledek obdrzime i pro zbylé tii pripady.

Nechf body A, B, C, D nelezi v jedné roviné a plati CA L. BD, AD 1 BC. Body A,
B, C, D podlé véty 1.5 tvoii vrcholy ortocentrického ¢tyfsténu ABC' D (obr. 3.9).

D

obr. 3.9
Z vlastnosti stfednich piicek trojihelniku plyne

(SABSAD | SBCSCD) A (SABSBC | SADSCD),

tj. ¢tyrihelnik S4pSpcScpSap je rovnobéznik. Oznaéme prusecik jeho thlopricek S.
Déle plati
AC 1 BD = SABSBC 1 BD = SABSBC 1 SBCSCD,

tedy rovnobéznik SapSpcScpSap je obdélnik a plati SSup = SSpe = SScp = SSap.
Analogicky dokazeme, ze ¢tyiihelnik ScaSpcSspSap je obdélnik, jehoz prusecikem
uhlopricek je bod S a analogicky plati SSca = SSpec = SSgp = SSap.

Body Sa, Ssc, Scp, Sca, Sap, Sgp lezi vechny ve stejné vzdalenosti od bodu S, tj.

existuje jim spoleénd kulova plocha se sttedem S

IFeuerbachova kruznice trojihelniku ABC prochéz{ témito deviti body: a) stiedy stran Sap, Spc,
Sca, b) stiedy usecek urcéené vrcholy a ortocentrem a c) patami vysek trojihelniku ABC.
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Nyni uvedeme tlohu zabyvajici se existenci krychle urcitych vlastnosti vepsané

do ¢tytsténu.

Priklad 7 (24. MO A-II-1a)
Je dan pravidelny c¢tyistén K LM N o hrané délky 1. Dokazte, ze kazdéd krychle,

jejiz ¢tyri vrcholy lezi ve sténé K LM a zbylé ¢tyti v dalsich trech sténdch ctyfsténu,

1

m4 hranu délky méné nez .

Resent Uvazujme krychli ABC D A, B,C, Dy, ktera splituje podminky zadéni. Bez Gjmy
na obecnosti, necht sténa ABCD lezi v podstave KLM c&tyisténu KLMN. Sténa

A1 B,Cy Dy urcuje rovinu, kterd je rovnobézna s rovinou K LM (obr. 3.10).

L
obr. 3.10

Body A, By, C4, D1 lezi ve stranach rovnostranného trojuhelniku Kj L, M, ktery je
prunikem roviny A; B1C a ¢tyisténu K LM N. Sténa A; B1C1 D, je vepsana trojuhelniku

KL, M tak, ze pravé jedna strana ctverce A;B;C1D; lezi cela na jeho hranici.

Bez tjmy na obecnosti, necht strana A;B; lezi ve strané K, L,. Je ziejmé, Ze existuje
jediny zpusob jak lze ¢tverec A;B1C1D; vepsat do trojuhelniku K7L, M, aby platilo
A1B; C K114 (ObI‘. 311)

Ozna¢me a délku strany trojuhelniku KL M; a x délku strany ctverce A;B1C1D;. Je

ziejmé, ze 2x = a. 7 trojuhelniku By L,;C} plyne

T
tg60° = ———

N =

41



M,y

D4 x C,

obr. 3.11

coz po dosazeni a Gpraveé dava rovnost
z = (2V3 - 3)a. (3.21)

Oznac¢me v, resp. v; vysku pravidelného c¢tytsténu KLMN, resp. KiLiM;N. Lze

wV? (3.22)
m:@@ (3.23)

S vyuzitim vztahu (v — v1) = x a rovnosti (3.22), (3.23) dostaneme

ukazat, ze plati

resp.

T = %(1 —a). (3.24)

Vyfesenim soustavy rovnic (3.21), (3.24) obdrzime pro = vztah

x:@—@ﬁ
6+v2—-3V3

Postupnymi tpravami zlomku vyse bychom dokézali, ze x < (1/3), ¢imz je tloha

vyTeSena.

V dalsi tloze je cilem najit vztah pro polomér kulové plochy vepsané specifickému

¢tyTsténu pomoci délek vsech jeho hran.
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Priklad 8 (23. MO, A-1I-2Db)
Je dan c¢tytstén ABC D, jehoz hrany AB, BC, C'D jsou po dvou navzajem kolmé.

Odvod'te vztah pro polomér r kulové plochy vepsané ¢tyfsténu ABCD pomoci délek
a, b, chran AB, BC, CD.

Resend: Oznacéme O stied kulové plochy vepsané ctyfsténu ABCD. O je zjevné vnitinim
bodem ctyisténu ABC'D. Objem V ctyisténu ABCD je tak roven souctu objemu
¢tyrstenu OABC, OABD, OBCD a OCAD. Podstavy téchto ¢tyfsténu tvori po radé
trojuhelniky ABC, ABD, BCD a CAD (obr. 3.12).

obr. 3.12

Ze zadani je zrejmé, ze trojuhelniky ABC, BC'D jsou pravouhlé. Plati AB 1 BC,
AB | CD, z ¢ehoz plyne AB | BD. Analogicky také plati CD | AB, CD 1 BC,
z ¢ehoz vyplyva CD 1 CA. Trojthelniky CAD, ABD jsou tedy pravouhlé.

Oznacme obsahy trojuhelnika ABC, ABD, BCD, CAD po tadé Sagc, Sasp, Sscp,
Scap. Pro objem V étytsténu ABC'D plati

1
V= §SABC'U>

kde v znaci vysku cétytstéenu ABCD ke sténé ABC'. Vzhledem k vlastnostem ¢tytrsténu
ABCD zminénym vyse tedy pro objem V' dostaneme

1 11 1
V = ZSapc-v = - zabe = ~abe. 2
55480 v 3 2abc 6abc (3.25)

Oznacme déle objemy ctyistenu OABC, OABD, OBCD a OCAD po tadé Vpagc,

VOABD, VOBCD> Vocap. Plati
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V = Voasc + Voasp + Vosep + Vocab. (3.26)

Pro objem Vpapc plati

1 1
Voapc = §SABC'7’ = éabﬁ

nebot polomér r kulové plochy vepsané je roven vysce ¢tyfsténu OABC. Analogicky

pro objemy Voarp, Vosep, Vocap po fadé dostaneme

Voasp = ¢tV b+ cr, Vosep = gbcr, Vocap = 66\/ a? + b2r.

S vyuzitim rovnosti (3.26) dostaneme

1 1 1 1 1
éabc = gabr + ga\/b2 +c2r + gbcr + gcx/a2 + b2,

tj. pro polomér r plyne

abc abce

r= = .
ab+aVb®> + 2 +be+ceva?+ 02 a(b+ vV + ) +c(b+ Va2 +b?)

Priklad 9
Je dén étyistén ABC D, jehoz protilehlé hrany jsou shodné. Odvod'te vzorec pro jeho

objem V pouze pomoci délek jeho hran.

Resent. Ctytstén ABC D je tvofen shodnymi trojihelniky, pro jehoz hrany plati | BC| =
=|AD|=ua, |AB| =|CD| =0, |CA| = |BD| = ¢ (obr. 3.13).

D
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Ctyfstén ABC'D doplnime na trojboky sikmy hranol ABCDEF . Plati tedy,
AD || BE || CF, AB || DE, CA | DF, BC'|| EF.

Ctytboky jehlan BCFED rozdélime pomoci tdsecky BF na dva étyisteny DEFB,
CDF B (obr. 3.14). Protoze usecka BF rozdéluje rovnobéznik BCFE na dvé shodné
¢asti, jsou podstavy ¢tyisténu DEFB, CDF B shodné.

D F

obr. 3.14

Oba ctyfstény maji spolecny vrchol D a shodné boc¢ni stény, tj. vysky obou Gtyfsténu

jdouci vrcholem D se sobé rovnaji, z ¢ehoz ze vztahu pro objem ¢tyfsténu plyne

Vbers = Veprs.

Oznacime-li V; objem ¢tyibokého jehlanu BCFED dostaneme
Vi =Vpere + Vopre = 2-Vpers (3.27)

Ctyistény ABCD a DEFB maji shodné podstavy ABC a DEF, a protoZe roviny
ABC, DEF jsou rovnobézné, maji vysky prochézejici vrcholem D na sténu ABC),
resp. prochazejici vrcholem B na sténu DEF stejné velikosti. Plati tedy V = Vpgersg,

coz s piihlédnutim k (3.27) znamend

Vi =2-Vpgrp =2-V, (3.28)

tj. V = %VJ Zabyvejme nyni se objemem V.

Jehlan BCF ED mé podstavu kosoctverce o hrané a. Protoze plati |DE| = |DC| = ¢
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a |DB| = |DF| = b, lezi pata vysky (prochazejici vrcholem D) v pruseciku thlopiicek
kosoctverce BCFE, tj. v tézisti T kosoctverce BCFE. Oznatme |TE| = |TC| = =z,
|TB| = |TF| =y a |TD| = z. Z Pythagorovy véty v trojihenicich CTD, BT'D plyne
(obr. 3.15)

b b
B ¥ Yy F
obr. 3.15
=%+ 2%, V' =y? + 2% (3.29)
Uhlopi"iéky kosoctverce BC'F'E jsou na sebe kolmé, tj. plati
a? =2 + > (3.30)

Upravou rovnost{ (3.29) a (3.30) dostaneme
052 =a*+c2 -1V, 0522 =a*+b0*"—c* 0Z2222=0+c—a (3.31)

S vyuzitim rovnosti (3.31) pro objem V étyisténu ABC D postupné dostaneme

V= —V} = llxyz- li (a? +62—bz)g\/(a2+bz—02)\/75\/(624—62—@2) =

Tim je tloha vyfeSena.

Nésledujici ptiklad kombinuje znalosti o ortocentrickém ¢tyisténu a ¢tysténu z pred-
choziho prikladu. V TeSeni vyuzijeme pravé vlastnosti sité ctyrsténu a ortocentru,

o které byla fe¢ v prvni kapitole.

Priklad 10
Je dan ¢tyistén ABC'D, jehoz protilehlé hrany jsou shodné. Dokazte, ze je-li ¢tyTstén
ABCD ortocentricky, pak je pravidelny.

Resent Je ziejmé, ze ¢tyistén ABCD je tvofen ¢tyimi shodnymi trojihelniky s hra-

nami oznacenymi a, b, ¢ (obr. 3.16).
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obr. 3.16

Soucet velikosti uhlu u kazdého z vrcholu A, B, C je roven souctu velikosti vnitinich
uhlua trojihelniku ABC, tj. je roven 180°. Proto, sklopime-li stéeny ABD, BCD, CAD
po fadé okolo hran ¢, a, b do roviny ABC, dostaneme sit ¢tyfsténu tvaru trojihelniku

DDy Dj se stranami 2a, 2b, 2¢ (obr. 3.17).

obr. 3.17

Sestrojme prusecik V' vysek trojuhelniku DDy Ds. Je-li étyistén ABC' D ortocentricky,
pak je bod V ortocentrem trojihelniku ABC, tj. piimka V D; je osou usecky DsDj.
To znamend, ze |DyDy| = |D1Ds|, tedy plati 2¢ = 2b, tj. b = c¢. Analogicky bychom
postupovali pro piimky V Dy, V D3 a obdrzeli rovnosti ¢ = a, b = a. Plati tedy

a="b=c,

tedy ortocentricky ctyistén ABCD, dané vlastnosti, je pravidelny.

Pravidelnym ¢tyfsténem se zabyva i nasledujici dukazova tloha.
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Piiklad 11 (2.15, [14])

Je dan pravidelny étyistén ABCD. Necht E je pata vysky z vrcholu D ke sténé
ABC'. Necht M je vnitinim bodem vysky DE takovy, ze | AMB| = 90°. Urcete
pomer |[EM|: |DM]|.

Resenit: Protoze ¢tyfstén ABCD je pravidelny, piedpokladejme bez tijmy na obecnosti,

ABC (obr. 3.18).

D

B
obr. 3.18

Pro velikost usecky BE dostaneme

2 2 1\2 V3
AE| = |BE| = Z|AF| = /12— () = %2 .
AE| = |BE| = $|AF| = 5\/1* = (5) =% (3.32)

kde F je stied usecky BC'. Pro velikost vysky DE poté plati

2
|DE| = /12 — |BE|” = \/; (3.33)

Trojihelniky AEM a BEM jsou shodné, tj. |[AM| = |BM]| a plati |& AMB| = 90°.

Trojihelnik AMB je tedy pravouhly rovnoramenny, z toho dostaneme

2 2
|AM| = §|AB| = % (3.34)
Pro usecku AM vsak také plati
|AM| = \/|AE|* + |[EM]?,
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coz s vyuzitim (3.32) a (3.34) déva

V2 1 2
— =\\/=-+ |EM]|".
5 3 TIEM]|

Upravou predchozi rovnosti a s vyuzitim (3.33) postupné dostaneme

1 1 /2 1
|[EM| = — = —\/i: —|DFE],
o 2V37T 2

tj. [EM|: |DM|=1:1,tj. M je stied tsecky ED.

V nasledujici tloze vyuzijeme podobnost trojihelniku.

Priklad 12 (20. MO, A-II-3Db)

Je dan ¢tytstén ABCD a libovolny jeho vnitini bod O. Bodem O jsou vedeny
pricky rovnobézné s jeho hranami, pficemz jejich krajni body lezi ve sténach ¢tytsténu
ABCD. Dokazte, ze soucet poméru délek téchto pricek a délek jim prislusnych rov-

nobéznych hran ¢tytsténu ABCD je roven 3.

Resent: Oznaéme pifcku A, D; rovnobéznou s hranou AD vedenou bodem O, piicemz
body Ay, resp. Dy lezi ve sténach ABD, resp. CAD. Analogicky ozna¢me pricku B;Cy
rovnobéznou s hranou BC' protilehou k hrané AD (obr. 3.19).

B
obr. 3.19

Cyisteny OBCD a ABCD maji stejnou podstavu BCD, tj. pomér jejich objemu

bude roven poméru jim prislusnych vysek na sténu BC'D. Oznacme v, resp. v' vysku
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étyfsténu ABCD, resp. OBCD na sténu BOD. Bod @, resp. @' necht jsou paty vysek
v, resp. v'. Trojihelniky ADQ a OD1Q’ jsou si podobné podle véty uuu, plati tedy

OD1 U/

AD v

Pro pomér objemu Vopep a Vapep dostaneme

Vopep v OD;

= . 3.35
VABCD v AD ( )

Analogicky pro pomér objemu ctyrsténu OABC a ABC D, které maji stejnou podstavu
ABC, obdrzime vztah

A
Voase _ O L (3.36)
Vapep  AD
Sec¢ténim (3.35), (3.36) dostaneme
Vosop +Voapc _ OD1 +0A, _ AiD, (3.37)
Vasep AD AD -’ '
Analogicky pro pricku B;C; a pro ¢tytstéeny OABD, OAC D dostaneme
% % OB, +0C, B C
oABp + Vocap _ 1 061 by L (3.39)

Vasep AD BC
Ctytsteny OABC, OBCD, OABD, OC AD tvoii ve sjednoceni ¢tyfsten ABC D, tedy
s vyuzitim (3.37), (3.38) dostaneme
A1Dy N B1Cy Vogep + Voase + Voasp + Vocap

= = 1. 3.39
AD BC Vasep ( )

Analogicky pro protilehlé hrany AB, C'D a jejich prislusné pricky AsBs, CyDs, resp.

protilehlé hrany BD, AC a jejich ptislusné pricky BszDs, A3C5 odvodime vztahy

AQBQ i CQDQ

=1 4
AB CD ’ (340)
resp.
BsDs  AsCh4
= 1. 41
BD AC L (3:41)
Sec¢tenim (3.39), (3.40) a (3.41) dostaneme
AlDl 3101 AQBQ CQDQ Bng AgCg .
a0 "B YaB Tep T BD Tac =%
coz jsme méli dokazat.
|
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Ctyfi tlohy, které nynf uvedeme se zabyvaji nerovnostmi souvisejicimi s povrchem
¢tyTsténu, obsahem jeho jednotlivych stén, popf. objemem c¢tyfsténu. Posledni dvé
z téchto ctyt uloh si pak kladou za cil najit podminky, kdy ma ¢tytstén urcitych vlast-

nosti maximalni povrch a objem.

Piiklad 13 (19. MO, A-I1-2b)

Je dan étyistén ABCD. Necht P je pata vysky v z bodu D ke sténé ABC. Necht
plati, ze v 2 max{a,b,c}, kde a, b, ¢ jsou po fadé délky hran BC, CA, AB. Dokazte,
V1S

Sapc < %(SBCD + Scap + Sasp), (3.42)

kde Sagc, Sasp, Sscp, Scap jsou po fadé obsahy trojuhelniku ABC, ABD, BCD,
CAD.

Resent Je ziejmé, ze pro obsah Sypc trojihelniku ABC plati nerovnosti

1 1 1
Sapc = zab, Sapc = 30bc, Sapc = zac,

pricemz rovnost muze nastat nejvyse u jedné z nich (trojihelnik ABC mé nejvyse

jeden pravy thel). Se¢tenim téchto tii nerovnosti dostaneme vztah
3-Sapc < 1(ab+ be + ac). (3.43)

S vyuzitim vztahu v 2 max{a,b,c} a dosazenim v postupné za b, ¢, a do nerovnosti
(3.43) obdrzime

3-Sapc < 2(ab+bc+ac) < 5 (av+bv+ cv) = sv(a+b+c). (3.44)

Oznacme vy, vysku v trojihelniku AC'D vedenou z vrcholu D na stranu b (obr. 3.20).

obr. 3.20
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Ziejmé plati v, = v. Pro obsah Scap postupné dostaneme

1\
N[ =

SCAD = %bvb bv. (345)

Analogicky pro obsahy Ssgp, resp. Spep obdrzime

Sasp Z 3cv, (3.46)

resp.
Spoep 2 zav, (3.47)

priemz rovnost muze soucasné nastat nejvySe u dvou z nerovnosti (3.45), (3.46)

a (3.47). Sec¢tenim tii vyse zminénych nerovnosti dostaneme
Scap + Sapp + Spep > v+ tcv + Lav = fv(a+ b+ ¢). (3.48)
S vyuzitim (3.44) a (3.48) dostaneme
3-Sapc < sv(a+b+c) < Scap + Sapp + Spep,
tedy

3-Sapc < Scap + Sasp + Ssebp-

Po snadné ipraveé jiz obdrzime dokazovany vztah.

Piiklad 14 (41. MO, A-II1-2)
Je dan ctytstén ABC'D s velikostmi hran AB, BC', CA, AD, BD, C'D oznatenymi
po tadé a, b, ¢, d, e, f (obr. 3.21). Oznacme S povrch ¢tyisténu ABCD. Dokazte,

ze plati nerovnost

S§%§(a2+bz+62+d2+62+f2).

Resend: Uvazujme nejdifve obsah P; trojihelniku ABC'. Z Heronova vzorce pro vypoéet

obsahu P; plyne

1
P = Z\/(Qac +a? 4 ¢ — b)) (2ac — a® — 2 + b?). (3.49)

Umocnénim obou stran rovnosti (3.49) na druhou a néslednym rozndsobenim dosta-

neme

1
P? = 1—6(2a262 + 2b%c* + 2b%c* — a* — bt — ),
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B

obr. 3.21
pricemz pfi dalsi ipravé obdrzime

1
P12 _ 1_6 [(QQ + bQ + 62)2 . 2(&4 + b4 + C4):| ) (350)

Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti pro hodnoty a?, b?, ¢ a hodnoty 1, 1, 1 plyne
(1-a>+ 102+ 1-)? < (a* + b + (A1 +1+1),

coz po uprave dava
(@ + b+ ) < 3(a* + b + ). (3.51)

Dosazenim vyrazu (a* + b* + ¢*) z (3.51) do (3.50) obdrzime nerovnost

1

P2 <
=16

2 1
[(a® + 02+ ) — S’ +0°+ &)’ = AR AR )’

a po odmocnéni

3
P < 1—\/2_(a2 LB ). (3.52)
Analogickou nerovnost obdrzime i pro obsah P, resp. Ps, resp. Py trojihelniku ABD,

resp. BCD, resp. CAD, tj.

3 3 3
psBwrere),  p<Ll@ierp),  p<l@Eiesp)
12 12 12
Pro povrch S ¢tyrsténu ABCD tedy plati
V3., 2 2 2 2 2
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t.

SSE—(a*+bV+F+d+e*+ f?).

|3

Tim je dukaz hotov.

Priklad 15 (39. MO, A-11-2)
Je dan étyistén ABCD s hranami a = |AB|, ¢ = |CD| a vzdalenosti d stfedu
hran AB, C'D. Urcete, za jakych podminek mé ¢tyistén ABC'D maximélni povrch S

a urcete jej.

Resent Necht K, resp. L je stied hrany AB, resp. C'D. Déle necht t1, resp. t5 je délka
téznice KC' trojuhelniku ABC, resp. téznice KD trojihelniku ABD (obr. 3.22).

D

B
obr. 3.22

Pro obsah Sspc, resp. Sapp trojuhelniku ABC, resp. ABD plati

1
SABC § §t1a, (353)
resp.
1
SABD § §t2a. (354)

Souctem téchto dvou nerovnosti dostaneme

Sapc + Sapp =

(tl + tg)a. (355)

N | —

Rovnost v (3.55) nastane, pravé kdyz jsou téznice t1, to kolmé k hrané AB, coz plati,
pravé kdyz je hrana AB kolma k roviné C DK, tj. i kolma k hrané C'D.
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Uzitim kosinové véty v trojuhelniku CK L, resp. DKL pro ty, resp. to obdrzime

2 2
t12:%+d2—cdcos|<CLK|, t22:%+d2+cdcos|<(CLK|,

kde jsme vyuzili faktu, ze cos |<DLK| = cos(180° — |« CLK|) = — cos |<CLK]|.
Uvazujme nyni libovolna realna ¢isla x, y. Ziejmé plati
(¢ +y)" =a2® + 22y +y* < 2(2” +47),
pricemz rovnost nastane, pravé kdyz z = y. Vyuzitim této nerovnosti obdrzime
(ty +t2)” £ 2(t% + 15°) = & + 4d°,

pricemz rovnost nastane, prave kdyz t; = t,, tj. praveé kdyz je isecka K L kolma k hrané
CD.

Nerovnost (3.55) postupné upravime, dostaneme

1 1 a
Sapc + Sapp = §(t1 +to)a = B 2(t12 +t22) a= 5\/62 + 4d?,
tj.
Sapc + Sasp < g\/ 2+ 4d?2. (356)

Rovnost v (3.56) nastane, pravé kdyz plati t; = t5 zéroven jsou ¢y i ty kolmé k AB, tj.
pravé kdyz je tisecka KL kolma k hrané C'D a zaroven plati, ze hrana AB je kolma
k rovine CDK.

Analogicky v piipadé trojiuhelniku BC'D a AC'D obdrzime

SBCD+SACD § g\/a2+4d2, (357)

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz je hrana C'D kolmé k roviné ABL a zaroven je
usecka KL kolmé k hrané AB.

Sec¢tenim (3.56) a (3.57) pak dostaneme

S = Sapc + Sasp + Seep + Sacp = gv62+4d2—l—gva2—l—4d2,

coz je nami hledany vztah.
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Ctyfstén ABCD ma4 tedy maximalni povrch, prave kdyz tsecka K L je pifckou hran
AB a CD a zaroven plati AB 1L C'D

Priklad 16 (39. MO, A-S-3)
Je dan étyistén ABCD s hranami a = |AB|, ¢ = |CD| a vzdalenosti d stfedu
hran AB, C'D. Urcete, za jakych podminek ma ctyistén ABC'D maximélni objem V

a urcete jej.

Resent: Oznacéme stiedy hran AB, resp. CD po fadé K, resp. L, pak plati d = |K L.
Objem V étyisténu ABC'D muzeme spocitat jako soucet objemu Vipcr a Vappr
¢tyfihelniku ABCL a ¢tyiuhelniku ABDL (obr. 3.23).

D
L
C
K
K
B
obr. 3.23
Pro objem Vypcr ziejmé plati
1
Vaper = gSABL'|LC|> (3.58)

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz usecka LC' je kolma k roviné ABL. Pro obsah

Sapr, plati

1
Sapr = §ad,

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz je usecka KL kolmé ke hrané AB. Analogicky

pro objem V,ppr plati nerovnost

1
Vaper = gSABL -|LD|, (3.59)

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz je tsecka LD kolmé k roviné ABL a zaroven je
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usecka K L kolma ke hrané AB.
Sec¢tenim (3.58), (3.59) postupné obdrzime

1 1
V =Vaper + Vaspr = §SABL-(|LC| + |LD| )§ ad(|LC| + |LD| ): éaCd’

|~

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz AB | KL azaroven DC | ABL, coz plati, pravé
kdyz KL je ptrickou navzajem kolmych protilehlych hran AB, C'D.

Priklad 17 (32. MO, B-1-6)
Je dédn ¢tyrstén ABC D, jehoz hrany AB, C'D o délkach hy = |AB|, hy = |C'D| jsou

navzajem kolmé. Vzddlenost téchto hran oznac¢ime v. Necht dédle plati
|BC| = |AD| = |BD| =|CA| =d.

(i) Dokazte, ze vysky ¢tyisténu ABC D vedené krajnimi body usecky AB jsou ruzno-
bézné. Jejich prusecik oznacime M;. Analogicky dokazte, ze i vysky vedené krajnimi

body tusecky C'D jsou ruznobézné. Jejich prusecik oznacime Ms.

(ii) Dokazte, ze vzdalenost bodu M;, My zavisi pouze na hodnotéch v, d a nezdvisi

na velikostech hy, hs.

Resent Ctyistén ABCD se skladé ze ctyf rovnoramennych trojihelnikia. Ozna¢me P
stfed hrany AB a @ stred hrany C'D (obr. 3.24).
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Useéky PC, PD jsou zjevné kolmé k hrané AB (jedné se o vysky v rovnoramennych
trojuhelnicich ABD, ABC), z ¢ehoz plyne, ze hrana AB je kolmé k roviné CDP.
Vyska prochézejici vrcholem D, resp. C' je kolmé k roviné ABD, resp. ABC, tj. jsou
kolmé ke hrané AB, a proto nutné lezi téz v roviné C DP. Prusecik téchto vysek tedy
existuje, oznac¢ime ho M. Trojuhelnik CDP je rovnoramenny a tusecka P(Q) je tedy
vyskou tohoto trojihelniku - vysky trojuhelniku se protinaji v pravé jednom bodé, tj.

bod M, lezi téz na tsecce PQ).

Z podobnosti trojihelniku PQD a DQMs; plyne (obr. 3.25)

.
QM| = - (3.60)

obr. 3.25

Analogicky bychom v pripadé vysek z vrcholu A, B obdrzeli, Ze se protinaji ve spolecném
bodé M, a pro vzdalenost bodu P a M, odvodili vztah

|PM,| = h” (3.61)

Podobné jako v pripadé, kdy vysky prochéazejici vrcholy C', D lezely v roviné CDP,
lezi vysky prochézejici vrcholy A, B v roviné ABP. Protoze trojthelniky ABP, CDP
maji spolec¢nou vysku PQ), lezi body M; a My na vysce PQ), tj. plati vztah

| My M| = |v — |PM;y| — |QM,|| (3.62)
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S vyuzitim Pythagorovy véty v pravoihlych trojuhelnicich PBC' a PC() dostaneme

hs? hi?
P 2: 2 B 2 1
|PC|" = v + 1 d 1
tedy
2 h2
d? —v? = hl%. (3.63)

Upravou vztahu (3.62) s vyuzitim (3.60), (3.61) a (3.63) postupné obdrzime

hi*  hy?
v— — — ——

4v 4ov

v? — d?

v

|20% — d?|

|MyMy| = |v — [PMy| — [QMs;] ”

Dokazali jsme, ze vzdalenost bodu M; a M, nezavisi na hy, hs, ale ze zavisi pouze

na hodnotach v a d.

Posledni tesend tloha, kterou nyni uvedeme, obsahuje vice dil¢ich podiloh, které
na sebe prirozené navazuji. K vyteSeni celé ilohy je tedy zapotiebi vytesit spravné

vSechny dil¢i casti.

Priklad 18 (20. MO, A-II-3Db)
Je dén étyistén ABCD. Necht M je libovolné zvoleny bod na vnitiku stény ABC.
Bodem M jsou vedeny piimky

MA, || AD, MB, || BD, MCy || CD,
kde body A;, By, C; jsou po fadé pruseciky rovin BC'D, ACD, ABD.

(i) Dokazte, ze pro bod M plati

MA, N M By N MCy
AD BD CD

=1 (3.64)
(ii) Urcete pomér objemu ¢tyfsténu A, B1C1M a ABCD pouze vyuzitim velikosti
tsecek AD, BD, CD, MA,, M By, MC,.

(iii) Urcete polohu bodu M uvniti stény ABC, mé-li mit ctyfstén A; B;C1 M maxi-

mélni objem.

Resent: Ze zadani je patrné, ze body Aj, resp. By, resp. C; lezi na pruseéiku roviny
AMD s rovinou BC'D, resp. roviny BM D s rovinou AC' D, resp. roviny C'M D s rovinou
ABD.
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Oznacme velikosti tsecek |AD| = a, |BD| = b, |CD| = ¢, |[MA;1| = a1, |M By| = by,

|M01| =C1 (ObI‘. 326)

obr. 3.26

(i) Pro objem V étytsténu ABCD plati

V = Vaspm + Veepm + Vacou,

(3.65)

kde Vagpar, resp. Veepar, resp. Vacpar je objem ctytsténu ABDM , resp. BCD M,
resp. ACDM. Ctyistény ABC'D a BC' DM maji spoleénou podstavu BC'D, tedy

pomér jejich objemu je dan pomérem jim piislusnych vysek na sténu BCD.

Protoze tsecky AD, MA; jsou rovnobézné, maji obé stejnou odchylku od ro-

viny BC'D, kterou oznacime . Pro vysku v ctyrsténu ABCD na sténu BCD,

resp. vysku vy ¢tytsténu BC' DM na sténu BC'D tedy plati
v = asine,

resp.

V] = ap Sine.

Vyuzitim predchozich dvou rovnosti dostaneme

Vecpmy 101 a1 sine  a

Vagep v asine a

Analogickym postupem obdrzime rovnosti

Vagpm G Vacoum N by

Y

Vasep c Vasep b
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(i)

Sec¢tenim (3.66), (3.67) a s vyuzitim (3.65) dostaneme

a1 by 1

(3.68)

coz je po preoznaceni dokazovand rovnost (3.64).

Evidentné plati

To znamend, ze existuje ¢tyrstén DA} B1C} shodny se ¢tyfsténem M A, B,CY, kde
body A}, B, C] lezi po fadé na polopiimkach DA, DB, DC. Ozna¢me v, resp. v’
vysku ¢tytsténu ABC D, resp. DA} B C] z vrcholu C, resp. C na podstavu ABD,
resp. DA B} a necht | ADB| = w (obr. 3.27).

obr. 3.27

Z podobnosti trojihelniku plyne

Pro objem V ¢étyisténu ABCD plati

1/1 .
V = g(iabsmw)v.

Pro objem V; ¢tytsténu M Ay BCh, tedy i étyisténu DA B, C] plati

1/1 1/1
Vi, = 3 (§a161 sinw) v = 3 (§albl sinw) C—Clv,
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tedy pro jejich pomeér dostaneme

Vi ai-by-c

174 a-b-c

(iii) Objem Vi je maximalni, pravé kdyz je maximélni pomér V;/V, tj. prave kdyz je
maximalni vyraz (a1bicq)/(abe). Tento vyraz je soucinem tif kladnych éisel a4 /a,
b1 /b, c1/c, pro kterd plati (viz (1))

aq bl C1
Z A-G nerovnosti pro kladnd ¢isla aq/a, b1 /b, ¢1/c plyne

al-bl-cl 1 aq bl C1
0< /B < o0 2, A
a-b-c _3(a+b+c>

i<V, (3.69)

W[

Plati tedy

Ze shodnosti trojihelniki AXD a M X Ay (obr. 3.21) plyne

|MX|_G1_1

IAX] a3

tj. bod M je tézistém trojuhelniku ABC.
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3.2 Neresené ulohy

V této casti uvedeme nékteré vybrané neresené ulohy souvisejici se ctyrstény.Tyto
ulohy slouzi predevsim k procviceni si dovednosti ziskanych studiem této prace. Mo-
hou je vyuzit samotni studenti pii pripravé na matematické soutéze, popt. vyucujici.
Pravé ucitelim mohou poslouzit jako sbirka loh k procvicovani zakladnich vlast-
nosti ¢tyfsténu pri praci s matematickymi talenty. Prvni tii priklady jsou prevzaty
z Ceské matematické olympiddy (MO), zbylych sedm je prevzato z polské matema-
tické olympiady?, pifpadné ruské. Na jednotlivé pifklady je vidy odkdzano, aby si
¢tenat mohl dohledat konkrétni feseni. U poslednich tiech 1iloh nebylo zjevné, ve které

olympiadeé se vyskytly a proto uvadime odkaz na konkrétni literaturu.

Piiklad 1 (6. MMO, 1968, piiklad 4)

Dokazte, ze v kazdém ¢tyTsténu existuje takovy vrchol, ze z isecek rovnych hranam,

které z ného vychazi, 1ze sestrojit trojuhelnik.

Priklad 2 (33. MO, B-11-3b)

Je dan pravidelny c¢tyistén ABC' D s hranou délky a. Vrchol A je spojen po povrchu
hranu C'D. Prvni ¢ara protne hranu BD v bodé K, druha protne hranu C'D v bodé L
(obr. 3.28). Vypoctéte objem ctyisténu AK LT

D

obr. 3.28

Piiklad 3 (34. OM, 1981/1982)
Je dan pravidelny ctyistén ABCD o hrané délky 1 a bod X lezici uvnitt c¢tyrsténu
ABCD. Necht d(X, AB) zna¢i vzddlenost bodu X od hrany AB. Dokazte, Ze plati

d(X, AB) +d(X,CA) + d(X, AD) +d(X, BC) + d(X, BD) + d(X,CD) > g\@

20M = Olimpiada Matematyczna (Polsko)
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Piiklad 4 (41. OM, 1989/1990)

Necht M je libovolny bod leZici uvnitf nebo na hranici étyfsténu ABC'D. Oznaéme
obsahy sten BC'D, CAD, ABD, ABC po tadé Sy, Sg, Sc, Sp a V objem ¢tyfsténu
ABCD. Dokazte, ze plati

Sa-|MA| + Sp-|MB| + Sc-|MC| + Sp-|MD| = 3V,
kde |[MA|, |M B|, |MC|, |MD| jsou vzdélenosti bodu M po fadé od vrcholu A, B, C, D.

Piiklad 5 (43. OM, 1991/1992)

Necht v libovolném étyisténu ABCD plati, ze soucet délek po dvou navzajem pro-
tilehlych hran je roven 1. Ozna¢me poloméry kruznic vepsanych do trojihelniku BC' D,
CAD, ABD, ABC po tadé ru, rg, rc, rp. Dokazte, ze plati

1
T’A+T’B+T’0+T’D§§\/§,

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz ¢tytstén ABCD je pravidelny.

Piiklad 6 (47. OM, 1995/1996)
Necht v libovolném étyisténu ABCD plati

(]« BAC| = |« CAD|) A (|« ABD| = |« BDC|) .

Dokazte, ze hrany AB i C'D maji shodnou délku.

Piiklad 7 (19. OM, 1967/1968)
Je dén ctyistén ABCD, ve kterém plati |AB| = |BC| = |CD| = |DA| = 1. Dokazte,
ze pro objem V ¢tyisténu ABCD plati

V< 23

2
=27
Priklad 8 (2.5, [14])

Necht O je vnitini bod libovolného étyfsténu ABCD, pro ktery plati, Ze objemy
¢tytrsténu OABC, OBCD, OCAD i OABD jsou stejné. Dokazte platnost rovnosti

OA+O0B+0C+0D=T.

Piiklad 9 (2.18, [14])
Je dan ¢tytstén ABC' D, ve kterém plati

|< BAC| + |« BAD| = 180°.
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Necht K je prisecik osy tthlu CAD a hrany C'D (obr. 3.29). Vypoctéte velikost ihlu
BAK.

B

obr. 3.29

Piiklad 10 (2.54, [14])

Je dan c¢tyfstén ABCD, jehoz vysky se protinaji vSechny v pravé jednom bodeé.
Dokazte, 7Ze je-li tento bod stiedem kulové plochy vepsané ctyisténu ABCD, pak je
¢tyistén ABC'D pravidelny.
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Zaver

Diplomova prace méla za cil mapovat tlohy o ¢tyTsténu v matematickych soutézich
a také seznamit Cctenare s pojmem ctyTstén a jeho vlastnostmi. Vysledkem je uceleny
text, ktery obsahuje definici ¢tyfsténu, znaceni jeho prvku a jeho zakladni vlastnosti.
Déle se v praci zabyvame vybranymi matematickymi tvrzenimi platnymi v trojihelniku
a predevsim pak jejich analogiemi, které nalezneme u ¢tyisténu. Stézejni ¢ast prace
predstavuje kapitola 3, ,,Ulohy o ¢tyrsténu“. V této kapitole uvadime vybrané resené
a neresené matematické tulohy, které se vyskytly v nejruznéjsich matematickych souté-
zich. Duraz se v této kapitole klade predevsim na precizni zpracovani feSeni u jednot-
livych tloh.

Hlavnim pfinosem autora bylo predevsim detailni zpracovani dukazu jednotlivych
analogii u ctyrsténu v kapitole ,Trojuhelnik a ctyrstén“, které byly z velké miry
prevzaty z ruské literatury. Dalsim piinosem je pak také detailni zpracovani feseni jed-
notlivych tloh v ¢asti ,Resené tdlohy* a jejich sefazeni do bloki na zdkladé obtiznosti,
¢i obsahu. V neposledni fadé je pak pozitivem graficky doprovod u dukazu a feSeni
jednotlivych vét a tloh, ktery mnohdy byva klicovy k pochopeni dané problematiky.
Veskeré obrazky v tomto textu byly vytvoreny autorem v programu GeoGebra. Celd
prace je pak vytvorena na zakladé uvedenych zdroju a to z ¢eské ¢i zahraniéni litera-
tury zabyvajici se problematikou ¢tyTsténu. Matematicky text, stejné jako celd prace,
byl sdzen v programu KTEX.

Obsah préce je pak ur¢en predevsim zakum a studentum, ktefi se iicastni matema-
tickych soutézi. Tuto praci mohou vyuzit k prohloubeni si svych znalosti o ¢tyfsténu
a také jako zdroj fesenych a nefesenych 1loh. Diplomova prace muze byt uzitecna také
ucitelum, ktefi se zabyvaji praci s talentovanymi zdky a muze jim tedy poslouzit jako

uceleny zdroj informaci o ¢tytsténech.
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