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Kapitola 1
Uvod

Diplomova préace pojednava o systému reakce-difize typu aktivator-inhibitor. Postupné
v jednotlivych kapitolach prace budeme fesit tento systém s ruznymi okrajovymi podminkami.
V Kapitole 3 budeme studovat systém s homogennimi Neumannovymi okrajovymi podminkami
pro obé slozky feseni. V Kapitole 4 budeme studovat systém s homogennimi Neumannovymi
podminkami pouze pro aktivator, zatim co pro inhibitor budou predepsany smisené okrajové
podminky (na jedné strané intervalu homogenni Neumannova podminka a na druhé strané
intervalu pak homogenni Dirichletova podminka). V Kapitole 5 budeme studovat systém
s homogennimi Neumannovymi podminkami jako v Kapitole 3, ale pfedepiSeme navic pro
inhibitor homogenni podminku uvniti intervalu. Tim se ndm tloha rozpadne na dvé okrajové

ulohy s prechodovou podminkou.

Ve vsech kapitolach budeme studovat existenci feseni systému vzhledem k parametrum
diftze. Jelikoz se ve vSech piipadech jedna o homogenni okrajové tilohy, budou mit tyto vzdy

trividln{ feseni (u,v) = (0, 0).

Cilem diplomové prace bude nalezeni téch hodnot parametru difize (takzvanych kri-

tickyjch bodu systému), pro které budou existovat i netrividlni feSeni.

Pro ¢isté Neumannovu okrajovou tlohu, studovanou v Kapitole 3, se ndm podafii nalézt
mnozinu kritickych bodu analyticky a podafi se nam explicitné ukazat, ze mnozina kritickych

bodu tvori hyperboly v roviné parametru diftiize. Jedna se o potvrzeni znamého vysledku



(viz. [6], [7], [8]). Pro smiSenou a pfechodovou okrajovou studovanou v Kapitolach 4 a 5
ziskdme pouze implicitni vyjadieni pro prislusné mnoziny kritickych bodu. V jednotlivych
konkrétnich pripadech se nam podaii ziskat mnoziny kritickych bodu numericky, jak bude

ukazano v zavérecné Kapitole 6.

Poznamky, tvrzeni a véty jsou cislovany podle poradi a umisténi v kapitole. Dukazy
nasleduji bezprostredné po tvrzeni ¢i vété a jsou ukonceny symbolem H.

Préace je vysazena systémem IXTEX a obrazky kresleny v programu GeoGebra a Gnuplot.



Kapitola 2

Zakladni pojmy a pomocna tvrzeni

2.1 Seznam znaceni

R Mnozina vsech redlnych cisel.
Ry Mnozina vSech realnych kladnych ¢isel.
N o Mnozina vSech ptirozenych ¢cisel.
Oy D)) e Spojité funkce na ([a, b]).
C*([a,]) oo Spojité diferencovatelné funkce véetné k-té derivace na ([a, b]).
D e Koeficienty b1y, bia, ba1, bos.
(diydy) € RE L Rovina parametru dy, ds.
H,, HS, HE oo Hyperboly v roviné parametru diftize.
Ky, Kp, Kyg oo Vysledné mnoziny kritickcych bod.
Do Diskriminant charakteristické rovnice 4.stupné.
AetB .o Determinant matice (v tomto piipadé) B.
F S = Fundamentdlni systém.
Y B 7 SN 4 4 A7 Sektory v roviné parametru.
(U, 0) 7 (0,0) oo Netrividlni (nenulové) feseni.
(U, 0) = (0,0) oo Trividlni (nulové) Feseni.



2.2 Prostory hladkych funkci

Jelikoz budeme v textu pracovat s mnozinami funkei spojitych nebo spojité diferencova-
telnych, zavedeme si znaceni: Pro celé nezdporné ¢islo k a konecény interval [a, b] ozna¢ime

symbolem

C*([a, b))

mnozinu vsech funkei f = f(z) definovanych na intervalu [a,b], které tam jsou spojité a
maji (pro k > 0) spojité derivace az do k-tého fadu véetné. V krajnich bodech intervalu

[a, b] uvazujeme derivaci zprava, respektive zleva.(viz. [5])

2.3 Systém reakce-difiize

Meéjme 1lohu zadanou systémem rovnici pro neznamé funkce u, v, ktera je tvaru

diu(z) +b +b = 0,
1w () + bru(x) + bipv(z) e (0.0,
dov" (z) + boru(z) + begv(z) = 0,

V tomto systému ¢leny byju, biat, bayv, baov predstavuji reakei a ¢leny u” a v” predstavuji
diftzi, ktera je ovliviiovana parametry dy, ds € R, . Navic, pokud maticovy zapis koeficientu
b;; splnuje

+ - + o+

nebo ,
+ — — —

mluvime o takzvaném systému reakce-difuze typu aktivator-inhibitor, kde slozka u je ak-

tivatorem a slozka v inhibitorem.

2.4 Zadani a teSeni ulohy

Méjme tlohu zadanou systémem rovnic pro neznamé funkce u, v, ktera je tvaru

diu” (x) 4+ byyu(x) + bgv(z) = 0, e (0.0) @2.1)
dQU”(ZE) + b21u(x) + bQQU(J?) = 0,

kde di,dy € R a by, bia, ba1, oy € R a k ni prislusné Neumannovy okrajové podminky

0,
(2.2)
0.

u'(0) =0, u'(0)
v’ 0, v'(0)



Potom fesenim okrajové tlohy rozumime takovou dvojici funkei (u,v) splaujici soustavu

rovnic (2.1), okrajové podminky (2.2) a regularitu

u,v € C*([0,4]). (2.3)

2.5 Kritické body

Méjme soustavu (2.1) a okrajové podminky (2.2). Potom teseni ulohy (2.1), (2.2) je zdvislé
na parametrech d = (dy,d») € R3. Jelikoz soustava (2.1) i okrajové podminky (2.2) jsou
homogenni, pak (u,v) = (0,0) je feSenim pro libovolné parametry (di,ds). Jako kritické
body systému pak ozna¢me takové hodnoty parametru (di,ds), pro které plati, ze feSeni
(u,v) okrajové tlohy (2.1), (2.2) spliuje (u,v) # (0,0).

Navic se v diplomové praci zaméiime predevsim na mnoziny kritickych bodu, které
rozdéluji rovinu d = (di,ds) € R% na souvislé oblasti. Oddéluji tak od sebe jednotlivé

oblasti, kde kritické body nejsou, a tedy kde existuje pouze trividlni feseni (u,v) = (0,0).

2.6 Pomocna tvrzeni

Zavéd'me si nyni nékterd tvrzeni a pojmy, které se zpocatku mohou jevit nepotiebné, nakonec
vSak uvidime, Ze se nam vyplati je uvést. Jesté prednim si vSak zavedeme nékteré substituce,
které budou v pozdéjsich vypoctech také pouzivany.

rix —rix

Sl (.CC) = € — € )
Sy(x) = e —e
2(7) (2.4)
Ci(x) = e*4en®
Cy(x) = em*+e ",
a navic si definujeme vyraz
—(dgbu + d1b22) + V Dw
= 2.5
12 2dyds ’ (2:5)
kde
Dw = (d2b11 -+ d1b22)2 — 4d1d2d€tB, (26)
kde

detB = (bllbgg — 612521).

5



Navic plati vztahy

2 =w, r5=uws. (2.7)

Casem r12 budou vlastné koreny charakteristické rovnice 4. stupné odpovidajici obycejné
rovnici 4. radu, kterda bude dulezita pro studium naseho systému. Posledni nutnosti je zminit
jenz jsou soucasti zadani kazdé ulohy a vypadaji

znaménkové predpoklady koeficientu b;;,

nasledovné. Vytvorime-li si z koeficientu b;; matici, bude tvaru

bll b12
b21 b22

B =

Pro koeficienty b;; budeme v celé diplomové praci pfedpoklddat, Ze matice B je typu

+ - + +
nebo (2.8)
+ — — —
a, ze
detB > 0, bi1 + by < 0. (29)

Jeste ale dodejme, ze vsechny funkce (2.4) jsou definované na intervalu (0, ¢), déle se bude

v nasledujicich definicich objevovat parametr L, ktery je kladny a pozdéji budeme pouzivat
Le {xo,g — .CE(),E}.

Tvrzeni 2.6.1 Necht L > 0, potom

Si(L)=0
tehdy a jen tehdy, kdyz
w = —(%)2, (2.10)
pro néjaké n € N a obdobneé
Sa(L) =0
tehdy a jen tehdy, kdyz
Wy = —(%)2, (2.11)

pro néjaké m € N.



Diukaz: Rozepiseme-li si S1(L) a Sa(L) dostaneme

erlL - 677“1L — 07

6rgL _ e—rgL — 0’

neboli
e2nl —
el —
coz plati, kdyz
2rL = 2nm,
2ro, = 2mmi,

pro néjaka n, m € N. Vyjadiime-li si r; a ry, pak mame

_ nmi
=
mmi

T -

ro =

Rovnice si mtzeme stejné tak dobfe vyjadrit i pomoci wy o ze vztahu (2.7), tedy

w1 = _(%)27
wy = —(%F)?
[ |
Tvrzeni 2.6.2 Necht L > 0, potom
tehdy a jen tehdy, kdyz
(2n — )7,
w = —( 5T ) (2.12)
pro nejaké n € N. Obdobné
tehdy a jen tehdy, kdyz
(2m — 1),
- _ 2.13

pro néjaké m € N.



Dukaz: Podobné jako v dukaze pro Tvrzeni 2.6.1 rozepiseme-li si C(L) a Cy(L) dostaneme

erlL + e—rlL — O,

ergL + efrgL — O7

neboli
62r1L — _]_7
627'2L — _17
coz plati, kdyz
2L = (2n— 1)mi,

2roL = (2m — 1)mi,

pro néjaka n,m € N. Vyjadiime-li si r; a ro pak mame

- (2n—1)mi

1 — 2L )
_ (2m-1)mi

Ty = s -

Rovnice l1ze podle rovnosti (2.7) vyjadiit i jako

2n—1)m
W, = _(( 2L) )2’

2m—1)m
Wy = _(( 2L) )2

kde plati, Ze Kk, >0 a

potom kK, jsou vlastni cisla ulohy
—u" =ku na(0,L)

pro Neumannovy okrajové podminky

Prislusnyma vlastnimi funkcemsi ulohy potom jsou

Uy = cosy/kpxr na (0, L)

8
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nebo

Up, = cos/kn(L —x) na (0,L).

Obdobné, pokud si (2.12) z Tvrzeni 2.6.2 oznacime jako

W1 = —Hn;
kde plati, Ze p, >0 a
Ly = (W)2 n € N. (2.17)
potom [, jsou vlastni ¢isla ulohy
—u" = pu na (0, L), (2.18)

pro Neumannovy okrajové podminky na jedné strané intervalu (0, L) a Dirichletovy na druhé

strané

u'(0) =0, wu(L)=0. (2.19)

Prislusnyma vlastnimi funkcemsi ilohy potom jsou
Up = o8 \/tpz  na (0, L).

Respektive iloha (2.18) s podminkami

Ma stejnd vlastni ¢isla p, tvaru (2.17). Prislusné vlastni funkce jsou tvaru
Up, = coS/ln (L —2x) mna (0, L).

Tvrzeni 2.6.4 Jestlize plati —w, = K, kde plati (2.14) pro néjaké n € N, neboli jestlize
plati

potom plati, Ze
d = (dy,ds) € Hp,

kde
detB — lindlbgg

2
blllin — dllin

H, ={(dy,dy) € R, ?:dy = }. (2.20)



Dukaz: Zacénéme u rovnosti

Rp = —wy,

dosazenim rovnosti (2.5) za wy, pak dostaneme postupné

- —(dab1 + diba2) + \/(d2b11 + diba2)? — 4d1do(baabi — bi2bor)

2d,ds
—2dydok, = —(d2byy + dibas) + \/(d2bn + d1bag)? — 4dyda(bagbiy — bigbar).

(dabyy + dibeg) — 2dydok, = \/(dzbn + d1bag)? — 4dyda(basbir — biabay),

rovnici umocnime na druhou, vyraz (beobyy — b12ba1) zapiseme jako detB a ziskavame

((dgbn + dlbgg) - 2d1d2:‘€n)2 = (dell -+ d1b22)2 — 4d1d2d€tB,
(dgbn + d1b22)2 — 4d1d2/€n(d2b11 + d1b22> + 4d%d%/‘ii = (dgbll + d1b22)2 — 4d1d2d€tB
—4d1d2/€n(d2b11 + dlbgg) + 4d?d§/€i = —4d1d2d€tB,

Prevedeme vSe na jednu stranu a vytknutim —4d,d, ziskdme vyraz
—4dydy (K (dobry + dibag) — didok? — detB) = 0,
Jelikoz —4d dy # 0, potom musi nutné platit, ze

K (dobiy + dibag) — dleK'i —detB = 0,
Hndgbll + Iindlbgg — dldgf{,i = d@tB,

dg(linbu — dllﬁi) = detB — K/ndleQ,

vyjadiime-li si dy od dy, vyslednd mnozina kritickych bodu (d;, ds) bude tedy dana funkei

d2 _ detB — /indlbgg

. 2.21
bll"’{'n — dl"{% ( )

Grafy této funkce pro kazdé n € N jsou hyperboly H,.

Tvrzeni 2.6.5 Jestlize plati —wy = Ky, kde plati (2.14) pro néjaké m € N, neboli jestlize
plat?

potom plati, Ze

d= (dl,dg) € Hm,

10



kde
detB — limdlbgg
bnlim — dlli%n

H,, ={(d,dy) € R, ?:dy = }. (2.22)

Dukaz: Bude vedeny obdobné, jen budeme vychazet z rovnice ws = —k,,. Dosazenim na ws

pak stejnymi tpravami jako v pfedchozim dukazu pro tvrzeni 2.6.4 ziskame stejnou rovnost

detB — /fmdlbgg
dy =

)
bllﬁm — dlli%n

Tvrzeni 2.6.6 Jestlize plati —wy = p,, kde p, je (2.17) pro néjaké n € N, neboli jestlze
plati

potom plati, Ze
d=(dy,dy) € H,
kde

detB — ,U/ndlbgg
buifin — dip3,

HS = {(dy,dy) € R : dy = }.

Dikaz: Provedeme stejné jako dukaz Tvrzeni 2.6.4, jen pouzijeme p,, misto k.

Tvrzeni 2.6.7 Jestlize plati —wy = iy, kde py, je (2.17) pro néjaké m € N, neboli jestlize
plati

potom plati, Ze
d=(dy,dy) € HS,,
kde

detB — Mmdlbgg
biifim — dypi,

HS = {(d1,dy) € R 1 dy = }.

Dikaz: Je stejny jako dukaz pro Tvrzeni 2.6.5.

11



Tvrzeni 2.6.8 Rovnosti S1(L) = 0 a zdroven Sy(L) = 0 nastanou soucasné tehdy a jen
tehdy, kdyz
(dl, dg) € H,NH,,.

Navic pokud

D, #0, (2.23)
pak plati
n#m
a
H, # H,,.

Dukaz: Prvni ¢ast tvrzeni, ze (dy,dy) € H, N H,,. plyne z Tvrzeni 2.6.4 a Tvrzeni 2.6.5.

Navic médme podle Tvrzeni 2.6.1, ze

w = —(B)P2= R,
' (T (2.24)
w2 = _(%)2 = —Fhm
pro néjakd n, m € N. Pokud predpokladdme (2.23), mame
w1 ?é Wz,
a tedy
Fn # Km-
Vzhledem k tvaru (2.24) a tvaru hyperbol (2.20) a (2.22) dostavame, ze
n#m
a
H, # H,.
|

Tvrzeni 2.6.9 Rovnosti C1(L) = 0 a zdroven Cy(L) = 0 nastanou soucasné tehdy a jen
tehdy, kdyz
(dy,dy) € HS n HE.

12



Navic pokud (2.23), pak plati

n#m

HE + HE.
Dukaz: Obdobné jako v Tvrzeni 2.6.8.
Tvrzeni 2.6.10 Jestli zZe plati C1(L) = 0, potom Si(L) # 0.

Dukaz: pokud si rozepiseme C(L) =0 a S;(L) = 0, pak dostaneme

eTlL _'_ e—’r’lL — 07

erlL - 677"1L — 07

neboli
627‘1L — _1,

el =1,

Tyto rovnosti vsak zaroven nastat nemohou.

V nasledujicich tvrzenich budeme uvazovat xy € (0,¢) libovolné a budeme studovat funkce

z (2.4) pro L =x¢ a L = ({ — x9).

Tvrzeni 2.6.11 Jestlize plati Cy(x¢) = 0 a zdroven Cy(¢ — xo) = 0 pro néjaké xo , potom

a plati, Ze

pro nejaké k € N a L = /.

(2.25)

Dukaz: Z rovnosti v Tvrzeni 2.6.11 podle (2.12), pak podle rovnice (2.12) dostaneme

rovnosti

_((2n—1)7r)2

wir = 2z

(2m—1)w )2
2(L—x0) :

W = —(
pro néjaka n,m € N. Jelikoz jedna se rovna druhé, dostaneme

(2n— )7 (2m — 1)m

_( 2%0 )2 = _( 2(6—]}0) )2'

13



Po odmocnéni a nasledném vynéasobeni —% pak

2n—1  2m-—1
QLU(] 72(6—1’0)

Rovnici déle upravujeme

(0 —x9)(2n — 1) = (2m — 1)z,
((2n—1) —20(2n — 1) = (2m — 1), nom e N
(2n —1) = (2m—1)zg+ 20(2n — 1),
(2n —1) = zo(2m + 2n — 2).

Rovnici upravime opét do tvaru rovnice (2.26), tedy

((2n—1) = 2x¢(m+n—1),

n,m €N
2n—1 _ m+n—1
2z0 - / :
Pokud ted’ najdeme takové
km
w1 = —(7)2 = — Rk,

(2.26)

(2.27)

pro néjaké k € N. Tedy dle Tvrzeni 2.6.4 dostavame, ze d = (dy,ds) € Hy prok =n+m—1

a podle Tvrzeni 2.6.1 pro L = ¢ dostavame, ze

Na rozdil od Tvrzeni 2.6.11 se budeme nyni zabyvat ruznymi Cy, C v ruznych argumen-

tech xqg, £ — xy.
Tvrzeni 2.6.12 Pokud Cy(xo) =0 a zdroveri Cy(¢ — x9) = 0, pak

(dy,dy) € H,ﬁjm N H,fm,

kde
Hi = {(d1,ds) €R 1 dy = _dibm s
’ bin — dy(p° + pom ™°)
a
detB
HE ={(dy,dy) e R.2:dy = ——— 1,
k,m {( 1 2) + 2 dlﬂioﬂfggﬁo}
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Diukaz: Obdobny jako dukaz pro Tvrzeni 2.6.11, pouze s tim rozdilem, ze vychazime z
tvara rovnic (2.12) a (2.13).
zatnéme opét tim, ze si rozepiSeme rovnosti C(xg) = 0, Co(¢ — o) = 0 do tvaru dle

rovnice (2.12) a (2.13), tedy

2k—1)7 x

:,1_(( O) )2 — !k07 ( 3 )
2m—1)m\2 —

("'2 ((Z(Z_;E(?) ) /“Lfn 07

pro néjaka k,m € N. Nyni, kdyz dosadime dosadime za w; 5 rovnost (2.5)

(d2bi14d1b22)—v/ D

x0
2d1da = Mg
(dabi1+dibo2)+vDw L—x0
2d1do o ™

budeme Tesit rovnice jako soustavu pro neznamé d;, ds. Vynasobime-li obé rovnice jmeno-

vatelem 2d;d, ziskavame
(doby1 + diba) — /D, = 2didop”,
(dobiy + dibos) + /Dy, = 2didopl ™,
Pri¢tenim prvni rovnice k druhé a néasledné odec¢tenim prvni od druhé ziskdvame rovnice

(d2b11+d1b22) = dld?(,u:]zo _i_ufr:xo)’

(2.31)
VD, = duda (™ — ),

Pokud si ted z prvni{ rovnice soustavy (2.31) vyjddifme dy dostaneme

_dleQ
bt — dy (1 + pum ™)

HE, ={(di,dy) €RY? i dy = }.

Grafem této kiivky v roviné (dy, d,) € R3 je hyperbola H[ .

Pokud nyn{ umocnime druhou rovnici soustavy (2.31) a dosadime za D,, dostaneme
(dabyy + d1522)2 — 4d dydet B = d%dg(/v‘fn_mo - Mi0)27
dosazenim prvni rovnice ze soustavy (2.31) pak dostaneme tvar

BB + iy ™ — Adsdodet B = Bl ™ — i),

m m

postupnymi tpravami se pak dostaneme az ke konecné rovnici

detB

zo , L—x0 }

Hgm - {(dladQ) S R+2 : d2 =
dy fu;” pm
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Tvrzeni 2.6.13 Pokud Cy(xo) =0 a zdrovern Cy(¢ — x) = 0, pak
(dv,d) € H},,, N H,
kde hyperboly jsou tvaru (2.28) a (2.29).

Dukaz: Stejny jako v Tvrzeni 2.6.12.

Poznamka 2.6.14 V roviné (d,dy) € R2, je krfivka H,Sfm také hyperbolou. Resenim sou-
stavy (2.30) jsou (dy,dy) takovd, kterd lezi na mnoZiné bodi Hf, N H . Jelikoz jsou hy-

perboly na proni pohled rozdilné, jejich pruniky jsou izolované body.

2.7 Pomocné rovnosti

V jednotlivych tlohdch budeme potiebovat ovérovat i nékteré rovnosti, jejichz pozdéjsi do-
kazovani by ndam znepiehlednilo ilohu. Pro pfehlednos prodiskutujme tedy tyto rovnosti,
pouzivané pti vypoctech v nésledujicich sekcich jiz v této sekci. Pozdéji se na né budeme
pouze odkazovat.

Prvni druh nerovnosti i s jeho podminkami uvedeme v nasledujicim tvrzeni

Tvrzeni 2.7.1 Pro vSechna (di,ds) € R za znaménkovyjch predpokladi b;; (2.8) a (2.9),

jsou nerovnosts

ry # 0, (2.32)
Ry, # 0, (2.33)
R, # 0, (2.34)
kde
b
Ry=rl+ 2 (2.35)
dy
a
2 bll
Ry =r2+ L, (2.36)
dy

vZdy splnény.
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Diukaz: Prvni na fadé bude nerovnost (2.32), tedy

7“27é0.

Dosazenim za ry ze vztahu (2.7) postupné dostdavame ekvivalentni nerovnosti

\/—(d2b11 + diba) — /(dabis ;Fdd;bzz)2 — 4didy(bazbis — biob) £0, (2.37)
162

—(dzb1y + dibaz) — \/(dabi1 + dibyz)? — 4dida(baabiy — bizbar) # 0. (2.38)
Podivame-li se na rovnici (2.38) zjistime, Ze rovnost by nastala pouze v pfipadé, kdy plati
—4dydy(bagbi1 — biaba) = 0,
Tento pripad vSak nemuze nastat, jelikoz plati (didz) € R a (2.9). Nerovnost (2.38) je

splnéna vzdy, a tedy plati i nerovnost (2.32).

Nyni ovéfovana rovnost bude (2.33), tedy

bu

di

2

ry + — #0,

ét vyuzijme vztahu (2. ice, ze r5 = wy a prevedenim 2 na pravou stranu ziskam
tady opét e vztahu (2.7) a sice, ze 13 a prevede bdlll a pravou stra skame

Postupnymi tpravami pak dostavame ekvivalentni nerovnosti

—(daby1 + dybaa) — \/(d2bll + dibaa)? — Adyda(bagbyy — by2bay)

b1
2d1ds 7 dy’
_@ o @ N \/(d2b11 + d1b22>2 - 4d1d2(b22b11 - b12621) 7& _Qbi
dq do dyds dy’
bir by \/(dzbn + diba2)? — 4dydo(baabiy — bi2bo)
—_ - = — # 0.
d1 dQ d1d2

Po nasledujicich upravach odstranime zlomek tim, Ze rovnici vynasobime d;dy, dostavame

tedy ekvivalentné

d2bll - dlb22 - \/(dell =+ dlb22)2 - 4dld2(b22b11 - b12b21) 7é 07

(dabiy — dyibeg) — \/(den — diby2)? + 4dydabiabsy) # 0.

17



Posledni nerovnost by neplatila tehdy a jen tehdy, pokud
4dydabi2bar = 0,

coz diky tomu, ze (di,dy) € R a podminkdm pro b;; (2.8), (2.9) nikdy nenastane. Tedy

nerovnost (2.33) bude splnéna vzdy.

Stejné jako predchozi podminku (2.33) lze fesit i nerovnost (2.34), tedy
Ty +— #0,

s tim rozdilem, ze vysledny tvar, po stejnych upravach jako pro nerovnost (2.33), by byl

(dobi1 — diboo) + v/ (dabry — dib)? + 4dydabisby; ) # 0.
Coz bude podle predpokladu (2.8), (2.9) a (di,ds) € R vzdy nenulovy vyraz.
|

Druhou skupinou jsou rovnosti, které vychazeji z predpokladu, ze vyraz (2.6) je ruzny
od nuly. Pokud by platilo D, = 0, nedostali bychom genericky piipad. Tento ptipad je

podrobnéji popsam v Poznamce 3.2.1.
Tvrzeni 2.7.2 Jestlize
Dw = (dgbn + d1b22>2 - 4d1d2d€tB 7é 0, (239)

a také (dy,dy) € R% a (2.8), (2.9), potom jsou ndsledujici nerovnosti

r3—12 # 0, (2.40)
(1_%) £ 0, (2.41)

kde Ry, Ry jsou (2.35), (2.36), vidy splnény.
Diukaz: Prvni nerovnosti v poradi je (2.40), tedy
r3 — 17 #0.
Diky vztahu (2.7) lze ekvivalentné prepsat tuto nerovnost jako

wy —wy # 0,

w1 7é W2,
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—(dobyy + dibay) + \/(dzbn + d1ba2)? — 4dida(bagbir — bi2bay)

2d1ds 7
” —(daby1 + d1beg) — \/(dzbn + d1ba2)? — 4dyda(baabiy — by2bar)
2d,ds '

Posledni nerovnost 1ze podle vztahu (2.6) pro prehlednost napsat jako

—(daby1 + d1ba2) + /D, —(dabyy + dibas) — /D,
2d,d, 2d,ds '

7

Muzeme si povsimnout, Ze tato nerovnost bude za predpokladu (2.39) splnénd.

Posledni nerovnosti je (2.41), tedy Ry # Rs. Zpétné nahradime R, o podle (2.35), (2.36) a

upravime

b b
2 Y11 2 | Y11
(rl _'_ dl ) 7é (T2 + dl )’

r% =+ r%.

Coz je jiz ovéfend nerovnost (2.40).
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Kapitola 3

Uloha typu reakce-difuze

V této kapitole uz zacneme prvné tesit tlohu typu reakce-difize. Jinymi slovy, budeme mit
soustavu dvou rovnic 2. fadu s Neumannovymi okrajovymi podminkami pro u a v na obou
koncich intervalu. Soustavu budeme fesit vzhledem k parametrum dy, do, které predstavuji

parametry difize.

Ukazeme si jak lze soustavu dvou rovnic 2. fadu prevést na jednu rovnici 4.7adu a nasledné
pro ni transformovat podminky. Déle uréime koteny charakteristické rovnice a provedeme
pro né kvalitativni analyzu. Koreny charakteristické rovnice urcuji fundamentalni systém

prostoru feseni, jehoz linearni kombinaci ziskdme obecné TesSeni systému.

Dosazenim vsech okrajovych podminek do obecného feseni pak obdrzime linedrni sou-
stavu CtyT rovnic pro hledané realné koeficienty linearni kombinace prvku fundamentédlniho
systému v obecném teSeni. Tato soustava bude zavisla na dvojici parametru dq, dy. Dosta-
neme se tak k samotné podstaté nasi ilohy. Budeme hledat kritické body (d;, dy) tak, aby

pro né existovala netrivialni ¢tverice koeficientu a tim i netrivialni feseni ulohy.
Nasledujici tiloha je nejjednodussi ze zkoumanych tloh, vétsina postupt a vlastnosti bude

uplatnitelnd i na dalsich tlohéch, kde si posléze zavedeme jiné okrajové nebo prechodové

podminky. Proto se pokusime tlohu vytesit podrobné, do jednotlivych detailu.

20



3.1 Zadani dlohy

Prejdéme nyni k samotnému zadani tlohy. Zadéani se bude skladat ze tii podstatnych c¢asti.

Jako prvni si zadame tvar soustavy rovnic pro u, v, ktery vypada nasledovné

diu” + biiu+ by = 0,
! e na (0, ¢) (3.1)
ng// + bglu + bgzU = 0,

kde di,dy € RT abyq, big, bar, bay € R. Nésleduje zaddni Neumannovych okrajovych podminek
u'(0) =0, u' () =0, (3.2)

V0)=0, () =0. (3.3)

Poznamka: Neumannovy okrajové podminky pro nulovou prvni derivaci lze interpretovat jako
napiiklad oboustranné vetknuty nosnik, tepelné izolovany vodi¢ a podobné. Tedy modely,

kde je uzaviena hranice.

Posledni ¢ésti zaddni pak bude pozadavek na koeficienty b;;. Vytvoiime-li si z koeficienti

matici

B— bll b12 7
b21 b22

pak pozadujeme, aby znaménkové byla matice B jednou z typu

+ - + o+
nebo (3.4)
_|_ — — —

a navic, aby byly splnény podminky

detB > 0, b11 + bgg <0t (35)

Po zavedeni vSeho potiebného si nyni stanovme cil tlohy a v podstaté i celé prace. Jak je na
prvni pohled viditelné, dloha (3.1), (3.2), (3.3) mé pro jakékoliv (dy,ds) € R% nulové feSenf
(u,v) = (0,0). Nasim cilem vsak bude ukdzat, ze pro nékteré dvojice (di,d2) € R% bude
existovat i netrividlni feseni (u,v) # (0,0) ulohy (3.1),(3.2) a (3.3). Navic nékteré mnoziny

kritickeych bodu (dy, d2) najdeme pro ulohu tlohy (3.1), (3.2) a (3.3) dokonce analyticky.

!Stopa matice B,
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3.2 Postup reseni
Nejprve se podivejme, jaka budou feseni u, v pro dlohu (3.1), (3.2) a (3.3). Klasické feseni
ulohy (3.1), (3.2) a (3.3) spliuje regularitu

u,v € C*([0,4]). (3.6)
Pricemz ve vSech tvrzenich o regularité uvazujeme jednostranné derivace v krajnich bodech
intervalu. Jestlize z prvni rovnice soustavy (3.1) vyjadiime u” dostdvame:

dlu” == —bllu — blg?], xr € (0,6),

proto pokud (3.6) potom i u” € C?([0,¢]). Opakovanym postupem pak dostdvame, ze

u,v € C*([0,4)),

Na intervalu (0, ¢) jsou tedy funkce u, v spojité ve vsech derivacich.

3.2.1 Prevedeni soustavy rovnic na rovnici 4. fradu

V nésledujicim kroku upravime ekvivalentné soustavu dvou rovnic 2. fadu (3.1) na tvar jedné

rovnice 4. fddu. Z prvni rovnice soustavy (3.1) si vyjadiime v:

. dlu” + bnu
bl2 ,

které posléze dosadime do rovnice druhé a upravime na tvar

na (0,¢), (3.7)

dldgu"" + (dgbn + dleQ)UH + (bngn - blgb21>u = 0, na (0, E) (38)
¢imz dostavame rovnici 4. fadu pro prvni slozku u systému (3.1).

Déle je nutno provést transformaci okrajovych podminek (3.3), takovym zpusobem, abychom
spolu s (3.8) ziskali ekvivalentni okrajovou tlohu s tlohou (3.1) (3.2) a (3.3). Nové vzniklé
podminky budou vyplyvat ze vztahu (3.2), (3.3) a (3.7), diky kterym po derivaci (3.7)

dostaneme

diu"(x) + by ()
bz '

Pouzitim okrajovych podminek (3.2), (3.3) dostaneme

_ dlu”’(()) + bnu’(())

V(x) = —

0=12'(0) = ™ ,
d " /g b / /g
0=2(0) = — ( )bj; ()
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Jelikoz ale b5 # 0 a dy > 0 dostavame, ze
u”(0)=0 a u"(¢)=0. (3.9)

Timto postupem jsme dostali rovnici 4. fddu (3.8) se ¢tyimi okrajovymi podminkami (3.2)
a (3.9). Reseni soustavy jsme si tak ckvivalentné pfevedli na feseni pouze jedné rovnice.
Po vyfeseni nové tlohy 4.Fadu pouzijeme opét vztah (3.7) k zpétnému ziskani druhé slozky

feseni puvodni soustavy (3.1), (3.2), (3.3).

3.2.2 Charakteristicka rovnice

Jelikoz rovnice (3.8) je obycejna diferencidlni rovnice 4. fddu s konstantnimi koeficienty,

budeme hledat reSeni ve tvaru

u(z) =€ (3.10)

s obecné komplexnim parametrem r. Dosazenim tvaru (3.10) do (3.8) dostaneme
dydyrte™ + (dabyy + dibo)r?e’™ + (baabyy — biaba)e™ =0 r e C.
Néslednym vykracenim nenulového c¢lenu e pak
dydar + (dybry + dibag)r? 4 (basbiy — biabo) =0 1 € C, (3.11)

coz je tvar charakteristické rovnice ptislusné rovnici (3.8). Toto je algebraickd, bikvadraticka
rovnice pro neznamy parametr r € C. Kofeny rovnice (3.11) pouzijeme do (3.10), ¢imz
ziskame fundamentalni systém.

Charakteristickou rovnici (3.11) fesfme jako obycejnou kvadratickou rovnici
didow® + (dabi1 + dibao)w + (basbin — biabar) = 0, (3.12)
pro w = r2. Opét obecné mame w € C. Vypoctenim diskriminantu
Dy, = (dab11 + dibao)? — 4dyda(baobiy — bisbay) (3.13)

a vyjadienim kofenu kvadratické rovnice (3.12) ziskdme

(dabyy + dyba2) £ /D,
2d,ds )

(3.14)

Wi2 =
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Pozorujeme, ze ve vyrazu (3.13) plati
4dyda(baaby1 — bi2bar) > 0,

proto vzdy plati, ze

wi2 #,0 (3.15)
a proto i

r12 # 0. (3.16)
Navic v pripadé, ze

D, # 0, (3.17)
dostavame

wy # wo, (3.18)

a tedy ziskavame ¢tyfi rizné koteny charakteristické rovnice

o = \/W_la
Ty = —\/071,
r3 = /W
Ty = —y/wa.

Vzhledem k tomu ze se vzdy dva kotfeny lisi jen znaménkem, pfeznac¢ime koreny jako

o= \/071 )
—r1 = =i,
re = Jwr,
—ry = —y/ws.
Tyto kofeny charakteristické rovnice (3.11), ndm dévaji fundamentdlni systém pro rovnici

(3.8)

(3.19)

(3.20)

FS = {e"* e % * 727}, (3.21)

Poznamka 3.2.1 Pokud D, = 0, neni mnoZina funkci (3.21) fundamentdlnim systémem
pro (3.8), nebot v tomto pripadé bychom meéli dvojndsobné koreny charakteristické rovnice

(3.11) a fundamentdlni systém by byl tvaru
{67'122’ xerl.Z, e_Tlm, xe_Tlx}.

Ukdzeme, Ze D,, = 0 ale nent genericky pripad, protoZe nastane pouze na mnoziné miry nula

v roviné parametri (dy, dy), proto tento negenericky pripad vibec nebudeme studovat.
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3.2.3 Vlastnosti korenu charakteristické rovnice

Pro pozdéjsi kvalitativni analyzu feSeni a souvisejici hledani kritickych bodu (di, ds), si

polozime vyraz D,, rovny nule
Dy, = (dobiy + diba2)? — 4dyda(baobiy — biobay) = 0. (3.22)

V nésledujicim textu ukdzeme, ze toto nastane pouze pro (dy, dy) lezici na dvojici piimek v
celé roviné parametru, a tim bude ovérena negenericnost této situace. Z vyrazu se budeme
snazit vyjadfit do pomoci dy. Vyraz upravime, ¢imz nam vznikne nasledujici kvadraticka
rovnice pro ds

b§2d% —+ 2[)11b22d1d2 + b%ldg — 4d€th1d2 = 0,

neboli

b%ld% + (2b11b22d1 - 4d6th1)d2 + bSQd% = 0. (323)

Odtud jiz lehce ziskdme zminovanou dvojici ptimek nasledujicim postupem

dl’z _ 4d€th1 - 2b11622d1 + \/4(b11b22d1 — 2d€th1)2 _ 4b%1b%2d% _
? 202,
. 4d€th1 — 2[)1lele + 2\/b%1b32d% — 4detBblleQd% + 4d€t23d% — b%lb%Qd% .
- 207, -
. 4d€th1 — 2b11[)22d1 + 4d1\/d6t23 — detBblleQ
- 203, -
d
= le<bllb22 - 2b12b21 + 2\/b%2b%1 - b11622b12b21) =
11
d

= _(b11b22 - 21712[)21 + 2\/_b12b21 (b11b22 - b12b21))7

2
bll

coz nam ve vysledku dava

b11b22 - 2lebZl + 2\/_bleQl(blle2 - bl2b21)

2
bll

1,2
d2 —_—

d,. (3.24)

Podivejme se nyni, jaké maji tyto piimky smeérnice. O jejich znaménku rozhodne citatel

blleQ — 2b12b21 + 2\/—b12b21(b11b22 — blgbgl) = thB — b12b21 + 2 —b12b21d€tB. (325)

Povsimnéme si, ze vyraz pod odmocninou je diky (3.4), (3.5) kladny, je tedy cely vyraz v
(3.25) je redlny, a proto ma smysl porovnavat ho s nulou. V piipadé vyrazu se znaménkem

plus dostavame

detB — biabay + 21/ —biabay (bi1bag — biabar) > 0,
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nebot se podle vlastnosti (3.4), (3.5) jednd o soucet ti{ kladnych vyrazi. Obdobné po-

stupnymi ipravami pro vyraz se znaménkem minus dostavame

b11b22 — 2b12b9 > 2\/—612521(17111722 — bigbo1)
coz umocnéno na druhou a presunuto na pravou stranu

(b11bos — 2b12b91)?  —  A(—Dbyobar (by1bas — bysbar)) =
= (detB — bysbyy)? — 4(—byabyidet B) =
= det® B — 2det Bbyabay + biyb3, + 4b1abadet B =
= det’ B + 2det Bbyobyy + b,b%, =
= (detB + biaby;)? =
= (b11ba — brobay + bigboy)? =

- (b11b22)2 > O

Proto obé smérnice jsou kladné a obé polopiimky ndm rozdéli rovinu (dy,ds) € R3 na tti

sektory, ve kterych méme jisté znaménko diskriminantu (3.13) (viz obrézek?).

25 D,=0

1I.
0.5

1.

Obrézek 3.1: D, =0

Jednotlivé sektory spliuji vzdy stejné vlastnosti pro D,, (diskriminant (3.13)).
Sektor S splnuje: D, > 0
Sektor S; splnuje: D, < 0
Sektor Syrr spliuje: D, > 0

20brézek je schematicky vykreslen pro hodnoty koeficientt b;; stejné, jako jsme si zvolili v Kapitole 6
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Ted se podivejme na vlastnosti kofentt wy o, tedy

or o — —(daby1 + dybes) £ \/(d2b11 + dybgg)? — 4d1d2(b2zb11 - 512521)
12 = .

2dydy

Pro lepsi vhled do situaci si oznacme
S = (dgbn + dlbgg).

Tim dostaneme rovnost

Pro sektory S; a Syrr, tedy pro oblasti parametru dy, ds, kde D, > 0, se podivejme na
znaménko kofent w; o. Jmenovatel rovnice bude vzdy kladny, znaménko tedy bude ovliviiovat
citatel. Kdyz si navic povSimneme, ze vzdy plati 4d,dydet B > 0, znamend to, ze od vyrazu

52 odec¢teme pod odmocninou vzdy kladnou hodnotu. Vyplyva z toho, Ze

|s| > \/s% — 4d,dydet B,

tedy

|d2611 + dlbgg‘ > \/(dgbu + d1b22)2 — 4d1d2d6tB.

Zavérem muzeme Fict, Ze znaménko kofenu wy o bude stejné jako znaménko
—5 = —(dab11 + dyba2).
Tento vyraz je diky (3.5), (3.4) nulovy na pfimce
dabyy + dibaa = 0,

zaporny nad touto piimkou a kladny pod touto pfimkou (viz Obr. 3.2).
Pokud ddme dohromady vlastnosti diskriminantu (3.13) a poté vlastnosti kofenu wy ».
Dostavame celkovy obrazek o tom, jak vypadaji koreny charakteristické rovnice. Ty splnuji

nasledujici vlastnosti vzdy na celém sektoru Sy, S;; a Syyr.
Sektor Sy splnuje: D, > 0 Aw;o € R™.

Sektor Sy spliuje: D, < 0 Awy o € C.

Sektor Syrr splfluje: D,>0AN Wi € RT.

(Pro ilustraci viz Obr. 3.3)
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Obrazek 3.3: S], SH a SH[

3.2.4 Obecné tesSeni pro genericky piripad D, # 0

Kdyz jsme ziskali ¢tyfi kofeny charakteristické rovnice, nic ndm nebrani sestavit obecné

feseni. Kofeny ndm dévaji fundamentdalni systém feseni pro homogenni rovnici tvaru (3.21).
FS = {e"*, e % " 727} (3.26)

je tedy fundamentarni systém, jehoz linearni kombinaci pak ziskdme obecné feseni tvaru
u(zr) = Ae"® + Be "* 4+ Ce™* 4+ De ™", x € (0,). (3.27)

Prvni, druhé a tfeti derivace obecného feseni na (0, £) jsou postupné

W(z) = re"TA—rie"B 4+ ree2*C — rqe "2 D,
u'(z) = rienTA+rie B 4 r2e C + rie 2D, (3.28)
u"(z) = rienTA —rie B 4 riem*C — rie D,
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Dosazenim téchto derivaci do transformovanych okrajovych podminek (3.2) a (3.9) dostdvame

soustavu ¢tyt linearnich algebraickych rovnic s nezndamymi A, B, C, D € R.

UI(O) = 7"114 — TlB + 7”20 — 7“2D = O,
" _ 3 3 3 3 _
u'(0) = re"fA—re B e C — e 'D =0,
u"(l) = riemtA—rie B 4 riemtC — rie D = 0.
Matice soustavy (3.29) je tvaru
™ - T2 -T2
3 3 3 3
M= Tt T T (3.30)
r ril —ril rol —rol ' '
1€ e T9€ o€
r3ent  —pdemmt p3er2t _pfemrat

Z teorie Teseni soustav linearnich rovnic vime, ze pokud det M # 0, pak dostavame jen nulové
koeficienty A, B, C',; D a tedy feseni tilohy (3.8), (3.2), (3.9) je w = 0 na (0, ¢), a tedy i feSeni
tlohy (3.1), (3.2), (3.3) je pouze nulové. Proto pokud hleddme kritické body (di,ds) € R%
musime pozadovat, aby detM = 0. Pouze v takovém piipadé bude mozné najit netrivialni

reSeni.

3.2.5 Kiritické body - hyperboly

Nyni se pokusme analyticky spocitat, jak budou vypadat dvojice bodu (di,ds) € R%, pro
které bude det(M) = 0, a tedy pro kterd najdeme netrividlni feseni (u,v) # (0,0). V prvni

fadé si z prvnich dvou rovnic soustavy (3.29) vyjadiime soustavu o dvou rovnicich

r(A—B)+15(C— D) = 0,

(3.31)
r3(A—B)+r3(C—-D) = 0,
pro A — B a C — D. RozepiSeme-li si soustavu maticove, pak je tvaru

T T A—-B
r3ors C—-D

Determinant této soustavy je
32 2 2
Ty — rire = rire(r] — 13).
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Podle rovnosti (3.19) muzeme determinant upravit na tvar

r1re(ws — wa),

ve kterém podle predchozi sekce 3.2.3 plati, ze rry # 0 a (3.18), coz jsme si ukdzali v
predchozi sekei (3.2.3). Zaroven jsme zminili, Ze chceme aby platilo D, # 0 a tedy w; # ws

proto plati, (w; —wy) # 0. Muzeme tedy tvrdit, ze
riro(w; — wa) # 0. (3.32)

Jak je poté vidét, determinant matice bude vzdy nenulovy. Proto musi platit, ze A — B =0

aC — D=0, tedy

Dosazenim do zbyvajicich dvou rovnic soustavy (3.29) ziskdvdame soustavu

ri(e" — e A+ (e — e 20 = 0,

(3.33)
r3(ent —e A+ ri(emt —e )0 = 0.
Nyni upravime prvni rovnici soustavy (3.33) na tvar
ri(et — e A = —ry(emt — e (3.34)

V tuto chvili ndm pro rovnici (3.34) nastavaji ¢tyfi ruzné pripady, které si hned objasnime.
Zde uplatnime nékterd z pomocnych tvrzeni ze Sekce 2.6. Probereme si nyni postupné jeden

po druhém.

Prvni pripad
Uvazujme, ze nastane pripad, kdy plati

(erlﬂ_e—rlﬂ) — 07

3.35
(ergﬂ_efrﬂ) 7& 0. ( )

Pak podle Tvrzenf 2.6.4 s L = { dostavame, 7ze d € H' pro néjaké n a d ¢ H' pro vSechna

m # n, kde
detB — /fndlbgg
blllin — dll{%

HY = {(dy,dy) € R.?: dy = 1,
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Dosazenim rovnosti (3.35) do rovnice (3.34) ziskdme
0= —ry(em* — e ) C,
a z piedpokladu (€2 — e7"2¢) #£ 0, pak diky (3.16) vyplyva, ze
C=0.

Pokud bychom ziskané rovnosti dosadili pro ovéfeni do druhé rovnice soustavy (3.33), do-

staneme totéz. Ziskdvame tak pro libovolné A # 0 nésledujici rovnosti koeficientu

A = B,
C = 0
D = o

Dosazenim do obecného feseni (3.27) dostavame tvar feseni
u(z) = A(e™* +e ), xe€(0,0), (3.36)

kde A je libovolné nenulové. Timto jsme zaroven obdrzeli prvni slozku feseni systému (3.1),
(3.2), (3.3). Néaslednym dosazenim do v podle vzorecku (3.7) pak ziskdme i druhou slozku

feSeni systému
diri + by
b12

Resenf systému (3.36) a (3.37) tak existuji pouze pro (dy,dy) € HY, to znamené pouze na

v(z)=—-A (e 4+e "),z e (0,0). (3.37)

hyperbolach. Navic podle tvrzeni 2.6.2 vime, ze ws < 0. Potom tedy i H! lezi v sektoru S;,

respektive hodnoty (d;, dy) lezi v sektoru Sy
Druhy pripad

Uvazujme, ze nastane pripad, kdy

(e’r‘lﬂ _ e—’r1f) # 07

(3.38)
(emt —em2f) = 0.

Pak podle Tvrzeni 2.6.5 s L = ¢ opét plati, ze d € H: pro néjaké n a d ¢ H’, pro viechna
m # n. Pouzijeme-li (3.38) v rovnici (3.34), dostaneme
ri(et — e A = 0.
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Symetricky oproti predchozimu piipadu pak za predpokladu (3.38) a (3.16) dostavame, ze

A = 0. Ziskame tedy rovnosti

C = D,
A = 0,
B = 0.

Dosazenim do obecného feseni (3.27) dostavame tvar fesent
u(z) = Ce™* +e ™) |z e(0,4), (3.39)

kde C je libovolné nenulové. Timto jsme zaroven znovu obdrzeli prvni slozku feseni systému
(3.1), (3.2), (3.3). Dosazenim do v podle vzorecku (3.7) pak ziskdme i druhou slozku feseni

systému
d1 T% + bll
bi2

Reden{ systému (3.39) a (3.40) tak existuji pouze pro (dy,dy) € HY, to znamena pouze

v(z) =C(e™ + ) - C (e +e7") Lz e (0,0). (3.40)

na hyperbolach. Navic znovu podle Tvrzeni 2.6.2 vime, 7e ws < 0 a tedy i hyperboly HY, a

tim i vSechny kritické body lezi v sektoru Sj.

Treti pripad
Ptipad kdy, by platily podminky (3.35) a (3.38), tedy
(erlf o 6—7“16) — 07
(3.41)
(emt —em2f) = 0.

Pokud plati (3.41), mizeme dle Tvrzeni 2.6.8 ¥ici, ze d € H: N HY, pro n # m. Tedy Ze
obecné feseni ulohy (3.1), (3.2), (3.3) nastane pouze pro izolované kritické body.

V takovém pripadé dostavame obecné teseni pro A, C' nezavislé a tedy ve tvaru linedrni
kombinace Piipadu prvniho a Piripadu druhého.

u(x) =A™ +e )+ C(e™ +e ™) x€(0,0). (3.42)

Dosazenim (3.42) do tvaru (3.7) mame

v(z) = a(d)(A(e™® +e ) + C(e™* + e ™)) x € (0,0). (3.43)
kde
a(d) = dyr} + 511'
b1z

Pro kritické body
de H. N H,.
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Ctvrty piipad
Ptipad, kdyby neplatily podminky (3.35) a (3.38), tedy

(erlé_e—mf) 7& 0’

ety 4 0 (3.44)

V tomto pfipadé by bylo opét vhodné, vyjadiit si maticovy zdpis soustavy (3.33), ziskali

bychom jeji determinant tvaru
Tl,r,g(e’mf o €_T1€>(€T2€ o 6—7’24) . 7’27"%(67114 . 6—7‘1Z)(€T2€ . e—7‘2f) —
= (e"t — e (e — e (ryrd — ryrd).
Pokud chceme, aby (A, C) # 0, potom musi platit
(et — e (et — e (ryrd — ryrd) = 0,

a jelikoz plati (3.32), pak

(67’1( _ 6—7‘15)(67“2( _ B_TQZ) — 0

Ptotoze nyni ale uvazujeme kombinaci podminek (3.44), je jasné, Ze determinant by byl

nenulovy. Jedind moznost, jak dosdéhnout splnéni soustavy (3.33) je ze koeficienty
A=C=0,

a tedy i
u(x) =0 z€(0,0),

a tedy
v(x) =0 x€(0,0).

Neziskavame tedy zadné kritické body.

3.3 Vysledek

Tvrzeni 3.3.1 MnoZina vech kritickyjch bodi (dy,dy) € R% dlohy (3.1), (3.2) a (3.3) je

Ky=|]JH,. (3.45)

n=1
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Pokud d € HE pro néjaké n € N, a zaroveii d ¢ H:, pro n # m je feSeni (u,v) tdlohy
(3.1), (3.2) a (3.3) na (0,¢) typu

u(r) = AC (),
v(r) = ap(d)ACi(x),
kde
an(d) = b — dikin 0,
b12
IALURY
Rn _( g ) 9
AeR.

Pokud d € HY N HY, pro n&jaka n # m, je fesen{ (u,v) na (0,¢) déno

uw(z) = ACH(z) + CCy(x),
v(r) = an(d)(AC(z) + CCy(x)),
kde
an — w > 0’
b12
_ (PTa
Kn _( £ ) 9
A CeR.

Tvrzeni 3.3.2 Pokud d € (dy,ds) je kriticky bod okrajové ilohy (3.1), (3.2) a (3.3), potom

pro prislusné tesent (u,v) této ulohy plati
v = a(d)u.

Neboli, Ze druhd slozka je kladnym ndsobkem slozky prund.

3.3.1 Shrnuti

Podatilo se ndm najit mnozinu kritickych bodu
oo
Ky = U H£7
n=1

které rozdéluji rovninu (dy,d>) € R2 na jednotlivé oblasti. Uvnitf téchto oblastni existuj
pouze nulové feseni (u,v). Na hranicich téchto oblasti tedy pokud plati, ze (di,ds) € Ky
pak dostaneme netrivialni feseni. Dokonce se nam podafilo zjistit, ze kritické body lezi na
hyperboléch H, a H,,. Pripomenme, Ze tloha probirana v této kapitole je v celé diplomové

préci nejjednodussi a jako u jediné z nich se podarilo ziskat vSechny kritické body analyticky.
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Kapitola 4

Uloha s prekazkou na kraji intervalu

Tato kapitola bude pojednavat o stejném systému reakce-difize tak jako predchozi kapitola.
Rozdil v§ak bude v jinych okrajovych podminkach. Konkrétné pujde o nahrazeni jedné Neu-
mannovy okrajové podminky pro slozku v podminkou Dirichletovou. Jak jiz bylo zminéno v
predchozi kapitole, ilohy maji mnohé spolecného. Zkusme se tedy zamérit na to, jaky bude
mezi tlohami rozdil a zda-li se ndm i pro tuto mirné zkomplikovanou tlohu podaii najit

vhodna d;, ds, tak abychom ziskali netrivialni feseni.

4.1 Zadani

Zadani tlohy bude obdobné jako v 1loze predchozi. Opét se bude skladat ze ti{ dulezitych
casti, navic definujeme jednostrannou podminku. V prvni fadé méjme soustavu rovnic 2.
radu
d’ +bnutbgy =0, 0, 0) (4.1)
dov” + boyu + bysv = 0,
kde dy,d; € R a koeficienty b;; € R.. Za druhé zminme, ze i zde koeficienty musi splnovat
podminky (3.4), (3.5). Déle si pak definujme okrajové podminky. V tomto okamziku se

nam tloha oproti ptedchozi zméni. Jednu z Neumannovych okrajovych podminek nahradime

Dirichletovou podminkou.

d(0)=0,  (f)=0, (4.2)
V0)=0,  v(f)=0. (4.3)

Nasim cilem bude i v tomto pfipadé zjistit, pro jaké hodnoty parametru (di,ds) € R%
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existuje netrividlni feseni (u,v) # (0,0) systému (4.1) s okrajovymi podminkami (4.2) a
(4.3). Protoze uloha je obdnobnd s tlohou (3.1), (3.2), (3.3), zpoc¢dtku budeme postupovat

podobné, poté zduraznime, kde se zacne tloha odliSovat od predchozi.

4.2 Postup reseni

Opét nejprve provéime, jakého typu budou feseni u, v pro ilohu (4.1). Klasické fesent tilohy

(4.1) s okrajovymi podminkami (4.2) a (4.3) opét splnuji regularitu
u,v € C*([0,4]).
Jestlize z prvni rovnice soustavy (4.1) vyjadiime u” dostdvame znovu tvar
diu” = —bju — bygv,

proto pokud w,v € C?([0,/]), potom i u” € C*([0,¢]) a obdobné pro v. Opakovanym postu-
pem pak dostavame, ze

u,v € C*([0,4]).

Na intervalu (0, ¢) jsou tedy funkce u, v znovu spojité ve viech derivacich, v krajnich bodech

jednostrannych.

4.2.1 Prevedeni soustavy rovnic na rovnici 4. radu

Stejné jako v prvni tloze, i zde si jako prvni krok vyjddiime z prvni rovnice soustavy (4.1) v

_ dlu” + b11U

™ na (0,7). (4.4)

v =

Dosazenim vyjadieného v do rovnice druhé ze soustavy (4.1) tak prevedeme soustavu rovnic

na jednu rovnici 4. fadu
dldgu”” + (dgbll + dleQ)UH + (b22b11 — blgbgl)u = O, na (0, E) (45)

Dalsi postup bude transformace okrajovych podminek. Okrajové podminky pro u (4.3) jsou
stale stejné. Proto prejdéme rovnou k podminkdm pro v. Prvni podminka ¢'(0) = 0 je

odvozena stejnym zptsobem jako podminka (3.9) (viz. predchozi kapitola). Rozdil bude v
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Dirichletové podmince v(¢) = 0. Zde, v této okrajové podmince, se nam také zac¢ina tloha
od predchozi odlisovat. Dosadime-li tedy v(¢) = 0 do vyjadieni (4.4) a ziskdme

_ dlu”(ﬁ) + b11u<£)
b12

v(l) = =0,

vyraz lze upravit pouze tak, ze ho vynasobime koeficientem —b;, tedy
U(£> = dlu"(ﬁ) + buu(ﬁ) = 0.

Vznikne ndm tak ¢tvrtd podminka pro rovnici (4.5). Vzhledem k tomu, ze se v ni vyskytuji
druhé a nulté derivace funkce u, podmiky (4.2) ndm nijak nepomohou a nezjednodusi se
vysledny tvar podminky jako v predchozi kapitole. Podminku proto musime zachovat ve

tvaru

" (€) + bryu(f) = 0. (4.6)

4.2.2 Charakteristicka rovnice

Jelikoz rovnice (4.5) je stejna jako (3.8) je i prislusna charakteristickd rovnice stejnd, a tedy
jsou i kofeny stejné. Zminme, ze i zde plati stejné vlastnopsti pro kofeny r; o jako v sekei

3.2.3.

4.2.3 Obecné reSeni

Stejné tak jako charakteristicka rovnice a jeji kofeny je stejny i fundamentélni systém tvaru
(3.26) tedy
FS = {e"® e % "% e} (4.7)

Linearni kombinaci (4.7) pak bude stejné i obecné feseni tvaru (3.27) tedy
u(z) = Ae™* + Be " + Ce™* + De™ ™" x € (0,4). (4.8)

Staci uz jen dopocitat koeficienty A, B, C, D. Pomoci poc¢ateénich podminek (4.2) a nové
vzniklych «"(0) = 0 a (4.6), které dosadime do piislusné zderivovaného obecného feseni (viz.

(3.28)) dostaneme linedrni soustavu ctyt algebraickych rovnic pro nezndmé koeficienty A, B,

C, D.
Podminka ¢.1: «/(0) =0
e A — r1e OB 4 1r5e™°C — e ™D = 0.
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Podminka ¢.2: u/(¢) =0
et — e "B + rye™C — e ™D = 0.
Podminka ¢.3: «”(0) =0
r3e"0A —r3e OB 4 r3em0C — r3e ™D = 0.
Podminka ¢.4: dyu”(¢) + bjyu(f) =0

di(rie™ A4 rie ™ B + r3e" C + r2e ' D) + by (¢"TA + e B 4 e°C + e D = 0,

(dﬂ’% + bu)eréA + (dﬂ’% + bu)e—mZB + (dﬂ”% + bn)e”ZC + (dﬂ”% + bu)e_”gD = 0.

Ze soustavy rovnic tak muzeme udélat matici K, kterda bude tvaru

1 -1 T2 —T2
3 3 3 —r3
K =
1 ert —r] et 7’267"25 —7“26*”2‘)

(dﬂ’% + b11>€fr1£ (le'% + bn)e_”e (dﬂ"% + bn)e”?e (dﬂ"% + bn)e_mz

Srovname-li matici K s matici M z predchoziho piikladu vSimneme si, ze se lisi pravé v
poslednim tadku, ktery zde zastupuje Dirichletovu podminku. Nicméné nésledny postup
fesenf bude i zde obdobny. Budeme hledat kritické body (di,ds) € R3 tak, aby platilo
detK = 0. Pouze v takovém piipadé totiz muze vzniknout netrividlni feseni ulohy (4.5) a

zpétné pak i netrividlni feseni ptuvodni soustavy (4.1).

4.3 Kritické body

Zacnéme postup jako v prechozi Kapitole 3. Jak jsme jiz zminili, prvni dva fadky matic K
a M jsou stejné, proto muzeme ftict, ze stejné jako v Kapitole 3, v Sekci 3.2.5 dostaneme, ze
A =B,

C=D.

Dosazenim téchto dvou rovnosti do Podminky ¢.3 a Podminky ¢.4 dostavame linearni sou-

stavu dvou rovnic o dvou nezndmych A, C' tvaru
ri(ent — e MO A 4 o2t — e O = 0,

(4.9)
(dﬂ"% + bu)(e”e + eirle)A + (dl’l"% + bll)(Qrﬂ + 677"22)0 = 0.
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Soustavu (4.9) jde za pouziti substituci (2.4), jako v Kapitole 2, zpiehlednit na tvar

T‘lsl(f)A—f—’l"QSQ(f)C = O,

(4.10)
(dﬂ“% + bll)Cl(ﬁ)A + (dﬂ’% + b11)02(€>c = 0.

Pokud si prvni rovnici ze soustavy (4.10) vyjadiime na tvar
7“181(6)14 == _TQSQ(g)C, (411)

pak lze opét uvazovat ¢tyti ruzné pripady, které mohou nastat.

Piipad prvni
Uvazujme, zZe nastane

(4.12)

pak z rovnice (4.11) vyplyva, ze
A#0,

C=0.

Dosazenim téchto rovnosti a podminek (4.12) do druhé rovnice soustavy (4.10) dostdvame

(dyr? 4+ b11)CL(0)A = 0.

Diky Tvrzeni 2.6.10 a pomocné rovnosti (2.34) vsak zjistujeme, ze nutné musi platit
A=0.

Vsechny koeficienty A, B, C, D jsou nulové, tedy i feseni (u,v) dlohy (4.1), (4.2), (4.3) by

bylo (u,v) = (0,0) za podminek (4.12).

Pripad druhy

Uvazujme, ze nastane ptipad, kdy plati

Si1(6) #

07
(4.13)
S2<£) = 0,

symetricky s predchozim piipadem plati, ze nyni dosazenim (4.13) do rovnice (4.11) dostavame
A=0,
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C #0.
Pomoci téchto rovnosti a podminek (4.13) pak z druhé rovnice soustavy (4.10) vyplyva,
(dyr2 + b11)Co(0)C = 0.
Stejné tak ale diky Tvrzeni 2.6.10 a nyni pomocné rovnosti (2.33) zjistujeme, Ze nutné i
A=0.
Vsechny koeficienty A, B, C, D jsou tak znovu nulové, tedy i feseni (u,v) ulohy (4.1), (4.2),
(4.3) by bylo (u,v) = (0,0) za podminek (4.13).
Pripad treti

pokud budeme uvazovat, ze plati
Sl (g) = 07
Sa(f) = 0,

(4.14)

pak podle Tvrzeni 2.6.8 lez kritické body (di, dy) € HY N HE,, coz jsou pouze izolované body
v roviné (dy, dy) € R?.

Za podminek (4.14) tedy dostdvame, ze
A #0,
C #0.

Dosazenim rovnosti do druhé rovnice soustavy (4.10) pak dostdvame vztah mezi A a C,

ktery je

(di7% + b11)C1(£)
(dﬂ“g + 611)02(6)
Vsechny hodnoty budou pro A # 0 také nenulové diky Tvrzeni 2.6.10 a pomocnym rovnostem

(2.33), (2.34). Reseni by pak bylo tvaru

C=— A.

u(z) = A(Cy(z) — Cy(z)a(d)) =z € (0,0). (4.15)
o() = aB0iG@) —rgcz(a:)a(d22+ bu(Ci@) = Ca@ald) o p (s
kde
O = G i

(dy,ds) € H. N HY,
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Piipad ctvrty
Posledni moznost, kterou zbyva prostudovat nastane za podminek

Si(6) # 0,
Sa(f) # 0,

(4.17)

V této chvili ndm nepomuze zadné tvrzeni, které by nam teklo jak vypadaji kritické body.
Pokud ale chceme, aby méla soustava (4.10) nenulové feseni, tedy existovaly koeficienty A,
C' ruzné od nuly, tedy i feseni (u, v) tlohy (4.1), (4.2), (4.3) bylo nenulové, musi nutné platit,

ze determinant matice soustavy (4.10) je nulovy. Tedy ze vyraz
7”151 (£>CQ(€)(CZ1T§ + b11> — 1”252(6)01 (£)<d17“% —+ bll) =0. (418)

Ponévac rovnost (4.18) je jiz velice komplexni, neni mozné tesit ji analyticky. Pokud si ale

definujeme funkei f(dy,ds) jako
f(dy, dy) = r1S1(0)Co(€)(dyr3 + biy) — roSy(0)CL(0)(dyr? + byy), (4.19)
pak bude mozné, pomoci numerickych metod, vykreslit mnozinu kritickych bodu
Kp = {(d1,ds) € R% : f(dy,ds) = O}. (4.20)

Pokud plati, ze d € Kp pak ziskame nenulové koeficienty A, C', které jsou ve vztahu podle

prvni rovnice soustavy (4.10), tedy

7’151 (6)
C=- A.
TQSQ(K)
Reseni soustavy pak je tvaru
u(z) = A(Cy(z) — Co(z)a(d)) = € (0,0). (4.21)

dy (r7C1(x) — r5Cy(x)a(d)) 4 b11 (Ch(z) — Cow)a(d))

v(iz) = —-A
(z) ba

ze(0,0),  (4.22)

. 7"181(2)
- 7“252(5)7

a(d)

pro vSechna d € Kp.
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4.4 Vysledek

Tvrzeni 4.4.1 MnoZina vsech kritickych bodi (dy,dy) € R dlohy (4.1), (4.2), (4.3) je
Kp ={(d1,dz) € R} : f(dy,dz) = 0}.

kde f(dy,ds) je tvaru (4.19)

Pokud d € Kp, potom existuje netrividlni feseni (u,v) tlohy (4.1), (4.2), (4.3) na (0,¢)

typu
u(z) = A(C1(z) — Co(x)a(d)) =z € (0,0). (4.23)
o(z) = _Ad1(7’%01(:l:) — r%Cz(x)a(dZ) + b11(Ch(x) — Ca(x)a(d)) e (0.0) (1.24)
kde
o 7”151(6)
Oé(d) - TQSQ(E)
A eR,

Poptipadé pokud (dy,ds) € H: N HE,, potom m4 1loha (4.1), (4.2), (4.3) feSeni (u,v) na
(0,¢) typu
u(z) = A(Cy(z) — Co(z)a(d)) = € (0,4). (4.25)

dy (r7Cy(x) = r3Cy(x)a(d)) 4 b11 (Ch(z) = Co(w)r(d))

v(iz) = —A
(z) ba

ze(0,0).  (4.26)

Cl (g) le'% -+ bll

d) = ,
o(d) Co(0) dir3 + biy

4.4.1 Shrnuti

Opét se nam podarilo najit hodnoty kritickych bodu, pro které existuje netrivialni feseni
(u,v) dlohy (4.1), (4.2), (4.3). Mnozina kritickych bodu, které rozdéluji rovinu (di,ds) € R

na souvislé oblasti je Kp, tedy
KD = {(dl,dg) S Ri_ . f(dl,dg) == 0}

Uvnitt oblasti pak existuje pouze nulové feseni (u,v) = (0,0).
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Kapitola 5

Uloha s prechodovou podminkou

V piedchozich dvou Kapitoldch 3 a 4 se ndm vzdy podafilo nalézt vhodné parametry (dy, ds),
pro které existovalo netrivialni feSeni. Dalsi piipad, ktery chceme vyfesit, je takovy, ze do
vybraného bodu zy € (0,¢) umistime prechodovou podminku. Zjistime, jak se nyni tloha
zkomplikuje, jakym zpusobem se lis{ od predeslé a pokusime se opét najit netrivialni feseni

této ulohy.

5.1 Zadani s prechodovou podminkou

Nyni budeme studovat obdobnou tlohu jako v Kapitole 3, pfidame ale navic prechodovou

podminku do bodu zy € (0, /). Pujde ndm tedy o okrajovou tilohu

diu” + byiu+ by = 0,
! HE z € (0,0) (5.1)
dQU// + bglu + bQQU = 0,

kde dy,ds € R a koeficienty b;; € R.
Jako dalsi ¢dst zaddni musime zminit, Ze i zde koeficienty nutné spliuji podminky (3.5).

Poté predepiseme Neumannovy okrajové podminky

u'(0) =0, u'(0) =0, (5.2)

Nakonec zafixujeme bod zy € (0,¢) a budeme pozadovat, aby
v(xg) = 0. (5.4)
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Tato podminka modeluje jistou prekazku pro v uvniti oblasti.

Zaroven umoznime teseni systému (u,v), aby

v ¢ C*([0,4]),
ale budeme pozadovat pouze
u € C*([0,4)) (5.5)
v e C([0,4]) N C?([0, 20]) N C?([x0, £]). (5.6)

Budeme tedy studovat okrajovou ulohu

diu] + byiur + bgvy, = 0,
PR TR R z € (0,27) (5.7)
dg’l)/[,/ + b21’LLL + bQQ’UL = O,

diu’h + biiup + bigvp = 0,
1up + b1up + 0120p v (@, 0). (5.8)
dg?}yp + bgluP + b22UP = O,

s Neumannovymi okrajovymi podminkami (5.2), (5.3) a pfechodovymi podminkami

ug(zg) = up(zg), (5.9)
up(zg) = up(g), (5.10)
a pro TeSeni v v bodé xy pozadujeme
vp(zy) = 0, (5.11)
vp(zg) = 0. (5.12)
[ v této tloze budeme uvazovat pouze piipady kdy plati

D., #0.

5.2 Postup reseni

Postup teseni bude podobny jako v predchozi kapitole, nicméné rozdéleni intervalu prechodovou
podminkou postup zesloziti.
Poznamka 5.2.1 V nékterych specidlnich pripadech, kdy resent (u,v) spliuje

v € C*([0, 1)),

dostaneme vlastné stejné resent jako v Kapitole 3.
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5.2.1 Prevedeni soustav rovnic na rovnice 4.radu

Stejné jako v predchozich ilohach si vyjadiime v z prvnich rovnic soustav (5.7) a (5.8), ktera

jsou nyni tvaru
d " + b
v = _W’ z € (0, z¢), (5.13)
12

dyu'h 4+ biyup
)
bio

Stejné tak dostane rozdélené i rovnice 4. fadu, které vzniknou dosazenim (5.13) a (5.14) do

UVp =

z € (zd,0). (5.14)

druhych rovnic soustav (5.7) a (5.8), tedy

didau]” + (daby1 + dibag)u] + (baob11 — bizbor)ur, =0, x € (0,2y) (5.15)
a
d1d2u/p/@” + (dab1y + dleQ)U/]/a + (baob11 — biobar)up =0, x € (%ﬂ )- (5.16)

Stejné jako v tloze bez prekazky i v tomto pripadé bude potieba transformovat podminky
(5.11) a (5.12). Transformaci ziskdme nasledujicim zpusobem. Vratime-li se k vyjddienim

(5.13) a (5.14), které dosadime do vy (zy) = 0 a vp(zg) = 0, dostavadme ndsledujici soustavu

rovnic:
3 diu"(zg) + bpyu(x,
nfey) = -lnltinin) _,
du" (zF b +
op(zl) = — 1 (g )b‘; nu(zg) _0

Mame by5 # 0, proto musi platit dyu”(zg) + biyu(zg) = 0, z éehoz vyplyva, ze

diuff (zg) + brug(zg) = 0,

diup(zg) +buup(zg) = 0,
a nasledneé i

wilsy) = —uglay),

wha) = —u(af).

wioy) = —Ztule), (5.17)
b
wp(ef) = —Ztur(a). (5.18)



pro rovnice (5.15) a (5.16).

5.2.2 Obecné feSeni
Resen{ rovnice (5.15) budeme hledat ve tvaru
ur, =€
a feseni rovnice (5.16) budeme hledat ve tvaru
up = e, (5.19)

Poznamka 5.2.2 Zdmeérné jsme pozmenili tvar teseni pro up, v ndsledujicich sekcich se
nam tak budou lépe dopocitdvat koeficienty obecného teseni. Celkové reseni ilohy vsak nebude

touto volbou nijak ovlivnéno.

Charakteristicka rovnice pro u; bude stejnd jako v ptredchozich kapitolach volime si totiz
stejny tvar feseni uy, = €. Ukazme si ale, co se stane dosadime-li do rovnice (5.16) FeSeni

(5.19). Pokud si jesté predtim pfipravime prvni az ¢tvrtou derivaci funkce (5.19), ziskdme

up = —re" ),
u/I/D — 7,267'(57:1:)’
"o 3 r(l—zx

uf = —rPertt=),
Ulpgl _ 7a4€r(£7m)’

dosazenim druhé a ¢tvrté derivace do (5.16) mame
didor*e™ ™) 4 (dgbyy + dibag)re™ )+ (baobyy — biaba)e" ™ =0, € (xf, 0).
coz pokud vydélime nenulovym vyrazem e"*~*), dostdvame charakteristickou rovnici
didor* + (dabiy + dibao)r® + (basbiy — biabor) =0, € (), 0),

ktera je uplné stejna jako charakteristickd rovnice pro (5.15).
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Jelikoz jsme si ukazali, ze charakteristické rovnice jsou stejné jak pro (5.15), tak pro
(5.16), i jeji koteny budou stejné. Az samotné fundamentélni systémy pro rovnice (5.15) a

(5.16) budou ruzné, a to tvaru

rix _—Tix _TreT ,—Tol
FSL:{€1761762762}7

FSp = {eno) gnll=a) pra(t=a) o=ra(t=e)}

Obecné feseni (u,v) tlohy (5.5)—(5.12) se bude sklddat ze dvou ¢ésti (up,vy) a (up,vp) na
intervalech (0,x0) a (xg,£), které az zpétné daji feseni (u,v) na celém intervalu (0, ¢). Tyto

¢asti jsou v prvnich slozkach

u(z) = ur(z) x € (0,20), (5.20)
up(x) x € (x0,7).
kde
ur(z) = Apen® 4+ Bre "* + Cre™® + Dpe ™" x € (0, z9), (5.21)
up(z) = Ape"=®) 4 Bpe =) 4 Cper2lt=2) 4 Dpe m2=2) g ¢ (2, 4),

a Ar, By, Cp, Dy, Ap, Bp, Cp, Dp € R, a ve druhych slozkach

o(z) = vp(z) € (0,a), (5.22)
vp(x) x € (x0, 7).

pricemz bude platit

diu’! (z)+bi11ur (z
UL(JZ) _ _4 7 );;211 L )7 = (O,ZE())7 (5 23)
vp(z) = _W, z € (20, ).

Coz je v podstaté vyjadieni (5.13), (5.14).

5.2.3 Dosazeni obecného reseni do podminek

Jesté nez zacneme dosazovat do do okrajovych podminek, pripravime si prvni, druhé a treti

derivace up a uy. Pro uy to jsou

up(z) = e AL —rie” " B + 19 Cp — ree” ¥ Dy,
uy(x) = rfe”xAL + r%e’m‘”BL + r%e’%CL + r%e”’”DL,
///( ) _ 3 7"1xA .3 —rep + 3 7‘2:1}0 3 —T2% )
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a pro up pak dostavame

Up(z) = —re" D Ap 4 e ED By — e 00 4oy 2P Dy
uh(z) = 12D AL 4 p2e By o plen0 0y e 20 D
up(r) = —ri”e”““‘)AP + r:fe_”(e_x)Bp — T%@”“‘”C’p + rg’e_”(e_w)Dp.

Do jednotlivych podminek dosadime tato vyjadieni ptislusnych derivaci. Timto zpusobem
dostaneme nasledujicich osm rovnic s neznamymi koeficienty Ay az Dp.

Podminka ¢.1: u} (0) =0
rle”OAL . rle—mOBL 4 T2€TQOCL o T2€_T20DL = 0.

Podminka ¢.2: u/»(¢) =0

Podminka ¢.3: ur(zy) = up(zy)
67‘1$0AL + G_TleBL + €T2$OCL + B_TQIODL =

_ erl(f—xo)AP + 6—7“1((—1:0)BP + 6r2(£—z0)CP + G_TZ(E_IO)DP.

Podminka ¢.4: v} (zg) = up(zg)

rle”zoAL — 'rle*”"’“"OBL + 7’2€r2xOCL — TQ€7T2$ODL =

Podminka ¢.5: u7(0) =0

Podminka ¢.6: w5 (¢) =0
—r3e"0Ap + 3¢ O Bp — r3e™Cp + r3e 2 Dp = 0.

Podminka ¢.7: v} (z,) = —lzll—lluL(:L’O_)

bu

dy

bu

d

bu

d )e 0 Cy + (15 +
1

b
(3 + P)enm Ay + (73 + e By + (73 + )T D; = 0.

dy
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= —%up(zg)

+) o

Podminka ¢.8: u(x
2 b11 r1({—zo) 2 bll —r1(—z0) 2 bll ro(f—xz0) 2 bll —ro(l—xz0)
(ri+—=)e Ap+(ri+—)e Bp+(r;+—)e Cp+(rs+—)e Dp =0.
dy dy dy dy
Pomoci téchto osmi linedrnich rovnic budeme urcovat osm neznamych koeficientu Ay az
Dp, které jsou nezbytné pro vysledny tvar feseni. Uvazujeme-li rovnice jako soustavu, lze

prislusnou matici soustavy rozepsat jako blokovou matici N, ktera je tvaru

Ny 0
N = 0 N2 5
N3 Ny

kde jednotlivé podmatice Ny az Ny jsou tvaru

T —TI T2 —Tg
Nl - ,,,.:13 _T% 7“:23 —Tg )
2 4 b1\ ,rimo 2 4 bii\,—T120 2 4 b1\ ,r2mo 2 | bi1,—T220
(ri + s Je (ri + s Je (rs + s Je (rs + s Je
" r1 —T2 T
Ny = —r3 r3 —r3 3 ;

(13 4+ B0 (1 4 e (o4 Brerstor) (4 Bjennate

er1zo e~ 120 e2%o e~ 220
N3 — )
7€M —p e T pee2®0 —pyeT 270
—em (l—x0) —e 1 (—x0) _67’2(5—330) _e—rg(f—xo)
N, =
rie’ ) —re " (l—x0) 7,267“2(6—:00) —roe "2 (l—z0)

Zduraznéme rovnou, ze determinant této soustavy zavisi na parametrech (dy,ds). Pokud
det(N) # 0, pak m4 tiloha (5.5)(5.12) pouze nulové feseni. Proto je ted nasim dalsim ikolem
najit parametry dy, dy > 0 tak, aby det(NN) = 0, a tedy aby existovalo netrivialni feseni (u, v).
Shriime jen, ze postup je zde obdobny jako v tloze bez prekéazky (3.1), pouze vyslednd matice
N je komplikovanéjsi. Vzhledem ke slozitosti matice N®%® a k potiebé vyjadfit pomoci sedmi
rovnic sedm koeficientu pomoci zbylého osmého a posledni osmou rovnici vyuzit na urceni
parametru (dy, ds).

V dalsim textu si ukazeme, jak lze koeficienty A; az Dp ziskat i jinym zpusobem nez
pres determinant matice N. Jelikoz vyjadieni determinantu matice 8 x 8 neni jednoduché,

ukazeme si v nasledujici sekci, jak ziskat koeficienty obecného feseni jinak a jednoduseji.
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5.3 Koeficienty A; az Dp

Jak jsme jiz naznacili, matice NV a jeji soustava rovnic je komplikovand a jeji determinant
velmi obtizné vyjadritelny. Proto se pokusime dosahnout korenu A; az Dp jinou, schudnéjsi
cestou. Koeficienty dopoé¢itdme z osmi podminek pro soustavu (5.21), které jsou uvedeny
vyse. Postup bude spoc¢ivat v tom, Ze si budeme postupné vyjadiovat nékteré koeficienty
pomoci ostatnich, az nakonec budeme mit vyjadieny vSechny pomoci jediného koeficientu
Ap. Navic ndm zbyde jedna rovnice propojujici oba intervaly, pomoci které ur¢ime kritické

body (dy,ds) (vice viz. Sekce 5.5 ).

Nejprve za¢neme s podminkami pro levou stranu, tedy koeficienty s indexem L. Podivame-li
se na jim piislusnou submatici Ny, zjistime, Ze se prvni dva fadky matice N; shoduji s matici

M tvaru (3.30) v Kapitole 3. Stejnym postupem jako v Kapitole 3 proto okamzité dostavame

AL = BL)
Cp=Dy.
Nyni dosadime obé tyto rovnosti do rovnice pro podminku uf (z,) = —lg—fuL(ma ), tedy pro
podminku
2 bU 120 2 bll —ri1xo 2 bll roxQ 2 bU —rax o
(r{+—=)e"™ AL + (r{ + —)e Br + (r5 + —)e™™Cp + (r5 + —)e Dy =0,
dl dl dl dl
a postupné ziskame
2 bll r1T0 2 bll —rix 2 bll rox 2 bll —rox
(r{i + —)e" ™AL + (r{ + =—)e AL + (ry; + —)e*°CL + (ry; + —)e " C, = 0,
d1 d1 dl dl
2 bll 120 —rizo 2 bll r2X0 —Tr2x0 _
(r{ + d—)(e +e VAL + (r5 + d—)(e +e )CpL = 0. (5.24)
1 1

Ted se pokusime ziskat totéz i pro koeficienty a indexem P. Porovnanim matice Ny, ktera

odpovida koeficientum s indexem P, znovu s matici M tvaru (3.30) ziskdvame

AP = BPa
CP = DP7
. ‘ Mot — _bin + e
a dosazenim za podminku up(zq) = —Ftup(zg) pak ddvd

b b
(rf o+ ) o e A (1 4 GO e 0. (5.25)
1 1
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V dalsim kroce si vyjadiime z rovnic (5.24) a (5.25) tvary

=
=
—

T2XQ —Tr2X0 _ (T% + d_l) T1X0 —T1T0
(™™ + e )Cr = ———— (" +e VAL,
(ry + d%l)
2 4 b
(erz(éfxo) + €7r2(€710)>C«P _ (7"1 + dy )(en(ﬁfcco) T 677“1(@7:1:0))14]3’
(3 + %)
1

které plati za podminky (r3 + %) # 0, a o které vime diky pomocné rovnosti (2.33) v

Kapitole 2, ze bude splnéna vzdy. Potom tyto tvary dosadime do rovnice dané podminkou
(5.9) tvaru
6T1m0AL + e—rlzg BL + €T2mOCL + 6_T2x0DL ==

_ erl(f—mo)AP + e—rl(f—xo)BP + erz(E—IO)CP + €_r2(£_x0)Dp.

Jesté predtim nez dosadime, tak pro prehlednost pouzijeme substituce tvaru (2.4), tedy

(€m0 4 e~T10) A, = Ci(wo)ArL,
(€220 + e7220)Cp = Cy(x0)Cr,
(entlmeo) 4 emnlE2N Ap - = Cy(€ - z0)Ap, (5.26)
(er2(t=0) 4 e=r2(l=20)\OYp, = Cy({ — 20)Clp,
(r3 +21) = Ra,
(rf + %) = I

Po dosazeni vSech substituci, postupné dostavame

GTIIOAL + G_TlonL + €r2$OOL + C_TQIOCL =
_ erl(Z—xo)AP + e—rl(f—xo)AP + erg(Z—a:o)OP + e—rg(K—zo)CP.

01<I0>AL + Cg(l'o)CL = Cl(f — Io)AP + 02(6 — SL’Q)CP.

Nyni po dosazeni rovnosti (5.24) a (5.25) za Cy(2)C a Cy(¢ — z9)Cp postupné dostdvame

R R
Cl(Io)AL — —101(ZL'0)AL = 01(6 — ZE())AP — —101(€ — ZE())AP7
RQ R2
R R
(1— R—:)Ol(xo)AL = (1- R—;)cl(e — 30) Ap,
az nakonec dostévame rovnici
R R
(1— E;)(Jl(xo)AL =(1— ﬁl)ol(z — x0)Ap
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Kdyz je splnéna podminka (1 — g—;) # 0, kterd je podle pomocné rovnosti (2.41) v Kapitole
2 splnéna pokud D, # 0, pak dostavame

Cl(.CEo)AL = Cl(g — Qfo)AP. (527)

Timto zpusobem jsme si vyjadrili vSechny koeficienty vzhledem k jedinému vztahu mezi
A a Ap a zaroven ukazali, ze predpoklady zarucujici nedéleni nulou jsou splnény, poptipadé

ze plati alespon v generickém ptipadé kdy D,, # 0.

5.4 Hledani kritickych bodu dlohy pro specialni pripady

Na zacatku této sekce zminme, ze vychézime z upravenych rovnosti ze Sekce 5.3, jenz si pro

lepsi orientaci v textu vypiseme jesté jednou

(er(t=a0) 4 gmmilt=z0)y 4, — Ap(eno 4 emrio),
By, = Ar,
Cr = Dy,
(€m0 4 e~ 20 (', = —AL%(e”“CO + emo), (5.28)
Bp = Ap,
Cp = Dp,
(er2(t=20) 4 o=ra(t-20)\Cp = —Apg—;(e”“_“) 4 emrilt=w)),

Navic pokud pro piehlednost pouzijeme substituci (2.4), soustava (5.28) nabude tvaru

Ci(wo)A, = CL(0 — z0)Ap, (5.29)
B, = A, (5.30)

C, = Dy, (5.31)
Co(a0)Cr = —%ol(xo)AL, (5.32)
Bp = Ap, (5.33)

Cp = Dp, (5.34)
Coll — 20)Cp = —TCy(0 = 20)Ap. (5.35)

Ry
Jako posledni jesté zminme, ze v Kapitole 2 jsme ukazali, Ze plati nerovnosti (2.33) a (2.34),

proto plati
Ry
— #0.
Ry 7
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Nyni pfejdémé k jednotlivym specialnim situacim, které mohou nastat pro rovnosti
(5.29)—(5.35). Struktura této sekce bude nésledujici. Vzdy budeme uvazovat néjaky predpoklad,
ukdzeme si, pro které dvojice bodu (dy,ds) € R2 je splnény a nésledné ukdzeme jaké bude
feseni pro kritické body. Opét zde budeme hojné vyuzivat pomocnych tvrzeni ze Sekce 2.6.

Poznamenejme jen, ze v nékterém ze specialnich ptipadu se v nasledujici sekci objevi i fesent,

«s ee

5.4.1 Predpoklad prvni

V piipadé, ze by v rovnici (5.27), respektive (5.29) platily podminky

Ci(z = 0,
1 (o) (5.36)
Cl(g - ZE()) 7é 07
pak pro libovolné Ay # 0 dostaneme
Ap =0.
Takto ziskané Ap dosadime do (5.35) a mame

Zde ale vznika dalsi podminka, kterou je nutno vyfesit, a sice zda Co(¢ — ) je, nebo neni
nulové. Proto ted musime tento pifpad rozdélit jesté na dva podpifpady
Podpripad prvni

predpokladejme tedy, aby nejprve platilo

Pak ndm z rovnice (5.37) plyne

Cp=0.

Déle dosazenim prvni podminky (5.36) do rovnice (5.32) dostavame pro Ay # 0 rovnici
Co(20)Cr = 0,

Potom pomocné Tvrzeni 2.6.9 7ikd, ze pokud by platilo zéroven Ci(xg) = Cy(xg) = 0, pak

budou vysledné kritické body (dy, dy) pouze izolované body. Tyto mnoziny nas ale nezajimaji,
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tuto moznost nebudeme uvazovat a budeme predpoklddat pouze
Ca(z0) # 0. (5.39)
Potom diky rovnici (5.4.1) dostavame, ze
CL=0.

V tuto chvili mame vsechny koeficienty az na Ay, By nulové. To by znamenalo, ze feSeni
ur, € (0,20) je nenulové a feseni up € (zo,¢) je nulové. V takovém piipadé ale nesmime
zapomenout na posledni podminku v} (zy ) = u/p(xg ), kterd pozaduje spojitou prvn{ derivaci

mezi fesenimi up a uy. Ovérime, zda plati i tato podminka, kterd nam tedy dava rovnici
rie"* AL —rie” "By 4 ree"?* ) — roe” " Dy =

= —TleTl(Z_xO)Ap =+ T1€_T1(€_IO)BP — T26r2(€—xo)cp + T2€_T2(e_zO)Dp,

diky které dostavame osmou rovnici, kterda vyjadiena v substitucich stejné jako rovnice

(5.29)-(5.35) je tvaru
r1ALSt(xg) + 12CLS2(xg) = —r1ApS1(£ — xg) — 12Cp S (L — o). (5.40)
Dosazenim prozatim ziskanych rovnosti
Ap = By,

kterd jsou tedy libovolna a dale rovnosti

C,=D;, = 0,
AP = BP = 07
CP:DP = O,

ziskame rovnici tvaru

7”1AL51 (960) = 0>

Diky Tvrzeni 2.6.10 ale vime, ze pokud C(zy) = 0, potom

Si(zo) # 0.
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Nutné tedy musi platit, ze i

AL:BLIO.

Timto ndm vysly vsechny koeficienty Ay az Dp nulové, to znamend ze za podminek (5.36),

(5.38) a (5.39), by méla uloha (5.1), (5.2) a (5.3) pouze trividlni feSeni (u,v) = (0,0).

Takovému teseni ale nebudeme vénovat pozornost.
Podpripad druhy
V druhém podpripadé stejné jako v prvnim muze platit
Ap #0,
Ap =0.
Nyni ale pro rovnici (5.37) pozadujme, aby platil opak, tedy
Co(0 — ) = 0,

potom z rovnice

Co(l — z9)Cp = 0.
dostavame, ze i Cp muze byt libovolné, tedy
Cp # 0.
Naopak z rovnice (5.32), po dosazeni podminky (5.36) dostdvame

Cg(xo)CL =0.

(5.41)

(5.42)

Diky Tvrzeni 2.6.9, okamzité vime, ze pokud by platilo Cy(zg) = 0 a zdroven Ci(xy) = 0,

dostali bychom v roviné (dy,dsy) € Ri pouze jednotlivé izolované kritické body, pro které

by existovalo netrividlni feSeni. Tento pripad proto nebudeme uvazovat a zaméiime se na

pripad
Ca(x0) # 0.

ve kterém z rovnosti (5.42) dostaneme, ze

Cr =0.
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Shrnuti vSech podminek je tedy nésledujici

Ap =B # 0,
Cp=Dp # 0,
Cr=D, = 0,
Ap=Bp = 0.

Obe ¢asti feseni u, tedy uy, na intervalu (0, o) a up na intervalu (zo, £) jsou nenulové. Proto
nyni pouZzijeme jesté posledni podminku v} (z5) = up(xd) reprezentovanou rovnici (5.40).

Dosazenim rovnosti pak mame
r1ApSi(zg) = —1roCpSa(f — x).

Timto dostavame diky Tvrzeni 2.6.10 a rovnosti (3.16) netrividlni vztah mezi Ay a Chp.
Jelikoz jsme tedy ziskali koeficienty, 1ze ziskat obecné feseni. Dosadime je tedy do obecného

feseni (5.21) pro u a (5.23) pro v, a dostavame Feseni

up, = ApCi(z),
g dL2 lb( ) x € (0,x0) (5.44)
v, = —AL—lrgl—; 1 Cl(l'),
pro levou stranu a
_ r1_Si(zo) _
up = —Ars SQEK—(;O)EYQ(g ), v € (20, 0) (5.45)
vp = ALTI Sf(lf(f(;:)o) T2d1-|l:22 b 02(6 - I),

na pravé strané. Tato feseni ale vznikaji pouze za podminek (5.36), (5.41) a (5.43). Ukazme si
proto nyni, co to vlastné znamend vzhledem k parametrum d;, dy a jaké dostaneme kritické

body systému. Zamérme se piredevsim na podminky

Cl<$0> = 0,
Co(f —x) = 0,

Podle Tvrzenf 2.6.12 budou za téchto podminek v roviné (di,dz) € R pouze jednotlivé
izolované kritické body. To znamend, Ze feSeni sice vzniknou, ale pouze v jednotlivych bodech

roviny (dy,dy) € R2. Nedostaneme tak souvislou mnozinu kritickych bodu.
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5.4.2 Predpoklad druhy

V druhém predpokladu budeme rovnici (5.27), respektive (5.29), diskutovat za podminek

Cl(a’:O) = Oa

(5.46)
Cl<€—£l?0) = 0.

Podle Tvrzen{ 2.6.11 jsou podminky (5.46) splnény pro (dy,ds) € HY, coz je mnoZina kri-
tickych bodt, kterd rozdéluje rovinu (dy, dz) € R% na souvislé oblasti. Za podminek (5.46)

dostdvame diky rovnici (5.29) tvar
0 = AL =0 x% AP,

tudiz oba parametry mohou byt libovolné, a muzeme zvolit

AL#()?
Ap # 0.

Dosazenim predpokladu (5.46) do rovnice (5.32) dostavame
CQ(J}())CL =0.

Vzhledem k tomu, Ze nas nezajimaji izolované kritické body, budeme predpoklddat podle

Tvrzeni 2.6.13 ze
Cy(wo) # 0,

potom ziskame

Cr =0.

Déle dosazenim do rovnice (5.35) dostdvame
CQ(E — $0)CP = 0.

Pouzijeme-li stejnou ivahu jako v predchozi rovnosti, ke které nam tentokrat pomuze Tvrzeni

2.6.12, budeme ptedpokladat aby i

CQ(E — IL‘()) ?é O,

proto 1



V tuto chvili mame opét vsechny koeficienty Ay az Dp. Jejich netrividlnimi vztahy jsou

Ap=Bp # 0,
CL=D, = 0,
Ap=DBp # 0,
Cp=Dp = 0.

Obdobné dosadime obé strany feseni u, tedy uy a up do rovnice pro podminku v} (z;) =

us(zd) reprezentovanou rovnici (5.40) a dostaneme

TlAle(ZL‘Q) = —7’1141351(6 — QT()).

kterou jesté vydélime r; # 0 a ziskame vztah pro Ay a Ap, jelikoz podle Tvrzeni 2.6.10

S1(xg) # 0 a také S1(¢ — xo) # 0, dostaneme tedy
Ale(xo) = —ApSl(f — xo).

Jejich dosazenim do rozdéleného obecného feseni pro w tvaru (5.21) a stejné tak tvaru

(5.23) pro v, dostavame feseni

up, = ApCi(z),
t i lb( ) z € (0, 20) (5.47)
v, = —AL—lTbll—: 1101(1’),
pro pravou stranu intervalu a poté i
_ S1 (o)
wos ASERGE .
X ’I"2 ’ ’ ’
v = At )

Reseni plati pouze za podminek

Ci(zo) = 0,
Ci(0—x9) = 0,
Co(zo)  # 0,
Co(l =) # 0,

Coz podle Tvrzeni 2.6.11 znamend, ze dostdvame takové kritické body soustavy (5.1), (5.2),
(5.3), které spliuji
(dy,dy) € HY, (5.49)
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pro néjaké n € N. Jelikoz plati (5.49), znamena to, Ze
uy, € C*([0, z0)),

up € C*([x0, 1)),

a podle (5.20), (5.5) a (5.11), (5.12) mame

u € C*([0,4]). (5.50)
Jelikoz plati, ze

v = ’Y(d)UL,

vp =y(d)up

(se stejnym ~y(d)), potom plati, ze také
v, € C*([0, x¢)),

vp € 02([1'0,4),

a diky (5.22) a (5.50) ziskavame, ze i
v € C*([0,4)).

To znamend, ze feseni (u, v) navic v tomto piipadé spliuje regularitu a kritické body tohoto
specialnfho pifpadu lezi na hyperbole H! v roviné (dy,ds) € ]Ri. Tento specialni ptipad je

tedy stejny jako v Kapitole 3.

5.5 Nalezeni kritickych bodu

Po vyteseni specialnich pripadu si ukazeme teseni, pro které neplati ani jedna nulova rovnost
z predchozi Sekce 5.4. Dalsim krokem, ktery bude tieba udélat, je opétovné pouziti posledni
zbyvajici podminky (5.10), tedy u(xy) = up(x). Pomoci této posledni podminky, kterd

propojuje obé strany feseni, budeme hledat kritické body (dy,dz) € R?. Do rovnice
rie" AL —rie” "B 4 ree?* ) — roe” " Dy =
= —r e TP A e ) By o2 0 O e T D
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dosadime postupné vsechny ziskané vyjadreni koeficientu, které najdeme v Sekci 5.3 kromé
koeficientu Ay, od kterého se ostatni koeficienty odviji. Mame tedy rovnici

7’1(6T1$0 _ e_T1x0>AL + 1 <€T1(£7x0) — 6*7“1(5*360))(67“110 + 671“1:1:0)

Ar—

ert (l—z0) 4+ e (—x0)

Rl e’"1%o —+ e~ T1To

) Rl erxo + e~ "1Zo
Ro em2®o 4 g—r2%0

ro(l—xzo) _ —ro(f—xzo)\ L
R2 67’2(5—1‘0) + e—'I‘Q(Z—xo)

280 _ o270 Ar—ro(e e

—ry(e e AL =0,

Vytknutim A a casteéné i vytknutim r; a ro dostdvame rovnici

r120 —r1zT0
(em*0 4 e )

T1TO0 _ ,—T1T0 r1(—zo) _ ,—r1(f—wo)
(r1<(€ € ) + (6 € )67’1(Z—xo) + e—T1({—z0)

)_

o
2R2

Poznamka: Ptipady, kdy by mohlo nastat, ze délime nulovym ¢islem, jsme jiz vytesili v

Sekei 5.4.

10 —7r1x0 10 —Tr1xo
€ + € + (67"2330 _ 67"’21’0) € —I— (& ))AL — 0
er2(£—=o) + e—r2(£—o) er2%o | g—r2%o '

((67‘2 (foo) _ 677’2(57:130))

Pro ¢astecné zjednoduseni vyrazu uzijme opét substituci (2.4). Pak tedy vysledna rovnice

bude o néco prehlednéjsiho tvaru

Cl (170)
Cl (f — {L‘O)

) — 7“2%01(330)(

Sg(g — 11()) 52(270)
Cg(g — l’o) + Cg(l‘o)

(7"1(51 (ZL‘Q) + Sl (Z — CL’())

Jak jsme jiz zminili, pomoci této rovnice si najdeme kritické body (di,ds) € R%. Jelikoz

chceme Aj # 0, pak musi pro kritické body nutné platit

Cl(l‘o) R1
m) - 7“2R—201(370)(

Sg(g — .I()) SQ($0)

r1(Sh (o) + S1(¢ — o) Co(t—0) " Co(o)

)=0.  (5.51)

Pokud si definujeme funkci g(dy, ds) jako

C1 (o) Ry So(l — ) Sa(xg)
- - 7, ) e .52
9(dy, d2) = 11(S1(0) + S1(¢ 1’0)01(5 — xo)) T213201<x0>(02(€ — Ip) " C’2(xo>>7 (5:52)
pak mnozina kritickych bodu je
Ky, = {(d1,dy) € R% @ g(dy, dy) = 0} (5.53)

Jestlize d = (dy,ds) € K, jsou kritické body systému, pak feseni tlohy (5.1), (5.2), (5.3) s

prechodovou podminkou (5.4) je tvaru

u(r) =



kde

w@) = AUGE) - ADCE). © e (0.m), 55
UP([E) = ALﬂ3(d)(Cl<€ — ZL‘) — ﬂg(d)Cg(ﬁ — IL‘)), x € (.I'(),g).
Druhou slozkou v teseni pak je
vr(x) € (0,z9),
v(z) =
vp(z) x € (x0,0),
kde
or () = _A dl(T%CI(I)—ﬁl(d)T§C2(I))+bu(Cl(u’v)—ﬁl(d)cz(x))’ z € (0,70),
L( ) Ldl(r2Cl(Efz)fﬁg(d)TQCj(li))ern(Cl(éfx)fﬁg(d)Cg(fo)) ( 0) (555)
vp(r) = —Apfs(d)=- = . x € (z0,0),
kde
R101(SUO)
d) = L
Bl( ) 3202(1'0)
R101(€ — .1'0)
d) = =2 20)
62( ) RQOQ(K_ZEO)’
01($0)
d) = 20
Fa(d) Cy (0 — o)
Ar € R.

Zde jiz nepujde ziskat mnozinu kritickych bodu analyticky, jako se nam to povedlo v

Kapitole 3. Mnozinu K,, musime zjistit numericky.

5.6 Vysledek

Nakonec i v této pomérné komplikované tloze se ndm podarilo najit mnozinu kritickcyh

bodu rozdélujici rovinu (dy, d>) € R3 na souvislé oblasti.

Tvrzeni 5.6.1 MnoZina vsech kritickyjch bodi (di,dy) € R2 dlohy (5.1), (5.2), (5.3) s
prechodovou podminkou (5.4) je

Kacg = {(dl,dQ) S Ri . g(dl,dg) = O},
kde g(dy,ds) je tvaru (5.52).

Pokud d € K,,, pak feseni (u,v) tlohy (5.1), (5.2), (5.3) s pfechodovou podminkou (5.4) je
tvaru (5.54) pro prvni slozku u a (5.55) pro druhou slozku v.
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5.6.1 Shrnuti

Opét se nam podarilo ukdzat, ze kritické body ulohy (5.1), (5.2), (5.3) s prechodovou
podminkou (5.4) existuji. Mnozina kritickeyh bodu, kterd rozdéluje rovinu (di,ds) € R3
na souvislé oblasti je

Kxg = {(dl,dQ) S Ri . g(dl,dg) = O},

kde g(dy,ds) je tvaru (5.52). Uvnitf jednotlivych oblasti existuje opét pouze nulové feSeni.
Navic v jednom specialnim ptripadé se nam podafilo najit feseni stejného typu jako v Kapitole

3.
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Kapitola 6
Priklady

V nasledujici kapitole si ukdzeme, jak vypadaji mnoziny kritickych bodt pro jednotlivé ilohy.
Také si vykreslime konkrétni ukazkové teseni pro tlohu z Kapitoly 3, Kapitoly 4 a také pro
tlohu z Kapitoly 5. Spolecné pro vsechny tlohy si zvolime stejny interval (0,¢) a hodnoty

koeficienttu b;;. Zvolme si tedy konkrétné matici

1 =2
B =
2 =2
ktera spliuje podminky pro koeficienty b;; (3.4) a (3.5). Konkrétni soustava rovnic od-
povidajici matici B pak bude
div"+u—-2v = 0,
' (6.1)
dov” +2u—2v = 0.

Rovnice méjme na intervalu (0,1). Doted byla zadan{ stejnd nyni bude tfeba si kapitolu

rozdélit pro kazdou tlohu zvlast

6.1 Uloha z Kapitoly 3

Tato tloha m4 pro soustavu rovnic (6.1) predepsané Neumannovy okrajové podminky

u'(0) =0, u'(1) =0,
0 1 62
v'(0) =0, V(1) = 0.
Mnozina kritickych bodu je podle Tvrzeni 3.3.1 tvaru
Ky=|]JH,.
n=1
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Vykreslenim mnoziny kritickych bodu vypada nasledovneé:

1.5

6.9

Obréazek 6.1: Hyperboly H!, kde n=1,2,3 4.

Reden{ soustavy pro kritickeé body d € Ky na intervalu (0;1) a n = 1 je tvaru

u(x) = ACH(x),
v(z) = ag(d)AC(x),

z e (0;1)

kde
. 1-— dllil

(03] (d) )

>0
k1 = (m)?

AeR.

Dosazenim konkrétnich kritickych bodu d; = 0.08, dy = 1.7235 a zvolenim A = —1,
muzeme vykreslit hledané feseni (u,v) tlohy (6.1), (6.2), které je nésledujici, Kde slozka s

10

real{u{x,d10,d28))
i u{x,d18,.

real{v{xd. 8.
inaglv{ 8,428’

) —
) —

Obrézek 6.2: Resen tlohy (6.1), (6.2) pro A = —1.
mensi amplitudou je u a zbyvajici slozka s vétsi je v.
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6.2 Uloha z Kapitoly 4

Tato uloha ma pro soustavu rovnic (6.1) predepsané smisené okrajové podminky tvaru

u'(0) =0, u'(1) =0,
(0 () .
v’ 0, v(l) =0.
Mnozinou kritickych bodu je potom
KD = {(dl,dg) < Ri_ . f(dl,dg) = 0}
kde
f(dy, d2) = 7"151(1)02(1)(d17’§ + 1) - 7"252(1>Cl(1)(d17”% + 1),

Vykreslenfm mnoziny kritickych bodi ziskdme nésledujici obrézek: Resenf tlohy pro kritické

d2

Obrazek 6.3: Mnozina kritickych bodu Kp.

body d € Kp je potom tvaru

u(z) = A(Ci(z) — Ca(x)a(d) = € (0;1).

di (riCi(z) — r3Ca(x)a(d)) + 1(Ci(x) — Ca(x)a(d))

v(z)=—-A 5

x € (0;1).

kde
. 7“151(1)

N 7‘252(1) .
Opét dosazenim konkrétnich kritickych bodu d; = 0.5, dy = 0.5 a zvolenim A = —1,

af

muzeme vykreslit hledané teseni (u,v) tlohy (6.1), (6.3), které je nésledujici
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:m:m
iiid

dxdE
e
FrEs
LRiL
BRER
BEES
LLLL
RRRR
EERE

-1.5
-2 \

Obrazek 6.4: Resenf tlohy (6.1), (6.3) pro A = —1, kde v je hornf kiivka a u dolni.

6.3 Uloha z Kapitoly 5

Tato tloha m4 tedy soustavu (6.1) a Neumannovy okrajové podminky

u'(0) =0, u'(1) =0,
) ) o
v 0, v 0.

a spolu s nimi navic definovanou prechodovou podminku v(zy) = 0 zvolenim xy, = 3/4, tak
dostavame kompletni zadani tlohy s prekazkou
v(3/4) = 0. (6.5)
Mnozina kritickych bodu této tlohy je
K3y = {(d1,d,) € Ri : g(dy,dy) = 0},
kde
C1(3/4) (1/4) | 5:(3/4)

9l dy) = (S1(3/4) + S (/) F 3 7m) = T2%61(3/4>(52(1/4) e

Vykreslenim funkce g(dy, ds) ziskavame Obrazky 6.5 a 6.6

Jelikoz chceme, aby se vynulovala jak slozka redlnd tak imaginarni, nachézime (d;, dy) na
stejné hranici oblasti, kde funkce g(d;, dy) stfida kladnost nebo zdpornost realné a imaginarni
casti. Neboli najdeme kritické body d € K3/4. Nédsledné vime z Kapitoly 5, Ze feSeni tilohy
(6.1), (6.4), (6.5) je tvaru

up(z) e (053/4),

u(z) =
up(r) z € (3/4;1).
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d2

d1

Obrazek 6.5: Pro obalsti v roviné parametru, kde je redlnd slozka funkce g¢(di,ds)

kladna/zaporna.

d2

Obrazek 6.6: Pro obalsti v roviné parametru, kde je imagindrni slozka funkce g(di,ds)

kladnd /zaporna.

kde
ur(r) = Ar(Ci(z) = Bi(d)Ca(x)), = € (0;3/4),

up(r) = Apfs(d)(Ci(l —z) = fa(d)Co(1 — ), 2 €(3/41),
Druhou slozkou teseni pak je v, tedy
vr() @€ (0:3/4),
vp(z) « e (3/41),

v(z) =

kde

UL($> _ A, 011(7%6'1(90)*51(d)T%C'z(f);Jrl(Cl(9”)*/31(@02(90))7 = (O; 3/4)7

/UP(ZE) _ —AL/Bg(d) d1('I’%Cl(1—$)—52(d)7‘§02(m)_);—l(cl(1—&7)—,32((1)02(1—&7))’ = (3/47 1)’
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kde

R101(3/4)

Bi(d) = RaCa(3/0)"

RiCi(1/4)

Ba(d) = RaCo(1/1)°
_ Gi(3/4)

Dosazenim konkrétnich kritickych bodu d; = 0.15, dy = 0.0966 a zvolenim A = —

muzeme vykreslit hledané feseni (u,v) ulohy (6.1), (6.4) s prechodovou podminkou (6.5),
které je nasledujici

Kde v je funkce zlomend v bodé zy = 3/4.

Obrazek 6.7: Resen{ tlohy (6.1), (6.4), (6.5)
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Zaver

V diplomové praci jsme studovali systém reakce-difize typu aktivator-inhibitor, to jest sou-
stavu dvou homogennich obycejnych diferencialnich rovnic 2. fadu s konstantnimi koeficienty,
pro tii typy homogennich okrajovych podminek. Studovali jsme existenci feseni vzhledem
k parametrum difize. Ve vSech tfech pripadech se nam podarilo ukazat existenci mnoziny

parametru, pro které existuje netrivialni dané okrajové tlohy.
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