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Školitel: Mgr. Jan Eisner, Dr.
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5.5 Nalezeńı kritických bod̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Kapitola 1

Úvod

Diplomová práce pojednává o systému reakce-difúze typu aktivátor-inhibitor. Postupně

v jednotlivých kapitolách práce budeme řešit tento systém s r̊uznými okrajovými podmı́nkami.

V Kapitole 3 budeme studovat systém s homogenńımi Neumannovými okrajovými podmı́nkami

pro obě složky řešeńı. V Kapitole 4 budeme studovat systém s homogenńımi Neumannovými

podmı́nkami pouze pro aktivátor, zat́ım co pro inhibitor budou předepsány smı́̌sené okrajové

podmı́nky (na jedné straně intervalu homogenńı Neumannova podmı́nka a na druhé straně

intervalu pak homogenńı Dirichletova podmı́nka). V Kapitole 5 budeme studovat systém

s homogenńımi Neumannovými podmı́nkami jako v Kapitole 3, ale předeṕı̌seme nav́ıc pro

inhibitor homogenńı podmı́nku uvnitř intervalu. T́ım se nám úloha rozpadne na dvě okrajové

úlohy s přechodovou podmı́nkou.

Ve všech kapitolách budeme studovat existenci řešeńı systému vzhledem k parametr̊um

difúze. Jelikož se ve všech př́ıpadech jedná o homogenńı okrajové úlohy, budou mı́t tyto vždy

triviálńı řešeńı (u, v) = (0, 0).

Ćılem diplomové práce bude nalezeńı těch hodnot parametr̊u difúze (takzvaných kri-

tických bod̊u systému), pro které budou existovat i netriviálńı řešeńı.

Pro čistě Neumannovu okrajovou úlohu, studovanou v Kapitole 3, se nám podař́ı nalézt

množinu kritických bod̊u analyticky a podař́ı se nám explicitně ukázat, že množina kritických

bod̊u tvoř́ı hyperboly v rovině parametr̊u difúze. Jedná se o potvrzeńı známého výsledku

1



(viz. [6], [7], [8]). Pro smı́̌senou a přechodovou okrajovou studovanou v Kapitolách 4 a 5

źıskáme pouze implicitńı vyjádřeńı pro př́ıslušné množiny kritických bod̊u. V jednotlivých

konkrétńıch př́ıpadech se nám podař́ı źıskat množiny kritických bod̊u numericky, jak bude

ukázáno v závěrečné Kapitole 6.

Poznámky, tvrzeńı a věty jsou č́ıslovány podle pořad́ı a umı́stěńı v kapitole. Důkazy

následuj́ı bezprostředně po tvrzeńı či větě a jsou ukončeny symbolem �.

Práce je vysázena systémem LATEX a obrázky kresleny v programu GeoGebra a Gnuplot.
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Kapitola 2

Základńı pojmy a pomocná tvrzeńı

2.1 Seznam značeńı

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Množina všech reálných č́ısel.

R+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Množina všech reálných kladných č́ısel.

N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Množina všech přirozených č́ısel.

C([a, b]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Spojité funkce na ([a, b]).

Ck([a, b]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Spojitě diferencovatelné funkce včetně k-té derivace na ([a, b]).

bij . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Koeficienty b11, b12, b21, b22.

(d1, d2) ∈ R2
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rovina parametr̊u d1, d2.

Hn, HC
n , H`

n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Hyperboly v rovině parametr̊u difúze.

KN , KD, Kx0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Výsledné množiny kritickcých bod̊u.

Dω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Diskriminant charakteristické rovnice 4.stupně.

detB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Determinant matice (v tomto př́ıpadě) B.

FS = {...} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Fundamentálńı systém.

SI , SII , SIII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sektory v rovině parametr̊u.

(u, v) 6= (0, 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Netriviálńı (nenulové) řešeńı.

(u, v) = (0, 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Triviálńı (nulové) řešeńı.
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2.2 Prostory hladkých funkćı

Jelikož budeme v textu pracovat s množinami funkćı spojitých nebo spojitě diferencova-

telných, zavedeme si značeńı: Pro celé nezáporné č́ıslo k a konečný interval [a, b] označ́ıme

symbolem

Ck([a, b])

množinu všech funkćı f = f(x) definovaných na intervalu [a, b], které tam jsou spojité a

maj́ı (pro k > 0) spojité derivace až do k-tého řádu včetně. V krajńıch bodech intervalu

[a, b] uvažujeme derivaci zprava, respektive zleva.(viz. [5])

2.3 Systém reakce-difúze

Mějme úlohu zadanou systémem rovnici pro neznámé funkce u, v, která je tvaru

d1u
′′(x) + b11u(x) + b12v(x) = 0,

d2v
′′(x) + b21u(x) + b22v(x) = 0,

x ∈ (0, `).

V tomto systému členy b11u, b12u, b21v, b22v představuj́ı reakci a členy u′′ a v′′ představuj́ı

difúzi, která je ovlivňována parametry d1, d2 ∈ R+. Nav́ıc, pokud maticový zápis koeficient̊u

bij splňuje  + −

+ −

 nebo

 + +

− −

 ,

mluv́ıme o takzvaném systému reakce-difúze typu aktivátor-inhibitor, kde složka u je ak-

tivátorem a složka v inhibitorem.

2.4 Zadáńı a řešeńı úlohy

Mějme úlohu zadanou systémem rovnic pro neznámé funkce u, v, která je tvaru

d1u
′′(x) + b11u(x) + b12v(x) = 0,

d2v
′′(x) + b21u(x) + b22v(x) = 0,

x ∈ (0, `) (2.1)

kde d1, d2 ∈ R+ a b11, b12, b21, b22 ∈ R a k ńı př́ıslušné Neumannovy okrajové podmı́nky

u′(0) = 0, u′(`) = 0,

v′(0) = 0, v′(`) = 0.
(2.2)
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Potom řešeńım okrajové úlohy rozumı́me takovou dvojici funkćı (u, v) splňuj́ıćı soustavu

rovnic (2.1), okrajové podmı́nky (2.2) a regularitu

u, v ∈ C2([0, `]). (2.3)

2.5 Kritické body

Mějme soustavu (2.1) a okrajové podmı́nky (2.2). Potom řešeńı úlohy (2.1), (2.2) je závislé

na parametrech d = (d1, d2) ∈ R2
+. Jelikož soustava (2.1) i okrajové podmı́nky (2.2) jsou

homogenńı, pak (u, v) = (0, 0) je řešeńım pro libovolné parametry (d1, d2). Jako kritické

body systému pak označme takové hodnoty parametr̊u (d1, d2), pro které plat́ı, že řešeńı

(u, v) okrajové úlohy (2.1), (2.2) splňuje (u, v) 6= (0, 0).

Nav́ıc se v diplomové práci zaměř́ıme předevš́ım na množiny kritických bod̊u, které

rozděluj́ı rovinu d = (d1, d2) ∈ R2
+ na souvislé oblasti. Odděluj́ı tak od sebe jednotlivé

oblasti, kde kritické body nejsou, a tedy kde existuje pouze triviálńı řešeńı (u, v) = (0, 0).

2.6 Pomocná tvrzeńı

Zavěd’me si nyńı některá tvrzeńı a pojmy, které se zpočátku mohou jevit nepotřebné, nakonec

však uvid́ıme, že se nám vyplat́ı je uvést. Ještě předńım si však zavedeme některé substituce,

které budou v pozděǰśıch výpočtech také použ́ıvány.

S1(x) = er1x − e−r1x,

S2(x) = er2x − e−r2x,

C1(x) = er1x + e−r1x,

C2(x) = er2x + e−r2x.

(2.4)

a nav́ıc si definujeme výraz

ω1,2 =
−(d2b11 + d1b22)±

√
Dω

2d1d2
, (2.5)

kde

Dω = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2detB, (2.6)

kde

detB = (b11b22 − b12b21).
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Nav́ıc plat́ı vztahy

r21 = ω1, r22 = ω2. (2.7)

Časem r1,2 budou vlastně kořeny charakteristické rovnice 4. stupně odpov́ıdaj́ıćı obyčejné

rovnici 4. řádu, která bude d̊uležitá pro studium našeho systému. Posledńı nutnost́ı je zmı́nit

znaménkové předpoklady koeficient̊u bij, jenž jsou součást́ı zadáńı každé úlohy a vypadaj́ı

následovně. Vytvoř́ıme-li si z koeficient̊u bij matici, bude tvaru

B =

 b11 b12

b21 b22

 .

Pro koeficienty bij budeme v celé diplomové práci předpokládat, že matice B je typu + −

+ −

 nebo

 + +

− −

 (2.8)

a, že

detB > 0, b11 + b22 < 0. (2.9)

Ještě ale dodejme, že všechny funkce (2.4) jsou definované na intervalu (0, `), dále se bude

v následuj́ıćıch definićıch objevovat parametr L, který je kladný a později budeme použ́ıvat

L ∈ {x0, `− x0, `}.

Tvrzeńı 2.6.1 Necht’ L > 0, potom

S1(L) = 0

tehdy a jen tehdy, když

ω1 = −(
nπ

L
)2, (2.10)

pro nějaké n ∈ N a obdobně

S2(L) = 0

tehdy a jen tehdy, když

ω2 = −(
mπ

L
)2, (2.11)

pro nějaké m ∈ N.
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Důkaz: Rozeṕı̌seme-li si S1(L) a S2(L) dostaneme

er1L − e−r1L = 0,

er2L − e−r2L = 0,

neboli

e2r1L = 1,

e2r2L = 1,

což plat́ı, když

2r1L = 2nπi,

2r2L = 2mπi,

pro nějaká n,m ∈ N. Vyjádř́ıme-li si r1 a r2, pak máme

r1 = nπi
L
,

r2 = mπi
L
.

Rovnice si můžeme stejně tak dobře vyjádřit i pomoćı ω1,2 ze vztahu (2.7), tedy

ω1 = −(nπ
L

)2,

ω2 = −(mπ
L

)2.

�

Tvrzeńı 2.6.2 Necht’ L > 0, potom

C1(L) = 0

tehdy a jen tehdy, když

ω1 = −(
(2n− 1)π

2L
)2. (2.12)

pro nějaké n ∈ N. Obdobně

C2(L) = 0

tehdy a jen tehdy, když

ω2 = −(
(2m− 1)π

2L
)2, (2.13)

pro nějaké m ∈ N.
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Důkaz: Podobně jako v d̊ukaze pro Tvrzeńı 2.6.1 rozeṕı̌seme-li si C1(L) a C2(L) dostaneme

er1L + e−r1L = 0,

er2L + e−r2L = 0,

neboli

e2r1L = −1,

e2r2L = −1,

což plat́ı, když

2r1L = (2n− 1)πi,

2r2L = (2m− 1)πi,

pro nějaká n,m ∈ N. Vyjádř́ıme-li si r1 a r2 pak máme

r1 = (2n−1)πi
2L

,

r2 = (2m−1)πi
2L

.

Rovnice lze podle rovnosti (2.7) vyjádřit i jako

ω1 = −( (2n−1)π
2L

)2,

ω2 = −( (2m−1)π
2L

)2.

�

Poznámka 2.6.3 Pokud si rovnost (2.10) z Tvrzeńı 2.6.1 označ́ıme jako

ω1 = −κn,

kde plat́ı, že κn > 0 a

κn = (
nπ

L
)2 n ∈ N. (2.14)

potom κn jsou vlastńı č́ısla úlohy

−u′′ = κu na (0, L) (2.15)

pro Neumannovy okrajové podmı́nky

u′(0) = 0, u′(L) = 0. (2.16)

Př́ıslušnými vlastńımi funkcemi úlohy potom jsou

un = cos
√
κnx na (0, L)

8



nebo

ũn = cos
√
κn(L− x) na (0, L).

Obdobně, pokud si (2.12) z Tvrzeńı 2.6.2 označ́ıme jako

ω1 = −µn,

kde plat́ı, že µn > 0 a

µn = (
(2n− 1)π

2L
)2 n ∈ N. (2.17)

potom µn jsou vlastńı č́ısla úlohy

−u′′ = µu na (0, L), (2.18)

pro Neumannovy okrajové podmı́nky na jedné straně intervalu (0, L) a Dirichletovy na druhé

strané

u′(0) = 0, u(L) = 0. (2.19)

Př́ıslušnými vlastńımi funkcemi úlohy potom jsou

un = cos
√
µnx na (0, L).

Respektive úloha (2.18) s podmı́nkami

u(0) = 0, u′(L) = 0.

Má stejná vlastńı č́ısla µn tvaru (2.17). Př́ıslušné vlastńı funkce jsou tvaru

ũn = cos
√
µn(L− x) na (0, L).

Tvrzeńı 2.6.4 Jestlǐze plat́ı −ω1 = κn, kde plat́ı (2.14) pro nějaké n ∈ N, neboli jestlǐze

plat́ı

S1(L) = 0,

potom plat́ı, že

d = (d1, d2) ∈ Hn,

kde

Hn = {(d1, d2) ∈ R+
2 : d2 =

detB − κnd1b22
b11κn − d1κ2n

}. (2.20)

9



Důkaz: Začněme u rovnosti

κn = −ω1,

dosazeńım rovnosti (2.5) za ω1, pak dostaneme postupně

κn = −
−(d2b11 + d1b22) +

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)

2d1d2
,

−2d1d2κn = −(d2b11 + d1b22) +
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21).

(d2b11 + d1b22)− 2d1d2κn =
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21),

rovnici umocńıme na druhou, výraz (b22b11 − b12b21) zaṕı̌seme jako detB a źıskáváme

((d2b11 + d1b22)− 2d1d2κn)2 = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2detB,

(d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2κn(d2b11 + d1b22) + 4d21d

2
2κ

2
n = (d2b11 + d1b22)

2 − 4d1d2detB

−4d1d2κn(d2b11 + d1b22) + 4d21d
2
2κ

2
n = −4d1d2detB,

Převedeme vše na jednu stranu a vytknut́ım −4d1d2 źıskáme výraz

−4d1d2(κn(d2b11 + d1b22)− d1d2κ2n − detB) = 0,

Jelikož −4d1d2 6= 0, potom muśı nutně platit, že

κn(d2b11 + d1b22)− d1d2κ2n − detB = 0,

κnd2b11 + κnd1b22 − d1d2κ2n = detB,

d2(κnb11 − d1κ2n) = detB − κnd1b22,

vyjádř́ıme-li si d2 od d1, výsledná množina kritických bod̊u (d1, d2) bude tedy dána funkćı

d2 =
detB − κnd1b22
b11κn − d1κ2n

. (2.21)

Grafy této funkce pro každé n ∈ N jsou hyperboly Hn.

�

Tvrzeńı 2.6.5 Jestlǐze plat́ı −ω1 = κm, kde plat́ı (2.14) pro nějaké m ∈ N, neboli jestlǐze

plat́ı

S2(L) = 0,

potom plat́ı, že

d = (d1, d2) ∈ Hm,

10



kde

Hm = {(d1, d2) ∈ R+
2 : d2 =

detB − κmd1b22
b11κm − d1κ2m

}. (2.22)

Důkaz: Bude vedený obdobně, jen budeme vycházet z rovnice ω2 = −κm. Dosazeńım na ω2

pak stejnými úpravami jako v předchoźım d̊ukazu pro tvrzeńı 2.6.4 źıskáme stejnou rovnost

d2 =
detB − κmd1b22
b11κm − d1κ2m

,

�

Tvrzeńı 2.6.6 Jestlǐze plat́ı −ω1 = µn, kde µn je (2.17) pro nějaké n ∈ N, neboli jestľze

plat́ı

C1(L) = 0,

potom plat́ı, že

d = (d1, d2) ∈ HC
n ,

kde

HC
n = {(d1, d2) ∈ R2

+ : d2 =
detB − µnd1b22
b11µn − d1µ2

n

}.

Důkaz: Provedeme stejně jako d̊ukaz Tvrzeńı 2.6.4, jen použijeme µn mı́sto κn.

�

Tvrzeńı 2.6.7 Jestlǐze plat́ı −ω2 = µm, kde µm je (2.17) pro nějaké m ∈ N, neboli jestlǐze

plat́ı

C2(L) = 0,

potom plat́ı, že

d = (d1, d2) ∈ HC
m,

kde

HC
m = {(d1, d2) ∈ R2

+ : d2 =
detB − µmd1b22
b11µm − d1µ2

m

}.

Důkaz: Je stejný jako d̊ukaz pro Tvrzeńı 2.6.5.

�
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Tvrzeńı 2.6.8 Rovnosti S1(L) = 0 a zároveň S2(L) = 0 nastanou současně tehdy a jen

tehdy, když

(d1, d2) ∈ Hn ∩Hm.

Nav́ıc pokud

Dω 6= 0, (2.23)

pak plat́ı

n 6= m

a

Hn 6= Hm.

Důkaz: Prvńı část tvrzeńı, že (d1, d2) ∈ Hn ∩ Hm. plyne z Tvrzeńı 2.6.4 a Tvrzeńı 2.6.5.

Nav́ıc máme podle Tvrzeńı 2.6.1, že

ω1 = −(nπ
L

)2 = −κn,

ω2 = −(mπ
L

)2 = −κm.
(2.24)

pro nějaká n,m ∈ N. Pokud předpokládáme (2.23), máme

ω1 6= ω2,

a tedy

κn 6= κm.

Vzhledem k tvaru (2.24) a tvaru hyperbol (2.20) a (2.22) dostáváme, že

n 6= m

a

Hn 6= Hm.

�

Tvrzeńı 2.6.9 Rovnosti C1(L) = 0 a zároveň C2(L) = 0 nastanou současně tehdy a jen

tehdy, když

(d1, d2) ∈ HC
n ∩HC

m.
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Nav́ıc pokud (2.23), pak plat́ı

n 6= m

a

HC
n 6= HC

m.

Důkaz: Obdobně jako v Tvrzeńı 2.6.8.

Tvrzeńı 2.6.10 Jestli že plat́ı C1(L) = 0, potom S1(L) 6= 0.

Důkaz: pokud si rozeṕı̌seme C1(L) = 0 a S1(L) = 0, pak dostaneme

er1L + e−r1L = 0,

er1L − e−r1L = 0,

neboli

e2r1L = −1,

e2r1L = 1.

Tyto rovnosti však zároveň nastat nemohou.

�

V následuj́ıćıch tvrzeńıch budeme uvažovat x0 ∈ (0, `) libovolné a budeme studovat funkce

z (2.4) pro L = x0 a L = (`− x0).

Tvrzeńı 2.6.11 Jestlǐze plat́ı C1(x0) = 0 a zároveň C1(`− x0) = 0 pro nějaké x0 , potom

S1(`) = 0

a plat́ı, že

(d1, d2) ∈ Hk. (2.25)

pro nějaké k ∈ N a L = `.

Důkaz: Z rovnost́ı v Tvrzeńı 2.6.11 podle (2.12), pak podle rovnice (2.12) dostaneme

rovnosti

ω1 = −( (2n−1)π
2x0

)2,

ω1 = −( (2m−1)π
2(`−x0) )2.

pro nějaká n,m ∈ N. Jelikož jedna se rovná druhé, dostaneme

−(
(2n− 1)π

2x0
)2 = −(

(2m− 1)π

2(`− x0)
)2.

13



Po odmocněńı a následném vynásobeńı − 1
π

pak

2n− 1

2x0
=

2m− 1

2(`− x0)
. (2.26)

Rovnici dále upravujeme

(`− x0)(2n− 1) = (2m− 1)x0,

`(2n− 1)− x0(2n− 1) = (2m− 1)x0,

`(2n− 1) = (2m− 1)x0 + x0(2n− 1),

`(2n− 1) = x0(2m+ 2n− 2).

n,m ∈ N

Rovnici uprav́ıme opět do tvaru rovnice (2.26), tedy

`(2n− 1) = 2x0(m+ n− 1),

2n−1
2x0

= m+n−1
`

.
n,m ∈ N

Pokud ted’ najdeme takové

ω1 = −(
kπ

`
)2 = −κk, (2.27)

pro nějaké k ∈ N. Tedy dle Tvrzeńı 2.6.4 dostáváme, že d = (d1, d2) ∈ Hk pro k = n+m− 1

a podle Tvrzeńı 2.6.1 pro L = ` dostáváme, že

S1(`) = 0.

�

Na rozd́ıl od Tvrzeńı 2.6.11 se budeme nyńı zabývat r̊uznými C1, C2 v r̊uzných argumen-

tech x0, `− x0.

Tvrzeńı 2.6.12 Pokud C1(x0) = 0 a zároveň C2(`− x0) = 0, pak

(d1, d2) ∈ HF
k,m ∩HG

k,m,

kde

HF
k,m = {(d1, d2) ∈ R+

2 : d2 =
−d1b22

b11 − d1(µx0k + µ`−x0m )
} (2.28)

a

HG
k,m = {(d1, d2) ∈ R+

2 : d2 =
detB

d1µ
x0
k µ

`−x0
m

}. (2.29)
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Důkaz: Obdobný jako d̊ukaz pro Tvrzeńı 2.6.11, pouze s t́ım rozd́ılem, že vycháźıme z

tvar̊u rovnic (2.12) a (2.13).

začněme opět t́ım, že si rozeṕı̌seme rovnosti C1(x0) = 0, C2(` − x0) = 0 do tvaru dle

rovnice (2.12) a (2.13), tedy

−ω1 = ( (2k−1)π
2x0

)2 = µx0k ,

−ω2 = ( (2m−1)π
2(`−x0) )2 = µ`−x0m ,

(2.30)

pro nějaká k,m ∈ N. Nyńı, když dosad́ıme dosad́ıme za ω1,2 rovnost (2.5)

(d2b11+d1b22)−
√
Dω

2d1d2
= µx0k ,

(d2b11+d1b22)+
√
Dω

2d1d2
= µ`−x0m ,

budeme řešit rovnice jako soustavu pro neznámé d1, d2. Vynásob́ıme-li obě rovnice jmeno-

vatelem 2d1d2 źıskáváme

(d2b11 + d1b22)−
√
Dω = 2d1d2µ

x0
k ,

(d2b11 + d1b22) +
√
Dω = 2d1d2µ

`−x0
m ,

Přičteńım prvńı rovnice k druhé a následně odečteńım prvńı od druhé źıskáváme rovnice

(d2b11 + d1b22) = d1d2(µ
x0
k + µ`−x0m ),

√
Dω = d1d2(µ

`−x0
m − µx0k ),

(2.31)

Pokud si ted’ z prvńı rovnice soustavy (2.31) vyjádř́ıme d2 dostaneme

HF
k,m = {(d1, d2) ∈ R+

2 : d2 =
−d1b22

b11 − d1(µx0k + µ`−x0m )
}.

Grafem této kř́ıvky v rovině (d1, d2) ∈ R2
+ je hyperbola HF

k,m.

Pokud nyńı umocńıme druhou rovnici soustavy (2.31) a dosad́ıme za Dω dostaneme

(d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2detB = d21d

2
2(µ

`−x0
m − µx0k )2,

dosazeńım prvńı rovnice ze soustavy (2.31) pak dostaneme tvar

d21d
2
2(µ

x0
k + µ`−x0m )2 − 4d1d2detB = d21d

2
2(µ

`−x0
m − µx0k )2,

postupnými úpravami se pak dostaneme až ke konečné rovnici

HG
k,m = {(d1, d2) ∈ R+

2 : d2 =
detB

d1µ
x0
k µ

`−x0
m

}.

15



�

Tvrzeńı 2.6.13 Pokud C2(x0) = 0 a zároveň C1(`− x0) = 0, pak

(d1, d2) ∈ HF
k,m ∩HG

k,m,

kde hyperboly jsou tvaru (2.28) a (2.29).

Důkaz: Stejný jako v Tvrzeńı 2.6.12.

�

Poznámka 2.6.14 V rovině (d1, d2) ∈ R2
+, je křivka HG

k,m také hyperbolou. Řešeńım sou-

stavy (2.30) jsou (d1, d2) taková, která lež́ı na množině bod̊u HF
k,m ∩ HG

k,m. Jelikož jsou hy-

perboly na prvńı pohled rozd́ılné, jejich pr̊uniky jsou izolované body.

2.7 Pomocné rovnosti

V jednotlivých úlohách budeme potřebovat ověřovat i některé rovnosti, jejichž pozděǰśı do-

kazováńı by nám znepřehlednilo úlohu. Pro přehlednos prodiskutujme tedy tyto rovnosti,

použ́ıvané při výpočtech v následuj́ıćıch sekćıch již v této sekci. Později se na ně budeme

pouze odkazovat.

Prvńı druh nerovnost́ı i s jeho podmı́nkami uvedeme v následuj́ıćım tvrzeńı

Tvrzeńı 2.7.1 Pro všechna (d1, d2) ∈ R2
+ za znaménkových předpoklad̊u bij (2.8) a (2.9),

jsou nerovnosti

r2 6= 0, (2.32)

R2 6= 0, (2.33)

R1 6= 0, (2.34)

kde

R1 = r21 +
b11
d1

(2.35)

a

R2 = r22 +
b11
d1
, (2.36)

vždy splněny.
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Důkaz: Prvńı na řadě bude nerovnost (2.32), tedy

r2 6= 0.

Dosazeńım za r2 ze vztahu (2.7) postupně dostáváme ekvivalentńı nerovnosti√
−(d2b11 + d1b22)−

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)

2d1d2
6= 0, (2.37)

−(d2b11 + d1b22)−
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21) 6= 0. (2.38)

Pod́ıváme-li se na rovnici (2.38) zjist́ıme, že rovnost by nastala pouze v př́ıpadě, kdy plat́ı

−4d1d2(b22b11 − b12b21) = 0,

Tento př́ıpad však nemůže nastat, jelikož plat́ı (d1d2) ∈ R2
+ a (2.9). Nerovnost (2.38) je

splněna vždy, a tedy plat́ı i nerovnost (2.32).

Nyńı ověřovaná rovnost bude (2.33), tedy

r22 +
b11
d1
6= 0,

tady opět využijme vztahu (2.7) a sice, že r22 = ω2 a převedeńım b11
d1

na pravou stranu źıskáme

ω2 6= −
b11
d1
.

Postupnými úpravami pak dostáváme ekvivalentńı nerovnosti

−(d2b11 + d1b22)−
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)
2d1d2

6= −b11
d1
,

−b11
d1
− b22
d2
−

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)

d1d2
6= −2

b11
d1
,

b11
d1
− b22
d2
−

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)

d1d2
6= 0.

Po následuj́ıćıch úpravách odstrańıme zlomek t́ım, že rovnici vynásob́ıme d1d2, dostáváme

tedy ekvivalentně

d2b11 − d1b22 −
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21) 6= 0,

(d2b11 − d1b22)−
√

(d2b11 − d1b22)2 + 4d1d2b12b21) 6= 0.
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Posledńı nerovnost by neplatila tehdy a jen tehdy, pokud

4d1d2b12b21 = 0,

což d́ıky tomu, že (d1, d2) ∈ R2
+ a podmı́nkám pro bij (2.8), (2.9) nikdy nenastane. Tedy

nerovnost (2.33) bude splněna vždy.

Stejně jako předchoźı podmı́nku (2.33) lze řešit i nerovnost (2.34), tedy

r12 +
b11
d1
6= 0,

s t́ım rozd́ılem, že výsledný tvar, po stejných úpravách jako pro nerovnost (2.33), by byl

(d2b11 − d1b22) +
√

(d2b11 − d1b22)2 + 4d1d2b12b21) 6= 0.

Což bude podle předpoklad̊u (2.8), (2.9) a (d1, d2) ∈ R2
+ vždy nenulový výraz.

�

Druhou skupinou jsou rovnosti, které vycházej́ı z předpokladu, že výraz (2.6) je r̊uzný

od nuly. Pokud by platilo Dω = 0, nedostali bychom generický př́ıpad. Tento př́ıpad je

podrobněj́ı popsám v Poznámce 3.2.1.

Tvrzeńı 2.7.2 Jestlǐze

Dω = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2detB 6= 0, (2.39)

a také (d1, d2) ∈ R2
+ a (2.8), (2.9), potom jsou následuj́ıćı nerovnosti

r22 − r21 6= 0, (2.40)

(1− R1

R2

) 6= 0, (2.41)

kde R1, R2 jsou (2.35), (2.36), vždy splněny.

Důkaz: Prvńı nerovnost́ı v pořad́ı je (2.40), tedy

r22 − r21 6= 0.

Dı́ky vztahu (2.7) lze ekvivalentně přepsat tuto nerovnost jako

ω1 − ω2 6= 0,

ω1 6= ω2,
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−(d2b11 + d1b22) +
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)
2d1d2

6=

6=
−(d2b11 + d1b22)−

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)

2d1d2
.

Posledńı nerovnost lze podle vztahu (2.6) pro přehlednost napsat jako

−(d2b11 + d1b22) +
√
Dω

2d1d2
6= −(d2b11 + d1b22)−

√
Dω

2d1d2
.

Můžeme si povšimnout, že tato nerovnost bude za předpokladu (2.39) splněná.

Posledńı nerovnost́ı je (2.41), tedy R1 6= R2. Zpětně nahrad́ıme R1,2 podle (2.35), (2.36) a

uprav́ıme

(r21 +
b11
d1

) 6= (r22 +
b11
d1

),

r21 6= r22.

Což je již ověřená nerovnost (2.40).

�
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Kapitola 3

Úloha typu reakce-difúze

V této kapitole už začneme prvně řešit úlohu typu reakce-difúze. Jinými slovy, budeme mı́t

soustavu dvou rovnic 2. řádu s Neumannovými okrajovými podmı́nkami pro u a v na obou

konćıch intervalu. Soustavu budeme řešit vzhledem k parametr̊um d1, d2, které představuj́ı

parametry difúze.

Ukážeme si jak lze soustavu dvou rovnic 2. řádu převést na jednu rovnici 4.̌rádu a následně

pro ni transformovat podmı́nky. Dále urč́ıme kořeny charakteristické rovnice a provedeme

pro ně kvalitativńı analýzu. Kořeny charakteristické rovnice určuj́ı fundamentálńı systém

prostoru řešeńı, jehož lineárńı kombinaćı źıskáme obecné řešeńı systému.

Dosazeńım všech okrajových podmı́nek do obecného řešeńı pak obdrž́ıme lineárńı sou-

stavu čtyř rovnic pro hledané reálné koeficienty lineárńı kombinace prvk̊u fundamentálńıho

systému v obecném řešeńı. Tato soustava bude závislá na dvojici parametr̊u d1, d2. Dosta-

neme se tak k samotné podstatě naš́ı úlohy. Budeme hledat kritické body (d1, d2) tak, aby

pro ně existovala netriviálńı čtveřice koeficient̊u a t́ım i netriviálńı řešeńı úlohy.

Následuj́ıćı úloha je nejjednodušš́ı ze zkoumaných úloh, většina postup̊u a vlastnost́ı bude

uplatnitelná i na daľśıch úlohách, kde si posléze zavedeme jiné okrajové nebo přechodové

podmı́nky. Proto se pokuśıme úlohu vyřešit podrobně, do jednotlivých detail̊u.
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3.1 Zadáńı úlohy

Přejděme nyńı k samotnému zadáńı úlohy. Zadáńı se bude skládat ze tř́ı podstatných část́ı.

Jako prvńı si zadáme tvar soustavy rovnic pro u, v, který vypadá následovně

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0,

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0,

na (0, `) (3.1)

kde d1, d2 ∈ R+ a b11, b12, b21, b22 ∈ R. Následuje zadáńı Neumannových okrajových podmı́nek

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (3.2)

v′(0) = 0, v′(`) = 0. (3.3)

Poznámka: Neumannovy okrajové podmı́nky pro nulovou prvńı derivaci lze interpretovat jako

např́ıklad oboustranně vetknutý nosńık, tepelně izolovaný vodič a podobně. Tedy modely,

kde je uzavřená hranice.

Posledńı část́ı zadáńı pak bude požadavek na koeficienty bij. Vytvoř́ıme-li si z koeficient̊u

matici

B =

 b11 b12

b21 b22

 ,

pak požadujeme, aby znaménkově byla matice B jednou z typ̊u + −

+ −

 nebo

 + +

− −

 (3.4)

a nav́ıc, aby byly splněny podmı́nky

detB > 0, b11 + b22 < 0.1 (3.5)

Po zavedeńı všeho potřebného si nyńı stanovme ćıl úlohy a v podstatě i celé práce. Jak je na

prvńı pohled viditelné, úloha (3.1), (3.2), (3.3) má pro jakékoliv (d1, d2) ∈ R2
+ nulové řešeńı

(u, v) = (0, 0). Naš́ım ćılem však bude ukázat, že pro některé dvojice (d1, d2) ∈ R2
+ bude

existovat i netriviálńı řešeńı (u, v) 6= (0, 0) úlohy (3.1),(3.2) a (3.3). Nav́ıc některé množiny

kritickcých bod̊u (d1, d2) najdeme pro úlohu úlohy (3.1), (3.2) a (3.3) dokonce analyticky.

1Stopa matice B,
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3.2 Postup řešeńı

Nejprve se pod́ıvejme, jaká budou řešeńı u, v pro úlohu (3.1), (3.2) a (3.3). Klasické řešeńı

úlohy (3.1), (3.2) a (3.3) splňuje regularitu

u, v ∈ C2([0, `]). (3.6)

Přičemž ve všech tvrzeńıch o regularitě uvažujeme jednostranné derivace v krajńıch bodech

intervalu. Jestliže z prvńı rovnice soustavy (3.1) vyjádř́ıme u′′ dostáváme:

d1u
′′ = −b11u− b12v, x ∈ (0, `),

proto pokud (3.6) potom i u′′ ∈ C2([0, `]). Opakovaným postupem pak dostáváme, že

u, v ∈ C∞([0, `]),

Na intervalu (0, `) jsou tedy funkce u, v spojité ve všech derivaćıch.

3.2.1 Převedeńı soustavy rovnic na rovnici 4. řádu

V následuj́ıćım kroku uprav́ıme ekvivalentně soustavu dvou rovnic 2. řádu (3.1) na tvar jedné

rovnice 4. řádu. Z prvńı rovnice soustavy (3.1) si vyjádř́ıme v:

v = −d1u
′′ + b11u

b12
, na (0, `), (3.7)

které posléze dosad́ıme do rovnice druhé a uprav́ıme na tvar

d1d2u
′′′′ + (d2b11 + d1b22)u

′′ + (b22b11 − b12b21)u = 0, na (0, `) (3.8)

č́ımž dostáváme rovnici 4. řádu pro prvńı složku u systému (3.1).

Dále je nutno provést transformaci okrajových podmı́nek (3.3), takovým zp̊usobem, abychom

spolu s (3.8) źıskali ekvivalentńı okrajovou úlohu s úlohou (3.1) (3.2) a (3.3). Nově vzniklé

podmı́nky budou vyplývat ze vztah̊u (3.2), (3.3) a (3.7), d́ıky kterým po derivaci (3.7)

dostaneme

v′(x) = −d1u
′′′(x) + b11u

′(x)

b12
.

Použit́ım okrajových podmı́nek (3.2), (3.3) dostaneme

0 = v′(0) = −d1u
′′′(0) + b11u

′(0)

b12
,

0 = v′(`) = −d1u
′′′(`) + b11u

′(`)

b12
.
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Jelikož ale b12 6= 0 a d1 > 0 dostáváme, že

u′′′(0) = 0 a u′′′(`) = 0. (3.9)

T́ımto postupem jsme dostali rovnici 4. řádu (3.8) se čtyřmi okrajovými podmı́nkami (3.2)

a (3.9). Řešeńı soustavy jsme si tak ekvivalentně převedli na řešeńı pouze jedné rovnice.

Po vyřešeńı nové úlohy 4.̌rádu použijeme opět vztah (3.7) k zpětnému źıskáńı druhé složky

řešeńı p̊uvodńı soustavy (3.1), (3.2), (3.3).

3.2.2 Charakteristická rovnice

Jelikož rovnice (3.8) je obyčejná diferenciálńı rovnice 4. řádu s konstantńımi koeficienty,

budeme hledat řešeńı ve tvaru

u(x) = erx (3.10)

s obecně komplexńım parametrem r. Dosazeńım tvaru (3.10) do (3.8) dostaneme

d1d2r
4erx + (d2b11 + d1b22)r

2erx + (b22b11 − b12b21)erx = 0 r ∈ C.

Následným vykráceńım nenulového členu erx pak

d1d2r
4 + (d2b11 + d1b22)r

2 + (b22b11 − b12b21) = 0 r ∈ C, (3.11)

což je tvar charakteristické rovnice př́ıslušné rovnici (3.8). Toto je algebraická, bikvadratická

rovnice pro neznámý parametr r ∈ C. Kořeny rovnice (3.11) použijeme do (3.10), č́ımž

źıskáme fundamentálńı systém.

Charakteristickou rovnici (3.11) řeš́ıme jako obyčejnou kvadratickou rovnici

d1d2ω
2 + (d2b11 + d1b22)ω + (b22b11 − b12b21) = 0, (3.12)

pro ω = r2. Opět obecně máme ω ∈ C. Vypočteńım diskriminantu

Dω = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21) (3.13)

a vyjádřeńım kořen̊u kvadratické rovnice (3.12) źıskáme

ω1,2 =
−(d2b11 + d1b22)±

√
Dω

2d1d2
. (3.14)
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Pozorujeme, že ve výrazu (3.13) plat́ı

4d1d2(b22b11 − b12b21) > 0,

proto vždy plat́ı, že

ω1,2 6=, 0 (3.15)

a proto i

r1,2 6= 0. (3.16)

Nav́ıc v př́ıpadě, že

Dω 6= 0, (3.17)

dostáváme

ω1 6= ω2, (3.18)

a tedy źıskáváme čtyři r̊uzné kořeny charakteristické rovnice

r1 =
√
ω1,

r2 = −√ω1,

r3 =
√
ω2,

r4 = −√ω2.

(3.19)

Vzhledem k tomu že se vždy dva kořeny lǐśı jen znaménkem, přeznač́ıme kořeny jako

r1 =
√
ω1,

−r1 = −√ω1,

r2 =
√
ω2,

−r2 = −√ω2.

(3.20)

Tyto kořeny charakteristické rovnice (3.11), nám dávaj́ı fundamentálńı systém pro rovnici

(3.8)

FS = {er1x, e−r1x, er2x, e−r2x}. (3.21)

Poznámka 3.2.1 Pokud Dω = 0, neńı množina funkćı (3.21) fundamentálńım systémem

pro (3.8), nebot’ v tomto př́ıpadě bychom měli dvojnásobné kořeny charakteristické rovnice

(3.11) a fundamentálńı systém by byl tvaru

{er1x, xer1x, e−r1x, xe−r1x}.

Ukážeme, že Dω = 0 ale neńı generický př́ıpad, protože nastane pouze na množině mı́ry nula

v rovině parametr̊u (d1, d2), proto tento negenerický př́ıpad v̊ubec nebudeme studovat.
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3.2.3 Vlastnosti kořen̊u charakteristické rovnice

Pro pozděǰśı kvalitativńı analýzu řešeńı a souvisej́ıćı hledáńı kritických bod̊u (d1, d2), si

polož́ıme výraz Dω rovný nule

Dω = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21) = 0. (3.22)

V následuj́ıćım textu ukážeme, že toto nastane pouze pro (d1, d2) lež́ıćı na dvojici př́ımek v

celé rovině parametr̊u, a t́ım bude ověřena negeneričnost této situace. Z výrazu se budeme

snažit vyjádřit d2 pomoćı d1. Výraz uprav́ıme, č́ımž nám vznikne následuj́ıćı kvadratická

rovnice pro d2

b222d
2
1 + 2b11b22d1d2 + b211d

2
2 − 4detBd1d2 = 0,

neboli

b211d
2
2 + (2b11b22d1 − 4detBd1)d2 + b222d

2
1 = 0. (3.23)

Odtud již lehce źıskáme zmiňovanou dvojici př́ımek následuj́ıćım postupem

d1,22 =
4detBd1 − 2b11b22d1 ±

√
4(b11b22d1 − 2detBd1)2 − 4b211b

2
22d

2
1

2b211
=

=
4detBd1 − 2b11b22d1 ± 2

√
b211b

2
22d

2
1 − 4detBb11b22d21 + 4det2Bd21 − b211b222d21

2b211
=

=
4detBd1 − 2b11b22d1 ± 4d1

√
det2B − detBb11b22

2b211
=

=
d1
b211

(b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
b212b

2
21 − b11b22b12b21) =

=
d1
b211

(b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21(b11b22 − b12b21)),

což nám ve výsledku dává

d1,22 =
b11b22 − 2b12b21 ± 2

√
−b12b21(b11b22 − b12b21)
b211

d1. (3.24)

Pod́ıvejme se nyńı, jaké maj́ı tyto př́ımky směrnice. O jejich znaménku rozhodne čitatel

b11b22 − 2b12b21 ± 2
√
−b12b21(b11b22 − b12b21) = detB − b12b21 ± 2

√
−b12b21detB. (3.25)

Povšimněme si, že výraz pod odmocninou je d́ıky (3.4), (3.5) kladný, je tedy celý výraz v

(3.25) je reálný, a proto má smysl porovnávat ho s nulou. V př́ıpadě výrazu se znaménkem

plus dostáváme

detB − b12b21 + 2
√
−b12b21(b11b22 − b12b21) > 0,
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nebot’ se podle vlastnost́ı (3.4), (3.5) jedná o součet tř́ı kladných výraz̊u. Obdobně po-

stupnými úpravami pro výraz se znaménkem mı́nus dostáváme

b11b22 − 2b12b21 > 2
√
−b12b21(b11b22 − b12b21)

což umocněno na druhou a přesunuto na pravou stranu

(b11b22 − 2b12b21)
2 − 4(−b12b21(b11b22 − b12b21)) =

= (detB − b12b21)2 − 4(−b12b21detB) =

= det2B − 2detBb12b21 + b212b
2
21 + 4b12b21detB =

= det2B + 2detBb12b21 + b212b
2
21 =

= (detB + b12b21)
2 =

= (b11b22 − b12b21 + b12b21)
2 =

= (b11b22)
2 > 0.

Proto obě směrnice jsou kladné a obě polopř́ımky nám rozděĺı rovinu (d1, d2) ∈ R2
2 na tři

sektory, ve kterých máme jisté znaménko diskriminantu (3.13) (viz obrázek2).

Obrázek 3.1: Dω = 0

Jednotlivé sektory splňuj́ı vždy stejné vlastnosti pro Dω (diskriminant (3.13)).

Sektor SI splňuje: Dω > 0

Sektor SII splňuje: Dω < 0

Sektor SIII splňuje: Dω > 0

2Obrázek je schematicky vykreslen pro hodnoty koeficient̊u bij stejné, jako jsme si zvolili v Kapitole 6
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Ted’ se pod́ıvejme na vlastnosti kořen̊u ω1,2, tedy

ω1,2 =
−(d2b11 + d1b22)±

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2(b22b11 − b12b21)

2d1d2
.

Pro lepš́ı vhled do situaci si označme

s = (d2b11 + d1b22).

T́ım dostaneme rovnost

ω1,2 =
−s±

√
s2 − 4d1d2detB

2d1d2
.

Pro sektory SI a SIII , tedy pro oblasti parametr̊u d1, d2, kde Dω > 0, se pod́ıvejme na

znaménko kořen̊u ω1,2. Jmenovatel rovnice bude vždy kladný, znaménko tedy bude ovlivňovat

čitatel. Když si nav́ıc povšimneme, že vždy plat́ı 4d1d2detB > 0, znamená to, že od výrazu

s2 odečteme pod odmocninou vždy kladnou hodnotu. Vyplývá z toho, že

|s| >
√
s2 − 4d1d2detB,

tedy

|d2b11 + d1b22| >
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2detB.

Závěrem můžeme ř́ıct, že znaménko kořen̊u ω1,2 bude stejné jako znaménko

−s = −(d2b11 + d1b22).

Tento výraz je d́ıky (3.5), (3.4) nulový na př́ımce

d2b11 + d1b22 = 0,

záporný nad touto př́ımkou a kladný pod touto př́ımkou (viz Obr. 3.2).

Pokud dáme dohromady vlastnosti diskriminantu (3.13) a poté vlastnosti kořen̊u ω1,2.

Dostáváme celkový obrázek o tom, jak vypadaj́ı kořeny charakteristické rovnice. Ty splňuj́ı

následuj́ıćı vlastnosti vždy na celém sektoru SI , SII a SIII .

Sektor SI splňuje: Dω > 0 ∧ ω1,2 ∈ R−.

Sektor SII splňuje: Dω < 0 ∧ ω1,2 ∈ C.

Sektor SIII splňuje: Dω > 0 ∧ ω1,2 ∈ R+.

(Pro ilustraci viz Obr. 3.3)
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Obrázek 3.2: d2b11 + d1b22 = 0

Obrázek 3.3: SI , SII a SIII

3.2.4 Obecné řešeńı pro generický př́ıpad Dω 6= 0

Když jsme źıskali čtyři kořeny charakteristické rovnice, nic nám nebráńı sestavit obecné

řešeńı. Kořeny nám dávaj́ı fundamentálńı systém řešeńı pro homogenńı rovnici tvaru (3.21).

FS = {er1x, e−r1x, er2x, e−r2x} (3.26)

je tedy fundamentárńı systém, jehož lineárńı kombinaćı pak źıskáme obecné řešeńı tvaru

u(x) = Aer1x +Be−r1x + Cer2x +De−r2x, x ∈ (0, `). (3.27)

Prvńı, druhá a třet́ı derivace obecného řešeńı na (0, `) jsou postupně

u′(x) = r1e
r1xA− r1e−r1xB + r2e

r2xC − r2e−r2xD,

u′′(x) = r21e
r1xA+ r21e

−r1xB + r22e
r2xC + r22e

−r2xD,

u′′′(x) = r31e
r1xA− r31e−r1xB + r32e

r2xC − r32e−r2xD.

(3.28)
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Dosazeńım těchto derivaćı do transformovaných okrajových podmı́nek (3.2) a (3.9) dostáváme

soustavu čtyř lineárńıch algebraických rovnic s neznámými A, B, C, D ∈ R.

u′(0) = r1A− r1B + r2C − r2D = 0,

u′′′(0) = r31A− r31B + r32C − r32D = 0,

u′(`) = r1e
r1`A− r1e−r1`B + r2e

r2`C − r2e−r2`D = 0,

u′′′(`) = r31e
r1`A− r31e−r1`B + r32e

r2`C − r32e−r2`D = 0.

(3.29)

Matice soustavy (3.29) je tvaru

M =


r1 −r1 r2 −r2
r31 −r31 r32 −r32

r1e
r1` −r1e−r1` r2e

r2` −r2e−r2`

r31e
r1` −r31e−r1` r32e

r2` −r32e−r2`

 . (3.30)

Z teorie řešeńı soustav lineárńıch rovnic v́ıme, že pokud detM 6= 0, pak dostáváme jen nulové

koeficienty A, B, C, D a tedy řešeńı úlohy (3.8), (3.2), (3.9) je u ≡ 0 na (0, `), a tedy i řešeńı

úlohy (3.1), (3.2), (3.3) je pouze nulové. Proto pokud hledáme kritické body (d1, d2) ∈ R2
+

muśıme požadovat, aby detM = 0. Pouze v takovém př́ıpadě bude možné naj́ıt netriviálńı

řešeńı.

3.2.5 Kritické body - hyperboly

Nyńı se pokusme analyticky spoč́ıtat, jak budou vypadat dvojice bod̊u (d1, d2) ∈ R2
+, pro

které bude det(M) = 0, a tedy pro která najdeme netriviálńı řešeńı (u, v) 6= (0, 0). V prvńı

řadě si z prvńıch dvou rovnic soustavy (3.29) vyjádř́ıme soustavu o dvou rovnićıch

r1(A−B) + r2(C −D) = 0,

r31(A−B) + r32(C −D) = 0,
(3.31)

pro A−B a C −D. Rozeṕı̌seme-li si soustavu maticově, pak je tvaru r1 r2

r31 r32

 A−B

C −D

 = 0.

Determinant této soustavy je

r1r
3
2 − r21r2 = r1r2(r

2
1 − r22).
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Podle rovnost́ı (3.19) můžeme determinant upravit na tvar

r1r2(ω1 − ω2),

ve kterém podle předchoźı sekce 3.2.3 plat́ı, že r1r2 6= 0 a (3.18), což jsme si ukázali v

předchoźı sekci (3.2.3). Zároveň jsme zmı́nili, že chceme aby platilo Dω 6= 0 a tedy ω1 6= ω2

proto plat́ı, (ω1 − ω2) 6= 0. Můžeme tedy tvrdit, že

r1r2(ω1 − ω2) 6= 0. (3.32)

Jak je poté vidět, determinant matice bude vždy nenulový. Proto muśı platit, že A−B = 0

a C −D = 0, tedy

A = B,

C = D.

Dosazeńım do zbývaj́ıćıch dvou rovnic soustavy (3.29) źıskáváme soustavu

r1(e
r1` − e−r1`)A+ r2(e

r2` − e−r2`)C = 0,

r31(e
r1` − e−r1`)A+ r32(e

r2` − e−r2`)C = 0.
(3.33)

Nyńı uprav́ıme prvńı rovnici soustavy (3.33) na tvar

r1(e
r1` − e−r1`)A = −r2(er2` − e−r2`)C. (3.34)

V tuto chv́ıli nám pro rovnici (3.34) nastávaj́ı čtyři r̊uzné př́ıpady, které si hned objasńıme.

Zde uplatńıme některá z pomocných tvrzeńı ze Sekce 2.6. Probereme si nyńı postupně jeden

po druhém.

Prvńı př́ıpad

Uvažujme, že nastane př́ıpad, kdy plat́ı

(er1` − e−r1`) = 0,

(er2` − e−r2`) 6= 0.
(3.35)

Pak podle Tvrzeńı 2.6.4 s L = ` dostáváme, že d ∈ H`
n pro nějaké n a d /∈ H`

m pro všechna

m 6= n, kde

H`
n = {(d1, d2) ∈ R+

2 : d2 =
detB − κnd1b22
b11κn − d1κ2n

},
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κn = (
nπ

`
)2.

Dosazeńım rovnosti (3.35) do rovnice (3.34) źıskáme

0 = −r2(er2` − e−r2`)C,

a z předpokladu (er2` − e−r2`) 6= 0, pak d́ıky (3.16) vyplývá, že

C = 0.

Pokud bychom źıskané rovnosti dosadili pro ověřeńı do druhé rovnice soustavy (3.33), do-

staneme totéž. Źıskáváme tak pro libovolné A 6= 0 následuj́ıćı rovnosti koeficient̊u

A = B,

C = 0,

D = 0.

Dosazeńım do obecného řešeńı (3.27) dostáváme tvar řešeńı

u(x) = A(er1x + e−r1x), x ∈ (0, `), (3.36)

kde A je libovolné nenulové. T́ımto jsme zároveň obdrželi prvńı složku řešeńı systému (3.1),

(3.2), (3.3). Následným dosazeńım do v podle vzorečku (3.7) pak źıskáme i druhou složku

řešeńı systému

v(x) = −Ad1r
2
1 + b11
b12

(er1x + e−r1x), x ∈ (0, `). (3.37)

Řešeńı systému (3.36) a (3.37) tak existuj́ı pouze pro (d1, d2) ∈ H`
n, to znamená pouze na

hyperbolách. Nav́ıc podle tvrzeńı 2.6.2 v́ıme, že ω2 < 0. Potom tedy i H`
n lež́ı v sektoru SI ,

respektive hodnoty (d1, d2) lež́ı v sektoru SI

Druhý př́ıpad

Uvažujme, že nastane př́ıpad, kdy

(er1` − e−r1`) 6= 0,

(er2` − e−r2`) = 0.
(3.38)

Pak podle Tvrzeńı 2.6.5 s L = ` opět plat́ı, že d ∈ H`
n pro nějaké n a d /∈ H`

m pro všechna

m 6= n. Použijeme-li (3.38) v rovnici (3.34), dostaneme

r1(e
r1` − e−r1`)A = 0.
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Symetricky oproti předchoźımu př́ıpadu pak za předpokladu (3.38) a (3.16) dostáváme, že

A = 0. Źıskáme tedy rovnosti

C = D,

A = 0,

B = 0.

Dosazeńım do obecného řešeńı (3.27) dostáváme tvar řešeńı

u(x) = C(er2x + e−r2x) , x ∈ (0, `), (3.39)

kde C je libovolné nenulové. T́ımto jsme zároveň znovu obdrželi prvńı složku řešeńı systému

(3.1), (3.2), (3.3). Dosazeńım do v podle vzorečku (3.7) pak źıskáme i druhou složku řešeńı

systému

v(x) = C(er2x + e−r2x)− Cd1r
2
2 + b11
b12

(er2x + e−r2x) , x ∈ (0, `). (3.40)

Řešeńı systému (3.39) a (3.40) tak existuj́ı pouze pro (d1, d2) ∈ H`
n, to znamená pouze

na hyperbolách. Nav́ıc znovu podle Tvrzeńı 2.6.2 v́ıme, že ω2 < 0 a tedy i hyperboly H`
n, a

t́ım i všechny kritické body lež́ı v sektoru SI .

Třet́ı př́ıpad

Př́ıpad kdy, by platily podmı́nky (3.35) a (3.38), tedy

(er1` − e−r1`) = 0,

(er2` − e−r2`) = 0.
(3.41)

Pokud plat́ı (3.41), můžeme dle Tvrzeńı 2.6.8 ř́ıci, že d ∈ H`
n ∩ H`

m pro n 6= m. Tedy že

obecné řešeńı úlohy (3.1), (3.2), (3.3) nastane pouze pro izolované kritické body.

V takovém př́ıpadě dostáváme obecné řešeńı pro A, C nezávislé a tedy ve tvaru lineárńı

kombinace Př́ıpadu prvńıho a Př́ıpadu druhého.

u(x) = A(er1x + e−r1x) + C(er2x + e−r2x) x ∈ (0, `). (3.42)

Dosazeńım (3.42) do tvaru (3.7) máme

v(x) = α(d)(A(er1x + e−r1x) + C(er2x + e−r2x)) x ∈ (0, `). (3.43)

kde

α(d) =
d1r

2
1 + b11
b12

.

Pro kritické body

d ∈ H`
n ∩H`

m.

32



Čtvrtý př́ıpad

Př́ıpad, kdyby neplatily podmı́nky (3.35) a (3.38), tedy

(er1` − e−r1`) 6= 0,

(er2` − e−r2`) 6= 0.
(3.44)

V tomto př́ıpadě by bylo opět vhodné, vyjádřit si maticový zápis soustavy (3.33), źıskali

bychom jej́ı determinant tvaru

r1r
3
2(e

r1` − e−r1`)(er2` − e−r2`)− r2r31(er1` − e−r1`)(er2` − e−r2`) =

= (er1` − e−r1`)(er2` − e−r2`)(r1r32 − r1r32).

Pokud chceme, aby (A,C) 6= 0, potom muśı platit

(er1` − e−r1`)(er2` − e−r2`)(r1r32 − r1r32) = 0,

a jelikož plat́ı (3.32), pak

(er1` − e−r1`)(er2` − e−r2`) = 0.

Ptotože nyńı ale uvažujeme kombinaci podmı́nek (3.44), je jasné, že determinant by byl

nenulový. Jediná možnost, jak dosáhnout splněńı soustavy (3.33) je že koeficienty

A = C = 0,

a tedy i

u(x) = 0 x ∈ (0, `),

a tedy

v(x) = 0 x ∈ (0, `).

Neźıskáváme tedy žádné kritické body.

3.3 Výsledek

Tvrzeńı 3.3.1 Množina všech kritických bod̊u (d1, d2) ∈ R2
+ úlohy (3.1), (3.2) a (3.3) je

KN =
∞⋃
n=1

H`
n. (3.45)
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Pokud d ∈ H`
n pro nějaké n ∈ N, a zároveň d /∈ H`

m pro n 6= m je řešeńı (u, v) úlohy

(3.1), (3.2) a (3.3) na (0, `) typu

u(x) = AC1(x),

v(x) = αn(d)AC1(x),

kde

αn(d) =
b11 − d1κn

b12
> 0,

κn = (
nπ

`
)2,

A ∈ R.

Pokud d ∈ H`
n ∩H`

m pro nějaká n 6= m, je řešeńı (u, v) na (0, `) dáno

u(x) = AC1(x) + CC2(x),

v(x) = αn(d)(AC1(x) + CC2(x)),

kde

αn =
b11 − d1κn

b12
> 0,

κn = (
nπ

`
)2,

A, C ∈ R.

Tvrzeńı 3.3.2 Pokud d ∈ (d1, d2) je kritický bod okrajové úlohy (3.1), (3.2) a (3.3), potom

pro př́ıslušné řešeńı (u, v) této úlohy plat́ı

v = α(d)u.

Neboli, že druhá složka je kladným násobkem složky prvńı.

3.3.1 Shrnut́ı

Podařilo se nám naj́ıt množinu kritických bod̊u

KN =
∞⋃
n=1

H`
n,

které rozděluj́ı rovninu (d1, d2) ∈ R2
+ na jednotlivé oblasti. Uvnitř těchto oblastńı existuj́ı

pouze nulová řešeńı (u, v). Na hranićıch těchto oblast́ı tedy pokud plat́ı, že (d1, d2) ∈ KN

pak dostaneme netriviálńı řešeńı. Dokonce se nám podařilo zjistit, že kritické body lež́ı na

hyperboléch Hn a Hm. Připomeňme, že úloha prob́ıraná v této kapitole je v celé diplomové

práci nejjednodušš́ı a jako u jediné z nich se podařilo źıskat všechny kritické body analyticky.
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Kapitola 4

Úloha s překážkou na kraji intervalu

Tato kapitola bude pojednávat o stejném systému reakce-difúze tak jako předchoźı kapitola.

Rozd́ıl však bude v jiných okrajových podmı́nkách. Konkrétně p̊ujde o nahrazeńı jedné Neu-

mannovy okrajové podmı́nky pro složku v podmı́nkou Dirichletovou. Jak již bylo zmı́něno v

předchoźı kapitole, úlohy maj́ı mnohé společného. Zkusme se tedy zaměřit na to, jaký bude

mezi úlohami rozd́ıl a zda-li se nám i pro tuto mı́rně zkomplikovanou úlohu podař́ı naj́ıt

vhodná d1, d2, tak abychom źıskali netriviálńı řešeńı.

4.1 Zadáńı

Zadáńı úlohy bude obdobné jako v úloze předchoźı. Opět se bude skládat ze tř́ı d̊uležitých

část́ı, nav́ıc definujeme jednostrannou podmı́nku. V prvńı řadě mějme soustavu rovnic 2.

řádu

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0,

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0,

x ∈ (0, `) (4.1)

kde d1, d2 ∈ R+ a koeficienty bij ∈ R.. Za druhé zmiňme, že i zde koeficienty muśı splňovat

podmı́nky (3.4), (3.5). Dále si pak definujme okrajové podmı́nky. V tomto okamžiku se

nám úloha oproti předchoźı změńı. Jednu z Neumannových okrajových podmı́nek nahrad́ıme

Dirichletovou podmı́nkou.

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (4.2)

v′(0) = 0, v(`) = 0. (4.3)

Naš́ım ćılem bude i v tomto př́ıpadě zjistit, pro jaké hodnoty parametr̊u (d1, d2) ∈ R2
+
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existuje netriviálńı řešeńı (u, v) 6= (0, 0) systému (4.1) s okrajovými podmı́nkami (4.2) a

(4.3). Protože úloha je obdnobná s úlohou (3.1), (3.2), (3.3), zpočátku budeme postupovat

podobně, poté zd̊urazńıme, kde se začne úloha odlǐsovat od předchoźı.

4.2 Postup řešeńı

Opět nejprve prověřme, jakého typu budou řešeńı u, v pro úlohu (4.1). Klasické řešeńı úlohy

(4.1) s okrajovými podmı́nkami (4.2) a (4.3) opět splňuj́ı regularitu

u, v ∈ C2([0, `]).

Jestliže z prvńı rovnice soustavy (4.1) vyjádř́ıme u′′ dostáváme znovu tvar

d1u
′′ = −b11u− b12v,

proto pokud u, v ∈ C2([0, `]), potom i u′′ ∈ C2([0, `]) a obdobně pro v. Opakovaným postu-

pem pak dostáváme, že

u, v ∈ C∞([0, `]).

Na intervalu (0, `) jsou tedy funkce u, v znovu spojité ve všech derivaćıch, v krajńıch bodech

jednostranných.

4.2.1 Převedeńı soustavy rovnic na rovnici 4. řádu

Stejně jako v prvńı úloze, i zde si jako prvńı krok vyjádř́ıme z prvńı rovnice soustavy (4.1) v

v = −d1u
′′ + b11u

b12
, na (0, `). (4.4)

Dosazeńım vyjádřeného v do rovnice druhé ze soustavy (4.1) tak převedeme soustavu rovnic

na jednu rovnici 4. řádu

d1d2u
′′′′ + (d2b11 + d1b22)u

′′ + (b22b11 − b12b21)u = 0, na (0, `). (4.5)

Daľśı postup bude transformace okrajových podmı́nek. Okrajové podmı́nky pro u (4.3) jsou

stále stejné. Proto přejděme rovnou k podmı́nkám pro v. Prvńı podmı́nka v′(0) = 0 je

odvozena stejným zp̊usobem jako podmı́nka (3.9) (viz. předchoźı kapitola). Rozd́ıl bude v
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Dirichletově podmı́nce v(`) = 0. Zde, v této okrajové podmı́nce, se nám také zač́ıná úloha

od předchoźı odlǐsovat. Dosad́ıme-li tedy v(`) = 0 do vyjádřeńı (4.4) a źıskáme

v(`) = −d1u
′′(`) + b11u(`)

b12
= 0,

výraz lze upravit pouze tak, že ho vynásob́ıme koeficientem −b12 tedy

v(`) = d1u
′′(`) + b11u(`) = 0.

Vznikne nám tak čtvrtá podmı́nka pro rovnici (4.5). Vzhledem k tomu, že se v ńı vyskytuj́ı

druhé a nulté derivace funkce u, podmı́ky (4.2) nám nijak nepomohou a nezjednoduš́ı se

výsledný tvar podmı́nky jako v předchoźı kapitole. Podmı́nku proto muśıme zachovat ve

tvaru

d1u
′′(`) + b11u(`) = 0. (4.6)

4.2.2 Charakteristická rovnice

Jelikož rovnice (4.5) je stejná jako (3.8) je i př́ıslušná charakteristická rovnice stejná, a tedy

jsou i kořeny stejné. Zmiňme, že i zde plat́ı stejné vlastnopsti pro kořeny r1,2 jako v sekci

3.2.3.

4.2.3 Obecné řešeńı

Stejně tak jako charakteristická rovnice a jej́ı kořeny je stejný i fundamentálńı systém tvaru

(3.26) tedy

FS = {er1x, e−r1x, er2x, e−r2x}. (4.7)

Lineárńı kombinaćı (4.7) pak bude stejné i obecné řešeńı tvaru (3.27) tedy

u(x) = Aer1x +Be−r1x + Cer2x +De−r2x x ∈ (0, `). (4.8)

Stač́ı už jen dopoč́ıtat koeficienty A, B, C, D. Pomoćı počátečńıch podmı́nek (4.2) a nově

vzniklých u′′′(0) = 0 a (4.6), které dosad́ıme do př́ıslušně zderivovaného obecného řešeńı (viz.

(3.28)) dostaneme lineárńı soustavu čtyř algebraických rovnic pro neznámé koeficienty A, B,

C, D.

Podmı́nka č.1: u′(0) = 0

r1e
r10A− r1e−r10B + r2e

r20C − r2e−r20D = 0.
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Podmı́nka č.2: u′(`) = 0

r1e
r1` − r1e−r1`B + r2e

r2`C − r2e−r2`D = 0.

Podmı́nka č.3: u′′′(0) = 0

r31e
r10A− r31e−r10B + r32e

r20C − r32e−r20D = 0.

Podmı́nka č.4: d1u
′′(`) + b11u(`) = 0

d1(r
2
1e
r1`A+ r21e

−r1`B + r22e
r2`C + r22e

−r2`D) + b11(e
r1xA+ e−r1xB + er2xC + e−r2x)D = 0,

(d1r
2
1 + b11)e

r1`A+ (d1r
2
1 + b11)e

−r1`B + (d1r
2
2 + b11)e

r2`C + (d1r
2
2 + b11)e

−r2`D = 0.

Ze soustavy rovnic tak můžeme udělat matici K, která bude tvaru

K =


r1 −r1 r2 −r2
r31 −r31 r32 −r32

r1e
r1` −r1e−r1` r2e

r2` −r2e−r2`

(d1r
2
1 + b11)e

r1` (d1r
2
1 + b11)e

−r1` (d1r
2
2 + b11)e

r2` (d1r
2
2 + b11)e

−r2`

 .

Srovnáme-li matici K s matićı M z předchoźıho př́ıkladu všimneme si, že se lǐśı právě v

posledńım řádku, který zde zastupuje Dirichletovu podmı́nku. Nicméně následný postup

řešeńı bude i zde obdobný. Budeme hledat kritické body (d1, d2) ∈ R2
+ tak, aby platilo

detK = 0. Pouze v takovém př́ıpadě totiž může vzniknout netriviálńı řešeńı úlohy (4.5) a

zpětně pak i netriviálńı řešeńı p̊uvodńı soustavy (4.1).

4.3 Kritické body

Začněme postup jako v přechoźı Kapitole 3. Jak jsme již zmı́nili, prvńı dva řádky matic K

a M jsou stejné, proto můžeme ř́ıct, že stejně jako v Kapitole 3, v Sekci 3.2.5 dostaneme, že

A = B,

C = D.

Dosazeńım těchto dvou rovnost́ı do Podmı́nky č.3 a Podmı́nky č.4 dostáváme lineárńı sou-

stavu dvou rovnic o dvou neznámých A, C tvaru

r1(e
r1` − e−r1`)A+ r2(e

r2` − e−r2`)C = 0,

(d1r
2
1 + b11)(e

r1` + e−r1`)A+ (d1r
2
2 + b11)(e

r2` + e−r2`)C = 0.
(4.9)
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Soustavu (4.9) jde za použit́ı substitućı (2.4), jako v Kapitole 2, zpřehlednit na tvar

r1S1(`)A+ r2S2(`)C = 0,

(d1r
2
1 + b11)C1(`)A+ (d1r

2
2 + b11)C2(`)C = 0.

(4.10)

Pokud si prvńı rovnici ze soustavy (4.10) vyjádř́ıme na tvar

r1S1(`)A = −r2S2(`)C, (4.11)

pak lze opět uvažovat čtyři r̊uzné př́ıpady, které mohou nastat.

Př́ıpad prvńı

Uvažujme, že nastane

S1(`) = 0,

S2(`) 6= 0,
(4.12)

pak z rovnice (4.11) vyplývá, že

A 6= 0,

C = 0.

Dosazeńım těchto rovnost́ı a podmı́nek (4.12) do druhé rovnice soustavy (4.10) dostáváme

(d1r
2
1 + b11)C1(`)A = 0.

Dı́ky Tvrzeńı 2.6.10 a pomocné rovnosti (2.34) však zjǐst’ujeme, že nutně muśı platit

A = 0.

Všechny koeficienty A, B, C, D jsou nulové, tedy i řešeńı (u, v) úlohy (4.1), (4.2), (4.3) by

bylo (u, v) = (0, 0) za podmı́nek (4.12).

Př́ıpad druhý

Uvažujme, že nastane př́ıpad, kdy plat́ı

S1(`) 6= 0,

S2(`) = 0,
(4.13)

symetricky s předchoźım př́ıpadem plat́ı, že nyńı dosazeńım (4.13) do rovnice (4.11) dostáváme

A = 0,
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C 6= 0.

Pomoćı těchto rovnost́ı a podmı́nek (4.13) pak z druhé rovnice soustavy (4.10) vyplývá,

(d1r
2
2 + b11)C2(`)C = 0.

Stejně tak ale d́ıky Tvrzeńı 2.6.10 a nyńı pomocné rovnosti (2.33) zjǐst’ujeme, že nutně i

A = 0.

Všechny koeficienty A, B, C, D jsou tak znovu nulové, tedy i řešeńı (u, v) úlohy (4.1), (4.2),

(4.3) by bylo (u, v) = (0, 0) za podmı́nek (4.13).

Př́ıpad třet́ı

pokud budeme uvažovat, že plat́ı

S1(`) = 0,

S2(`) = 0,
(4.14)

pak podle Tvrzeńı 2.6.8 lež́ı kritické body (d1, d2) ∈ H`
n∩H`

m, což jsou pouze izolované body

v rovině (d1, d2) ∈ R2
+.

Za podmı́nek (4.14) tedy dostáváme, že

A 6= 0,

C 6= 0.

Dosazeńım rovnost́ı do druhé rovnice soustavy (4.10) pak dostáváme vztah mezi A a C,

který je

C = −(d1r
2
1 + b11)C1(`)

(d1r22 + b11)C2(`)
A.

Všechny hodnoty budou pro A 6= 0 také nenulové d́ıky Tvrzeńı 2.6.10 a pomocným rovnostem

(2.33), (2.34). Řešeńı by pak bylo tvaru

u(x) = A(C1(x)− C2(x)α(d)) x ∈ (0, `). (4.15)

v(x) = −Ad1(r
2
1C1(x)− r22C2(x)α(d)) + b11(C1(x)− C2(x)α(d))

b12
x ∈ (0, `). (4.16)

kde

α(d) =
C1(`)

C2(`)

(d1r
2
1 + b11)

(d1r22 + b11)
.

pro

(d1, d2) ∈ H`
n ∩H`

m

40



Př́ıpad čtvrtý

Posledńı možnost, kterou zbývá prostudovat nastane za podmı́nek

S1(`) 6= 0,

S2(`) 6= 0,
(4.17)

V této chv́ıli nám nepomůže žádné tvrzeńı, které by nám řeklo jak vypadaj́ı kritické body.

Pokud ale chceme, aby měla soustava (4.10) nenulové řešeńı, tedy existovaly koeficienty A,

C r̊uzné od nuly, tedy i řešeńı (u, v) úlohy (4.1), (4.2), (4.3) bylo nenulové, muśı nutně platit,

že determinant matice soustavy (4.10) je nulový. Tedy že výraz

r1S1(`)C2(`)(d1r
2
2 + b11)− r2S2(`)C1(`)(d1r

2
1 + b11) = 0. (4.18)

Poněvač rovnost (4.18) je již velice komplexńı, neńı možné řešit ji analyticky. Pokud si ale

definujeme funkci f(d1, d2) jako

f(d1, d2) = r1S1(`)C2(`)(d1r
2
2 + b11)− r2S2(`)C1(`)(d1r

2
1 + b11), (4.19)

pak bude možné, pomoćı numerických metod, vykreslit množinu kritických bod̊u

KD = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(d1, d2) = 0}. (4.20)

Pokud plat́ı, že d ∈ KD pak źıskáme nenulové koeficienty A, C, které jsou ve vztahu podle

prvńı rovnice soustavy (4.10), tedy

C = −r1S1(`)

r2S2(`)
A.

Řešeńı soustavy pak je tvaru

u(x) = A(C1(x)− C2(x)α(d)) x ∈ (0, `). (4.21)

v(x) = −Ad1(r
2
1C1(x)− r22C2(x)α(d)) + b11(C1(x)− C2(x)α(d))

b12
x ∈ (0, `), (4.22)

kde

α(d) =
r1S1(`)

r2S2(`)
,

pro všechna d ∈ KD.
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4.4 Výsledek

Tvrzeńı 4.4.1 Množina všech kritických bod̊u (d1, d2) ∈ R2
+ úlohy (4.1), (4.2), (4.3) je

KD = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(d1, d2) = 0}.

kde f(d1, d2) je tvaru (4.19)

Pokud d ∈ KD, potom existuje netriviálńı řešeńı (u, v) úlohy (4.1), (4.2), (4.3) na (0, `)

typu

u(x) = A(C1(x)− C2(x)α(d)) x ∈ (0, `). (4.23)

v(x) = −Ad1(r
2
1C1(x)− r22C2(x)α(d)) + b11(C1(x)− C2(x)α(d))

b12
x ∈ (0, `). (4.24)

kde

α(d) =
r1S1(`)

r2S2(`)

a

A ∈ R,

Popř́ıpadě pokud (d1, d2) ∈ H`
n ∩H`

m, potom má úloha (4.1), (4.2), (4.3) řešeńı (u, v) na

(0, `) typu

u(x) = A(C1(x)− C2(x)α(d)) x ∈ (0, `). (4.25)

v(x) = −Ad1(r
2
1C1(x)− r22C2(x)α(d)) + b11(C1(x)− C2(x)α(d))

b12
x ∈ (0, `). (4.26)

kde

α(d) =
C1(`)

C2(`)

d1r
2
1 + b11

d1r22 + b11
.

4.4.1 Shrnut́ı

Opět se nám podařilo naj́ıt hodnoty kritických bod̊u, pro které existuje netriviálńı řešeńı

(u, v) úlohy (4.1), (4.2), (4.3). Množina kritických bod̊u, které rozděluj́ı rovinu (d1, d2) ∈ R2
+

na souvislé oblasti je KD, tedy

KD = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(d1, d2) = 0}.

Uvnitř oblast́ı pak existuje pouze nulové řešeńı (u, v) = (0, 0).
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Kapitola 5

Úloha s přechodovou podmı́nkou

V předchoźıch dvou Kapitolách 3 a 4 se nám vždy podařilo nalézt vhodné parametry (d1, d2),

pro které existovalo netriviálńı řešeńı. Daľśı př́ıpad, který chceme vyřešit, je takový, že do

vybraného bodu x0 ∈ (0, `) umı́st́ıme přechodovou podmı́nku. Zjist́ıme, jak se nyńı úloha

zkomplikuje, jakým zp̊usobem se lǐśı od předešlé a pokuśıme se opět naj́ıt netriviálńı řešeńı

této úlohy.

5.1 Zadáńı s přechodovou podmı́nkou

Nyńı budeme studovat obdobnou úlohu jako v Kapitole 3, přidáme ale nav́ıc přechodovou

podmı́nku do bodu x0 ∈ (0, `). Půjde nám tedy o okrajovou úlohu

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0,

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0,

x ∈ (0, `) (5.1)

kde d1, d2 ∈ R+ a koeficienty bij ∈ R.

Jako daľśı část zadáńı muśıme zmı́nit, že i zde koeficienty nutně splňuj́ı podmı́nky (3.5).

Poté předeṕı̌seme Neumannovy okrajové podmı́nky

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (5.2)

v′(0) = 0, v′(`) = 0. (5.3)

Nakonec zafixujeme bod x0 ∈ (0, `) a budeme požadovat, aby

v(x0) = 0. (5.4)
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Tato podmı́nka modeluje jistou překážku pro v uvnitř oblasti.

Zároveň umožńıme řešeńı systému (u, v), aby

v /∈ C2([0, `]),

ale budeme požadovat pouze

u ∈ C2([0, `]) (5.5)

a

v ∈ C([0, `]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, `]). (5.6)

Budeme tedy studovat okrajovou úlohu

d1u
′′
L + b11uL + b12vL = 0,

d2v
′′
L + b21uL + b22vL = 0,

x ∈ (0, x−0 ) (5.7)

d1u
′′
P + b11uP + b12vP = 0,

d2v
′′
P + b21uP + b22vP = 0,

x ∈ (x+0 , `). (5.8)

s Neumannovými okrajovými podmı́nkami (5.2), (5.3) a přechodovými podmı́nkami

uL(x−0 ) = uP (x+0 ), (5.9)

u′L(x−0 ) = u′P (x+0 ), (5.10)

a pro řešeńı v v bodě x0 požadujeme

vL(x−0 ) = 0, (5.11)

vP (x+0 ) = 0. (5.12)

I v této úloze budeme uvažovat pouze př́ıpady kdy plat́ı

Dω 6= 0.

5.2 Postup řešeńı

Postup řešeńı bude podobný jako v předchoźı kapitole, nicméně rozděleńı intervalu přechodovou

podmı́nkou postup zesložit́ı.

Poznámka 5.2.1 V některých speciálńıch př́ıpadech, kdy řešeńı (u, v) splňuje

v ∈ C2([0, `]),

dostaneme vlastně stejné řešeńı jako v Kapitole 3.
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5.2.1 Převedeńı soustav rovnic na rovnice 4.̌rádu

Stejně jako v předchoźıch úlohách si vyjádř́ıme v z prvńıch rovnic soustav (5.7) a (5.8), která

jsou nyńı tvaru

vL = −d1u
′′
L + b11uL
b12

, x ∈ (0, x−0 ), (5.13)

a

vP = −d1u
′′
P + b11uP
b12

, x ∈ (x+0 , `). (5.14)

Stejně tak dostane rozdělené i rovnice 4. řádu, které vzniknou dosazeńım (5.13) a (5.14) do

druhých rovnic soustav (5.7) a (5.8), tedy

d1d2u
′′′′
L + (d2b11 + d1b22)u

′′
L + (b22b11 − b12b21)uL = 0, x ∈ (0, x−0 ) (5.15)

a

d1d2u
′′′′
P + (d2b11 + d1b22)u

′′
P + (b22b11 − b12b21)uP = 0, x ∈ (x+0 , `). (5.16)

Stejně jako v úloze bez překážky i v tomto př́ıpadě bude potřeba transformovat podmı́nky

(5.11) a (5.12). Transformaci źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem. Vrát́ıme-li se k vyjádřeńım

(5.13) a (5.14), které dosad́ıme do vL(x−0 ) = 0 a vP (x+0 ) = 0, dostáváme následuj́ıćı soustavu

rovnic:

vL(x−0 ) = −d1u
′′(x−0 ) + b11u(x−0 )

b12
= 0,

vP (x+0 ) = −d1u
′′(x+0 ) + b11u(x+0 )

b12
= 0.

Máme b12 6= 0, proto muśı platit d1u
′′(x0) + b11u(x0) = 0, z čehož vyplývá, že

d1u
′′
L(x−0 ) + b11uL(x−0 ) = 0,

d1u
′′
P (x+0 ) + b11uP (x+0 ) = 0,

a následně i

u′′L(x−0 ) = −b11
d1
uL(x−0 ),

u′′P (x+0 ) = −b11
d1
uP (x+0 ).

T́ım jsme źıskali z podmı́nek vL(x−0 ) = vP (x+0 ) = 0 transformované podmı́nky

u′′L(x−0 ) = −b11
d1
uL(x−0 ), (5.17)

u′′P (x+0 ) = −b11
d1
uP (x+0 ), (5.18)
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pro rovnice (5.15) a (5.16).

5.2.2 Obecné řešeńı

Řešeńı rovnice (5.15) budeme hledat ve tvaru

uL = erx

a řešeńı rovnice (5.16) budeme hledat ve tvaru

uP = er(`−x). (5.19)

Poznámka 5.2.2 Záměrně jsme pozměnili tvar řešeńı pro uP , v následuj́ıćıch sekćıch se

nám tak budou lépe dopoč́ıtávat koeficienty obecného řešeńı. Celkové řešeńı úlohy však nebude

touto volbou nijak ovlivněno.

Charakteristická rovnice pro uL bude stejná jako v předchoźıch kapitolách voĺıme si totiž

stejný tvar řešeńı uL = erx. Ukažme si ale, co se stane dosad́ıme-li do rovnice (5.16) řešeńı

(5.19). Pokud si ještě předt́ım připrav́ıme prvńı až čtvrtou derivaci funkce (5.19), źıskáme

u′P = −rer(`−x),

u′′P = r2er(`−x),

u′′′P = −r3er(`−x),

u′′′′P = r4er(`−x),

dosazeńım druhé a čtvrté derivace do (5.16) máme

d1d2r
4er(`−x) + (d2b11 + d1b22)r

2er(`−x) + (b22b11 − b12b21)er(`−x) = 0, x ∈ (x+0 , `).

což pokud vyděĺıme nenulovým výrazem er(`−x), dostáváme charakteristickou rovnici

d1d2r
4 + (d2b11 + d1b22)r

2 + (b22b11 − b12b21) = 0, x ∈ (x+0 , `),

která je úplně stejná jako charakteristická rovnice pro (5.15).
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Jelikož jsme si ukázali, že charakteristické rovnice jsou stejné jak pro (5.15), tak pro

(5.16), i jej́ı kořeny budou stejné. Až samotné fundamentálńı systémy pro rovnice (5.15) a

(5.16) budou r̊uzné, a to tvaru

FSL = {er1x, e−r1x, er2x, e−r2x},

FSP = {er1(`−x), e−r1(`−x), er2(`−x), e−r2(`−x)}.

Obecné řešeńı (u, v) úlohy (5.5)–(5.12) se bude skládat ze dvou část́ı (uL, vL) a (uP , vP ) na

intervalech (0, x0) a (x0, `), které až zpětně daj́ı řešeńı (u, v) na celém intervalu (0, `). Tyto

části jsou v prvńıch složkách

u(x) =

 uL(x) x ∈ (0, x0),

uP (x) x ∈ (x0, `).
(5.20)

kde

uL(x) = ALe
r1x +BLe

−r1x + CLe
r2x +DLe

−r2x, x ∈ (0, x0),

uP (x) = AP e
r1(`−x) +BP e

−r1(`−x) + CP e
r2(`−x) +DP e

−r2(`−x), x ∈ (x0, `),
(5.21)

a AL, BL, CL, DL, AP , BP , CP , DP ∈ R, a ve druhých složkách

v(x) =

 vL(x) x ∈ (0, x0),

vP (x) x ∈ (x0, `).
(5.22)

přičemž bude platit

vL(x) = −d1u′′L(x)+b11uL(x)

b12
, x ∈ (0, x0),

vP (x) = −d1u′′P (x)+b11uP (x)

b12
, x ∈ (x0, `).

(5.23)

Což je v podstatě vyjádřeńı (5.13), (5.14).

5.2.3 Dosazeńı obecného řešeńı do podmı́nek

Ještě než začneme dosazovat do do okrajových podmı́nek, připrav́ıme si prvńı, druhé a třet́ı

derivace uP a uL. Pro uL to jsou

u′L(x) = r1e
r1xAL − r1e−r1xBL + r2e

r2xCL − r2e−r2xDL,

u′′L(x) = r21e
r1xAL + r21e

−r1xBL + r22e
r2xCL + r22e

−r2xDL,

u′′′L (x) = r31e
r1xAL − r31e−r1xBL + r32e

r2xCL − r32e−r2xDL.
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a pro uP pak dostáváme

u′P (x) = −r1er1(`−x)AP + r1e
−r1(`−x)BP − r2er2(`−x)CP + r2e

−r2(`−x)DP ,

u′′P (x) = r21e
r1(`−x)AP + r21e

−r1(`−x)BP + r22e
r2(`−x)CP + r22e

−r2(`−x)DP ,

u′′′P (x) = −r31er1(`−x)AP + r31e
−r1(`−x)BP − r32er2(`−x)CP + r32e

−r2(`−x)DP .

Do jednotlivých podmı́nek dosad́ıme tato vyjádřeńı př́ıslušných derivaćı. T́ımto zp̊usobem

dostaneme následuj́ıćıch osm rovnic s neznámými koeficienty AL až DP .

Podmı́nka č.1: u′L(0) = 0

r1e
r10AL − r1e−r10BL + r2e

r20CL − r2e−r20DL = 0.

Podmı́nka č.2: u′P (`) = 0

−r1er10AP + r1e
−r10BP − r2er20CP + r2e

−r20DP = 0.

Podmı́nka č.3: uL(x−0 ) = uP (x+0 )

er1x0AL + e−r1x0BL + er2x0CL + e−r2x0DL =

= er1(`−x0)AP + e−r1(`−x0)BP + er2(`−x0)CP + e−r2(`−x0)DP .

Podmı́nka č.4: u′L(x−0 ) = u′P (x+0 )

r1e
r1x0AL − r1e−r1x0BL + r2e

r2x0CL − r2e−r2x0DL =

= −r1er1(`−x0)AP + r1e
−r1(`−x0)BP − r2er2(`−x0)CP + r2e

−r2(`−x0)DP .

Podmı́nka č.5: u′′′L (0) = 0

r31e
r10AL − r31e−r10BL + r32e

r20CL − r32e−r20DL = 0.

Podmı́nka č.6: u′′′P (`) = 0

−r31er10AP + r31e
−r10BP − r32er20CP + r32e

−r20DP = 0.

Podmı́nka č.7: u′′L(x−0 ) = − b11
d1
uL(x−0 )

(r21 +
b11
d1

)er1x0AL + (r21 +
b11
d1

)e−r1x0BL + (r22 +
b11
d1

)er2x0CL + (r22 +
b11
d1

)e−r2x0DL = 0.
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Podmı́nka č.8: u′′P (x+0 ) = − b11
d1
uP (x+0 )

(r21+
b11
d1

)er1(`−x0)AP+(r21+
b11
d1

)e−r1(`−x0)BP+(r22+
b11
d1

)er2(`−x0)CP+(r22+
b11
d1

)e−r2(`−x0)DP = 0.

Pomoćı těchto osmi lineárńıch rovnic budeme určovat osm neznámých koeficient̊u AL až

DP , které jsou nezbytné pro výsledný tvar řešeńı. Uvažujeme-li rovnice jako soustavu, lze

př́ıslušnou matici soustavy rozepsat jako blokovou matici N , která je tvaru

N =


N1 0

0 N2

N3 N4

 ,

kde jednotlivé podmatice N1 až N4 jsou tvaru

N1 =


r1 −r1 r2 −r2
r31 −r31 r32 −r32

(r21 + b11
d1

)er1x0 (r21 + b11
d1

)e−r1x0 (r22 + b11
d1

)er2x0 (r22 + b11
d1

)e−r2x0

 ,

N2 =


−r1 r1 −r2 r2

−r31 r31 −r32 r32

(r21 + b11
d1

)er1(`−x0) (r21 + b11
d1

)e−r1(`−x0) (r22 + b11
d1

)er2(`−x0) (r22 + b11
d1

)e−r2(`−x0)

 ,

N3 =

 er1x0 e−r1x0 er2x0 e−r2x0

r1e
r1x0 −r1e−r1x0 r2e

r2x0 −r2e−r2x0

 ,

N4 =

 −er1(`−x0) −e−r1(`−x0) −er2(`−x0) −e−r2(`−x0)

r1e
r1(`−x0) −r1e−r1(`−x0) r2e

r2(`−x0) −r2e−r2(`−x0)

 ,

Zd̊urazněme rovnou, že determinant této soustavy záviśı na parametrech (d1, d2). Pokud

det(N) 6= 0, pak má úloha (5.5)–(5.12) pouze nulové řešeńı. Proto je ted’ naš́ım daľśım úkolem

naj́ıt parametry d1, d2 > 0 tak, aby det(N) = 0, a tedy aby existovalo netriviálńı řešeńı (u, v).

Shrňme jen, že postup je zde obdobný jako v úloze bez překážky (3.1), pouze výsledná matice

N je komplikovaněǰśı. Vzhledem ke složitosti matice N8x8 a k potřebě vyjádřit pomoćı sedmi

rovnic sedm koeficient̊u pomoćı zbylého osmého a posledńı osmou rovnici využ́ıt na určeńı

parametr̊u (d1, d2).

V daľśım textu si ukážeme, jak lze koeficienty AL až DP źıskat i jiným zp̊usobem než

přes determinant matice N . Jelikož vyjádřeńı determinantu matice 8 × 8 neńı jednoduché,

ukážeme si v následuj́ıćı sekci, jak źıskat koeficienty obecného řešeńı jinak a jednodušeji.
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5.3 Koeficienty AL až DP

Jak jsme již naznačili, matice N a jej́ı soustava rovnic je komplikovaná a jej́ı determinant

velmi obt́ıžně vyjádřitelný. Proto se pokuśıme dosáhnout kořen̊u AL až DP jinou, sch̊udněǰśı

cestou. Koeficienty dopoč́ıtáme z osmi podmı́nek pro soustavu (5.21), které jsou uvedeny

výše. Postup bude spoč́ıvat v tom, že si budeme postupně vyjadřovat některé koeficienty

pomoćı ostatńıch, až nakonec budeme mı́t vyjádřeny všechny pomoćı jediného koeficientu

AL. Nav́ıc nám zbyde jedna rovnice propojuj́ıćı oba intervaly, pomoćı které urč́ıme kritické

body (d1, d2) (v́ıce viz. Sekce 5.5 ).

Nejprve začneme s podmı́nkami pro levou stranu, tedy koeficienty s indexem L. Pod́ıváme-li

se na jim př́ıslušnou submatici N1, zjist́ıme, že se prvńı dva řádky matice N1 shoduj́ı s matićı

M tvaru (3.30) v Kapitole 3. Stejným postupem jako v Kapitole 3 proto okamžitě dostáváme

AL = BL,

CL = DL.

Nyńı dosad́ıme obě tyto rovnosti do rovnice pro podmı́nku u′′L(x−0 ) = − b11
d1
uL(x−0 ), tedy pro

podmı́nku

(r21 +
b11
d1

)er1x0AL + (r21 +
b11
d1

)e−r1x0BL + (r22 +
b11
d1

)er2x0CL + (r22 +
b11
d1

)e−r2x0DL = 0,

a postupně źıskáme

(r21 +
b11
d1

)er1x0AL + (r21 +
b11
d1

)e−r1x0AL + (r22 +
b11
d1

)er2x0CL + (r22 +
b11
d1

)e−r2x0CL = 0,

(r21 +
b11
d1

)(er1x0 + e−r1x0)AL + (r22 +
b11
d1

)(er2x0 + e−r2x0)CL = 0. (5.24)

Ted’ se pokuśıme źıskat totéž i pro koeficienty a indexem P. Porovnáńım matice N2, která

odpov́ıdá koeficient̊um s indexem P, znovu s matićı M tvaru (3.30) źıskáváme

AP = BP ,

CP = DP ,

a dosazeńım za podmı́nku u′′P (x+0 ) = − b11
d1
uP (x+0 ) pak dává

(r21 +
b11
d1

)(er1(`−x0) + e−r1(`−x0))AP + (r22 +
b11
d1

)(er2(`−x0) + e−r2(`−x0))CP = 0. (5.25)
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V daľśım kroce si vyjádř́ıme z rovnic (5.24) a (5.25) tvary

(er2x0 + e−r2x0)CL = −
(r21 + b11

d1
)

(r22 + b11
d1

)
(er1x0 + e−r1x0)AL,

(er2(`−x0) + e−r2(`−x0))CP = −
(r21 + b11

d1
)

(r22 + b11
d1

)
(er1(`−x0) + e−r1(`−x0))AP ,

které plat́ı za podmı́nky (r22 + b11
d1

) 6= 0, a o které v́ıme d́ıky pomocné rovnosti (2.33) v

Kapitole 2, že bude splněna vždy. Potom tyto tvary dosad́ıme do rovnice dané podmı́nkou

(5.9) tvaru

er1x0AL + e−r1x0BL + er2x0CL + e−r2x0DL =

= er1(`−x0)AP + e−r1(`−x0)BP + er2(`−x0)CP + e−r2(`−x0)DP .

Ještě předt́ım než dosad́ıme, tak pro přehlednost použijeme substituce tvaru (2.4), tedy

(er1x0 + e−r1x0)AL = C1(x0)AL,

(er2x0 + e−r2x0)CL = C2(x0)CL,

(er1(`−x0) + e−r1(`−x0))AP = C1(`− x0)AP ,

(er2(`−x0) + e−r2(`−x0))CP = C2(`− x0)CP ,

(r22 + b11
d1

) = R2,

(r21 + b11
d1

) = R1.

(5.26)

Po dosazeńı všech substitućı, postupně dostáváme

er1x0AL + e−r1x0AL + er2x0CL + e−r2x0CL =

= er1(`−x0)AP + e−r1(`−x0)AP + er2(`−x0)CP + e−r2(`−x0)CP .

C1(x0)AL + C2(x0)CL = C1(`− x0)AP + C2(`− x0)CP .

Nyńı po dosazeńı rovnost́ı (5.24) a (5.25) za C2(x0)CL a C2(`− x0)CP postupně dostáváme

C1(x0)AL −
R1

R2

C1(x0)AL = C1(`− x0)AP −
R1

R2

C1(`− x0)AP ,

(1− R1

R2

)C1(x0)AL = (1− R1

R2

)C1(`− x0)AP ,

až nakonec dostáváme rovnici

(1− R1

R2

)C1(x0)AL = (1− R1

R2

)C1(`− x0)AP .

51



Když je splněna podmı́nka (1− R1

R2
) 6= 0, která je podle pomocné rovnosti (2.41) v Kapitole

2 splněna pokud Dω 6= 0, pak dostáváme

C1(x0)AL = C1(`− x0)AP . (5.27)

T́ımto zp̊usobem jsme si vyjádřili všechny koeficienty vzhledem k jedinému vztahu mezi

AL a AP a zároveň ukázali, že předpoklady zaručuj́ıćı neděleńı nulou jsou splněny, popř́ıpadě

že plat́ı alespoň v generickém př́ıpadě kdy Dω 6= 0.

5.4 Hledáńı kritických bod̊u úlohy pro speciálńı př́ıpady

Na začátku této sekce zmiňme, že vycháźıme z upravených rovnost́ı ze Sekce 5.3, jenž si pro

lepš́ı orientaci v textu vyṕı̌seme ještě jednou

(er1(`−x0) + e−r1(`−x0))AP = AL(er1x0 + e−r1x0),

BL = AL,

CL = DL,

(er2x0 + e−r2x0)CL = −ALR1

R2
(er1x0 + e−r1x0),

BP = AP ,

CP = DP ,

(er2(`−x0) + e−r2(`−x0))CP = −AP R1

R2
(er1(`−x0) + e−r1(`−x0)).

(5.28)

Nav́ıc pokud pro přehlednost použijeme substituci (2.4), soustava (5.28) nabude tvaru

C1(x0)AL = C1(`− x0)AP , (5.29)

BL = AL, (5.30)

CL = DL, (5.31)

C2(x0)CL = −R1

R2

C1(x0)AL, (5.32)

BP = AP , (5.33)

CP = DP , (5.34)

C2(`− x0)CP = −R1

R2

C1(`− x0)AP . (5.35)

Jako posledńı ještě zmiňme, že v Kapitole 2 jsme ukázali, že plat́ı nerovnosti (2.33) a (2.34),

proto plat́ı
R1

R2

6= 0.
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Nyńı přejděmě k jednotlivým speciálńım situaćım, které mohou nastat pro rovnosti

(5.29)–(5.35). Struktura této sekce bude následuj́ıćı. Vždy budeme uvažovat nějaký předpoklad,

ukážeme si, pro které dvojice bod̊u (d1, d2) ∈ R2
+ je splněný a následně ukážeme jaké bude

řešeńı pro kritické body. Opět zde budeme hojně využ́ıvat pomocných tvrzeńı ze Sekce 2.6.

Poznamenejme jen, že v některém ze speciálńıch př́ıpad̊u se v následuj́ıćı sekci objev́ı i řešeńı,

která budou mı́t druhou složku v hladkou. To jest řešeńı, která se objevuj́ı již v Kapitole 3.

5.4.1 Předpoklad prvńı

V př́ıpadě, že by v rovnici (5.27), respektive (5.29) platily podmı́nky

C1(x0) = 0,

C1(`− x0) 6= 0,
(5.36)

pak pro libovolné AL 6= 0 dostaneme

AP = 0.

Takto źıskáné AP dosad́ıme do (5.35) a máme

C2(`− x0)CP = 0. (5.37)

Zde ale vzniká daľśı podmı́nka, kterou je nutno vyřešit, a sice zda C2(` − x0) je, nebo neńı

nulové. Proto ted’ muśıme tento př́ıpad rozdělit ještě na dva podpř́ıpady

Podpř́ıpad prvńı

předpokládejme tedy, aby nejprve platilo

C2(`− x0) 6= 0. (5.38)

Pak nám z rovnice (5.37) plyne

CP = 0.

Dále dosazeńım prvńı podmı́nky (5.36) do rovnice (5.32) dostáváme pro AL 6= 0 rovnici

C2(x0)CL = 0,

Potom pomocné Tvrzeńı 2.6.9 ř́ıká, že pokud by platilo zároveň C1(x0) = C2(x0) = 0, pak

budou výsledné kritické body (d1, d2) pouze izolované body. Tyto množiny nás ale nezaj́ımaj́ı,
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tuto možnost nebudeme uvažovat a budeme předpokládat pouze

C2(x0) 6= 0. (5.39)

Potom d́ıky rovnici (5.4.1) dostáváme, že

CL = 0.

V tuto chv́ıli máme všechny koeficienty až na AL, BL nulové. To by znamenalo, že řešeńı

uL ∈ (0, x0) je nenulové a řešeńı uP ∈ (x0, `) je nulové. V takovém př́ıpadě ale nesmı́me

zapomenout na posledńı podmı́nku u′L(x−0 ) = u′P (x+0 ), která požaduje spojitou prvńı derivaci

mezi řešeńımi uP a uL. Ověř́ıme, zda plat́ı i tato podmı́nka, která nám tedy dává rovnici

r1e
r1x0AL − r1e−r1x0BL + r2e

r2x0CL − r2e−r2x0DL =

= −r1er1(`−x0)AP + r1e
−r1(`−x0)BP − r2er2(`−x0)CP + r2e

−r2(`−x0)DP ,

d́ıky které dostáváme osmou rovnici, která vyjádřená v substitućıch stejně jako rovnice

(5.29)-(5.35) je tvaru

r1ALS1(x0) + r2CLS2(x0) = −r1APS1(`− x0)− r2CPS2(`− x0). (5.40)

Dosazeńım prozat́ım źıskaných rovnost́ı

AL = BL,

která jsou tedy libovolná a dále rovnosti

CL = DL = 0,

AP = BP = 0,

CP = DP = 0,

źıskáme rovnici tvaru

r1ALS1(x0) = 0,

Dı́ky Tvrzeńı 2.6.10 ale v́ıme, že pokud C1(x0) = 0, potom

S1(x0) 6= 0.
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Nutně tedy muśı platit, že i

AL = BL = 0.

T́ımto nám vyšly všechny koeficienty AL až DP nulové, to znamená že za podmı́nek (5.36),

(5.38) a (5.39), by měla úloha (5.1), (5.2) a (5.3) pouze triviálńı řešeńı (u, v) = (0, 0).

Takovému řešeńı ale nebudeme věnovat pozornost.

Podpř́ıpad druhý

V druhém podpř́ıpadě stejně jako v prvńım může platit

AL 6= 0,

AP = 0.

Nyńı ale pro rovnici (5.37) požadujme, aby platil opak, tedy

C2(`− x0) = 0, (5.41)

potom z rovnice

C2(`− x0)CP = 0.

dostáváme, že i CP může být libovolné, tedy

CP 6= 0.

Naopak z rovnice (5.32), po dosazeńı podmı́nky (5.36) dostáváme

C2(x0)CL = 0. (5.42)

Dı́ky Tvrzeńı 2.6.9, okamžitě v́ıme, že pokud by platilo C2(x0) = 0 a zároveň C1(x0) = 0,

dostali bychom v rovině (d1, d2) ∈ R2
+ pouze jednotlivé izolované kritické body, pro které

by existovalo netriviálńı řešeńı. Tento př́ıpad proto nebudeme uvažovat a zaměř́ıme se na

př́ıpad

C2(x0) 6= 0. (5.43)

ve kterém z rovnosti (5.42) dostaneme, že

CL = 0.
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Shrnut́ı všech podmı́nek je tedy následuj́ıćı

AL = BL 6= 0,

CP = DP 6= 0,

CL = DL = 0,

AP = BP = 0.

Obě části řešeńı u, tedy uL na intervalu (0, x0) a uP na intervalu (x0, `) jsou nenulové. Proto

nyńı použijeme ještě posledńı podmı́nku u′L(x−0 ) = u′P (x+0 ) reprezentovanou rovnićı (5.40).

Dosazeńım rovnost́ı pak máme

r1ALS1(x0) = −r2CPS2(`− x0).

T́ımto dostáváme d́ıky Tvrzeńı 2.6.10 a rovnosti (3.16) netriviálńı vztah mezi AL a CP .

Jelikož jsme tedy źıskali koeficienty, lze źıskat obecné řešeńı. Dosad́ıme je tedy do obecného

řešeńı (5.21) pro u a (5.23) pro v, a dostáváme řešeńı

uL = ALC1(x),

vL = −AL d1r
2
1+b11
b12

C1(x),
x ∈ (0, x0) (5.44)

pro levou stranu a

uP = −AL r1r2
S1(x0)
S2(`−x0)C2(`− x),

vP = ALr1
S1(x0)
S2(`−x0)

r2d1+r
−1
2 b11

b12
C2(`− x),

x ∈ (x0, `) (5.45)

na pravé straně. Tato řešeńı ale vznikaj́ı pouze za podmı́nek (5.36), (5.41) a (5.43). Ukažme si

proto nyńı, co to vlastně znamená vzhledem k parametr̊um d1, d2 a jaké dostaneme kritické

body systému. Zaměřme se předevš́ım na podmı́nky

C1(x0) = 0,

C2(`− x0) = 0,

Podle Tvrzeńı 2.6.12 budou za těchto podmı́nek v rovině (d1, d2) ∈ R2
+ pouze jednotlivé

izolované kritické body. To znamená, že řešeńı sice vzniknou, ale pouze v jednotlivých bodech

roviny (d1, d2) ∈ R2
+. Nedostaneme tak souvislou množinu kritických bod̊u.

56



5.4.2 Předpoklad druhý

V druhém předpokladu budeme rovnici (5.27), respektive (5.29), diskutovat za podmı́nek

C1(x0) = 0,

C1(`− x0) = 0.
(5.46)

Podle Tvrzeńı 2.6.11 jsou podmı́nky (5.46) splněny pro (d1, d2) ∈ H`
n, což je množina kri-

tických bod̊u, která rozděluje rovinu (d1, d2) ∈ R2
+ na souvislé oblasti. Za podmı́nek (5.46)

dostáváme d́ıky rovnici (5.29) tvar

0 ∗ AL = 0 ∗ AP ,

tud́ıž oba parametry mohou být libovolné, a můžeme zvolit

AL 6= 0,

AP 6= 0.

Dosazeńım předpokladu (5.46) do rovnice (5.32) dostáváme

C2(x0)CL = 0.

Vzhledem k tomu, že nás nezaj́ımaj́ı izolované kritické body, budeme předpokládat podle

Tvrzeńı 2.6.13 že

C2(x0) 6= 0,

potom źıskáme

CL = 0.

Dále dosazeńım do rovnice (5.35) dostáváme

C2(`− x0)CP = 0.

Použijeme-li stejnou úvahu jako v předchoźı rovnosti, ke které nám tentokrát pomůže Tvrzeńı

2.6.12, budeme předpokládat aby i

C2(`− x0) 6= 0,

proto i

CP = 0.
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V tuto chv́ıli máme opět všechny koeficienty AL až DP . Jejich netriviálńımi vztahy jsou

AL = BL 6= 0,

CL = DL = 0,

AP = BP 6= 0,

CP = DP = 0.

Obdobně dosad́ıme obě strany řešeńı u, tedy uL a uP do rovnice pro podmı́nku u′L(x−0 ) =

u′P (x+0 ) reprezentovanou rovnićı (5.40) a dostaneme

r1ALS1(x0) = −r1APS1(`− x0).

kterou ještě vyděĺıme r1 6= 0 a źıskáme vztah pro AL a AP , jelikož podle Tvrzeńı 2.6.10

S1(x0) 6= 0 a také S1(`− x0) 6= 0, dostaneme tedy

ALS1(x0) = −APS1(`− x0).

Jejich dosazeńım do rozděleného obecného řešeńı pro u tvaru (5.21) a stejně tak tvaru

(5.23) pro v, dostáváme řešeńı

uL = ALC1(x),

vL = −AL d1r
2
1+b11
b12

C1(x),
x ∈ (0, x0) (5.47)

pro pravou stranu intervalu a poté i

uP = −AL S1(x0)
S1(`−x0)C1(`− x),

vP = AL
S1(x0)
S1(`−x0)

d1r21+b11
b12

C1(`− x),
x ∈ (x0, `). (5.48)

Řešeńı plat́ı pouze za podmı́nek

C1(x0) = 0,

C1(`− x0) = 0,

C2(x0) 6= 0,

C2(`− x0) 6= 0,

Což podle Tvrzeńı 2.6.11 znamená, že dostáváme takové kritické body soustavy (5.1), (5.2),

(5.3), které splňuj́ı

(d1, d2) ∈ H`
n, (5.49)
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pro nějaké n ∈ N. Jelikož plat́ı (5.49), znamená to, že

uL ∈ C2([0, x0]),

uP ∈ C2([x0, `]),

a podle (5.20), (5.5) a (5.11), (5.12) máme

u ∈ C2([0, `]). (5.50)

Jelikož plat́ı, že

vL = γ(d)uL,

vP = γ(d)uP

(se stejným γ(d)), potom plat́ı, že také

vL ∈ C2([0, x0]),

vP ∈ C2([x0, `]),

a d́ıky (5.22) a (5.50) źıskáváme, že i

v ∈ C2([0, `]).

To znamená, že řešeńı (u, v) nav́ıc v tomto př́ıpadě splňuje regularitu a kritické body tohoto

speciálńıho př́ıpadu lež́ı na hyperbole H`
n v rovině (d1, d2) ∈ R2

+. Tento speciálńı př́ıpad je

tedy stejný jako v Kapitole 3.

5.5 Nalezeńı kritických bod̊u

Po vyřešeńı speciálńıch př́ıpad̊u si ukážeme řešeńı, pro které neplat́ı ani jedna nulová rovnost

z předchoźı Sekce 5.4. Daľśım krokem, který bude třeba udělat, je opětovné použit́ı posledńı

zbývaj́ıćı podmı́nky (5.10), tedy u′L(x−0 ) = u′P (x+0 ). Pomoćı této posledńı podmı́nky, která

propojuje obě strany řešeńı, budeme hledat kritické body (d1, d2) ∈ R2
+. Do rovnice

r1e
r1x0AL − r1e−r1x0BL + r2e

r2x0CL − r2e−r2x0DL =

= −r1er1(`−x0)AP + r1e
−r1(`−x0)BP − r2er2(`−x0)CP + r2e

−r2(`−x0)DP
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dosad́ıme postupně všechny źıskané vyjádřeńı koeficient̊u, které najdeme v Sekci 5.3 kromě

koeficientu AL, od kterého se ostatńı koeficienty odv́ıj́ı. Máme tedy rovnici

r1(e
r1x0 − e−r1x0)AL + r1

(er1(`−x0) − e−r1(`−x0))(er1x0 + e−r1x0)

er1(`−x0) + e−r1(`−x0)
AL−

−r2(er2x0−e−r2x0)
R1

R2

er1x0 + e−r1x0

er2x0 + e−r2x0
AL−r2(er2(`−x0)−e−r2(`−x0))

R1

R2

er1x0 + e−r1x0

er2(`−x0) + e−r2(`−x0)
AL = 0,

Vytknut́ım AL a částečně i vytknut́ım r1 a r2 dostáváme rovnici

(r1((e
r1x0 − e−r1x0) + (er1(`−x0) − e−r1(`−x0)) (er1x0 + e−r1x0)

er1(`−x0) + e−r1(`−x0)
)−

−r2
R1

R2

((er2(`−x0) − e−r2(`−x0)) er1x0 + e−r1x0

er2(`−x0) + e−r2(`−x0)
+ (er2x0 − e−r2x0)e

r1x0 + e−r1x0

er2x0 + e−r2x0
))AL = 0.

Poznámka: Př́ıpady, kdy by mohlo nastat, že děĺıme nulovým č́ıslem, jsme již vyřešili v

Sekci 5.4.

Pro částečné zjednodušeńı výrazu užijme opět substitućı (2.4). Pak tedy výsledná rovnice

bude o něco přehledněǰśıho tvaru

(r1(S1(x0) + S1(`− x0)
C1(x0)

C1(`− x0)
)− r2

R1

R2

C1(x0)(
S2(`− x0)
C2(`− x0)

+
S2(x0)

C2(x0)
))AL = 0.

Jak jsme již zmı́nili, pomoćı této rovnice si najdeme kritické body (d1, d2) ∈ R2
+. Jelikož

chceme AL 6= 0, pak muśı pro kritické body nutně platit

r1(S1(x0) + S1(`− x0)
C1(x0)

C1(`− x0)
)− r2

R1

R2

C1(x0)(
S2(`− x0)
C2(`− x0)

+
S2(x0)

C2(x0)
) = 0. (5.51)

Pokud si definujeme funkci g(d1, d2) jako

g(d1, d2) = r1(S1(x0) + S1(`− x0)
C1(x0)

C1(`− x0)
)− r2

R1

R2

C1(x0)(
S2(`− x0)
C2(`− x0)

+
S2(x0)

C2(x0)
), (5.52)

pak množina kritických bod̊u je

Kx0 = {(d1, d2) ∈ R2
+ : g(d1, d2) = 0}. (5.53)

Jestliže d = (d1, d2) ∈ Kx0 jsou kritické body systému, pak řešeńı úlohy (5.1), (5.2), (5.3) s

přechodovou podmı́nkou (5.4) je tvaru

u(x) =

 uL(x) x ∈ (0, x0),

uP (x) x ∈ (x0, `).
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kde

uL(x) = AL(C1(x)− β1(d)C2(x)), x ∈ (0, x0),

uP (x) = ALβ3(d)(C1(`− x)− β2(d)C2(`− x)), x ∈ (x0, `).
(5.54)

Druhou složkou v řešeńı pak je

v(x) =

 vL(x) x ∈ (0, x0),

vP (x) x ∈ (x0, `),

kde

vL(x) = −AL d1(r
2
1C1(x)−β1(d)r22C2(x))+b11(C1(x)−β1(d)C2(x))

b12
, x ∈ (0, x0),

vP (x) = −ALβ3(d)
d1(r21C1(`−x)−β2(d)r22C2(x))+b11(C1(`−x)−β2(d)C2(`−x))

b12
, x ∈ (x0, `),

(5.55)

kde

β1(d) =
R1C1(x0)

R2C2(x0)
,

β2(d) =
R1C1(`− x0)
R2C2(`− x0)

,

β3(d) =
C1(x0)

C1(`− x0)
,

AL ∈ R.

Zde již nep̊ujde źıskat množinu kritických bod̊u analyticky, jako se nám to povedlo v

Kapitole 3. Množinu Kx0 muśıme zjistit numericky.

5.6 Výsledek

Nakonec i v této poměrně komplikované úloze se nám podařilo naj́ıt množinu kritickcýh

bod̊u rozděluj́ıćı rovinu (d1, d2) ∈ R2
+ na souvislé oblasti.

Tvrzeńı 5.6.1 Množina všech kritických bod̊u (d1, d2) ∈ R2
+ úlohy (5.1), (5.2), (5.3) s

přechodovou podmı́nkou (5.4) je

Kx0 = {(d1, d2) ∈ R2
+ : g(d1, d2) = 0},

kde g(d1, d2) je tvaru (5.52).

Pokud d ∈ Kx0 , pak řešeńı (u, v) úlohy (5.1), (5.2), (5.3) s přechodovou podmı́nkou (5.4) je

tvaru (5.54) pro prvńı složku u a (5.55) pro druhou složku v.
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5.6.1 Shrnut́ı

Opět se nám podařilo ukázat, že kritické body úlohy (5.1), (5.2), (5.3) s přechodovou

podmı́nkou (5.4) existuj́ı. Množina kritickcýh bod̊u, která rozděluje rovinu (d1, d2) ∈ R2
+

na souvislé oblasti je

Kx0 = {(d1, d2) ∈ R2
+ : g(d1, d2) = 0},

kde g(d1, d2) je tvaru (5.52). Uvnitř jednotlivých oblast́ı existuje opět pouze nulové řešeńı.

Nav́ıc v jednom speciálńım př́ıpadě se nám podařilo naj́ıt řešeńı stejného typu jako v Kapitole

3.
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Kapitola 6

Př́ıklady

V následuj́ıćı kapitole si ukážeme, jak vypadaj́ı množiny kritických bod̊u pro jednotlivé úlohy.

Také si vykresĺıme konkrétńı ukázkové řešeńı pro úlohu z Kapitoly 3, Kapitoly 4 a také pro

úlohu z Kapitoly 5. Společně pro všechny úlohy si zvoĺıme stejný interval (0, `) a hodnoty

koeficient̊u bij. Zvolme si tedy konkrétně matici

B =

 1 −2

2 −2

 ,

která splňuje podmı́nky pro koeficienty bij (3.4) a (3.5). Konkrétńı soustava rovnic od-

pov́ıdaj́ıćı matici B pak bude

d1u
′′ + u− 2v = 0,

d2v
′′ + 2u− 2v = 0.

(6.1)

Rovnice mějme na intervalu (0, 1). Doted’ byla zadáńı stejná nyńı bude třeba si kapitolu

rozdělit pro každou úlohu zvlášt’

6.1 Úloha z Kapitoly 3

Tato úloha má pro soustavu rovnic (6.1) předepsané Neumannovy okrajové podmı́nky

u′(0) = 0, u′(1) = 0,

v′(0) = 0, v′(1) = 0.
(6.2)

Množina kritických bod̊u je podle Tvrzeńı 3.3.1 tvaru

KN =
∞⋃
n=1

H1
n.
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Vykresleńım množiny kritických bod̊u vypadá následovně:

Obrázek 6.1: Hyperboly H1
n, kde n=1,2,3,4.

Řešeńı soustavy pro kritickcé body d ∈ KN na intervalu (0; 1) a n = 1 je tvaru

u(x) = AC1(x),

v(x) = α1(d)AC1(x),
x ∈ (0; 1)

kde

α1(d) =
1− d1κ1
−2

> 0

κ1 = (π)2

A ∈ R.

Dosazeńım konkrétńıch kritických bod̊u d1 = 0.08, d2 = 1.7235 a zvoleńım A = −1,

můžeme vykreslit hledané řešeńı (u, v) úlohy (6.1), (6.2), které je následuj́ıćı, Kde složka s

Obrázek 6.2: Řešeńı úlohy (6.1), (6.2) pro A = −1.

menš́ı amplitudou je u a zbývaj́ıćı složka s větš́ı je v.
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6.2 Úloha z Kapitoly 4

Tato úloha má pro soustavu rovnic (6.1) předepsané smı́̌sené okrajové podmı́nky tvaru

u′(0) = 0, u′(1) = 0,

v′(0) = 0, v(1) = 0.
(6.3)

Množinou kritických bod̊u je potom

KD = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(d1, d2) = 0}.

kde

f(d1, d2) = r1S1(1)C2(1)(d1r
2
2 + 1)− r2S2(1)C1(1)(d1r

2
1 + 1),

Vykresleńım množiny kritických bod̊u źıskáme následuj́ıćı obrázek: Řešeńı úlohy pro kritické

Obrázek 6.3: Množina kritických bod̊u KD.

body d ∈ KD je potom tvaru

u(x) = A(C1(x)− C2(x)α(d)) x ∈ (0; 1).

v(x) = −Ad1(r
2
1C1(x)− r22C2(x)α(d)) + 1(C1(x)− C2(x)α(d))

−2
x ∈ (0; 1).

kde

α(d) =
r1S1(1)

r2S2(1)
.

Opět dosazeńım konkrétńıch kritických bod̊u d1 = 0.5, d2 = 0.5 a zvoleńım A = −1,

můžeme vykreslit hledané řešeńı (u, v) úlohy (6.1), (6.3), které je následuj́ıćı
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Obrázek 6.4: Řešeńı úlohy (6.1), (6.3) pro A = −1, kde v je horńı křivka a u dolńı.

6.3 Úloha z Kapitoly 5

Tato úloha má tedy soustavu (6.1) a Neumannovy okrajové podmı́nky

u′(0) = 0, u′(1) = 0,

v′(0) = 0, v′(1) = 0.
(6.4)

a spolu s nimi nav́ıc definovanou přechodovou podmı́nku v(x0) = 0 zvoleńım x0 = 3/4, tak

dostáváme kompletńı zadáńı úlohy s překážkou

v(3/4) = 0. (6.5)

Množina kritických bod̊u této úlohy je

K3/4 = {(d1, d2) ∈ R2
+ : g(d1, d2) = 0},

kde

g(d1, d2) = r1(S1(3/4) + S1(1/4)
C1(3/4)

C1(1/4)
)− r2

R1

R2

C1(3/4)(
S2(1/4)

C2(1/4)
+
S2(3/4)

C2(3/4)
).

Vykresleńım funkce g(d1, d2) źıskáváme Obrázky 6.5 a 6.6

Jelikož chceme, aby se vynulovala jak složka reálná tak imaginárńı, nacháźıme (d1, d2) na

stejné hranici oblast́ı, kde funkce g(d1, d2) stř́ıdá kladnost nebo zápornost reálné a imaginárńı

části. Neboli najdeme kritické body d ∈ K3/4. Následně v́ıme z Kapitoly 5, že řešeńı úlohy

(6.1), (6.4), (6.5) je tvaru

u(x) =

 uL(x) x ∈ (0; 3/4),

uP (x) x ∈ (3/4; 1).
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Obrázek 6.5: Pro obalsti v rovině parametr̊u, kde je reálná složka funkce g(d1, d2)

kladná/záporná.

Obrázek 6.6: Pro obalsti v rovině parametr̊u, kde je imaginárńı složka funkce g(d1, d2)

kladná/záporná.

kde

uL(x) = AL(C1(x)− β1(d)C2(x)), x ∈ (0; 3/4),

uP (x) = ALβ3(d)(C1(1− x)− β2(d)C2(1− x)), x ∈ (3/4; 1),

Druhou složkou řešeńı pak je v, tedy

v(x) =

 vL(x) x ∈ (0; 3/4),

vP (x) x ∈ (3/4; 1),

kde

vL(x) = −AL d1(r
2
1C1(x)−β1(d)r22C2(x))+1(C1(x)−β1(d)C2(x))

−2 , x ∈ (0; 3/4),

vP (x) = −ALβ3(d)
d1(r21C1(1−x)−β2(d)r22C2(x))+1(C1(1−x)−β2(d)C2(1−x))

−2 , x ∈ (3/4; 1),
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kde

β1(d) =
R1C1(3/4)

R2C2(3/4)
,

β2(d) =
R1C1(1/4)

R2C2(1/4)
,

β3(d) =
C1(3/4)

C1(1/4)
.

Dosazeńım konkrétńıch kritických bod̊u d1 = 0.15, d2 = 0.0966 a zvoleńım A = −1,

můžeme vykreslit hledané řešeńı (u, v) úlohy (6.1), (6.4) s přechodovou podmı́nkou (6.5),

které je následuj́ıćı

Kde v je funkce zlomená v bodě x0 = 3/4.

Obrázek 6.7: Řešeńı úlohy (6.1), (6.4), (6.5)
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Závěr

V diplomové práci jsme studovali systém reakce-difúze typu aktivátor-inhibitor, to jest sou-

stavu dvou homogenńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic 2. řádu s konstantńımi koeficienty,

pro tři typy homogenńıch okrajových podmı́nek. Studovali jsme existenci řešeńı vzhledem

k parametr̊um difúze. Ve všech třech př́ıpadech se nám podařilo ukázat existenci množiny

parametr̊u, pro které existuje netriviálńı dané okrajové úlohy.
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