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Abstrakt

Tato prace se zabyva metodou hrani¢nich prvka. Jedna se o jednu z numerickych
metod pouzivanych k feseni nékterych tloh z mechaniky, které jsou popsané parcidlnimi
diferencidlnimi rovnicemi. Cilem prace je formulovat metodu hrani¢nich prvkt pro rovinny
problém a nésledné ziskané poznatky aplikovat na konkrétni pripad.

Summary

This thesis is concerned with the Boundary element method. This is one of the nu-
merical methods used to solve some problems of the mechanics, which are described by
partial differential equations. The goal of this thesis is to formulate the Boundary element
method for the plane problem and then apply the gained knowledge to a particular case.
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UVOD

L d
Uvod

Metoda hrani¢nich prvku (Boundary element method) je numerickd metoda fesici pro-
blémy popsané parcalnimi diferencidlnimi rovnicemi [3]. Jak napovidd jeji nazev, je cha-
rakteristickd tim, ze diskretizuje oblast pouze na jeji hranici. To ma za nasledek skutec-
nost, ze dokéze snizit dimenzi iilohy o jeden stupen, coz zjednodusuje vypocet. Vyuzivame
toho predevsim u prostorovych tloh, které jsou potom pocitany ve druhé dimenzi.

Metoda byla v jejich pocatcich zastinéna momentalné v technické praxi nejvyuziva-
néjsi metodou koneénych prvka (Finite element method) [4, 5], jejiz nejvétsi vyhodou je
univerzalnost. Piipadné dalsimi [5], jako je diferenéni metoda (Finite difference method)
nebo metoda konecnych objemu (Finite volume method). Porad ale existovaly problémy,
se kterymi si metoda konecénych prvka nevédéla rady. Proto se opét objevila metoda hra-
nicnich prvki, kterda doplnuje jeji nedostatky. Pripadné se da k feseni problému pouzit
kombinace obou metod.

V praci nejdiive ¢tenari priblizime historii vzniku metody hrani¢nich prvkia. Nasledné
ji struéné popiseme, k cemuz vyuzijeme porovnani s lépe znamou metodou konecnych
prvkl. Zvyraznime tak jeji nejvétsi vyhody a nedostatky. Dale popiseme Diracovu delta
funkci, vyuzivanou v mechanickych vypoctech, a rozebereme Bettiho vétu. V dalsich ka-
pitolach se dostaneme k odvozeni samotné metody hrani¢nich prvki pro rovinné tlohy.
Nejprve fundamentalniho feseni pro Laplaceovu rovnici, které je pro fungovani metody
nepostradatelné. Dosazujeme ho do hrani¢éni integralni rovnice odvozené v dalsi kapi-
tole a vychézejici z druhé Greenovy identity. Zde mizeme najit feSeni nejen pro Lapla-
ceovu rovnici, ale i pro rovnici Poissonovu. Nakonec ziskané rovnice upravime tak, aby
byly pouzitelné pro numericky vypocet. Konkrétné pomoci konstantnich hrani¢nich prvk.
V posledni kapitole aplikujeme metodu hrani¢nich prvki na nékolik 3D objekt nejprve
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami a poté se smisenymi okrajovymi podminkami.



1 SEZNAMENI S METODOU HRANICNICH PRVKU

1 Seznameni s metodou hranicnich
prvku

Metoda hrani¢nich prvkt dokaze analyzovat chovani mechanickych systémi. Prede-
vsim struktury naméahané vnéjsim zatizenim. Proto je u¢innym néstrojem pro feSeni
inzenyrskych problémt. Jiz v minulém stoleti, kdy zacalo dochazet k rychlému rozvoji
pocitacu a kvalita softwaru neustale rostla, se ukéazalo, ze pred samotnou vyrobou a na-
slednym testovanim vyrobku je vyhodnéjsi provadét numerickou simulaci problému, kteréd
je efektivni, spolehliva a presna. Navic je numericky model vyuzitelny pro mnoho typt
zatézovani a spoustu geometrii studovanych struktur.

1.1 Historicky vyvoj metody hranicnich prvkia

Do zacatku osmdesatych let byla metoda znama jako metoda hrani¢niho integralniho po-
¢tu. Metoda, kterd uméla fesit problémy matematické fyziky, méla ptivod v praci G. Gre-
ena [6]. Ten zavedl Greenovu funkci a diky ni v roce 1828 formuloval integralni repre-
zentaci feseni Dirichletova a Neumanova problému pro Laplaceovu rovnici. V roce 1872
uvedl Betti [7] obecnou metodu pro integraci rovnic pruznosti a derivaci jejich feSeni v in-
tegralni formé. V roce 1885 pouzil Somigliana [8] Bettiho recipro¢ni teorém k derivaci
reseni problému pruznosti v integralni formeé.

Jako zakladatel metody hrani¢nich prvkia je ovSsem povazovan Fredholm. Na zacatku
dvacateho stoleti byl prvni, kdo pro teorii potenciali [9] pouzil singularni okrajové inte-
gracni rovnice k nalezeni neznamych na hranici oblasti. Metoda je nazyvana jako primé
metoda hrani¢nich prvka. Neznamé na hranicich oblasti v ni maji ptimy fyzikalni nebo ge-
ometricky vyznam. Pozdéji vznikly dalsi, kde nezndmé na hranicich oblasti nemaji primy
fyzikalni nebo geometricky vyznam, proto je nazyvame nepiimé [10, 11, 12, 13]. Déle
Sherman [14, 15], Michlin [16] a Muschelisvili [17] vyvinuli metodu hrani¢niho integral-
niho poctu pro feseni rovinnych problému za pouziti komplexnich funkci. Popsané metody
ovsem vznikly jesté pred rozvojem pocitacil, a proto se z diivodu velkého objemu vypoct
zanedbavaly az do konce padesatych let.

Samotna metoda hrani¢nich prvka byla pouzita na zacatku sedesatych let. Jawson [18]
s Symm [19] pouzili Fredholmovy rovnice pro vypocet dvoudimenziondlnich problémi te-
orie potencialu. Déle Rizzo [20] a Cruse [21] aplikovali metodu na dvou a t¥idimenzionalni
problémy pruznosti. Rizzo a Shippy [22] rozsifili metodu pro anizotropni pruznost a Cruse
a Rizzo [23] vyTesili elastodynamicky problém. Ignaczak a Nowacki [24] rozvedli metodu
pro termoelasticitu a Mendelson [25] studoval problém elastoplastického krutu.

Od té doby se objevuji doplnkové a konkurenc¢ni metody, které na klasické metodé
hrani¢nich prvka odstranuji jeji nedostatky. Nyni je i¢innym néstrojem pro analyzy in-
zenyrskych problémii.



1.2 POROVNANI S METODOU KONECNYCH PRVKU

1.2 Porovnani s metodou konec¢nych prvkiu

Zmaméjsi a pouzivanéjsi metodou pro numerické analyzy je metoda koneénych prvki
(MKP). Presto se ale najdou problémy, pro které je metoda hrani¢nich prvka (MHP)

vyhodnéjsi. Pii jejich porovnani zjistujeme, ze:

1. V MKP diskretizujeme celou oblast (obrézek 1.1b), coz v pripadé télesa s dérami,

vruby nebo rohy viditelné zpomaluje vypocet. Navic je obtizné provadét zmény
na jiz diskretizovaném modelu. U MHP diskretizaci provadime pres hranici oblasti
(obrazek 1.1a) a snizujeme tim neznamé o jeden fad. Metoda je vhodné i pro oblasti
s geometrickymi zvlastnostmi, jako jsou naptiklad trhliny, a pii zménach v modelu
je jednodussi na prepocet.

(a) MHP [26] (b) MKP [27]
Obrézek 1.1: Diskretizace pro MHP a MKP.

.V pripadé nekone¢né oblasti je pro MKP potieba vytvaret uzaviené hranice. D1-
sledkem mtize byt mensi presnost feseni. V MHP staci nékolik modifikaci programu
pro konecné oblasti.

. Presto, ze MKP pocita presné funkci oblasti, mtze byt neefektivni v jejich deriva-
cich. Predevsim v mistech velkych gradienti funkce. Naopak MHP je velice efektivni
pri derivacich funkce oblasti.

. MHP umoznuje vypocet feSeni a jeho derivaci v kazdém bodé oblasti a v jakém-
koli ¢asovém obdobi, protoze fesenim je spojity integral. V MKP toto mozné neni,
protoze Teseni je definovano pouze pro uzlové body.

. Matice, ktera vzniké pti numerické implementaci MHP byva plna a nesymetricka
(obrazek 1.2b). Naopak MKP pouziva pasovou symetrickou matici, kterd ma lepsi
vlastnosti pro vypocet (obrézek 1.2a).

(a) MKP (b) MHP
Obrézek 1.2: Matice metody MKP a MHP

6. V MHP je pro aplikaci tfeba znat fundamentalni reSeni.
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2 Matematicky aparat

S metodou hrani¢nich prvka souvisi rizné jiz znamé vztahy jako je naptiklad druhé
Greenova identita. V nasledujicim textu vysvétlime pojem Diracovy delta funkce, kterd
je matematickym vyjadrenim ptisobeni bodové sily, a rozebereme Bettiho vétu.

2.1 Diracova delta funkce

V mechanice téles se ¢asto setkavame s télesem zatizenym v bodé. Sila pritom neptisobi
pouze v bodé, ale i v jeho blizkém okoli, coz vystihuje Diracova delta funkce.

Uvazujme rovinné pruzné téleso ()
s konstantni tloustkou 7' zaujimajici polo-
rovinu —oo < = < 00, y > 0. Dale kruhovy
disk €25 se stejnou konstantni tloustkou T
a polomérem R, ktery se dotyka télesa €2y
v bodé (z,y) = (0,0) na jeho hranici. Kru-
hovy disk €2, je zatizény vertikalni jednot-
kovou silou F'(obrazek 2.1).

P1i deformaci pruznych téles nenastava
Q kontakt v bodé, ale sila je rozprostiena do

malého okoli bodu. Proto sestrojime funkei

y f(z), ktera reprezentuje rozlozeni sily pu-

. , . .. sobici na hranici télesa 2; na jednotku
Obrazek 2.1: Styk kruhového disku zatize- -, . , ) .
ného silou F s polorovinou. de/1k§,f. J eJ1vtvar zatim nez}name, al}e predpo-

kladame, ze bude odpovidat obrazku 2.2.

Vime, ze sila bude koncentrovand v okoli bodu a bude splnovat vztah

+oo
f(z)dx =1 (2.1)
o |
vyjadiujici, Ze sila pisobici na téleso 21 je rovna jednot- | %)

kové sile. Pokud se nebudeme zabyvat analytickym fese-
nim funkce f, mizeme jeji predpokladany tvar predepsat
ve tvaru

k 2] < 1
— x — :
2’ k
fi(x) = L (2.2) A
0 >
el 2
nebo jako Obréazek 2.2: Predpoklddané
k rozlozeni sily na hranici prvku.
fi(z) = (1 k22?) (2.3)

kde k je kladné ¢islo.

Na grafickém znézornéni obou tvaru funkce f; (obrazek 2.3) muzeme vidét, Ze pro
velkd k je opravdu dostatecné koncentrovana a zaroven spliuje rovnici (2.2). Z ¢ehoz
vyplyva, ze funkce f; je ekvivalentni funkci f.



2.1 DIRACOVA DELTA FUNKCE

f (x)
ik £,

(a) Funkce fi(z) pro rovnici (2.2). (b) Funkce fi(x) pro rovnici (2.3).

Obrézek 2.3: Funkce f; vykreslené pro velké hodnoty ¢isla k.

Cislo k vyjadiuje tuhost télesa a pro absolutné tuh4 télesa plati k — oco. Proto zavé-
dime fiktivni rozlozeni jednotkové sily, kterou vyjadiuje funkce d(z) a je definovina jako

() = Jim fi(x) (2.4)

kde §(z) je Diracova delta funkce a fi(x) je funkce definovana v rovnicich (2.2) a (2.3).

Matematicky zapis Diracovy delta funkce v jedné dimenzi pro bodovy zdroj ptsobici
V= je

+oo
/ 5z — 20)h(z)dz = hizo). (2.5)

Funkce h(z) je spojitd na koneéném intervalu obsahujici zdrojovy bod = = x5 a mé nulo-
vou hodnotu mimo tento interval. Jednodimenzionalni Diracovu delta funkci se zdrojem
plisobicim v bodé x = g = 0 tedy miizeme popsat vztahy

s@w={ 5 170 (2:6)
/ :O 5(2)da = / §(z)da = 1, (2.7)

kde ¢ je kladné ¢islo. Podle této definice funkce §(x) nabyva nulové hodnoty vsude kromé
bodu = = 0, kde je rovna nekoneénu, a spliuje rovnici (2.7).
Ve dvoudimenzionalnim piipadé Diracovy delta funkce §(Q — Qo) plati

Jo 0(Q — Qo)h(Q)dQq = 1(Qo), Q(z,y), Qol(zo,%0) € 2, (2.8)

pro libovolnou funkci A(Q) spojitou na oblasti €, kterd obsahuje bod Qo(zo, ¥o)-
K jinému vyjadreni miizeme pouzit vztahy

0, @# Qo
S0 — = ’ 2.9
@-a-{ 3 §Za 29
fQ 5(@ — Qo)dQQ = fQ* (5(@ — Qo)dQQ = 1, Qo(l’o,yo) - Q* Q Q (210)
Pripadné se d4 dvoudimenzionalni ptipad prepsat do jedné dimenze jako
6(Q — Qo) = 6(x — x0)d(y — ¥o)- (2.11)
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2.2 Bettiho véta

Pro vyjadreni hrani¢nich integralnich rovnic pro tlohy rovinné pruznosti je dobte vyuzi-
telna Bettiho véta o vzajemnosti praci.

Jak je popsédno v [28], podle Rayleih-Bettiho véty budeme uvazovat oblast 2 jako
elastické izotropni téleso ve statické rovnovaze se dvéma soustavami vnéjsich objemo-
vych (Fy, F,, F.), (Fy, F,, F.) a plognych (fs, fy, f2), (fus fy, [2) sil. Soustava (F,, F,, F.),
(fas fys f-) vyvolava deformaéni posuvy (u,v,w) a soustava (Fy, By, E.), (fu, fy, f2) Vyvo-
lava deformacni posuvy (@, s, w). Potom plati

/(qu + F,v+ F,w)dV + / (fru+ f,o+ f,w)dS
@ o0 (2.12)
= /(qu + Fu + Faw)dV + / (fou+ fyo+ faw)dS.
Q 50

Pro pfipad, ze objemové a plosné sily jsou bodové (Fy, Fy, F.) = (fu, fy, f-) = F plati
Maxwellova véta. Ta tika, ze pokud je §2 elastické izotropni téleso ve statické rovnovaze
s vnéjsimi osamélymi objemovymi nebo plosnymi silami F; a F; a zaroveil plati |F;| =
|F;| = |F| = F. Pak sila F; vyvolava deformac¢ni posuv (Aj;),, ve sméru nositelky n
v misté ptsobiste sily F; a sila Fj vyvolava deformacni posuv (A;}),, ve sméru nositelky n,
v misté pusobisté sily F; (obrazek 2.4).

Obrazek 2.4: Maxwellova véta.

Potom miuzeme psat, ze
Wij = Fi(Aij)ny = Fj(Bji)ny = Wi, (2.13)
kde W je mechanickd préce. A protoze sily F; a Fj se rovnaji, plati
(Aij)ny = (Dji)ny. (2.14)

Abychom mohli Bettiho vétu aplikovat, musime znat Greenovu funkci konkrétniho
problému, jejiz vyjadieni byva casto slozité, nebo dokonce neexistuje. Z toho divodu vét-
sinou hleddme Greenovu funkci G(z, ) pro jednoduché oblasti €2, jako je napriklad kruh,
koule, nebo nekonec¢na oblast. Na nekonecné oblasti je nutné urcit okrajové podminky.
Potom uz nehovorime o hledani Greenovy funkce, ale o fundamentalnim feseni, a aplikaci
Bettiho véty nazveme metodou integralnich rovnic nebo metodou hrani¢nich prvka.



3 Fundamentalni reseni

Metoda bude odvozovana pro feseni problému popisovanych rovnici
Au = f(z,y) z,y €, (3.1)

kde pro f = 0 hovoifme o Laplaceové rovnici a pro f # 0 o Poissonové rovnici. ReSenim je
u = u(x,y), které hleddme na uzavrené oblasti €2 s hranici I a definovanymi okrajovymi
podminkami.

Uvazujme bodovy zdroj v bodé P(x,y), ktery lezi v roviné zy. Jeho uc¢inek v bodé
Q(&,n) vyjadiime pomoci Diracovy delta funkce jako

(@) =0(Q—P). (3.2)
Déle hleddme funkci v = v(Q, P), kterda v bodé @) spliuje rovnici
Av =6(Q — P) (3.3)

pro body P a @ lezici v oblasti €2. Funkci v potom nazyvame fundamentalnim fesenim
Laplaceovy, nebo Poissonovy rovnice. Pro ziskani feseni rovnice (3.3) ji nejdiive prevedeme
do polarnich soutadnic s pocatkem v bodé P. Vzhledem k pocatku je feseni symetrické,
proto bude nezavislé na polarnim thlu 6 a rovnice (3.3) dostane tvar

kde r vyjadiuje vzdalenost bodti P a @) jako
r=[Q-Pl=V(E-2+0-y)> (3.5)

V pocatku P, kde r = 0, plati, ze Diracova delta funkce v rovnici (3.4) je nekone¢né velka
a ve vSech ostatnich bodech roviny je rovna nule. KdyZ potom rovnici (3.4) pro r = 0
dvakrat zintegrujeme, dostavame

v=Alnr+ B,

kde A a B jsou libovolné konstanty. Polozime tedy B = 0 a A zvolime nésledovné.
Predpokladejme, Ze oblast €2 je kruh se stfedem v poc¢atku souradného systému P(z, y)

s polomérem p = r a hranici I' (obrazek 3.1).

Potom mtizeme psat, ze

ov  Ov 1
—=—=A- ds = rdb. 3.6
on  Or p 2 e8=T (36)
Dale pouzijeme druhou Greenovu identitu ;
0 B 5.
/(Auv —ulAv)dr = / (—uv - u—v> ds, |
~ a0 \On on )
kde polozime u = 1 a v = Alnr. Ziskdme rovnici F
—/ AvdQ) = —/@ds. """""""
Q r on Obrazek 3.1: Oblast € se stredem

v bodé P a polomérem p.



3 FUNDAMENTALNI RESENT
Z rovnic (3.3) a (3.6) a z duvodu, ze pro body na hranici I" plati r = p, vyplyva

—/Qa(Q — P)dQ = — /0% A%pdé’.

Podle (2.10) vime, ze integrél ptes levou stranu rovnice je roven 1, a proto muzeme vyjadrit
konstantu A jako

1
A=—. 3.7
o (3.7)
Fundamentalni feseni ma tedy tvar
1
V=g Inr. (3.8)

K odvozeni hrani¢ni integralni rovnice, které je popsano v nasledujici kapitole, bude
potieba znat i derivaci fundamentalniho feseni v podle normaly n
ov 1 09(Inr)or
on  2r or on
Abychom dostali kompletni vyjadreni, potiebujeme urcit derivaci r» podle normaly. Z ob-
razku 3.2 vidime, Ze plati

kde r = /(£ — )2+ (n—y)?> = |g— P|.

P(xy) x

Obrazek 3.2: Geometrie a vlastnosti bodi P a q.

Pokud nyni r zderivujeme, dostaneme

Ty = ——E;x =—cosa=—r¢, Ty,=—14=—sina=-r,

Podobné odvodime také vyrazy
cos 8 =ny, sinf =n,.

A za vyuziti predchozich vztaht ziskame derivaci r podle norméaly n v bodé ¢

0 0
% = a—gnx - a—;ny = cosacos B+ sinasin 8 = cos f — a = cos . (3.9)
Nyni miuzeme psat, ze derivace fundamentalniho teseni je
ov 1 cos¢
i 3.10
on 27w r ( )

9



4 Hranic¢ni integralni rovnice

Pr1i vyjadfovani hrani¢nich integralnich rovnic pouzijeme primou metodu, ktera vyu-
ziva druhou Greenovu identitu a fundamentélni reseni odvozené v predeslé kapitole.

4.1 Odvozeni hranic¢ni integralni rovnice
V kapitole budeme hledat feseni Laplaceovy rovnice
Au = 0. (4.1)

Zacneme s aplikaci druhé Greenovy identity na funkce u a v, které splnuji rovnice
(4.1) a (3.3). Za predpokladu, ze bod P je pevné zvolen, dostaneme

0. g s,

- [ Cu@i@ - Pyane = |
Q r
pro P,Q € Q a q € I'. Pricemz zavedeme znaceni takové, ze uvnitt oblasti {2 jsou body
znaceny velkymi pismeny P, () a na hranici oblasti I' malymi pismeny p, q.

Se znalosti chovani Diracovy delta funkce muzeme rovnici (4.2) pfepsat do tvaru

Ju(q) ov(q, P)
P)=-— P — ——\d 4.3
ulP) == [ |ola. )G - w0 s, (43)
kterd je integralnim fesenim Laplaceovy rovnice. Funkce v je zde fundamentalni reseni
rovnice ]
v=—Inr (4.4)
2m

v
a I je jeho derivace podle normély v bodé ¢
n

ov 1 cos¢
on 21 r

. (4.5)

Diky integréalnimu feseni (4.3) dokdzeme vyjadiit hodnotu Laplaceovy rovnice (4.1)
v kazdém bodé P uvniti oblasti 2. Pro hodnoty u a u, znamé z okrajovych podminek
plati, ze v bodé ¢(&,n) mizZe byt predepsina jen jedna z téchto hodnot. Abychom byli
schopni spocitat hodnoty integralni rovnice i pro body na hranici I', upravime rovnici
(4.3) probod P=pel

V obecném pripadé (obrazek 4.1), kde hranice I' neni hladka a bod P je rohovy,
predpokladame oblast Q*. Sestrojime ji tak, ze z puvodni oblasti €2 odebereme kruhovou
vyseC se stfedem v bodé P, polomérem e, omezenou oblouky PA a PB. Kruhovy oblouk
AB oznacime jako I'. a soucet kiivek AP a PB jako [. K bodu P sestrojime tangenty
kiivek PA, PB a thel mezi nimi oznac¢ime .
Pro pripad, kdy ¢ — 0, plati

ll_l)%(el — 02) = Q,
limI', =0,

e—0

lim(I'—=1) =T.

e—0

10



4 HRANICNI INTEGRALNI ROVNICE

Plxy) &

Obrazek 4.1: Obecny pripad oblasti €2 s nehladkou hranici I" a rohovym bodem P.

Aplikujeme druhou Greenovu identitu na oblast Q* pro funkce u (4.1) a v (4.4). Bod P
nyni lezi mimo oblast Q*, kde 6(Q — P) = 0, coz znamena

/ ud(Q — P)dQ = 0.
Q*
Z toho duvodu mé druhé Greenova identita tvar

ou ov ou ov
0_/1“_1(Un un>ds+/ra(vn un)ds ( 6)

Pokud budeme ¢ limitné priblizovat k nule, tak pro prvni integral dostaneme

_ ou Ov B ou ov
ll_rg% (va—n — u%) ds = / (v% — ua—n) ds. (4.7)

Druhy integral nejprve rozlozime

ou 1 Ou 1 coso
/F (U%—u%> /%—nlnrds—/rigu . ds =1, + L. (4.8)

Protoze T'. je kruhovy oblouk, plati r = ¢ a ¢ = 7. Navic thel @ je rostouci v opacném
sméru nez pribyva s, takze ds = e(—df). Nejdiive upravime integral I; z rovnice (4.8).

1 21
L = /—8—u1nrds—/ —a—uglned(—e) (4.9)

Ponévadz
lim(elne) =0,

e—0

11



4.2 RESENI HRANICNI INTEGRALNI ROVNICE

plati, ze
lim I, = 0. (4.10)
e—0
Podobnym zptisobem budeme postupovat i pro integral I z rovnice (4.8).
1 1 1
IL=-— —uCOSgbds = —/ —u—-ed(—0)
r.2m r 9, 2m €

Po pouziti véty fab f(z)dz = f(c)(b—a), kde a < ¢ < b, dostaneme
6, — 05

1
U 2m
a pro € — 0 potom plati
. o
lli% I, = %u(P) (4.11)
Po dosazeni vztaht (4.10) a (4.11) mé rovnice (4.8) tvar
ou ov a
— _u—\)ds = —u(P). 4.12
/Fs (Uan u@n) ° 27ru( ) (412)

Shrneme poznatky ze vztahu (4.7) a (4.12) do rovnice (4.6) pro e—0 a dostaneme inte-
gralni feseni Laplaceovy rovnice (4.1) v bodech p € T" s nehladkou hranici.

%U(p) = —/F (v(p, q)ﬁg—g - U((D%Z’q@) dsq, (4.13)

kde v pripadé hladké hranice je a = 7.

Pokud nahradime bod P lezici v oblasti 2 bodem p € T, funkce u se stane nespojitou.
V rohovych bodech potom vznikne skok o velikosti (1 — «/27) a pro body na hladké
hranici I' bude skok 1/2. Pokud hleddme teseni pro body, které lezi mimo oblast €2,

dostaneme
u) == [ (vtr0 %2 - w220 as, (4.14)

on, ong

4.2 ResSeni hranic¢ni integralni rovnice

Z rovnic (4.13) a (4.14) mtuzeme vytvorit obecny predpis pro integralni feseni Laplaceovy
rovnice Au = 0

e(P)u(P) = —/F (U(p, q) agéj) — u(q)%z;@) ds, (4.15)

a po modifikaci uvedené v [1] lze ziskat predpis i pro integralni feseni Poissonovy rovnice

Au=f
du(q) 0v(p, q)
P)u(P) = Q- — —_— 4.1
«Pup) = [ opaa [ (0% 2 - 0™ 2D ) as, (a0
kde ¢(P) je koeficient zavisly na pozici bodu P a plati
1 PeQ
e(P)=¢ 35 P=pel . (4.17)
0 PgQ

12



5 NUMERICKA IMPLEMENTACE

5 Numericka implementace

Urceni analytického feSeni (4.15) z predchozi kapitoly by bylo vypoétové narocéné,
proto se pouziva numerické reseni.

Predpokladejme libovolnou oblast €2 s hranici I'. Podstatou metody hrani¢nich prvka
je rozdélit hranici této oblasti na konecny pocet ¢asti (hrani¢nich prvki), které nemusi byt
stejné. Nejjednodussi rozdéleni hranice je pomoci konstantnich prvki, dale se pouzivaji
linearni prvky a parabolické prvky. Na kazdém hrani¢nim prvku se nachézeji koncové
(extrémni) body a uzlové body (uzly), ve kterych je predepsand hodnota.

V pripadé vyuziti konstantnich prvkua (obrézek 5.1a) isek hranice aproximujeme prim-
kou nabyvajici hodnotu uzlového bodu po celé své délce a spojujici koncové body. Uzlovy
bod lezi uprostied mezi koncovymi body.

koncovy bod

uzel

koncovy bod

(a) Konstantni prvky

PV ek prvek
koncovy uzel koncovy uzel
o % ‘ .jstfedovy uzel

koncovy uzel koncovy uzel

(b) Linedrni prvky (c) Parabolické prvky
Obrazek 5.1: Typy hrani¢nich prvku

Pro linedrni prvky (obrézek 5.1b) je opét tisek hranice aproximovan primkou spojujici
koncové body. Vyskytuji se zde dva uzly, které nejcastéji lezi v koncovych bodech a funkéni
hodnota primky je linearni, zavisla na uzlech.

Parabolické prvky (obrazek 5.1c) aproximuji tisek hranice parabolickym obloukem.
Lezi v ném t1i uzly, kde dva z nich jsou umistény na koncich a jeden mezi nimi, nejcasatéji
uprostted.

Konstantni prvky nejsou na rozdil od linedrnich a parabolickych spojité. V uzlech
se tedy jejich funkéni hodnota skokové méni. Spojity prechod mezi prvky sice zarucuje
lepsi aproximaci, ale zvysuje komplikace v rohovych bodech nebo v bodech, kde se méni
typ okrajovych podminek. Tento problém je Tesitelny s pouzitim nespojitych lineadrnich
a parabolickych prvki, které nemaji uzlové body na koncich prvk.
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5.1 VYPOCET POMOCI KONSTANTNICH HRANICNICH PRVKU
5.1 Vypocet pomoci konstantnich hranic¢nich prvkiu

Aplikaci metody ilustrujeme pro Laplaceovu rovnici na oblasti 2 s hladkou hranici. Roz-

délime hranici I' na N prvki ¢islovanych proti sméru hodinovych ruc¢icek. Prvky nabyvaji

hodnot u a u,, predepsanych v uzlu, které jsou konstantni na celém prvku.
Diskretizujeme rovnici (4.15) pro e(P) = 3 a vyjadidme ji pro ur¢ity bod p na hranici I

jako
5‘v pz,
E/ Di, q dsq—l—g/ dsq, (5.1)

kde I'; je j-ty prvek hranice I' a p je uzlovy bod i-tého prvku. ProtoZe jsou hodnoty u a u,
na k-tém prvku konstantni a miizeme je vyjmout z integralu s tim, zZe je oznac¢ime jako
u’ a u). Rovnice (5.1) se pak zmén{ na

N
——u + Z (/ —ds> Z (/ vds) ul . (5.2)

j=1 Ly
Integraly v rovnici (5.2) spojuji bod p;, ve kterém se nachdzi fundamentélni feSeni, a bod

p; pro hodnoty j = 1,2, ..., N (obrazek 5.2).

jt2 j+i

prvek i ~~.

Obrazek 5.2: Umisténi uzlovych bodu a vzdélenosti k bodu g¢.

Zminéné integrély vyjadiuji ptispévek hodnot v uzlovych bodech v/ a u/, k velikosti %u’

Oznacujeme je H;;, G;; a maji tvar

~ a ()
T, L

on, ;

kde p; je referen¢ni bod a bod ¢ (integracni bod) se méni s kazdym j-tym prvkem.
Nyni vyjadiime rovnici (5.2) pomoci koeficientt (5.3)

N N
1 i ~ ) )
Jj=1 J=1
Nésledné polozime
- . 1
Hijuj = Hij — §5ij, (55)

14



5 NUMERICKA IMPLEMENTACE

kde 6;; je Kroneckerovo delta (2.9). Proto miizeme rovnici (5.4) zapsat jako

N N
j=1 j=1

Rovnici (5.6) pouzijeme na vSechny uzly p; pro i = 1,2,..., N a tim vytvorime systém
N linearnich rovnic, které prepiseme do maticové formy

[H{u} = [GH{un}, (5.7)

kde [H], [G] jsou ¢tvercové matice fadu N a {u}, {u,} jsou vektory dimenze N.

Nyni budeme ptredpokladat smisené hrani¢ni podminky, coz znamend, ze hranici I’
rozdélime na I'y a I'y. Pricemz hranici 'y, na které je predepsané u, diskretizujeme na Ny
konstantnich prvka a hranici I'y s predepsanym wu, diskretizujeme na Ny konstantnich
prvki. Musi platit, ze I'y + s = I a N; + Ny = N. Rovnice (5.7) md N neznamych.
7 toho bude v tomto pripadé N — N; neznamych v na I's a N — Ny neznamych u,, na I'y.
Vsechny nezndmé hodnoty u, u,, oddélime v rovnici (5.7) od znamych @, @, a dostaneme

o) 4 L anieny i L 5.8
i { (o 4 = iGacan{ ol 53
Po presunuti nezndmych na levou stranu rovnice a znamych na pravou miizeme psat

[A{X} = {B}, (5.9)

kde
[A] = [[Hi2] = [Gu]]

_ {u}s
(X} = { fuka } ,
{B} = —[Hul{u}1 + [Gio[{tin}2.

[A] je zde ctvercova matice fadu N a {X}, {B} jsou vektory dimenze N.

Resenim (5.9) ziskdme vSechny nezndmé hraniéni hodnoty u a u,. Proto miiZeme
hledat feSeni u pro jakykoliv bod P(z,y) uvniti oblasti  za vyuziti (4.15) a e(P) = 1.
Rovnici diskretizujeme stejnym zpisobem jako v (5.1) a dostaneme

N N
j=1 j=1

Koeficienty G;; a ﬁij dopocitame podle (5.3) pro P € €.
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5.2 OBLASTI S VICE HRANICEMI
5.2 Oblasti s vice hranicemi

V mnoha ptipadech se setkdme s tzv. vicendsobnou souvislou oblasti. Je to oblast €2
s vnejsi hranici, kterd obepina konecny pocet neprotinajicich se vnitinich tvart. Jinak
receno, oblast {2 obsahuje diry.

V aplikacich jsou pomoci nich feSeny problémy jako je krut prutii s dutym prirezem,
nebo obtékani téles tekutinou.

Dokéazeme, ze i pro tento pripad plati druha Greenova identita. Nejdiive provedeme
rezy AB a CD, jak je ukdzano na obrazku 5.3, a tak prevedeme oblast na jednoduse
spojitou. Hranice I' pak bude souc¢tem vsech hranic, které oblast ma.

Obrazek 5.3: Rezy v oblasti  a kladny smér.

Druhé Greenova identita ma potom tvar

3
ou v Ju ov
/Q(UAu—uAv)dQ—;/Fk (v%—ua—n>ds+/&4 (U%—u%>ds

Ou _ Ov Ou v (5.11)
+/AB<U8n uan)ds—l—/l)C(van uan)ds

kde plati, ze

/ (vAu—ulv)dQ = (U% —u@) ds, (5.12)
0 r

kdeI'=T7 Ul UT;3.

Odtud vidime, ze se druha Greenova véta pro vicenasobnou souvislou oblast od pripadu
se spojitou oblasti nelisi. Proto jsou vztahy vychazejici z druhé Greenovy identity platné
i pro oblast, kterda obsahuje diry.
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5 NUMERICKA IMPLEMENTACE
5.3 Metoda podoblasti

Existuji problémy, kdy potiebujeme oblast {2 rozdélit na nékolik podoblasti €2; s odlisSnymi
vlastnostmi. Ziskame tak slozenou oblast. A protoze fundamentalni reseni se da pouzit
pouze pro homogenni oblasti, aplikujeme metodu na kazdou jeji ¢ast §2; zvlast. Méjme
tedy oblast € slozenou z podoblasti 1, Q5 a Q3 (obrdzek 5.4), kterou diskretizujeme.
Pticemz sousedni hrany musi byt rozdéleny stejné (obrazek 5.5).

Obrazek 5.4: Slozena oblast 2 = Q7 U )y U Q3.

— ©

Obrazek 5.5: Diskretizace hranice slozené oblasti (I' =1y UTy UT).
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5.3 METODA PODOBLASTI
V kazdé z podoblasti jsou definovany vektory {u} a {u,}:

Podoblast Hodnoty v uzlovych bodech Hranice Pocet uzli

0 {u}i, {un}y Iy M
21 {UHQ, {un}b I'io Nig
O {UH& {“n}%:a I3 Nis
> {u}3, {un}3 Iy N,
Qs {u}%Qa {un}%Q ISP Nig
Qs {“}%37 {“n}gs L3 Nos
Qs {u}3, {un}3 Iy N3
Q3 {U}:%:aa {Un}?:a I3 Nis
Q3 {U}§3a {Un}gs L3 Nos

Hrani¢ni podminky jsou definované pouze na hranici I' = I'y U T's U T'5. Na ostatnich
hranach jejich hodnoty u a u, nezname.
Pro nezndmé hrani¢ni podminky plati:

Podoblast Neznamé hrani¢ni podminky Hrany Dostupné vypocty

0 Ny +2Ni3 4+ 2Ny3 ', g, s Ny + Nig + Ny
Qy Ny +2Nj3 4+ 2Ny3 Iy, I'ia, ez No+ Nyg + Nog
Q3 N3 +2Ni3 + 2No3 I's, I'iz, T'as N3+ Nz + Nog

Pocet neznamych je tedy vétsi nez pocet dostupnych vypocti o 2(Nia+ Niz+ Nog). Ostatni
neznamé zjistime pomoci znalosti fyzikalniho zédkladu problému, zahrnutim takzvanych
podminek spojitosti, které jsou dvojiho typu.

1. Spojitost potencialu
Velikost potencialu je na obou stranach rozhrani stejna. Proto plati

{“}%2 = {u}%
{u}is = {u}i; (5.13)
{u}g?) = {u}§3

2. Spojitost toku
Tok @, vychézejici z jedné podoblasti je stejné velky jako tok vchazejici do druhé
podoblasti, ktera s prvni sousedi. Aby byla zachovana kontinuita toku skrz rozhrani,

musi platit
{an}is = —{an}iz

{Qn ?3 = _{QHHS (5'14)
{Qn}g?, = _{Qn}%Ii

Protoze za kladny smér je povazovan smér norméaly n, v rovnicich jsou pro vyjadieni
zédporného sméru toku pouzita znaménka minus (obrazek 5.5).

Dalsi vyuziti metody je pri feseni problémi dlouhych tzkych homogennich oblasti. Ty
rozdéluje na vice podoblasti a obchazi tim problémy s numerickym vypoctem integrace
fundamentalniho feseni pres dlouhou vzdalenost.
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6 APLIKACE METODY HRANICNICH PRVKU

6 Aplikace metody hrani¢nich prvki

Metodu hrani¢nich prvkt demostrujeme v prostiedi Jupyter Notebook se softwarem
BEM++ [29]. A to pro Laplaceovy problémy Au = 0 ve 3D, kde se Dirichletova okrajova
podminka dé interpretovat jako teplota a Neumannova okrajova podminka jako tepelny
tok. V predchozich kapitolach jsme metodu odvozovali pro objekty ve 2D, proto nyni
musime pocitat s jinym fundamentalnim fesenim

1

- 6.1
4|z — y| (6.1)

v(z,y) =
V nasledujici kapitole popisujeme jeden z pouzitych algoritmu, ktery je i s ostatnimi
k nalezeni na prilozeném datovém nosici.
6.1 Problém s Dirichletovou okrajovou podminkou

Jako prvni priklad volime Laplacetv problém s Dirichletovou okrajovou podminkou
2+ 12
2 9

u(z,y) = (6.2)

kterou predepiSeme na hranicich krychle.
V algoritmu nejdrive nac¢teme knihovny bempp a numpy potiebné k vypoctu.
import bempp.api

import numpy as np

Nadefinujeme pozadovanou sit. V nasem pripadé pouzijeme krychli s délkou 2, po-
¢atkem v bodé (—1,—1,—1) a jemnosti sité h = 0,1 z knihovny bempp. D4 se ale nadist
jakékoliv sit z externiho souboru s priponou .msh.

grid = bempp.api.shapes.cube(length=2, origin=(-1, -1, -1), h=0.1)
Vytvorime oblasti pro okrajové podminky. Pro Dirichletova data oblast dpO_space

spojitych, po ¢astech linedrnchi funkei a pro Neumannova data oblast p1_space po ¢astech
konstantnich funkci.

dp@_space = bempp.api.function_space(grid, "DP", @)
pl_space = bempp.api.function_space(grid, "P", 1)

Nyni nadefinujeme potiebné operatory. V tomto pripadé je to identita a operatory
slp a dlp, které by ve 2D odpovidaly koeficientim G;; a H;; (rovnice (5.3)).
identity = bempp.api.operators.boundary.sparse.identity(pl_space, pl_space, dp@_space)

dlp = bempp.api.operators.boundary.laplace.double layer(pl space, pl_space, dp@_space)
slp = bempp.api.operators.boundary.laplace.single layer(dp@ space, pl space, dp@_space)

Definujeme okrajovou podminku a vytvorime Dirichletovu funkci na siti.

def dirichlet data(x, n, domain_index, result):
result[@] = ((x[@]**2+x[1]**2)/2)

dirichlet_fun = bempp.api.GridFunction(pl_space, fun=dirichlet_data)

Provedeme piepocet H;ju/ = H,; — 50:; (rovnice (5.5)).

rhs = (.5 * identity + dlp) * dirichlet fun
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6.1 PROBLEM S DIRICHLETOVOU OKRAJOVOU PODMINKOU

Vypocteme Neumannovu funkei pomoci metody sdruzenych gradientt [30].

neumann_fun, info = bempp.api.linalg.cg(slp, rhs, tol=1E-3)

Nakonec vykreslime Dirichletovu funkci a prevedeme ji do formatu *.msh.

dirichlet fun.plot()
bempp.api.export(grid function=dirichlet_fun, file name="krychle D BEMPP.msh")

Dostavame vykresleni teplot na krychli (obrazek 6.1a).
Na obrézku 6.1b je pak zobrazen pripad pro kouli s okrajovou podminkou

u(y,z) =y* + 22 + 1. (6.3)

-0.00048 0.0885

(a) Krychle (b) Koule

Obrézek 6.1: Tvary s Dirichletovou okrajovou podminkou.

Pokud zméfime rychlost vypoctu t[s|, ziskdme zavislost na jemnosti déleni h, jak
je naznaceno v nasledujici tabulce a v grafu na obrazku 6.2. Odtud vidime, Ze s délenim
mensim nez 0,1 ¢as vypoctu prudce roste.

h t[S] 140 Zavislgst casu vypqctu na velwkolst| deleni
2 0,17860 o
1 0,27905 ol
0,5 0,62122 ol
0,3  2,38508 Y el
0,2  5,93309 ol
0,1 27,98680 ol
0,08 44,42886 .
07 05 126, 13074 0.0 0.5 1.0h 15 2.0

Obrazek 6.2: Cas vypoctu.

Pro kazdy z téchto pripadii udélame rez rovinou xy a pro vybrané hodnoty y vykreslime
teploty. Zde je uveden pouze graf pro h = 0,1 (obrézek 6.3). Grafy pro ostatni hodnoty
déleni se nachazeji v dodatku A.
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6 APLIKACE METODY HRANICNICH PRVKU

Vybrane prubehy teplot v rovine xy pro h=0.1

12

10} 11— y=1
1| — vy=0.9866
— y=0.9732
11 — y=0.9597

1| — y=0.0201

o
o

teplota

=
=

04F

02

Obrézek 6.3: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,1.

Z grafu je vidét, ze na hranicich prvku v ose x i y ma metoda velké vychylky. P¥i hrubém
déleni jsou vychylky nejvétsi, naopak pri zjemnovani déleni se postupné zahlazuji.

6.2 Problém se smisenymi okrajovymi podminkami

Jako druhy priklad volime opét krychli, nyni se smiSenymi

okrajovymi podminkami. Abychom byli schopni priradit od-

lisné podminky riznym hranicim, ocislujeme jeji jednotlivé

strany (obrazek 6.4). Pri¢emz plati, ze soucet hodnot proti-

lehlych stén je roven 7.

uvedeny v kapitole 6.1. Principielné je ovsem podobny.
Pro krychli volime okrajové podminky

u=1 mnalp,

_ 6.4

U, =1 na 'y, (6.4) e
kde I'p odpovida sténé 4 a I'y sténam 1, 2, 3,5, 6. Obrézek 6.4: Oznaceni stran
Dostavame reseni znazornéné na obrazku 6.5a. krychle.

Stejny vypocet provedeme i pro ty¢, kde na jeji okraje predepiseme hodnotu u = 200
a na zbytek tyce u,, = 1 (obrazek 6.5b).

1 133 167 2 233 267 3 333 367 4 433 200 210 20 230 240 250 260 270 280 280 300 Z\\x
N -

(a) Krychle (b) Tyé¢

Obrézek 6.5: Tvary se smiSenymi okrajovymi podminkami.
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ZAVER
e b4
Zaver

Cilem bakalarské prace bylo seznamit se s teoretickymi zaklady metody hrani¢nich
prvkl pro rovinné tlohy a nasledné metodu aplikovat na konkrétni pripad.

V tvodnich kapitolach jsme nastinili vyvoj metody a porovnali ji s metodou koneénych
prvki, ¢imz jsme interpretovali jeji nejvetsi klady a zapory. Poté jsme zavedli Diracovu
delta funkci v jedné a dvou dimenzich a rozebrali jsme Bettiho vétu.

Ke zkoumani metody jsme se dostali az v dalsi kapitole, kdy jsme nejdtive odvodili
fundamentalni feseni pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici a pro dalsi pouziti jsme ho navic
zderivovali podle normaly. Nasledné jsme odvodili hrani¢ni integralni rovnice za pouziti
druhé Greenovy identity. A to nejen pro body uvniti oblasti, ale i pro body na hranici
resp. mimo oblast. V tomto pripadé jsme se zamértili pouze na Laplaceovu rovnici, na konci
kapitoly je ovsem uvedeno feseni i pro Poissonovu rovnici, ke kterému bychom se dostali
drobnou modifikaci uvedenou v [1]. Dalsim krokem byla diskretizace hranice oblasti. Zjis-
tili jsme, ze toho Ize docilit vice metodami. My jsme pro dalsi zkoumani vybrali vypocet
pomoci konstantnich hrani¢nich prvkia. Integraly, které se nam v tomto kroku nepodarilo
diskretizovat jsme oznacili jako koeficienty zavislé na prvku. Nakonec jsme dostali systém
linearnich rovnic, ze kterého bychom po dosazeni okrajovych podminek dostali hledané
hodnoty Teseni. Znalosti jsme ddle rozsirili o feseni pripadu oblasti s vice hranicemi (jinak
reCeno oblasti s dirami) a oblasti, kterou je nutné rozdélit na nékolik podoblasti.

Pti aplikaci metody jsme s ohledem na pouzity software tesili problémy na télesech
v prostoru, které jsme interpretovali jako tlohy vedeni tepla. Nejprve jsme tesili problémy
s Dirichletovou okrajovou podminkou. Pro jeden z pouzitych ptikladi jsme déle odecitali
¢asy vypoctu pro ruzna déleni sité, kde jsme u snizujicich se hodnot zaznamenali rychlé
zvySovani Casu vypoctu. Déle jsme pro jednotlivd déleni vykreslovali grafy vybranych
pribéht teplot, ze kterych lze vycist postupné zmensovani chyby na hranicich prvku pro
jemnéjsi déleni sité. Nakonec jsme Tesili problémy se smisenymi okrajovymi podminkami.
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SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

Seznam pouzitych zkratek a symboli

(Fm7Fy7Fz)7(F:BJFyJFz)
objemové sily

(fa:; fy7fz)a (f_xa fyafz)

plosné sily

(u,v,w), (a,v,w), A
deformacni posuvy

F bodova sila

G(z,§) Greenova funkce

h jemnost sité

ffij, H;;, Gij koeficienty

i, ] indexy

k tuhost télesa

MHP metoda hrani¢nich prvku
MKP metoda konec¢nych prvka
n normala

N pocet prvka hranice I

P Q body na oblasti €2

D, q body na hranici '

r vzdalenost bodu P a @)
R.p polomér

T tloustka

t[s] Cas

u feseni Laplaceovy nebo Poissonovy rovnice
v fundamentalni Teseni

%4 mechanicka préace

) Diracova delta funkce
e(P) koeficient zavisly na bodé P
0 tthel sklonu tsecky PQ)

hranice oblasti €

Q téleso (oblast)
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A Grafy teplot pro rtzna déleni

V kapitole 6.1 jsme vykreslili graf pribéht teploty v fezu rovinou xy pro déleni h = 0, 1
(obrazek 6.3). Zde pro srovnani uvedeme i ostatni grafy pro déleni h = 2;1;0,5;0,3;0, 2;
0,1;0,08 a 0,05.

Vybrane prubehy teplot v rovine xy pro h=2

a0
JO+ 1
80| . |' 1l — vy=1
sl || | || — y=0.0866
= | || Il — y=0.9732
2 5| I I|| {l — y=0.9597
0 A A \ A {| — y=0.0201
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 10
X
Obrazek A.1: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=2.
5 Vybrane prubehy teplot v rovine xy pro h=1
af 1W— y=1
@ 3 1] — y=0.9866
5 — y=0.9732
82 1| — y=0.9597
1l || — y=0.0201
0 1 1
0.5 X
X
Obréazek A.2: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=1.
45 Vyprane prubehy tepIoF vV rovine xy pro h=|0.5
a0} ]
35} [ — y=1
o 0T 1| — y=0.9866
| 1| — y=0.9732
B 1sl || — y=0.9597
10} {| — v=0.0201
05}
0.0 +
X
Obrazek A.3: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,5.
45 . Vyprane prubehy tepIoF vV rovine xy pro h=|0.3 .
40} l ‘ 8
35} [ — y=1
o 0T 1| — y=0.9866
g0 || — y=0.9732
B st || — y=0.9507
10} {| — v=0.0201
05}
0.0

Obrazek A.4: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,3.
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A GRAFY TEPLOT PRO RUZNA DELENI

Vybrane prubehy teplot v rovine xy pro h=0.2

20
18}
16} — y=1
i-‘z‘ I — y=0.9866
Lol — y=0.9732
08} — y=0.9597
06| — y=0.0201
04}
02
X
Obrazek A.5: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,2.
12 Vyprane prubehy tepIoF V rovine xy pro h=I0.l
10} — y=1
osl — y=0.9866
— y=0.9732
0.6 — y=0.9597
0al — y=0.0201
02 "
X
Obrazek A.6: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,1.
Vybrane prubehy teplot v rovine xy pro h=0.08
10}
— y=1
08| — y=0.9866
06l — y=0.9732
— y=0.9597
04} — y=0.0201
02 .
X
Obrazek A.7: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,08.
10 Vybfa ne prubehy teplotlv rovine xy pro h=p.05
09}
0.8} — y=1
07} — y=0.9866
06| — y=0.9732
05 — y=0.9597
0.4} — y=0.0201
03}
02

Obrazek A.8: Vykresleni teploty v roviné xy pro déleni h=0,05.

27



	Úvod
	Seznámení s metodou hraničních prvků
	Historický vývoj metody hraničních prvků
	Porovnání s metodou konečných prvků

	Matematický aparát
	Diracova delta funkce
	Bettiho věta

	Fundamentální řešení
	Hraniční integrální rovnice
	Odvození hraniční integrální rovnice
	Řešení hraniční integrální rovnice

	Numerická implementace
	Výpočet pomocí konstantních hraničních prvků
	Oblasti s více hranicemi
	Metoda podoblastí

	Aplikace metody hraničních prvků
	Problém s Dirichletovou okrajovou podmínkou
	Problém se smíšenými okrajovými podmínkami

	Závěr
	Literatura
	Seznam použitých zkratek a symbolů
	Grafy teplot pro různá dělení

