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Abstrakt 
Řešení t u h ý c h ("stiff") soustav diferenciáiních rovnic p a t ř í i v současné d o b ě s tá ie mezi 
kompi ikované úiohy. Z á k i a d n í m p r o b i é m e m je p ř e s n á definice t u h ý c h sy s t émů . J e d n o z n a č n á 
definice t u h ý c h s y s t é m ů s tá ie neexistuje. P r o b i é m e m je dá le i detekce t u h ý c h s y s t é m ů dife
renciá ln ích rovnic. K řešení se v praxi využíva j í impl ic i tn í numer ické metody nižších ř á d ů , 
jej ichž oblasti s tabil i ty jsou re l a t ivně velké. 
Ve své p rác i se z a b ý v á m n u m e r i c k ý m řešen ím obyčejných diferenciálních rovnic p ř e d e v š í m 
n u m e r i c k ý m v ý p o č t e m využ íva j íc ím metody Taylorovy řady . Ana lyzu j i vznik tuhosti jed
no t l ivých s y s t é m ů diferenciálních rovnic, ukazuji m o ž n o u n á h r a d u n ě k t e r ý c h t u h ý c h sys
t é m ů ekv iva len tn ími s y s t é m y bez tuhosti . Dá le z k o u m á m m o ž n o s t detekce t u h ý c h s y s t é m ů 
p o m o c í č lenů expl ic i tn í Taylorovy řady, zaměřu j i se na s tabi l i tu expl ic i tn í a impl ic i tn í 
Taylorovy řady . V závěru p r á c e e x p e r i m e n t á l n ě ověřuji možnos t i řešení t u h ý c h s y s t é m ů 
s v y u ž i t í m impl ic i tn í Taylorovy řady, z k o u m á m vhodnost použ i t í víceslovní ar i tmet iky 
a navrhuji v h o d n ý para le l i zova te lný algoritmus impl ic i tn í Taylorovy ř a d y s r e k u r e n t n í m 
v ý p o č t e m členů a Newtonovou i t e račn í metodou ( I T M R N ) . 

Klíčová slova 
t u h é soustavy diferenciálních rovnic, Taylorova ř a d a , obyčejné diferenciální rovnice, nume
rické řešení diferenciálních rovnic 

Abstract 
The solving of stiff systems is s t i l l a contemporary sophisticated problem. The basic prob
lem is the absence of precise definition of stiff systems. A question is also how to detect the 
stiffness i n a given system of differential equations. Implici t numerical methods are com
monly used for solving stiff systems. The stabil i ty domains of these methods are relatively 
large but the order of them is low. 
The thesis deals w i th numerical solution of ordinary differential equations, especially nu
merical calculations using Taylor series methods. The source of stiffness is analyzed and 
the possibil i ty how to reduce stiffness i n systems of ordinary differential equations ( O D E s ) 
is introduced. The possibil i ty of detection stiff systems using explicit Taylor series terms is 
analyzed. The stabil i ty domains of explicit and impl ic i t Taylor series are presented. The so
lutions of stiff systems using impl ic i t Taylor series method are presented i n many examples. 
The mult iple ari thmetic must be used in many cases. The new suitable parallel a lgori thm 
based on impl ic i t Taylor series method wi th recurrent calculation of Taylor series terms and 
Newton i teration method ( I T M R N ) is proposed. 

Keywords 
Stiff Systems of Differential Equations, Taylor Series, Ord inary Differential Equations, N u 
meric Solut ion of Differential Equations 
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K a p i t o l a 1 

Úvod 

His tor ický vznik di ferenciá lního p o č t u s a h á až do 17. s to le t í , kdy jej definovali Isaac Newton 
(pomoci geomet r ické interpolace) a Gottfr ied Leibni tz (pomoci l imi ty ) . V m i n u l é m s to le t í 
s to le t í p ř e d e v š í m s rozvojem v ý p o č e t n í techniky se vyvíjelo mnoho numer i ckých metod 
využívaj íc ích p r o s t ř e d k ů diferenciá lního p o č t u . 

Celý život se snaž íme p o r o z u m ě t chování různých s y s t é m ů , č a s t o p o u ž í v á m e k p o z n á n í 
s y s t é m u metodu p o k u s ů a omylů , k t e r á je v šak časově i finančně n á r o č n á . Volí se tedy 
cesta popisu s y s t é m u j i n ý m (čas to z j e d n o d u š e n ý m ) s y s t é m e m . Ve 20. s to le t í se s rozš í řen ím 
p o č í t a č ů začalo simulovat mnoho spo j i tých m o d e l ů (chemické reakce, e lektr ické obvody, 
biologie, . . . ) . Vě t š inou tyto d y n a m i c k é s y s t é m y lze popsat soustavou obyčejných diferen
ciálních rovnic, k t e r á je jako j e d i n á schopna p ře sně definovat chování s y s t é m u v l ibovolném 
časovém okamžiku . 

Soustavy diferenciálních rovnic jsou v praxi řešeny b ě ž n ý m i n u m e r i c k ý m i metodami. 
Nejčastěj i se používa j í metody Runge-Kut ta , Eulerova metoda, nebo metody typu prediktor-
korektor. V p rác i p r e z e n t o v a n á metoda využívaj íc í Taylorovy ř a d y se od běžných metod liší 
možnos t í v ý p o č t u vyšších der ivací a jejich n á s l e d n ý m v y u ž i t í m př i v ý p o č t u . Tato metoda 
umožňu je z m ě n u in t eg račn ího kroku b ě h e m v ý p o č t u , z a d á n í p řesnos t i v ý p o č t u , m o ž n o s t 
využ i t í víceslovní ar i tmet iky a další strategie. 

Mnoho techn ických p r o b l é m ů svojí specifikou vyžadu je zvolení v h o d n é metody řešení 
diferenciálních rovnic. Vyžadu j í vě t š inou p ře sné a rychlé řešení . U n ě k t e r ý c h p r o b l é m ů jsme 
však nuceni u p ř e d n o s t n i t rychlost v ý p o č t u oproti p ře snos t i řešení . 

N ě k t e r é zv láš tn í soustavy diferenciálních rovnic nelze řeši t p o m o c í běžných (ze jména 
expl ic i tn ích) numer i ckých metod. T ě m t o s o u s t a v á m ř í k á m e tuhé soustavy d i ferenciálních 
rovnic ("Stiff systems of differential equations"). 

P ř e d k l á d a n á p r á c e se z a b ý v á ana lýzou a ř e šen ím t u h ý c h soustav diferenciálních rovnic, 
tedy prob lémy, k t e r é ča s to vyžaduj í velmi m a l ý in tegračn í krok a v ý p o č e t je i p řes využ i t í 
ne jmoderně j š í v ý p o č e t n í techniky časově velmi náročný . 

1.1 Motivace, cíle disertační práce 

Řešení t u h ý c h ("stiff") soustav diferenciálních rovnic p a t ř í i v současné d o b ě s tá le mezi 
p rob lémové . Z á k l a d n í m p r o b l é m e m je p ř e s n á definice t u h ý c h s y s t é m ů , k t e r á s tá le ne
existuje. 

P r o b l é m e m je dá le i detekce t u h ý c h s y s t é m ů d i f e r e n c i á l n í c h rovnic. K detekci 
t u h ý c h s y s t é m ů se čas to v praxi využ ívá jedna z definic t u h ý c h s y s t é m ů p o m o c í koeficientu 
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tuhosti soustavy, k t e r ý je d á n p o m ě r e m m a x i m á l n í a m i n i m á l n í abso lu tn í hodnoty reá lné 
čás t i v l a s tn ího čísla Jacobiovy matice řešené soustavy. V ý p o č e t Jacobiovy matice u rozsá
hlých soustav diferenciálních rovnic je v ý p o č e t n ě i časově ná ročný . K řešení t u h ý c h s y s t é m ů 
diferenciálních rovnic se v praxi č a s to využíva j í impl ic i tn í numer ické metody nižších ř á d ů , 
k t e r é n á m posky tu j í větš í oblasti s tabil i ty řešení (tedy m o ž n o s t volby vě t š ího in t eg račn ího 
kroku) na úkor p ře snos t i numer i ckého řešení . 

Ve své p rác i se budu z a b ý v a t n u m e r i c k ý m řešen ím obyčejných diferenciálních rovnic, 
p ř edevš ím n u m e r i c k ý m v ý p o č t e m využ íva j í c ím metody Taylorovy řady, k t e r á poskytuje 
řešení s vysokou p řesnos t í v ý p o č t u . B u d u analyzovat vznik tuhosti na konk ré tn í ch sys
t é m e c h diferenciálních rovnic. B u d u zkoumat nové možnos t i detekce t u h ý c h soustav dife
renciá ln ích rovnic ( S D R ) p o m o c í Taylorovy řady . Z a m ě ř í m se na nalezení nových p ř í s t u p ů 
vedoucích k o d s t r a n ě n í tuhosti ze soustav diferenciálních rovnic. P r o z k o u m á m stabi l i tu 
expl ic i tní a impl ic i tn í Taylorovy ř a d y a ukáž i vhodnost použ i t í obou metod na konkré t 
ních p rob lémech . V praxi se čas to u impl ic i tn ích numer i ckých metod využ ívá k v ý p o č t u 
Newtonova metoda, a proto se v závěru p r á c e z a m ě ř í m na m o ž n o s t řešení v y b r a n ý c h pro
b l émů p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y využívaj íc í Newtonovu metodu. 

Hlavní cíle p řed ložené p r á c e tak m ů ž e m e shrnout do dvou b o d ů : 

• Analyzovat k o n k r é t n í p r o b l é m y a vznik tuhosti v t ě ch to sous tavách , zkoumat m o ž n o s t 
nalezení ekv iva len tn ího s y s t é m u "bez tuhosti" k p ů v o d n í t u h é sous t avě diferenciálních 
rovnic, u k á z a t m o ž n o u detekci t u h ý c h s y s t é m ů p o m o c í č lenů expl ic i tn í Taylorovy 
metody. 

• Zkoumat na v y b r a n ý c h ú lohách možnos t i v ý p o č t u p o m o c í expl ic i tn í a impl ic i tn í Tay
lorovy metody se z a m ě ř e n í m na konvergenci a s tabi l i tu uvedených metod. P ř i im
plementaci se zaměř i t na v l iv víceslovní ar i tmet iky a navrhnout v h o d n ý algoritmus 
(výpoče t č lenů Taylorovy ř a d y ) pro b u d o u c í m o ž n o u paralelizaci v ý p o č t u . 

1.2 Struktura práce 

P r á c e je s t r u k t u r o v á n a do šest i kapi tol . Ú lohou p r v n í kapi toly je uvés t s t r u č n ě do prob
lematiky, vysvět l i t mot ivaci a cíle d i se r t ačn í p r áce . 

D r u h á kapitola se věnuje p ř e d e v š í m problematice numer i ckého řešení soustav diferen
ciálních rovnic ( S D R ) 1 . V ú v o d u je provedeno seznámen í s m a t e m a t i c k ý m i pojmy, k t e r é se 
v p rác i budou nás l edně vyskytovat . D ů r a z je kladen na p řeh led numer i ckých metod, k te ré 
se v praxi využíva j í k řešení soustav obyčejných diferenciálních rovnic. C í lem t é t o kapitoly 
je uvés t do problematiky numer i ckého řešení diferenciálních rovnic. 

T ř e t í kapi tola se zaměřu je na problemat iku t u h ý c h s y s t é m ů diferenciálních rovnic ve spo
jen í se s tabi l i tou numer i ckých metod. C í l em t é t o kapitoly je vysvět l i t rozdělení numer i ckých 
metod z hlediska stabil i ty a vhodnosti jejich ná s l edného použ i t í k n u m e r i c k é m u řešení 
t u h ý c h soustav diferenciálních rovnic. 

Č t v r t á kapitola se věnuje ana lýze a řešení t u h ý c h sy s t émů . Ú v o d e m je p r e z e n t o v á n a 
nová m o ž n o s t detekce t u h ý c h s y s t é m ů p o m o c í č lenů expl ic i tn í Taylorovy řady . Dá le zde 
navrhuji nový m o ž n ý z p ů s o b o d s t r a ň o v á n í tuhosti v " t uhých" sous t avách diferenciálních 

1 P o k u d se v práci budeme následně setkávat s pojmem "SDR" , j e d n á se přesněji o pojem počáteční úlohy 
pro diferenciální rovnice. 
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rovnic p ř e v o d e m t u h ý c h s y s t é m ů diferenciálních rovnic na nové ekv iva len tn í s y s t é m y "bez 
tuhost i" , k t e r é lze řeši t b ě ž n ý m i expl ic i tn ími n u m e r i c k ý m i metodami. Je proveden roz
bor v y b r a n ý c h t u h ý c h s y s t é m ů v elektrotechnice. Nás leduje u k á z k a m o ž n o s t i řešení sous
tav l ineárn ích a lgebra ických rovnic p o m o c í transformace na soustavu diferenciálních rovnic 
a s ní spo jený m o ž n ý vznik tuhosti . Závěrem je d e m o n s t r o v á n a aplikace Newtonovy metody 
na k o n k r é t n í m p ř í k l a d u s p o r o v n á n í m m o ž n é h o ana ly t i ckého a numer i ckého řešení derivace. 
Cí lem t é t o kapitoly je s e z n á m i t č t e n á ř e p o m o c í v y b r a n ý c h p r o b l é m ů se vznikem t u h ý c h sys
t é m ů diferenciálních rovnic a m o ž n o s t m i jejich detekce a m o ž n o s t m i jejich řešení . 

P á t á kapitola se soust řeďuje na řešení t u h ý c h s y s t é m u diferenciálních rovnic metodou 
Taylorovy řady . Ú v o d e m je provedeno seznámen í s možnos t í r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u členů 
Taylorovy ř a d y p o m o c í tvoř íc ích rovnic. N á s l e d n ě je z k o u m á n a s tabi l i ta a konvergence ex
pl ici tní a impl ic i tn í Taylorovy řady . N a v y b r a n ý c h p r o b l é m e c h ( sous tavách diferenciálních 
rovnic) je pak d e m o n s t r o v á n a m o ž n o s t řešení p o m o c í nově i m p l e m e n t o v a n é impl ic i tn í Tay
lorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m členů a Newtonovou metodou ( I T M R N ) . 

Šes tá kapi tola shrnuje dosažené výs ledky d i se r t ačn í p ráce , h o d n o t í sp lnění cílů a disku
tuje m o ž n o s t i da l š ího v ý z k u m u . 
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K a p i t o l a 2 

Řešení diferenciálních rovnic 

Úlohou t é t o kapi toly je uvés t do problematiky numer i ckého v ý p o č t u diferenciálních rovnic. 
Ne jedná se o p o d r o b n é p r o n i k n u t í do problematiky, pouze o s t r u č n ý p řeh led zák ladn ích 
p o j m ů se k t e r ý m i se budeme se tkáva t v následuj íc ích čás tech p ráce . 

2.1 Matemat ické základy 

S e z n á m í m e se s t r u č n ě se z á k l a d n í m i pojmy Jacobiova matice a v las tn í čísla, k t e r é si demon
strujeme na j e d n o d u c h é m př ík ladě . N á s l e d n ě se z a m ě ř í m e na m o ž n o s t numer i ckého řešení 
soustav l ineárn ích a lgebra ických rovnic ( S L A R ) p o m o c í p ř e v o d u na soustavu diferenciálních 
rovnic ( S D R ) . Z m í n í m e m o ž n o s t numer i ckého řešení soustav ne l ineárn ích rovnic p o m o c í 
Newtonovy metody. 

Jde pouze o s t r u č n ý přeh led , pod robně j š í vysvět len í a formální definice všech p o j m ů 
nalezneme n a p ř . v [KDJ05 , Č04 , vH05, Dal97, V i t94 , Bar06, B F 0 4 , M a t 10a]. 

2.1.1 J a c o b i o v a mat ice 

Jacobiova matice (resp. její determinant) se využ ívá k určen í , zdaje d a n é zobrazen í r egu lá rn í 
nebo s ingu lá rn í . Jacobiova matice však t a k é spolu s v l a s t n í m i čísly umožňu je u rč i t "tuhost" 
s y s t é m u diferenciálních rovnic (viz Def. 4.1.2). 

Definice 2.1.1 Mějme funkce fi{x\,x2, • • •,xk) pro i = 1,2,... ,n, které mají parciální 
derivace jA-. Pak Jacobiova matice je definována jako 

DUl,Í2,...,fn) 
D(xi,x2, • • • ,xk) 

/ Ěík ĚÍL 
dxi 8x2 
dh &h 
dxi 8x2 

V 9fn 9fn 
\ dxi 8x2 

ĚA \ 
dxk 

dh 
dxk 

dfn , 
dxk I 

(2.1) 

Jacobiova matice se obvykle značí záp i sem D(/i,/2.—Jra) _ však budeme v nás leduj íc ím 

textu pro jednoduchost p o u ž í v a t značení J. Je- l i matice J č tvercová, tedy n = k, n a z ý v á m e 

její determinant (de t j ľ ) - Jacobiho determinantem (zkráceně Jakobiánem). 
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P ř í k l a d v ý p o č t u Jacobiovy matice 
M ě j m e soustavu dvou diferenciálních rovnic p r v n í h o ř á d u 

y = z , 

z' = -a • y - (a + 1) • z , 

z t é t o soustavy chceme zjistit Jacobiovu mat ic i J. 

U r č í m e si p o t ř e b n é parc iá ln í derivace 

<></ 
0 z1 

dy 

a ses t ro j íme Jacobiovu mat ic i 

0 , 

J 

í)z 
0 z1 

í)z 

y(o) 
z(0) = - i 

(2.2) 

0 

2.1.2 V l a s t n í č í s l a 

S pojmem vlastní číslo se v matematice s e t k á m e n a p ř . př i řešení soustav l ineárn ích dife
renciá ln ích rovnic 1. ř á d u s k o n s t a n t n í m i koeficienty, p ř i t e s t o v á n í stabil i ty ne l ineárn ích 
a u t o n o m n í c h s y s t é m ů atd. V la s tn í čísla se ovšem t a k é využíva j í k detekci t u h ý c h s y s t é m ů 
diferenciálních rovnic (viz Def. 4.1.2). 

Definice 2.1.2 Vlastním číslem čtvercové matice A se nazývá každé (obecně komplexní) 
číslo X, splňující pro některý nenulový vektor x rovnost 

A • x = X • x. (2.3) 

Nenulový vektor x, který splňuje rovnici (2.3), nazýváme vlastním vektorem matice A pří
slušným k vlastnímu číslu X. 

Rovnic i (2.3) lze p o s t u p n ý m i ú p r a v a m i převés t do tvaru (2.4). 

A • x — X • x = 0 , 

A • x — X • E- x = 0 , 

(A — X - E) - x = 0 . (2.4) 

J e d n á se tedy o h o m o g e n n í soustavu l ineárn ích a lgebra ických rovnic, k t e r á m á nenulové 
řešení p rávě tehdy, když det(A • E— A) = 0, což lze rozepsat 

a u - A ai2 
Q-21 Q-22 — X 

0-ln 
0-2n 

dni an2 X 

(2.5) 

Rovnice (2.5) se n a z ý v á charakteristická rovnice. P o l y n o m p r o m ě n n ý c h s t u p n ě n na levé 
s t r a n ě se n a z ý v á charakteristický polynom matice A a jeho kořeny jsou v l a s tn ími čísly. 
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K a ž d á č tvercová matice n - t é h o ř á d u m á tedy p rávě n v l a s tn ích čísel, z nichž n ě k t e r á se 
mohou opakovat j a k o ž t o násobná vlastní čísla. 

P ř í k l a d v ý p o č t u v l a s t n í c h č í s e l matice 
M ě j m e Jacobiovu mat ic i J ze soustavy diferenciálních rovnic (2.2) 

-a —a — 1 

pro tuto mat ic i chceme zjistit v l a s tn í čísla. 

V y p o č í t á m e kořeny cha rak te r i s t i ckého polynomu 

det(A - A • E) = 0 , 

J=[ ° } . ) . ( 2-6) 

-A 1 
-a —a — 1 — A 

= - A ( - o - 1 - A) - ( - a ) = 

= aA + A + A 2 + a = A 2 + ( a + l ) A + a = 0 , 

s p o č í t á m e kořeny kvad ra t i cké rovnice 

A 2 + ( o + l ) A + o = 0 , 

D = (a + l ) 2 - 4 - a = a 2 + 2 - a + l - 4 - a = 
= a 2 - 2 - a + l = ( a - 1 ) 2 , 

, _ - ( a + l ) + a - l _ , 
A i - g - =±> 

_ _ ( a + i ) - ( a _ i ) 
A2 — g — ' 

v l a s tn í čísla matice J jsou tedy A i = — 1, A2 = — a. 

0 

2.1.3 N u m e r i c k é ř e š e n í l i n e á r n í c h rovn ic 

J e d n í m z n e t r a d i č n í c h z p ů s o b ů řešení soustav l ineárn ích a lgebra ických rovnic ( S L A R ) je 
numer ické řešení p o m o c í p ř e v o d u na soustavu obyčejných diferenciálních rovnic ( S D R ) . 

Mě jme S L A R ve tvaru 

A-x = b, (2.7) 

k ní v y t v o ř í m e odpovída j íc í soustavu diferenciálních rovnic (počá t ečn í ú lohu) ve tvaru 

A - x - b = x , (2.8) 

kde p o č á t e č n í p o d m í n k y definujme x(0) = 0, derivace x' je p o č í t á n a k j e d n é p r o m ě n n é 
(času i). 

H l e d á m e tedy řešení S L A R (2.7) p o m o c í S D R (2.8). P r o v á d í m e n u m e r i c k ý v ý p o č e t S D R 
(2.8), dokud nenalezneme us t á l ený stav, tedy dvě následuj íc í hodnoty řešení jsou s h o d n é 
Xi = Xi+i (tzn. derivace jsou nulové x\ = x'i+1 = x'i+2 = • • • = 0). 

U výše p o p s a n é h o e l e m e n t á r n í h o p ř e v o d u S L A R na S D R se však m ů ž e m e setkat s nesta
bi l i tou s y s t é m u (tzn. a l e spoň pro jedno v las tn í číslo s y s t é m u p la t í SRe(A) > 0). Jednou 
z m o ž n o s t í za j iš tění s tabil i ty v ý p o č t u vzniklé S D R je využ i t í t r a n s p o n o v a n é matice. 
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Definice 2.1.3 Má-li matice A G sftm x™ prvky a^, i = 1 , . . . , m, j = 1 , . . . , n, pak matici 
AT e W x m takovou, že 

ajt = aij pro j = 1 , . . . , n, i = 1 , . . . , m , (2-9) 

nazýváme maticí transponovanou k matici A. 

M ě j m e nes t ab i ln í S D R ve tvaru (2.8). P r o dosažení s t ab i ln ího řešení v y n á s o b í m e p ů v o d n í 
S L A R (2.7) z á p o r n o u transponovanou ma t i c í zleva a v y t v o ř í m e tak nový s y s t é m diferen
ciálních rovnic ve tvaru 

— AT • A • x + AT -b = x'. (2.10) 

Je- l i matice A r egu lá rn í (což je zák l adn í p o d m í n k a řešení soustavy rovnic), pak matice 
AT-A je poz i t i vně defini tní . K o ř e n y cha rak te r i s t i cké rovnice (v las tn í čísla) takto u p r a v e n é h o 
s y s t é m u se poč í t a j í podle vztahu 

\-AT • A - A • E\ = 0 . (2.11) 

S y s t é m (2.10) je tedy poz i t i vně defini tní a ná s l edkem t é t o vlastnosti m á t a k é z á p o r n á v las tn í 
čísla (2.11). Je tedy v ž d y s tab i ln í . N á s l e d k e m t é t o transformace se ale zvyšuje "tuhost" 
sy s t ému . Více informací o konvergenci numer i ckých metod a s t ab i l i t ě řešení S D R s v y u ž i t í m 
t r a n s p o n o v a n é matice nalezneme v [Seh07]. P ř í k l a d vzn iku tuhosti p ř i p ř e v o d u S L A R na 
S D R rozebereme v kapitole 4.4. 

2.1.4 N u m e r i c k é ř e š e n í n e l i n e á r n í c h rovn ic 

P ř i řešení t u h ý c h s y s t é m ů diferenciálních rovnic se využívaj í p ř e v á ž n ě impl ic i tn í numer ické 
metody. T y t o metody ze své impl ic i tn í podstaty mus í nav íc numericky ( i te račně) řeši t 
soustavu ne l ineá rn ích rovnic. 

Pro z jednodušen í se z a m ě ř í m e na obecnou i t e račn í metodu pro řešení pouze j e d n é 
rovnice o j e d n é n e z n á m é . H l e d á m e tedy řešení rovnice 

f(x) = 0. (2.12) 

P ř e d p o k l á d á m e , že v d o s t a t e č n ě m a l é m intervalu (a, b) leží j ed iný kořen x = x* rovnice 
(2.12). Zvolíme p o č á t e č n í bod XQ (bl ízký x*) ležící v d a n é m intervalu. Dá le obecně pos
tupujeme podle r e k u r e n t n í h o p ř e d p i s u 

Xk = 4>k(x0,x1,x2,...,xk_1), (2.13) 

kde posloupnost xo,xi,... d íky v h o d n ý m funkcím 4>k (závisí na f(x)) konverguje k x*. 
Obvykle vol íme tento "ne j jednodušš í" r e k u r e n t n í p ředp i s 

x f c = 0 ( x f c _ i ) , k = 1,2,... , (2.14) 

tak, aby x* = lim f c^oo(:Efc)-
Č a s t o bývá funkce 4>{x) d i fe rencovate lná . P la t í - l i 

\4>'{x*)\ < K < 1 (2.15) 

a je- l i 4>' spo j i t á , pak p o s t u p n é aproximace (2.14) budou konvergovat, zvolíme-li XQ v bl ízkost i 
x*. Konvergence ř a d y xn je t í m rychlejší , č ím je menš í K. 
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Chceme-li z ískat výs ledek x* s danou chybou v ý p o č t u e, m ů ž e m e použ í t tohoto k r i t é r i a 
pro ukončen í i t e r ačn ího procesu (2.14): 

K . 
\Xk - Xk-i\ < e ( 2-16) 1 - K 

Iterace (2.14) je ř á d u m pokud p la t í 

0'( x *) = 0"( x *) = . . . = 0 ( m - 1 ) ( x * ) = O, 4>^(x*)^0. (2.17) 

Existuje- l i m spo j i tých der ivací funkce (j)(x) v okolí bodu x*, pak z Taylorova rozvoje 

cj)(x)-x* = (x-x*)(t)'(x*) + ±(x-x*)2(t)"(x*) + --- + 
- s * ) m -V ( m - 1 ) ( s * ) + ^(x - x*)m<p(m\0 , ( j 

pro iteraci ř á d u m a pro x = x^-i p l a t í tedy 

%k — x Í ; ( I W - ľ ) > W K k ) . (2-19) 

Newtonova metoda 

W = (2 .2 i ; 

Jednou z nejčastěj i použ ívaných metod pro řešení ne l ineá rn ích rovnic je Newtonova metoda. 
Řeš íme i t e račn í rovnici 

x = x ~ 77TT = ^ ' ( 2 - 2 ° ) f \x) 
k t e r á m á s te jný kořen x* jako rovnice (2.12). P ř e d p o k l á d á m e , že v d o s t a t e č n ě m a l é m inter
valu (a, b) leží j ed iný kořen x = x* rovnice (2.20) a funkce / m á spo j i t é nenulové derivace 
/ ' , / " . Lze odvodit 

f(x)f"(x) 

U'{x)Y 
Z f(x*) = 0, plyne 4>'{x*) = 0, t a k ž e Newtonova metoda je d r u h é h o ř á d u . Jel ikož p la t í 
\4>'(x*)\ < 1, p la t í v n ě k t e r é m okolí bodu x*, že budou p o s t u p n é aproximace 

z j+ i = XJ ~ írr\> 3 = 0 , 1 , 2 , . . . , (2.22) 
J \xj) 

konvergovat k x*, zvolíme-li XQ z d o s t a t e č n ě m a l é h o okolí řešení x*. 
Pro m n o h é p ř í p a d y je ana ly t i cké vy jádřen í f'(x) s loži té p ř í p a d n ě n e m o ž n é . P ro to lze 

použ í t diferenční formule, kdy n a p ř . aproximujeme 

/ ' ( * , ) = f U l ' f U l ) , (2.23) 
h N 

pro v h o d n ě m a l é h^-

P ř i řešení soustavy ne l ineárn ích rovnic p o m o c í Newtonovy metody je nutno vždy vy
p o č í t a t Jacobiovu mat ic i soustavy a řeši t soustavu rovnic 

J(xj)(xj+1 - XJ) + f (x j ) = 0 . (2.24) 

Rovn ic i (2.24) lze p ř e p s a t do tvaru 

x j + i = Xj - j - ^ x j j f í x j ) . (2.25) 

Newtonova metoda se čas to využ ívá u impl ic i tn ích numer i ckých metod řešení diferenciálních 
rovnic. U k á z k u použ i t í Newtonovy metody př i řešení t u h ý c h s y s t é m ů diferenciálních rovnic 
nalezneme v podkapitole 4.5 a v podkapitole 5.6. 
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2.2 Numerické řešení obyčejných diferenciálních rovnic 

Nalezení ana ly t i ckého řešení rozsáh lých soustav diferenciálních rovnic je složité, mnohdy 
n e m o ž n é . V současné d o b ě se s rozmachem v ý p o č e t n í techniky č ím dá l častěj i využ ívá 
numer i ckého řešení . Z a m ě ř m e se tedy na p r o b l é m numer i ckého řešení obyčejných diferen
ciálních rovnic s p o č á t e č n í p o d m í n k o u . 

2.2.1 Z á k l a d n í p o j m y 

P o č á t e č n í p r o b l é m pro O D R . Obyčejná diferenciální rovnice ( O D R ) se n a z ý v á rovnice 
n-tého řádu ( O D R n ) , jes t l iže n e z n á m á funkce je funkcí j e d n é p r o m ě n n é a její nejvyšší 
derivace n e z n á m é funkce je n - t ého ř á d u . V prác i se budeme z a b ý v a t p ř e d e v š í m diferen
ciá lními rovnicemi p r v n í h o ř á d u . Obecný tvar d iferenciální rovnice p r v n í h o ř á d u je 

g(t,y(t),y'(t)) = 0. (2.26) 

P ř e d p o k l á d e j m e , že rovnici (2.26) lze t a k é vy jádř i t exp l ic i tně ve tvaru 

y'(t) = f(t,y(t)). (2.27) 

Takové to obecné řešení diferenciální rovnice obsahuje in tegračn í konstantu, k t e r á m ů ž e 
n a b ý v a t l ibovolné hodnoty. Pro to k j e d n o z n a č n é m u určen í y(t) m u s í m e j e š t ě doplnit hod
notu funkce v u r č i t é m b o d ě t = to, tedy počáteční podmínku 

y(to) = yo- (2.28) 

Rovnice (2.27) spolu s p o č á t e č n í p o d m í n k o u (2.28) se n a z ý v á počáteční úloha, nebo t aké 
Cauchyova úloha. 

N u m e r i c k é ř e š e n í p o č á t e č n í úlohy. P o d t í m t o pojmem si p ř e d s t a v í m e na lezení přibl iž
ných hodnot funkce y{t) v bodech ti pokrýva j íc ích d o s t a t e č n ě h u s t ě u rč i tý interval (a,b). 
H l e d á m e tedy řešení v j edno t l i vých bodech a = to < ti < ... < t^ = b. M n o ž i n u b o d ů ti, 
i £ (0, k) n a z ý v á m e síť, její p rvky uzly sítě a vzdá lenos t dvou sousedních uz lů tj+i —ti = hi 
n a z ý v á m e délkou kroku sítě v uz lu U, nebo t a k é integračním krokem. Mají- l i nav íc všechny 
kroky stejnou dé lku h = m l u v í m e o pravidelné síti. 

Budeme p ř e d p o k l á d a t , že k a ž d á Cauchyova ú loha , o je j ímž n u m e r i c k é m řešení budeme 
uvažova t , m á j ed iné řešení . Je d o b ř e z n á m o , že tato p o d m í n k a existence a jednozna
č n o s t i ř e š e n í je sp lněna , když je funkce f{t, y(t)) spo j i t á , o h r a n i č e n á a splňuje Lipschi t -
zovu p o d m í n k u . 

Definice 2.2.1 O funkci f řekneme, že splňuje v bodě (ío>2A)) Lipschitzovu podmínku, 
pokud existují konstanta L a okolí U bodu (ro>ž/o) tak, že 

\f(t,u)-f(t,v)\<L\u-v\, V(t,u),(t,v)€U . (2.29) 

V y p o č t e n o u aproximaci hodnoty p ř e s n é h o řešení y {ti) v uz lu U budeme znač i t yj. 
Má-l i bý t n u m e r i c k á metoda řešení použ i t e lná , je n u t n é , aby v y p o č t e n é hodnoty yi 
konvergovaly k h o d n o t á m y(U) pro h —>• 0. Konvergenc í zde r o z u m í m e sku t ečnos t , že 
limj_ > . 0 0 (yj) = y(t) pro h —>• 0 a i —>• oo, p ř i čemž h • i = T. Konverguje-li řešení z ískané 
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numerickou metodou pro danou diferenciální rovnici (2.27) s p o č á t e č n í p o d m í n k o u (2.28), 
n a z ý v á m e tuto metodu konvergentní. 

N u m e r i c k á metoda pro řešení p o č á t e č n í ú lohy (2.27), (2.28) je tedy p ředp i s pro pos
t u p n ý v ý p o č e t ap rox imac í y i , y2, • • •, y&, yo = konst. Me tody m ů ž e m e rozliši t podle z p ů s o b u 
v ý p o č t u na 

1. metody j e d n o k r o k o v é využíva j í k v ý p o č t u aproximace yi+\ pouze informaci y i pro 
i = 0 , 1 , . . . . 

2. metody v í c e k r o k o v é (fc-krokové), použ íva j í pro v ý p o č e t aproximace yi+i p ředchoz í 
v y p o č t e n é hodnoty yi} y i _ i , . . . , yi+1-k-

P ř i z k o u m á n í j edno t l i vých numer i ckých metod pro řešení konk ré tn í ch soustav diferen
ciálních rovnic se s e t k á m e s pojmem chyba n u m e r i c k ý c h metod. Vě t š inou se mluv í 
o lokálních d i skre t i začn ích chybách ("local t runcat ion error") a g lobálních d i skre t i začn ích 
chybách ("globál t runcat ion error"). 
Lokální diskretizační chyba je chyba, k t e r é se d o p u s t í m e v jednom kroku metody. Vzn iká 
ná s l edkem z a n e d b á n í vyšších členů Taylorovy ř a d y viz Def. 2.2.2. Vě t š ina z n á m ý c h nume
rických metod využ ívá k v ý p o č t u pouze p r v n í derivace. 
Globální diskretizační chyba (celková chyba) je d ů s l e d k e m h r o m a d ě n í úč inků vznik lých chyb 
lokálních. Lze j í vy jádř i t vztahem en = y(tn) — yn. K r o m ě chyb metody m u s í m e b r á t 
v ú v a h u i z a o k r o u h l o v a c í chyby, k t e r é jsou zapř íč iněny omezenou dé lkou slova v počí
tač i , ve k t e r é m je u ložena hodnota čísla. 

Da l š ím pojmem, k t e r ý je úzce spjat s chybou metody, je stabilita metody. Ř e k n e m e , 
že metoda je absolutně stabilní, pokud pro d a n ý in tegračn í krok h a danou diferenciální 
rovnici chyba vznik lá př i v ý p o č t u yn se nezvětš í v nás leduj íc ích h o d n o t á c h yk, k > n. Tedy 
je za ručeno , že aproximace yi konverguje k h o d n o t ě p ř e s n é h o řešení y (ti). P o d r o b n ě j i se 
stabil i tou numer i ckých metod budeme z a b ý v a t v podkapitole 3.1. 

Pro jednoduchost ana lýzy se v následuj íc ích kap i to lách uvád í jedna diferenciální rovnice 
p r v n í h o ř á d u s jednou n e z n á m o u funkcí. Všechny pojmy však s a m o z ř e j m ě p la t í t a k é pro 
soustavy d i f e r e n c i á l n í c h rovnic 1. ř á d u , tedy n rovnic o n n e z n á m ý c h funkcích y i ( í ) , 
S/2 (*), •••,yn(ť) tvaru 

y'j(t) = fj(t,y1(t),y2(t),...,yn(t)), j = 1,2, . . . , n. (2.30) 

P o č á t e č n í p o d m í n k y jsou tvaru 

yj(to)=yj,o, j = 1,2,...,n. (2.31) 

Exis tu j í ovšem t a k é d i f e r e n c i á l n í rovnice n - t é h o ř á d u ve tvaru 

y^{t) = F{t,y{t),y\t),...,y^). (2.32) 

s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i 

y(ro) = yi,o, y'(t0) = y2,o, y ( n _ 1 ) ( r 0 ) = yn,o• (2.33) 

T y t o rovnice lze však převés t na soustavu diferenciálních rovnic 1. ř á d u (2.30) s p o č á t e č n í m i 
p o d m í n k a m i (2.31). S tač í položi t yi=y, y2 = y ' y n = y ( n _ 1 ) , p o t é /_,- = y j + í , j = 1, 
2, . . . , n - 1 a fn = F(t,yi(ť), y2(t),..., y „ ( í ) ) . 
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2.2.2 J e d n o k r o k o v é m e t o d y 

Jednokrokové metody se vyznačuj í t í m , že př ib l ižné řešení yi+\ v uz lu í j+ i se p o č í t á ze vz
tahu, v n ě m ž k r o m ě n e z n á m é yj+i vystupuje předchoz í uzel ti, v y p o č t e n á hodnota y% 
v tomto uz lu a s a m o z ř e j m ě p r a v á strana diferenciální rovnice f(t,y). F o r m á l n ě lze tedy 
jednokrokovou metodu zapsat 

Vi+i = Vi + h$(U,yi,yi+1,h; f). (2.34) 

Funkce $ je funkcí č ty ř p r o m ě n n ý c h í j , y i , y i + i a h, závislá na funkci f(t,y). P o k u d funkce 
<ř na yi+i nezávisí , jde o metodu explicitní, pokud $ na yi+\ závisí , jde o metodu impli
citní. V n ě k t e r ý c h l i t e r a t u r á c h se př i řazuj í impl ic i tn í numer ické metody s v ý s k y t e m yi, y^i 
v (2.34) mezi v ícekrokové metody (nap ř . L ichoběžníková metoda v [MUK05]) . 

M e t o d y Taylorova rozvoje 

M ě j m e funkci f(t), k t e r á m á v b o d ě t = r\ derivace až do n - t ého ř á d u . Hledejme nyní 
po lynom P(t) s t u p n ě n ve tvaru 

P(t) = c 0 + c i ( í -rf) + c2(t - rif + ... + cn(t - r,)n , (2.35) 

se s t ř e d e m v b o d ě rj takový, aby byly sp lněny p o d m í n k y 

f(v) = P(V), f (V) = P'(V), • • • , f(n\v) = P{n)(v)- (2-36) 

V y j á d ř í m e nyní vyšší derivace polynomu (2.35), tak aby byly sp lněny p o d m í n k y (2.36) 

f (TI) = P(v) = [c0 + c i ( í - 77) + c2(t - TI)2 + . . . + cn(t - ri)n]t=v = co, 
f'(r,) = P'(ri) = [ci + 2 - c 2 ( í - í ? ) + . . . + n - c „ ( í - í ? ) ™ - 1 ] ť = ^ = c i , 
f "{rj) = P"(V) = [2-c2 + ... + n-(n-l)-cn(t-ri)n-2]t=v = 2 • c 2 , 

/ W f a ) = pW(n) = [n.(n-l)-...-(n-(n-l))-cn]t=. 

P o d m í n k y (2.36) vedou tedy na soustavu rovnic 

co = f (v), 
c i = f'(ri), 

C2 2-1 ' 

_ /(")(q)  
— n! 

Po dosazení rovnic (2.37) do p ů v o d n í h o polynomu (2.35) o b d r ž í m e polynom 

což je z n á m ý Tay lo rův polynom. Dosad íme- l i do (2.38) t = U + h = í j+ i a 77 

z n á m ý explicitní tvar Taylorova polynomu 

= yi + hyi + — yi + h ^j-y> . 

= n! • c„ . 

(2.37) 

(2.38) 

= í j , z í skáme 

(2.39) 

18 



P o k u d však d o s a d í m e do (2.38) t = ti&rj = ti + h = í j+ i , o b d r ž í m e m é n ě použ ívaný 
Tay lo rův po lynom v implicitním tvaru 

Vi = y i + l + {-h)yi+1 + — ^ — y í + 1 + • • • + yK

i+[ , 

což je ekviva len tn í s 

yi+i = K + hy't+1 - %y'U, + •••- ^vífi • (2-40) 

Tay lo rův po lynom (2.38) je z á k l a d e m veškerých j ednokrokových numer i ckých metod. Posky
tuje nejpřesnějš í aproximaci funkce. P ř i v ý p o č t u řešení je p o t ř e b a b r á t v ú v a h u větší p o č e t 
členů ( řádově a lespoň des í t ky ) . P r o b l é m e m je ovšem získávání vyšších der ivací . Jsou-li 
metody Taylorova rozvoje d o b ř e imp lemen továny , mohou bý t pro řešení obecných p r o b l é m ů 
velmi efekt ivní . 

C h y b a v ý p o č t u v z n i k l á z a n e d b á n í m v y š š í c h č l e n ů Taylorovy ř a d y 
Lokální d i skre t izačn í chyba "local truncation erroř7 vzn iká obecně u numer i ckých metod 

v jednom kroku v ý p o č t u z a n e d b á n í m vyšších členů Taylorovy řady. 

Definice 2.2.2 Obecná áiferenční metoáa 

Vo = y(to), 
yi+1 = yi +h(p(U,yi), i = 0,1 

kde ip(ti,yi) je funkce závislá na konkrétní zvolené diferenční metodě, má v každém kroku 
lokální diskretizační chybu vzniklou zkrácením 

/t \ yi+i - {yi + hip(tj,yj) yi+1 - yj . 
n+i{h) = = <p(U, yi), i = 0 , 1 , . . . , k , 

kde uvažujme, že yi = y(ti) značí v tomto případě přesné (analytické) řešení.1 

P ř e d p o k l á d e j m e , že m á m e n + 1 spo j i tých der ivací řešení y{ť) p o č á t e č n í ú lohy 

y'(t) = f(t, y), a<t<b, y(a) = a. 

Hodnotu v čase čj+i m ů ž e m e vy jádř i t Taylorovou ř a d o u p o m o c í der ivací v b o d ě U 

2 L. TL L. TI | 1 
y(U+i) = y{U) + hy'{ti) + -y"{ti) + ••• + - y ( n \ t t ) + — — y ( n + 1 ) & ) , (2.41) 

2 n! (n + ly. 

kde £i G ( í j , í j + i ) . De r ivován ím řešení y(t) dostaneme 

y'(t) = f(t,y(t)), 
y"(t) = f'(t,y(t)), 

y(n){t) = f(n-l)(t,y(ť)). 

1 Neuvažujeme chybu vzniklou akumulací chyb z předchozích kroků. 
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D o s a z e n í m do rovnice (2.41) o b d r ž í m e 

y(ti+1) = y{tt) + hf(U,y(U)) + ••• + ^jf^iU,y(tt)) + JL—fW^ { 2 A 2 ) 

n! (n + l j ! 

Numerickou metodu z í skanou z rovnice (2.42) z a n e d b á n í m pos ledn ího členu, k t e r ý obsahuje 
n e z n á m ý parametr £j ležící mezi ti a í j+i , o b d r ž í m e Taylorovu metodu ř á d u n 

kde 

= yi + hT^{U,yi), i = 0,l,...,k, 1 ' 1 

h hn~^ 
T<n\u,yi) = f(U,yi) + -f'(U,Vi) + ••• + — j - Z ^ í í i . y i ) • 

2 n! 

Poznamenejme, že Eulerova metoda je Taylorova metoda ř á d u 1. 
V ě t a 2.2.3 Použijeme-li Taylorovu metodu řádu n k aproximaci řešení rovnice 

y'(t) = f{t, y), a<t<b, y(a) = a, 

s integračním krokem h a pokud y G Cn+1[a, b], pak lokální diskretizační chyba je 0(hn). 

D ů k a z Rovnice (2.4.2) může být přepsána do tvaru 

y t + 1 - V i - hf(U,Vi) ~ irí'^Vi) vfn-\U,yi) = ___/(»)(&, y(&)), 
2 n! (n + l j ! 

kde £ G ( í i , í j_|_i) . Lokální diskretizační chyba je tedy 

ri+l(h) = M + 1 ~ M - T W ( U , Y I ) = r - ^ / ^ t e , y ( & ) ) , i = o,i,...,k. 
h (n + 1)! 

Jelikož y G Cn+1[a, b] máme y(n+1\ť) = f^nS)(t,y(t)) ohraničenu v intervalu [a,b] a Tj+i = 
0 ( / i n ) pro i = 1,2, •• • ,/c + l . 

P o d r o b n ě j i se pojmem "lokální d i skre t izačn í chyba" zabývá n a p ř . [BF04]. 

M e t o d a Eulerova 

Explicitní Eulerova metoda ( s t r učně E E metoda), je ne j j ednodušš í metoda pro řešení p o č á t e č 
ní ú lohy (2.27), (2.28). Tato metoda se snadno odvod í z Taylorova rozvoje 

h2 

y(ti+1) = y(ti + h) = y(ti) + hy'(ti) + —y"(Ši), & E (U,ti+1). (2.44) 

Bereme-li v ú v a h u pouze p r v n í dva členy (výraz \y"{Íi) je lokální chyba v d a n é m kroku) 
a za výraz y'(U) d o s a d í m e f(U,yi), dostaneme p ředp i s pro E E metodu 

y i + 1 = yi + hf(ti,yi) . (2.45) 

Implicitní Eulerova metoda ( s t r učně I E metoda), je d á n a p ř e d p i s e m 

ž/i+i = yi + hf(U+1,yi+1) . (2.46) 
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V š i m n ě m e si n e z n á m é Wj+i, k t e r á je argumentem funkce f(t, y), t a k ž e z rovnice (2.46) nelze 
expl ic i tně vy jádř i t yi+i, jak tomu bylo u E E metody. M u s í m e tedy navíc řeši t rovnici 

g(z):=z-yi-hf(ti+1,z)=0, (2.47) 

odkud u r č í m e yi+\ jako řešení z. O b e c n ě se tato rovnice řeší p o m o c í v h o d n é i t e račn í metody 
(např . Newtonovou metodou viz podkapi tola 2.1.4). To je však ve s rovnán í s E E metodou 
p r o b l é m navíc . I E metody se využívaj í u p r o b l é m ů , k t e r é vyžadu j í v ě t š í oblast a b s o l u t n í 
stability ( t u h é s y s t é m y ) . 

Eulerovy metody ř a d í m e do metod 1. ř á d u (využívaj í se pouze p r v n í dva členy Taylorova 
rozvoje). Eulerovy metody proto p a t ř í mezi m é n ě p ře sné metody. P ř i zkracován í kroku 
lze zp řesňova t řešení , ovšem od j i s t é hranice začne p ř e v l á d a t v l iv zaokrouhlovac í chyby 
a celková chyba v ý p o č t u př i da l š ím z jemňování k roku poroste. Z hlediska stabil i ty vykazuje 
IE metoda větší oblast abso lu tn í stability, p ř i s rovnán í s E E metodou (podrobně j š í rozbor 
stabil i ty nalezneme v podkapitole 3.1). 

M e t o d y R u n g e - K u t t a 

Dalš ími ča s to p o u ž í v a n ý m i j e d n o k r o k o v ý m i metodami vyšších ř á d ů , využívaj íc í pouze p r v n í 
derivace z a d a n é funkce, jsou metody založené na v ý p o č t u funkce f(t, y) i mezi j e d n o t l i v ý m i 
uzly [ti,yi\. Takové to metody n a z ý v á m e s-stupňové Runge-Kutta metody. O b e c n ý tvar 
t ěch to metod je 

s 
j/i+i = yi + h^bjkj , (2.48) 

i = i 
kde koeficienty kj jsou u r č e n y p ř e d p i s e m 

s 
kj = f(U + hcj,yj + h,y~] aj,ih), j = 1 ,2 , . . . , s . (2.49) 

l=i 

A b y c h o m získali k o n k r é t n í metodu, m u s í m e urč i t s t u p e ň s a r eá lné konstanty bj, Cj a CLJJ 

pro j,l = 1,2,... ,s. Tak n a p ř . pro dř íve z m í n ě n o u E E metodu m u s í m e zvolit s = 1, b\ = 1, 
c i = 0, a i 5 i = 0 a pro I E metodu m u s í m e zvolit s = 1, b\ = 1, c\ = 1, a ^ i = 1. 

O b e c n ě def inovaná Runge -Ku t t a metoda s koeficienty (2.49) je implicitní. P r o určen í 
koeficientu kj m u s í m e řeši t soustavu s obecně nezávis lých l ineárn ích rovnic. N e z n á m é jsou 
složky všech koeficientů k\, ki,..., ks. 

P o d s t a t n ě známějš í a v praxi častěj i p o u ž í v a n é jsou metody explicitní, pro k t e r é ajj, = 0 
pro l > j a pro koeficienty kj p l a t í tedy vz tah 

i - i 
k1 = f(ti,yi), kj = f(U + hej ,yj + h,y^j aj,ih), j = 2,3,...,s. (2.50) 

l=i 

U t ě c h t o metod se ž á d n é soustavy rovnic řeši t nemus í . S tač í p o s t u p n ě p o č í t a t expl ic i tně 
z a d a n é koeficienty k\, ki,..., ks. 
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Koeficienty metod Runge -Ku t t a je zvykem zapisovat do tabulky z n á m é jako Butcherova 
tabulka 

(2.51) 

C l ai,2 • • a i ,s 

C2 a.2,\ (12,2 • • a2,s 

Cs as,i as,2 • O'S,s 

h b2 • • bs 

U expl ic i tn ích metod se do tabulky zapisuj í koeficienty ak,i jen pro l < k. Dá le budeme 
uvažova t p o d m í n k u 

^2aj,h j = 1,2, .,s. (2.52) 

i=i 

kterou splňují všechny prakt icky p o u ž í v a n é metody. 
O b e c n ě p la t í , že m a x i m á l n í dosaž i t e lný ř á d p(s) s - s tupňové Runge -Ku t t a metody závisí 

na s nás ledovně 

p(s) = s pro s = 1,2,3,4, p(8) = 6, 
p(5) = 4, p(9) = 7, 
p(6) = 5, p(s) < s — 2 pro s = 1 0 , 1 1 , . . . 
p(7) = 6, 

(2.53) 

V praxi se b ě ž n ě s e t k á m e s metodami č t v r t é h o ř á d u , k t e r é ma j í d o s t a t e č n o u s tabi l i tu 
i p ř e snos t . Uveďme si nyn í ne jznámějš í expl ic i tn í s - s tupňové Runge -Ku t t a metody ř á d u 
1 < P < 4. Pouze pro tyto ř á d y existuj í metody, k t e r é poč í t a j í pravou stranu p rávě p - k r á t . 

M e t o d a R u n g e - K u t t a 1. ř á d u s = p = 1 existuje tedy j e d i n á expl ic i tn í metoda a tou 
je j iž z m í n ě n á expl ic i tn í Eulerova metoda yi+\ = yi + hf(U, yi). 

M e t o d a R u n g e - K u t t a 2. ř á d u s = p = 2 Butcherova tabulka po zák ladn ích ú p r a v á c h 
m á tvar 

(2.54) 
0 
a a 

1 - 6 6 

kde p la t í vz tah ab = \ . Parametry a, 6 jsou tedy svázány jednou p o d m í n k o u . Zvolíme-li 
a Ý 0, je 6 = Nejčastěj i se s e t k á m e s d v ě m a variantami metody Runge -Ku t t a 2 . řádu: 

1. pro a = | , b = 1 dostaneme metodu 

1 1 
yi+i = yi + hk2, k1 = f(ti,yi), k2 = f(U + -h,yi + -hki) (2.55) 

z n á m o u pod n á z v e m modifikovaná Eulerova metoda (v anglické l i t e r a t u ř e "midpoint 
Euler formula"). 

2. pro a = 1, 6 = \ dostaneme metodu 

yi+i = yi + -h(ki + fc2), k1 = f(ti,yi), k2 = f(U + h,yi +hki), (2.56) 

u v á d ě n o u t a k é pod n á z v e m modifikovaná Eulerova metoda, ale též pod n á z v e m i í e u -
nova metoda. 
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M e t o d a R u n g e - K u t t a 3. ř á d u s = p = 3 Butcherova tabulka m á tvar 

0 

C2 C2 

C3 C3 - «3,2 «3,2 

&2 &3 

(2.57) 

M e t o d Runge -Ku t t a 3. ř á d u je j iž více. Velice p o p u l á r n í je Ralstonova metoda s v y l a d ě n o u 
chybou, k t e r á m á tvar 

0 ž/i+1 
1 
2 

1 
2 ki 

3 
4 0 3 

4 k2 

2 
9 

1 4 
3 9 k3 

V i + \h(2kx + 3fc2 + 4fc3) 

/ ( * i , y i ) , 

/ ( í i + ^ / i , y i + \hk\), 

/ ( ŕ i + f h, V i + \hk2) • 

(2.58) 

M e t o d y R u n g e - K u t t a 4. ř á d u s = p = 4 jsou ne jpoužívanějš í ze všech dř íve 
zmíněných metod. Nejznámějš í je klasická Runge-Kutta metoda 

0 
1 1 
2 2 
1 
2 0 1 

2 
1 0 0 1 

1 1 1 1 
6 3 3 6 

yi+i = yi + \h(ki + 2k2 + 2/c3 + fc4) 

fci = f(ti,Vi), 

k2 = f (U + i / i , y i + , 

^3 = / ( í i + 5/1,2/i + \hk2), 

^4 = / ( í i + h,yi + hk3). 

(2.59) 

Klasické Runge -Ku t t a metody jsou velice p o p u l á r n í pro svou jednoduchost, dobrou s tabi l i tu 
a p řesnos t . D íky tomu metody Runge -Ku t t a p a t ř í s t á le mezi ne jpoužívanějš í numer ické 
metody. Jejich modifikacemi se celý život z a b ý v á prof. Butcher [But08b]. 

V dnešn í d o b ě v ý k o n n ý c h p o č í t a č ů se však příl iš č a s to "klasické" Runge -Ku t t a metody 
nepouž íva j í . Je j ími n á s t u p c i jsou vy lepšené dvojice vnořených Runge-Kutta metod. Zák ladn í 
myš lenka t ěch to metod je j e d n o d u c h á . Použi j í se dvě metody z nichž jedna je ř á d u p a d r u h á 
ř á d u p + 1. Z výchozí hodnoty s p o č t e m e přesnějš í metodou a y*+1 m é n ě p ř e s n o u 
metodou. T y t o dvě metody rozdí lných ř á d ů se využívaj í k odhadu lokální chyby Ei = 
y*+i — Vi+ii kterou pak využívaj í k ř ízení dé lky kroku. 

Dvojice Runge -Ku t t a metod se popisuj í p o m o c í rozšířené Butcherovy tabulky 

Cl ai,2 • • a\,s 

C2 »2,1 a2,2 • • a2)S 

Cs as,i as,2 • O'S,s 

b\ h* °2 • K 
b\* h** °2 • K* 
Ei E2 • Es 

kj 
* 

Vi+i 
11** 

f (U + hcj,yi + h Y^si=i aj,iki), j 
yi + hY.j=ib*jkj , 

yi + hJ2s

j=ibTki> 

1,2, 

=1 Ejkj ) 
1 , 2 , . . . . a . 

Z m í n í m e se jen o dvou ne jznámějš ích m e t o d á c h , k t e r é se ú s p ě š n ě používa j í n a p ř . v pro
gramovém produktu M A T L A B [Mat 10a]. 
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P r v n í metodou je Bogacki-Shampine (3,2) metoda, k t e r á využ ívá jako přesnějš í 
metodu Rals tonovu metodu ř á d u 3 s v y l a d ě n o u chybou y * ^ = yi + h(^k\ + + §/%) = 
yi+i a pomocnou metodu y * + 1 = y« + h(-^ki + \k^ + \kj, + \k£) ř á d u 2. Koeficient 
k± = /(íj_|_i, yi+i) v p o m o c n é m e t o d ě je roven koeficientu k\ v nás leduj íc ím kroku, proto 
nezvyšuje v ý p o č e t n í s loži tos t . V M A T L A B u tuto metodu najdeme pod o z n a č e n í m O D E 2 3 . 

Druhou čas to p o u ž í v a n o u metodou je Dormand-Pr ice (5,4) metoda. Tato metoda 
je ř á d u 5, p o č í t á však se sedmi koeficienty ki. Ve sku t ečnos t i se p rovád í o jeden v ý p o č e t 
m é n ě (tedy př i k a ž d é m kroku p o č í t á m e pravou stranu 6 -k rá t ) . P o d o b n ě jako u předchoz í 
metody k-j = / ( í j + i , y j + i ) se použi je o p ě t v nás leduj íc ím kroku pro k\. V M A T L A B u tuto 
metodu najdeme jako funkci O D E 4 5 . 

Dalš ími velice p o p u l á r n í m i metodami jsou l i c h o b ě ž n í k o v é metody (v anglické litera
t u ř e trapezoidal rule) d a n é p ř e d p i s e m 

yi+i = yi + ^h[f(U,yi) + / ( í i + i , y i + i ) ] . (2.60) 

J e d n á se o j ednokrokové impl ic i tn í Runge -Ku t t a metody ř á d u 2, k t e r é ma j í velkou abso lu tn í 
s tabi l i tu (jsou A-s tab i ln í , L-s tab i ln í však nejsou 2), použ íva j í se prakt icky v ý h r a d n ě pro 
řešení tuhých problémů. V M A T L A B u je klasická impl ic i tn í l ichoběžníková metoda z á k l a d e m 
funkce O D E 2 3 T . 

Pro složitější t u h é p r o b l é m y vyžaduj íc í vyšší s tabi l i tu (tedy L-stabi l i tu) existuje vy lepšená 
impl ic i tn í dvojitá metoda lichoběžníková ř á d u 2 využívaj íc í metodu z p ě t n é h o der ivování 
ř á d u 2. M e t o d a je i m p l e m e n t o v á n a v M A T L A B u jako funkce O D E 2 3 T B . 

2.2.3 V í c e k r o k o v é m e t o d y 

Pojem vícekrokové metody (fc-krokové metody) zahrnuje metody, k t e r é používa j í k v ý p o č t u 
hodnoty y^+i v uz lu í j+ i , dř íve s p o č t e n é hodnoty yi,yi-i, • • •, yj+i-fc a odpovída j íc í hodnoty 
f(U),/(íj_i),...,/(íj_|_i_fc) p r a v é strany diferenciální rovnice. O b e c n ý tvar p ř e d p i s u pro 
v ý p o č e t hodnoty yi+\ p o m o c í fc-krokové metody je 

k k 

ž/i+i = & i / (^+i-fc, yi+i-k) - ^2 a i ^ + i - i • ( 2 - 6 1 ) 
3=0 3=1 

P o k u d je ve vztahu (2.61) koeficient bo = 0 m l u v í m e o explicitních metodách, j inak pro 
č>o 0 hovoř íme o implicitních metodách, kde m u s í m e řeši t nav íc rovnici 

k 

Vi+i = ¥>(yi+i); k d e <P(z) = hb0f(ti+1,z) + ^2(hbjf(ti+1-j,yi+1-j) - ajyi+1-j), (2.62) 
i=i 

abychom určil i y«+i. P r o b l é m e m vícekrokových metod je získání p rvn ích k startovacích 
hodnot yo,y\,--- ,yk-i p ř i z a č á t k u v ý p o č t u . Hodnotu yo u r č í m e z p o č á t e č n í p o d m í n k y 
a o s t a t n í hodnoty yj, j = 1 , . . . , k — 1 m ů ž e m e s p o č í t a t p o m o c í j iné j - k r o k o v é metody nebo 
v h o d n é j ednokrokové metody. 

Nejznámějš ími v ícekrokovými metodami jsou Adamsovy metody a metody zpětného de
rivování. O b ě skupiny metod p a t ř í mezi lineární vícekrokové metody. 

2 Podrobně j i se s pojmy A-stabilita, L-stabilita seznámíme v podkapitole 3.1. 
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Adamsovy metody 

Adamsovy metody jsou cha rak te r i s t i cké t í m , že koeficient a\ ze vztahu (2.61) je jako j ed iný 
nenulový. Podle koeficientu bo m ů ž e m e rozděl i t metody na explicitní Adams-Bashfortovy 
metody (pro 60 = 0) a implicitní Adams-Moultonovy metody (pro bo 7̂  0). Z hlediska sta
bi l i ty (vě tš inou D-s tab i ln í ) se tyto metody příl iš nehod í pro řešení tuhých systémů. P r o 
mnoho s y s t é m ů , k t e r é nejeví z n á m k y "tuhosti", se však ho jně využívaj í . 

Adams-Bashfortovy metody nalezneme ve tvaru 

k 

Vi+i =yi + h^2bjf(U+i-j,yi+i-j) • 

Nejčastěj i se s e t k á m e s metodami, k t e r é pracuj í s p o č t e m k r o k ů k = 1, 
koeficienty pro tyto metody s pevnou délkou k roku h jsou uvedeny v Tab 

Tabulka 2.1: Koeficienty Adams-Bashfor tovy metody 

k bi 62 63 64 65 &6 

1 1 

2 3 
2 

1 
2 

3 23 
12 

16 
12 

5 
12 

4 55 
24 

59 
24 

37 
24 

9 
24 

5 1901 
720 

2774 
720 

2616 
720 

1274 
720 

251 
720 

6 4277 
1440 

7923 
1440 

9982 
1440 

7298 
1440 

2877 
1440 

475 
1440 

Pro metodu ř á d u k = 1 dostaneme již z n á m o u expl ic i tn í Eulerovu metodu (2.45). P r v n í 
v ícekrokovou metodu z í skáme př i k = 2 

3 1 

Vi+i = yi + h-f(U,yi) - - / ( í i _ i , y i _ i ) . (2.64) 

Adams-Moul tonovy metody nalezneme ve tvaru 

k 
Vi+i = Vi + h^bjf{ti+i-j,yi+i-j) . (2.65) 

j=o 
N á s l e d k e m členu /i&o/(čj+i, Vi+i), k t e r ý se vyskytuje na p r a v é s t r a n ě vý razu , m l u v í m e o im
pl ic i tn ích A d a m s - M o u l t o n o v ý c h m e t o d á c h . V Tab. 2.2 nalezneme koeficienty pro metody 
ř á d u k = 1,2,... ,6 s k o n s t a n t n í dé lku kroku. 

Pro k = 1 o b d r ž í m e impl ic i tn í Eulerovu metodu (2.46), pro k = 2 dostaneme l i 
choběžníkovou metodu (2.60). O b ě tyto metody jsou j ednokrokové . Vícekrokovou metodu 
z í skáme až p ř i k > 3. 

Jak jsme se již dř íve zmíni l i , p r o b l é m e m u vícekrokových metod je získání p o č á t e č n í c h 
k s t a r tovac ích hodnot yo, y\,..., yt-i- V m o d e r n í c h programech se používa j í tzv. samostar-
tující algoritmy. S t a r tovac í hodnoty n a p ř . pro fc-krokovou Adams-Bashfor tovu metodu se 

(2.63) 

. . . , 6. J edno t l ivé 

. 2.1. 
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Tabulka 2.2: Koeficienty Adams-Moul tonovy metody 

k bo bi b2 63 64 65 
1 1 

2 1 
2 

1 
2 

3 5 
12 

8 
12 

1 
12 

4 9 
24 

19 
21 

5 
24 

1 
21 

5 251 
720 

616 
720 

264 
720 

106 
720 

19 
720 

6 475 
1440 

1427 
1440 

798 
1440 

482 
1440 

173 
1440 

27 
1440 

poč í ta j í opě t p o m o c í A d a m s - B a s h f o r t o v ý c h metod, y\ p o m o c í Adams-Bashfor tovy jed-
nokrokové metody, y2 p o m o c í Adams-Bashfor tovy dvou-krokové metody atd. , až nakonec 
Vk-i p o m o c í Adams-Bashfor tovy [k — l ) -k rokové metody. 

Adams-Bashfortovy a Adams-Moul tonovy metody se s a m o s t a t n ě t é m ě ř nepouž íva j í . 
Jejich kombinace (prediktor-korektor metody) však p a t ř í k z á k l a d n í m u p r o g r a m o v é m u vy
bavení pro řešení obyčejných diferenciálních rovnic. 

K o m b i n a c í expl ic i tn í a impl ic i tn í Adamsovy metody z í skáme tzv. prediktor-korektor 
metody. Exp l i c i tn í formule zde slouží jako prediktor a p ř e d p o v í d á se s její p o m o c í hodnota 
řešení pro impl ic i tn í metodu. Schematicky z n a č í m e tento v ý p o č e t P E C E . P označuje vý
poče t aproximace p o č á t e č n í expl ic i tn í Adams-Bashfortovou metodou, C je korekce p o m o c í 
impl ic i tn í Adams-Moul tonovy metody a E je v y h o d n o c e n í p ravé strany rovnice, tedy funkce 
/ ( í j + i , Vi+i)- K o n k r é t n ě pro Adamsovy metody d r u h é h o ř á d u p o č í t á m e P E C E 3 s c h é m a 
nás ledovně 

Adams-Bashfort ř á d u 2 y*+l = yi + \h(?>fi — fi-i) , 

fi+i = f(U+i, Vi+i)) ^ 55) 

A d a m s - M o u l t o n ř á d u 2 y i + í = yi + \h(f*+1 + f i), 

fi+i = f(U+i, Vi+i) • 

Kval i tn í programy založené na m e t o d á c h prediktor-korektor měn í b ě h e m v ý p o č t u jak 
délku kroku, tak i ř á d metody. P ř í k l a d e m m ů ž e bý t funkce O D E 1 1 3 v M A T L A B u , využí
vající s c h é m a P E C E Adamsovy metody prediktor-korektor. Z m ě n u ř á d u p rovád í současně 
se z m ě n o u dé lky kroku. Takové to algori tmy označu jeme V S V O algoritmy (variable step 
variable order). 

Oblast i abso lu tn í s tabil i ty P E C E prediktor-korektor metod nejsou příl iš velké a s ros
t o u c í m ř á d e m se dá le zmenšuj í . P ro to tyto metody nejsou příl iš v h o d n é k řešení t u h ý c h 
sys t émů . 

3 V poslední fázi E vypoč tenou hodnotu funkce fi+i dosadíme opět do rovnice (2.65) a t ím získáme 
výslednou hodnotu t/i+i- P ř i vynechání posledního fáze E (vyhodnocení pravé strany) se j edná o schéma 
P E C metody prediktor-korektor. 

P 

E 

C 

E 
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M e t o d y z p ě t n é h o d e r i v o v á n í 

Pro řešení t u h ý c h s y s t é m ů jsou p o t ř e b n é metody, k t e r é se vyznačuj í velkou ob las t í ab so lu tn í 
stability. M e t o d y z p ě t n é h o der ivování (backward differentiation formulas) tuto vlastnost 
maj í . O b e c n ý p ředp i s pro fc-krokové metody z p ě t n é h o der ivování je 

OíkflVi+i + ak,iVi H h ak,kVi+i-k = hf(ti+i, yi+í), 

ak,j = hi>(ti+l), ij(t)= ň :̂££T-
 (2

'
67) 

m=l j 

Metody z p ě t n é h o der ivování tedy p a t ř í mezi fc-krokové impl ic i tn í metody. P r o k = 1 ob
d rž íme o p ě t j iž z n á m o u impl ic i tn í Eulerovu metodu (2.46). 

V Tab. 2.3 nalezneme koeficienty pro A:-krokové metody z p ě t n é h o der ivování s k o n s t a n t n í 
dé lku k roku (pro k = 1, 2 , . . . , 6). 

Tabulka 2.3: Koeficienty metod z p ě t n é h o der ivování 

k afc,o Oík,l Oík,2 «fc,3 «fc,4 «fc,5 afc,6 

1 1 -1 

2 3 
2 - 2 1 

2 
3 11 

6 
- 3 3 

2 
1 
3 

4 25 
12 - 4 3 4 

3 
1 
1 

5 137 
60 - 5 5 10 

3 
5 
1 

1 
5 

6 147 
60 - 6 15 

12 
20 
3 

15 
4 

6 
5 

i 
6 

Me tody z p ě t n é h o der ivování jsou oproti A d a m s o v ý m m e t o d á m dosti nep ře sné . Ma j í 
v šak velkou p ř e d n o s t a z tohoto d ů v o d u jsou ča s to použ ívány - metody z p ě t n é h o der ivování 
maj í mnohem větší oblast ab so lu tn í stability. P ro fc-krokové metody, kde k = 1,2, p o k r ý v á 
oblast abso lu tn í s tabil i ty celou z á p o r n o u komplexn í rovinu, jsou tedy A-s tab i ln í . Metody, 
kde k = 3 ,4 ,5 ,6 se oblast abso lu tn í s tabil i ty p o s t u p n ě zmenšu je , jsou A ( a ) - s t a b i l n í . O b e c n ě 
však m ů ž e m e ř íc t , že všechny metody z p ě t n é h o der ivování jsou A^-stabilní. P o d r o b n ě j i se 
s e z n á m í m e se s tabi l i tou numer i ckých metod v podkapitole 3.1. 

V praxi se nejčastěj i s e t k á m e s i m p l e m e n t a c í fc-krokových metod z p ě t n é h o der ivování 
pro k = 1, 2 , . . . , 5. V programu M A T L A B je i m p l e m e n t o v á n a funkce O D E 1 5 s , k t e r á p o č í t á 
diferenciální rovnice p o m o c í metod z p ě t n é h o der ivování ř á d ů 1 až 5. Funkce O D E 1 5 s je 
typu V S V O , b ě h e m v ý p o č t u tedy v y b í r á o p t i m á l n í dé lku kroku a ř á d metody. 

2.3 Shrnut í 

Existuje z n a č n é m n o ž s t v í numer i ckých metod sloužících k řešení soustav obyčejných dife
renciá ln ích rovnic. P ř i vo lbě v h o d n é numer ické metody pro d a n ý p r o b l é m (soustavu O D R ) 
je v h o d n é z n á t m o ž n é chování sy s t ému . Už iva te l je p ř e d e m nucen se rozhodnout, kterou 
numerickou metodu pro d a n ý p r o b l é m použi je . P ř i řešení t u h ý c h soustav diferenciálních 
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rovnic jsme nuceni využ íva t numer i ckých metod s velkou ob las t í abso lu tn í stability, tedy 
p ředevš ím impl ic i tn ích numer i ckých metod. U běžných impl ic i tn ích numer i ckých metod 
je velká oblast s tabil i ty pouze u metod nižších ř á d ů . V o d b o r n é l i t e r a t u ř e se tedy ča s to 
s e t k á m e s m o ž n o u definicí t u h ý c h sys t émů , kdy př i řešení t u h ý c h soustav diferenciálních 
rovnic se u p ř e d n o s t ň u j e rychlost v ý p o č t u na ú k o r p ř e s n o s t i v ý p o č t u . 

Stá le nen í vyřešen p r o b l é m p ř e s n é definice t u h ý c h s y s t é m ů a tedy jejich detekce. Detekce 
se v mnoha programech p rovád í p o m o c í Jacobiovy matice a v la s tn ích čísel. V dalš í čás t i 
p r áce si u k á ž e m e nový m o ž n ý z p ů s o b detekce využívaj íc í č lenů Taylorovy ř a d y (viz pod
kapitola 4.1). 

28 



K a p i t o l a 3 

Tuhé systémy 

... Around 1960, things became completely different and everyone became aware that the 
world was full of stiff problems. (G. Dahlquist in Aiken 1985) 

Nápln í t é t o p r á c e je analyzovat t u h é s y s t é m y diferenciálních rovnic a možnos t i jejich řešení 
p o m o c í "mode rn í metody Taylorovy ř a d y " . 

V y s v ě t l e m e si nejprve pojem " t u h é s y s t é m y ( p r o b l é m y ) " . P ř i řešení mnoha p r a k t i c k ý c h 
ú loh vznikaj í soustavy diferenciálních rovnic, k t e r é vykazuj í jev označovaný v anglické l i 
t e r a t u ř e "stiffness". Soustavy se pak nazýva j í "stiff systems". V n ě k t e r ý c h česky p s a n ý c h 
publ ikac ích se m ů ž e m e setkat t a k é s pojmem "úlohy se s i lným t l u m e n í m " [Vit94]. 

T u h é s y s t é m y nema j í p ř e s n o u definici. Obvykle se uvád í , že jsou to soustavy diferen
ciálních rovnic, pro k t e r é je řešení pomocí explicitních metod neefektivní [HW02]. Čas tě j i 
se v šak vycház í z tv rzen í , že se j e d n á o soustavy se značně rozdílnými časovými koeficienty 
[Vit94], tedy v l a s tn ími čísly (podkapitola 2.1.2) Jacobiva matice soustavy diferenciálních 
rovnic (podkapitola 2.1.1). P o d r o b n ě j i se budeme touto definicí z a b ý v a t v podkapitole 4.1. 

T u h é soustavy diferenciálních rovnic se vyznaču j í t í m , že př i jejich n u m e r i c k é m řešení 
omezuje dé lku kroku p ř e d e v š í m stabi l i ta p o u ž i t é numer ické metody, což se projevuje na p řes 
nosti metody. Stabi l i ta je j e d n í m z l imituj íc ích f ak to rů efekt ivního řešení t u h ý c h soustav 
diferenciálních rovnic a je r ů z n á podle p o u ž i t é k o n k r é t n í numer ické metody. C í l em t é t o 
kapitoly je č t e n á ř e s e z n á m i t s rozdě len ím běžných numer i ckých metod z pohledu jejich 
oblas t í abso lu tn í stability. 

3.1 Stabilita 

Pojmem stabi l i ta si definujme jako s tabi l i tu numer i cké metody. O b e c n ě m ů ž e m e ř íct , že nu
merická metoda je stabilní, jes t l iže př i v ý p o č t u l ibovolného s t ab i ln ího p o č á t e č n í h o p r o b l é m u 
m á následuj íc í vlastnost: malá změna startovacích hodnot způsobí malou změnu numeri
ckého řešení (pro jednokrokovou metodu jsou startovací hodnoty počáteční podmínky, pro 
k-krokovou metodu jsou startovací hodnoty yo,y\, • • • ,yk-i)- D ů k a z y a pod robně j š í rozbor 
nalezneme n a p ř . v [C04]. 

U vě tš iny numer i ckých metod vyžadu je s tabi l i ta metody omezen í i n t eg račn ího kroku h 
tak, aby p la t i l vz tah 

\h\\<K, (3.1) 

kde A je v ab so lu tn í h o d n o t ě m a x i m á l n í v l a s tn í číslo Jacobiovy matice, K je pak konstanta 
závislá na konk ré tn í numer ické m e t o d ě a diferenciální rovnici . 
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Stabi l i tu numer i ckého řešení d a n é diferenciální rovnice si u k á ž e m e na nás leduj íc ím pří
kladu. 

P ř í k l a d : oblasti a b s o l u t n í stability pro e x p l i c i t n í Eulerovu metodu 
M ě j m e zadanou p o č á t e č n í ú lohu 

y' = Xy, (3.2) 

s p o č á t e č n í p o d m í n k o u 
y(0) = 1, (3.3) 

kde A je l ibovolná konstanta (obecně i komplexn í číslo) splňující p o d m í n k u A < 0 (resp. 
fte(A) < 0). 
Z n á m é ana ly t i cké řešení rovnice (3.2) je 

y(t) = ext. (3.4) 

J e d n á se tedy o klesající funkci, kde ext —> 0 pro t —> +oo. P o č á t e č n í hodnotu (3.3) lze 
považova t za jednotkovou poruchu a p r o m ě n n o u t za čas . Ú lohu (3.2) s p o č á t e č n í p o d m í n k o u 
(3.3) lze tedy interpretovat jako proces stabilizace: s r o s t o u c í m č a s e m docház í k ú t l u m u 
p o č á t e č n í poruchy n e u s t á l ý m př ib l i žován ím se k nu lovému s t a c i o n á r n í m u stavu. Takové 
chování vykazuje celá ř a d a dějů r eá lného svě ta . 

O d numer ické metody (v n a š e m p ř í p a d ě expl ic i tn í Eulerovy metody) vyžadu jeme , aby 
se numer i cké řešení blížilo ke s t a c i o n á r n í m u stavu, tedy yi —>• 0 pro i —> oo. A b y bylo 
t l u m e n í nep ře t r ž i t é , p o ž a d u j e m e sp lnění p o d m í n k y 

\Vi+i\ < \Vi\ • (3.5) 

Expl ic i tn í Eulerova metoda pro danou ú lohu (3.2) je z a d á n a vztahem 

Vi+i = Vi + hy'i (3.6) 

po dosazen í je 
y i + 1 = V i + h \ y i = (1 + h\)yi = (1 + hXfy0 , (3.7) 

kde yo = y(0) = 1 podle p o č á t e č n í p o d m í n k y (3.3). 
A b y pla t i la p o d m í n k a konvergence (3.5), mus í plati t 

\l + hX\<l. (3.8) 

0 

H o d n o c e n í expl ic i tní Eulerovy metody z pohledu stabil i ty 
Expl ic i tn í Eulerova metoda je a b s o l u t n ě s tab i ln í pro A a h t akové , pro k t e r é je s p l n ě n a 
p o d m í n k a (3.8). P o l o ž m e nyní z = hX a ř e k n e m e , že ob las t í ab so lu tn í s tabil i ty je v n a š e m 
p ř í p a d ě j e d n o t k o v ý k ruh |z + l | < 1 Obr . 3.1 ( z v ý r a z n ě n á čás t ) komplexn í roviny se s t ř e d e m 
(-1,0). ' 

Exp l ic i tn í Eulerova metoda n e m á tedy příl iš velkou oblast abso lu tn í s tabil i ty a z tohoto 
hlediska j i nelze p o u ž í t k řešení t u h ý c h diferenciálních rovnic (pro k t e r é je obecně |A| ^> 1). 
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O b r á z e k 3.1: Oblast ab so lu tn í s tabil i ty - expl ic i tn í Eulerova metoda 

3.1.1 O b l a s t i stabi l i t n u m e r i c k ý c h m e t o d 

Z hlediska velikosti oblasti abso lu tn í s tabil i ty ř a d í m e numer i cké metody do někol ika základ
ních skupin. 

P r v n í skupinou jsou A - s t a b i l n í metody. J e d n á se o metody s největš í ob las t í abso lu tn í 
stability. 

Definice 3.1.1 (Dahlquist 1963). Numerické metody, u kterých oblast absolutní stability 
^R.A splňuje podmínku 

^A^C~ , (3.9) 

se nazývají A-stabilní. 

Oblas t í ab so lu tn í s tabil i ty A-s tab i ln í numer ické metody je tedy n a d m n o ž i n a celé z á p o r n é 
poloroviny C~ = {z G C; 5ře(z) < 0} viz Obr . 3.2. 

^ ^ ^ ^ ^ ^ 3m 

0 

O b r á z e k 3.2: Oblast s tabil i ty A-s tab i ln í numer ické metody 

J e d n á se o si lný požadavek , k t e r ý splňuje jen m á l o numer i ckých metod. Z dř íve zmiňova-
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ných metod zde m ů ž e m e z a ř a d i t l ichoběžníkovou metodu, k t e r á je d á n a vztahem 

i/i+i = yi + ^(y'i + y'i+i) • 

Její aplikace na ú lohu (3.2) poskytne 

(3.10) 

(3.11) 
, h y i ( l + hX/2) 

yi+i = y i + -{Xyi + Xyi+1) = - _ ^ , 

p o ž a d u j e m e splnění p o d m í n k y n e p ř e t r ž i t é h o t l u m e n í 

\Vi+i\ < \Vi\, když Re(hX) < 0 , 

dá le po lož íme z = hX a o b d r ž í m e 

Vi+i = í + z/2 
Vi l - z / 2 ' 

Oblast abso lu tn í s tabil i ty tedy mus í sp lňova t p o d m í n k u ( l + z / 2 ) / ( l — z/2) < 1 viz Obr.3.3. 

(3.12) 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

O b r á z e k 3.3: Oblast abso lu tn í s tabil i ty - l ichoběžníková metoda 

Z v ícekrokových metod jsou dá le A-s tab i ln í metody Adamsovy do d r u h é h o ř á d u a metody 
z p ě t n é h o der ivování rovněž do d r u h é h o ř á d u . 

T y t o metody jsou pro svou velkou s tabi l i tu v h o d n é k řešení t u h ý c h s y s t é m ů . J e d n á se 
však o metody m a x i m á l n ě d r u h é h o ř á d u . 

U metod vyšších ř á d ů p o k r ý v á oblast abso lu tn í s tabil i ty ča s to jen u r č i t ou čás t z á p o r n é 
poloroviny u rčené ú h l e m a z p ů s o b e m z Obr . 3.4. M l u v í m e o A ( a ) - s t a b i l n í c h numer i ckých 
m e t o d á c h . 

Definice 3.1.2 ( W i d l u n d 1967). O numerické metodě řekneme, že je A (a)-stabilní, jestliže 
její oblast absolutní stability splňuje podmínku 

MA 2 {z\(Xe(z) < 0) A < t a n a ) } . (3.13) 
úte(z) 

Jako p ř ík lad A ( a ) - s t a b i l n í c h metod m ů ž e m e uvés t fc-krokové metody z p ě t n é h o de
r ivování (viz podkapi tola 2.2.3), pro k t e r é jsou hodnoty ú h l u a uvedeny v Tab. 3.1. 

Zvláš tn í p o d m n o ž i n u tvoř í ^ 4 o - s t a b i l n í metody. Jsou to metody, jej ichž interval ab
so lu tn í s tabil i ty p o k r ý v á interval (—oo,0). Definice oblasti ab so lu tn í s tabil i ty je tedy 

=5 {z\Ue{z) < 0 , 9 m ( z ) = 0} . (3.14) 

32 



3m 

0 

O b r á z e k 3.4: Oblast stabil i ty A ( a ) - s t a b i m í numer i cké metody 

Tabulka 3.1: Velikost i ú h l u a u metod z p ě t n é h o der ivování 

k 1 2 3 4 5 6 

a 90° 90° 88° 73° 52° 18° 

A ( a ) - s t a b i l n í metoda je ylo-s tabimí metoda pro l ibovolné a £ (0,7r/2). D o t é t o skupiny 
metod p a t ř í všechny fc-krokové metody z p ě t n é h o der ivování . 

N a n ě k t e r é "velmi t u h é " p r o b l é m y A-s tab i ln í metody "nes tač í " . T y t o p r o b l é m y vyžaduj í 
metody s j e š t ě přísnější s tabil i tou a konvergencí , tzv. L - s t a b i l n í metody. Vraťme se 
k n a š e m u p ř í k l a d u (3.2) s p o č á t e č n í p o d m í n k o u (3.3). P ř i o b e c n é m řešení numerickou 
metodou z í skáme rovnici 

yi+i = R(z)yi, kde z = hX . (3.15) 

Funkce R(z) = yi+i/yi se n a z ý v á funkce stability. P r o s p r á v n é řešení m u s í z ře jmě plat i t 
\yi+i\ — Iž/il) to s a m o z ř e j m ě p la t í když 

| Ä ( z ) | < l . (3.16) 

Nyní si m ů ž e m e definovat L-s tab i ln í metody. 

Definice 3.1.3 (Ehle 1969). Metodu nazýváme L-stabilní, pokud je A-stabilní a existuje 
limita 

l i m R(z) = 0. (3.17) 
9?e(z)-7— oo 

M e z i L-s tab i ln í metody m ů ž e m e z a ř a d i t impl ic i tn í Eulerovu metodu. U k á ž e m e si pro 
názo rnos t odvozen í funkce stabil i ty R(z) pro n á š p ř ík l ad (3.2). 

Mě jme impl ic i tn í Eulerovu metodu ve tvaru 

Vi+i =yi + hf(xi+1,yi+1). (3.18) 
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Dosadíme- l i dř íve z m í n ě n ý p ř ík l ad (3.2) do impl ic i tn í Eulerovy formule (3.18), o b d r ž í m e 

yi+i = yi + h \ y i + 1 . (3.19) 

Ze v z t a h ů (3.15) a (3.19) již snadno o d v o d í m e funkci stabil i ty pro impl ic i tn í Eulerovu 
metodu 

R(z) = — ! — , (3.20) 
l - z 1 

obecně tedy pro z = a + ib, kde a < 0, je R(z) = • 

P l a t í |-R(z)| < 1 a l i m R(z) = 0 . Impl ic i tn í Eulerova metoda je tedy L-s tab i ln í . Jej í 
a—¥—oo 

oblast abso lu tn í stabil i ty je z n á z o r n ě n a na Obr . 3.5. 

_3 ^ = = = ! = = = = F = = = X ? = = = Í = = = ^ T O 1 

- 3 - 2 - 1 0 1 2 3 

Re(z) 

O b r á z e k 3.5: Oblast abso lu tn í stabil i ty - impl ic i tn í Eulerova metoda 

V Tab. 3.2 jsou uvedeny funkce stabilit n ě k t e r ý c h č a s to p o u ž í v a n ý c h numer i ckých 
metod. 

Tabulka 3.2: Funkce stabili t : R(z) = yi+i/yi 

metoda R(z) 

expl ic i tn í Eulerova metoda 1 + z 

impl ic i tn í Eulerova metoda i 
l-z 

Lichoběžníková metoda l+z/2 
l-z/2 

3.2 P a d é aproximace exponenciální funkce 

P a d é aproximace exponenc iá ln í funkce ( P a d é 1892) jsou rac ioná ln í funkce, k t e r é posky tu j í 
největší ř á d chyby aproximace funkce ez pro d a n ý s t u p e ň jmenovatele a č i ta te le . 

T e o r é m 3.2.1 (k,j)-Padé aproximace k funkci ez je dána vztahem 
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kde 
Pkj(z) 

Qkj(z) 

1 4 . JL. 
1 + j+k 
1 3  

k+j 

Z + 

Z + 

k(k-í) 
(J+k)(J+k-l) 2! + 

* ! _ 
2! 

fc(fc-l)-! zh_ 

+ 1 í) {k+j)-(k+l) (k+j)(k+j-l) -i\ ' v -i (k+j)-(k+l) y. 

Rád aproximace funkce ez je tedy roven j + k, kde k značí stupeň polynomu čitatele, j značí 
stupeň polynomu jmenovatele. Chyba aproximace je rovna 0(z3+k+1). 

V Tab. 3.3 nalezneme n ě k t e r é P a d é aproximace exponenc iá ln í funkce ez. P ř i p o m e ň m e , 
že pro j = 0 v p r v n í m ř á d k u Tab. 3.3 o b d r ž í m e expl ic i tn í Tay lo rův rozvoj ř á d u A: a ve 
sloupci pro k = 0 impl ic i tn í Tay lo rův rozvoj ř á d u j. 

Tabulka 3.3: P a d é aproximace pro funkci ez 

Rkj(z) k = 0 fc = 1 = 2 k = 3 

j = 0 i 
i 

1 + 2 
1 

l+z+f^ 
1 

z 2 z 3 

1+2+fr + f r 
1 

3 = 1 
i 

l-z 
1+3* ^ 3 ^ 3 2! 

i + 3 z + i Z . i í d 
^ 4 ^ 2 2 M 4 3! 3 = 1 

i 
l-z 1-3* 1-5* I " ! * 

J = 2 1 l + ± * 1 Ť 2 T 6 2! 
1_l_3z_i__3_žÍ_l_J_žÍ 
^ 5 ^10 2! ^10 3! J = 2 ,2 

1-z+fr 3 ^ 3 2! 2 Ť 6 2! -1 5 ^ 10 2! 

J = 3 1 1+3* ^ 5 ^10 2! ± ^ 2 ^ ^ 5 2! ^ 20 3! J = 3 
1-Z+ — — — ' 2! 3! 

1 3 _ , 1 z 2 l z 3 

-1 4 i Ť 2 2! 4 3! 
1 3 . , 3 z 2 1 z 3 

5 10 2! 10 3! 
1 1 r4- 1 z 2 1 z 3  

2 T 5 2! 20 3! 

T e o r é m 3.2.2 Padé aproximace Rkj(z) definovaná 3.21 je A-stabilní pokud platí k < j < 
k + 2. 

Podrobně j š í rozbor P a d é aproximace exponenc iá ln í funkce a d ů k a z y Vět 3.2.1, 3.2.2 
nalezneme v [Ehl69, H W 0 2 , But08b] . 

3.2.1 O b l a s t s tabi l i ty ř á d u h v ě z d 

When I wrote my book in 1971 I wanted to draw "relative stability domains", but curious 
stars came out from the plotter. I thought of an error in the program and I threw them 
away ... 

(C.W.Gear, in 1979) 

Oblast s tabil i ty ř á d u hvězd ("Order s řa r s" ) n e p o r o v n á v á |-R(z)| k 1> J & k J e tomu u ob las t í 
s tabil i ty numer i ckých metod, ale p o r o v n á v á |-R(z)| p ř í m o k e x a k t n í m u řešení \ez\ = é a 
očekává více informací . 

Definice 3.2.3 Množina 

A = {zeC;\R{z)\ > \ez\} = {zeC; \q(z)\ > 1} , 

kde q(z) = R(z)/ez, se nazývá oblast stability řádu hvězd funkce R(z). 

35 



V ě t a 3.2.4 Metoda je I-stabilní, pokud pro její funkci stability R(z) platí: 
(i) Anm = 0. 

Dále je metoda A-stabilní pokud pro její funkci stability R(z) platí (i) a 
(ii) všechny póly R(z)1 (tedy póly q(z)) leží uvnitř pozitivní poloroviny C+. 

N a Obr . 3.6 je zobrazena oblast metody ř á d u hvězd pro (0,1) P a d é aproximaci (tedy 
impl ic i tn í Eulerovu metodu, což je impl ic i tn í Taylorova ř a d a p r v n í h o ř á d u ) , Obr . 3.7 zo
brazuje oblast metody ř á d u hvězd (0,2) P a d é aproximaci, což je impl ic i tn í Taylorova ř a d a 
d r u h é h o ř á d u . O b ě oblasti jsou podle Vě ty 3.2.4 I -s tabi lní . 

Re(z) 

O b r á z e k 3.6: Oblast ř á d u 
hvězd - (0,1) P a d é aproximace 

Re(z) 

O b r á z e k 3.7: Oblast ř á d u 
hvězd - (0,2) P a d é aproximace 

N a Obr . 3.8, 3.9 jsou zobrazeny oblasti metody ř á d u hvězd pro (1,1) P a d é aproximaci -
l ichoběžníková metoda a pro (2,3) P a d é aproximaci, což je z n á m á impl ic i tn í Runge -Ku t t a 
metoda R a d a u I I A p á t é h o ř á d u . 

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

Re(z) 

O b r á z e k 3.8: Oblast ř á d u 
hvězd - (1,1) P a d é aproximace 

Ě 0 

Re(z) 

O b r á z e k 3.9: Oblast ř á d u 
hvězd - (2,3) P a d é aproximace 

Podrobně j š í rozbor konceptu metody ř á d u hvězd nalezneme n a p ř . v [HW02]. 

1 P r o racionální funkci Rkj(z) (3.21) definujme n u l y Zk € C funkce Rkj(z) takové, že plat í Pkj(zk) 0 a 
p ó l y z j € C funkce Rkj (z) takové, že plat í Qkj (z 0. 
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3.3 Shrnut í 

T u h é s y s t é m y vyžaduj í př i svém řešení numer ické metody s velkou ob las t í ab so lu tn í stability. 
Po numer i cké m e t o d ě v h o d n é pro řešení t u h ý c h s y s t é m ů p o ž a d u j e m e , aby byla A - s t a b i l n í , 
respektive L - s t a b i l n í . Tento p o ž a d a v e k splňují p ř e d e v š í m impl ic i tn í numer ické metody 
nižších ř á d ů . Z p o ž a d a v k u stabil i ty se jako za j ímavá jeví metoda expl ic i tn í a impl ic i tn í 
Taylorovy řady . S j e j ím p o d r o b n ě j š í m rozborem se s e z n á m í m e v podkapti tole 5.5. 

Zabýval i jsme se pouze z á k l a d n í m rozdě len ím stabil i ty numer i ckých metod. Existuje 
j e š t ě mnoho dalš ích p o j m ů D-stabi l i ta , B-s tabi l i ta , BN-s t ab i l i t a a dalš í . Po jem stabi l i ta 
numer i ckých metod je čas to d i s k u t o v a n ý p r o b l é m v mnoha l i t e r a t u r á c h . P o d r o b n ě j i se s n í m 
m ů ž e t e s e z n á m i t n a p ř . v [HNW87, H W 0 2 , s t i lO, C04, Wi l74] . 
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K a p i t o l a 4 

Analýza a řešení tuhých systémů 

V t é t o kapitole se z a m ě ř í m e na a n a l ý z u vzn iku tuhosti a p o p í š e m e m o ž n o s t i řešení t u h ý c h 
s y s t é m ů na někol ika konk ré tn í ch p ř ík ladech . S t u h ý m i s y s t é m y se m ů ž e m e setkat v mnoha 
p ř í p a d e c h b ě ž n é praxe. Vysky tu j í se n a p ř . v chemické kinetice, teorii ř ízení , mechanice 
p e v n ý c h lá tek , ale t a k é v p ř e d p o v ě d i počas í , biologii , elektrotechnice a mnoha dalš ích 
oblastech. 

N a následuj íc ích p ř ík l adech si u k á ž e m e v ý p o č e t koeficientu tuhosti , u k á ž e m e si na lezení 
ana ly t i ckého řešení n ě k t e r ý c h p r o b l é m ů a p o k u s í m e se u nich ú p r a v a m i "tuhost" odstranit 
na lezen ím ekviva len tn í S D R "bez tuhost i" . Zv láš tn í pozornost budeme věnova t vzn iku 
t u h ý c h s y s t é m ů v e lek t r ických obvodech. P o r o v n á m e možnos t i řešení p r o b l é m ů stiff soustav 
diferenciálních rovnic p o m o c í k las ických numer i ckých metod i m p l e m e n t o v a n ý c h v M A T -
L A B u a m o ž n o s t řešení t ě ch to p r o b l é m ů p o m o c í M o d e r n í metody Taylorovy ř a d y (pro
g ramové vybaven í T K S L [soflO]). 

4.1 Detekce tuhých systémů 

V y j d ě m e nejprve ze zák l adn í vlastnosti t u h ý c h s y s t é m ů . S t r u č n ě lze charakterizovat t u h é 
sys t émy jako diferenciální rovnice, jej ichž řešení obsahuje velmi rychle se měníc í s ložky a 
složky s velmi pomalou z m ě n o u . Rychle se měníc í s ložky bývaj í čas to neza j ímavé , kom
plikují v šak v ý p o č e t p o m a l ý c h složek. Kva l i t n í programy založené na expl ic i tn ích Runge-
K u t t a m e t o d á c h a A d a m s o v ý c h m e t o d á c h jsou obecně velmi efekt ivní . Jes t l iže však p o m o c í 
nich chceme řeši t t u h ý p r o b l é m , jsou najednou z n a č n ě neefekt ivní , dokonce natolik, že jejich 
použ i t í je zcela nevyhovuj íc í . P r o pevnou dé lku k roku začne ča s to numer ické řešení oscilovat 
a ampl i tuda oscilací exploz ivně roste. U metod s ř í zen ím dé lky kroku se začne in tegračn í 
krok z n a č n ě zmenšova t a doba v ý p o č t u se e x t r é m n ě p rod louž í . P ř i n e ú m ě r n ě velkém p o č t u 
k roků n á m v ý p o č e t nav íc čas to zkomplikuje i v l iv zaokrouhlovac í chyby. Pro to je n e z b y t n é 
p ř e d e m detekovat "tuhost" v řešené S D R . P ř i zj iš tění , že se j e d n á o t u h ý s y s t é m S D R , 
zvol íme k jeho řešení v h o d n é , č a s to impl ic i tn í numer ické metody. 

Vě t š ina metod detekce pracuje s Jacobiovou ma t i c í a v l a s tn ími čísly soustavy diferen
ciálních rovnic. Jedna z čas to u v á d ě n ý c h definic t u h ý c h s y s t é m ů zní [Vit94]: 

Definice 4.1.1 Soustava diferenciálních rovnic je tuhá, jestliže všechna vlastní čísla matice 
J mají zápornou reálnou část a koeficient tuhosti (angl. "stiffness ratio") S je velký. 

Koeficient tuhosti S definujeme nás ledovně : 

38 



Definice 4.1.2 Mějme soustavu n obyčejných diferenciálních rovnic 

Vj = fj(t, 2/1,2/2, ••• ,Vn), j = 1 ,2 , . . . , n . (4.1) 

Nechť J je Jacobián SDR (4-1) a Aj jsou vlastní čísla (obecně časově závislá) Jacobiánu 
J. Očíslujme vlastní čísla Xj tak, aby 

\Re(Xi)\ < \Re{\2)\ < • < \Re(Xn)\, (4.2) 

a položíme 
Xmin — -^1, Xmax — Xn . (4.3) 

Koeficient tuhosti S je pak dán vztahem 

_ \Re(Xmax)\ 
\Re{Xr 

(4.4) 

P r o b l é m e m je, že nen í def inována ž á d n á p ř e s n á hodnota, podle níž bychom mohl i rozhod
nout, zda je s y s t é m t u h ý či nikol iv . P r o mnoho t u h ý c h p r o b l é m ů z b ě ž n é praxe je koeficient 
tuhosti S velmi velký ( řádově S > 10 5 ) . 

N a nás leduj íc ím d e m o n s t r a č n í m p ř í k l a d u u k á ž e m e v l iv rychle se měníc í s ložky a m o ž n o s t 
detekce ros touc í tuhosti v sous t avě diferenciálních rovnic p o m o c í č lenů Taylorovy řady. 

P ř í k l a d detekce tuhosti s v y u ž i t í m č l e n ů e x p l i c i t n í Taylorovy ř a d y 
M ě j m e soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

y' = -ay, a>0, . . 
z' = -O .OOOlz , v ' ; 

kde p o č á t e č n í p o d m í n k y jsou y(0) = 1, z(ti) = 1. 
Poznamenejme, že z n á m é ana ly t i cké řešení (4.5) je ve tvaru 

_ c -0 .0001ť 
(4.6) 

P ro detekci tuhosti v s y s t é m u (4.5) je nutno v y p o č í t a t Jacobiovu mat ic i 

J = 

ze k t e r é dá le u r č í m e v l a s tn í čísla 

-a 0 
0 -0 .0001 

A i = - a , 
A 2 = - 0 . 0 0 0 1 . 

Za p ř e d p o k l a d u , že a > 0.0001 je koeficient tuhosti 

s = | R e ( A m a x ) | = a 

| R e ( A m i n ) | 0.0001 " 1 ' 1 

Mnoho v ý p o č e t n í c h s y s t é m ů sloužících k řešení t u h ý c h soustav diferenciálních rovnic de
tekuje t u h é s y s t é m y p o m o c í Jacobiovy matice a v la s tn ích čísel. Zv láš tě u rozsáh lých soustav 
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diferenciálních rovnic je v šak tento z p ů s o b z n a č n ě v ý p o č e t n ě i časově náročný . 

Nový z p ů s o b detekce t u h ý c h s y s t é m ů 
Jak je uvedeno výše, využ i t í Jacobiovy matice a v la s tn ích čísel k detekci t u h ý c h sys
t é m ů je v ý p o č e t n ě a časově n á r o č n é . Pro to navrhuji a o v ě ř u j i k detekci t u h ý c h sys
t é m ů v y u ž í t M o d e r n í metody Taylorovy ř a d y . K detekci t u h ý c h s y s t é m ů není za
p o t ř e b í p o č í t a t Jacobiovu mat ic i s y s t é m u O D R ani v las tn í čísla. Detekce je za ložena p ř í m o 
na p o r o v n á v á n í č lenů Taylorovy ř a d y 1 . P o d r o b n ě j i se s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m členů explic
i tn í a impl ic i tn í Taylorovy ř a d y s e z n á m í m e v kapitole 5. 

Ř e š m e (4.5) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy ř a d y ve tvaru 

{-ahf 

2! 
•Vi + --- + yi+i = yi-ah-yi + 

y i + 1 = yi + DYli + DY2i + --- + DYni 

{-ah)1 

IV. 
• y i, 

p o d o b n ě 

Zi+l 

Zi+l 

zi - O.OOOl/i • Ví + 
( -O.OOOl/ i ) 2 

2! 
Zi + 

( -0 .0001 / i ) n 

Zi + DZli + DZ2i H h DZn 
nl i ? 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

Analyzujme členy Taylorovy ř a d y (4.9), (4.11) v p r v n í m kroku v ý p o č t u , č l e n y Taylorovy 
ř a d y DZ ma j í r a p i d n ě klesající trend. P r o b l é m n a s t á v á u č lenů DY s velkou hodnotou 
konstanty a. 

Jak m ů ž e m e v idě t v Obr . 4.1 pro konstantu a = 1 (respektive S = 10000) a inte
grační krok h = 1 p o t ř e b u j e m e 15 členů Taylorovy ř a d y k o b d r ž e n í p ře snos t i v ý p o č t u 
EPS = 1 0 - 1 0 ("error per step" - n a s t a v i t e l n á lokální d i skre t izačn í chyba vznik lá z a n e d b á 
n í m vyšších členů Taylorovy ř a d y ) . Ros touc í hodnota konstanty a zvyšuje tuhost s y s t é m u 
(4.5) a členy Taylorovy ř a d y j iž nema j í klesající charakter. P r o za j i š tění s tabil i ty m u s í m e 
p o č í t a t s více členy Taylorovy řady . V Obr . 4.2 je zobrazena velikost č lenů Taylorovy ř a d y 
pro hodnotu konstanty a = 10 (tedy koeficient tuhosti S = 100000). K n u m e r i c k é m u 
v ý p o č t u s p ře snos t í EPS = 1 0 - 1 0 j iž p o t ř e b u j e m e 45 členů Taylorovy řady. 

l e -OOS^ 

le-010 

1e-015 

1e-020 

1e-025 

1e-030 

1e-035 

1e-040 

1e-045 

1e-050 

|DY| 
|DZ| 1 

1e-005-

le-010 

1e-015 

1e-020 

1e-025 

1e-030 

1e-035 

1e-040 

1e-045 

1e-050 

|DY| 
|DZ| 

O b r á z e k 4.1: Cleny Taylorovy řady, a = 1 O b r á z e k 4.2: Cleny Taylorovy řady, a = 10 

1 P o d r o b n ý rozbor explicitní Taylorovy řady včetně funkce stability omezující délku integračního kroku a 
oblastí stability pro různý řád (tedy různý počet členů Taylorovy řady) nalezneme v podkapitole 5.5. 
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M o d e r n í metoda Taylorovy ř a d y (jak je i m p l e m e n t o v á n a v T K S L ) automaticky (díky 
od l i šným a prudce r o s t o u c í m č l enům Taylorovy ř a d y ) detekuje tuhost v s y s t é m u (4.5). 
S ros touc í hodnotou konstanty o automaticky snižuje velikost i n t eg račn ího kroku, dokud 
nema j í členy Taylorovy ř a d y DY (4.9) klesající charakter viz Obr . 4.3. 

|DY| 

0.01 

0.0001 

1e-006 

1e-008 

1e-010 

1e-012 

1e-014 

h=0.001953125, a=1000 
h=0.015625, a=100 

h=0.125, a=10 

1e-016 

1e-018 

5 10 15 20 n 25 

O b r á z e k 4.3: Cleny Taylorovy ř a d y po a u t o m a t i c k é m snížení i n t eg račn ího kroku 

Z á v ě r a z h o n o c e n í 
Detekce t u h ý c h s y s t é m ů je z á k l a d n í m p r o b l é m e m větš iny v ý p o č e t n í c h zař ízení řešících t u h é 
sys témy. P r o b l é m je v p ř e s n é definici t u h ý c h sys t émů , k t e r á s tá le neexistuje. M n o h o v ý p o 
če tn ích zař ízení řeší detekci t u h ý c h s y s t é m ů p o m o c í v ý p o č t u Jacobiovy matice a v la s tn ích 
čísel, což je v šak pro rozsáh lé soustavy ne l ineárn ích diferenciálních rovnic z n a č n ě v ý p o č e t n ě 
ná ročné . 

Za j ímavý z p ů s o b detekce t u h ý c h soustav diferenciálních rovnic poskytuje expl ic i tn í Tay-
lorova ř a d a , u k t e r é lze sledovat v p r ů b ě h u v ý p o č t u členy Taylorovy řady . V ý p o č e t n í soft
ware T K S L automaticky detekuje tuhost v s y s t é m u (4.5) s rychle a pomalu se měníc í 
složkou. K detekci využ ívá p o r o v n á n í č lenů Taylorovy ř a d y (4.9), (4.11). P o detekci tuhosti 
v s y s t é m u T K S L , k t e r ý využ ívá k v ý p o č t u expl ic i tn í Taylorovu ř a d u , automaticky zmenšuje 
in tegračn í krok, dokud členy Taylorovy ř a d y nema j í klesající charakter Obr . 4.3. Vhodně j š í 
je po detekci t u h é h o s y s t é m u využ í t impl ic i tn í numerickou metodu n a p ř . impl ic i tn í Tay
lorovu ř a d u a její implementaci p o m o c í I T M R N viz kapitola 5. 
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4.2 Řešení tuhých systémů s využi t ím ekvivalentního sys
t ému 

J e d n í m z m o ž n ý c h p ř í s t u p ů o d s t r a n ě n í tuhosti ze soustavy diferenciálních rovnic ( S D R ) , 
k t e r ý v p rác i navrhuji a ověřuji , je n a l e z e n í n o v é h o e k v i v a l e n t n í h o s y s t é m u k p ů v o d n í 
S D R , k t e r ý j i ž "tuhost" neobsahuje. Novou S D R , k t e r á již tuhost neobsahuje, lze 
p o t é řeši t b ě ž n ý m i (expl ic i tn ími) n u m e r i c k ý m i metodami. Tento nový p ř í s t u p je m o ž n o 
prezentovat v následuj íc ích p ř ík ladech . 

4.2.1 P r o b l é m 1 

M ě j m e soustavou dvou obyčejných diferenciálních rovnic ve tvaru 

y' = z. 
z' = —a-y — (a + l)-z, a G ( l , o o ) , 

s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i y(0) = 1, z(0) = —1. 
P ř i z k o u m á n í tuhosti s y s t é m u (4.12) v y p o č t e m e nejprve Jacobiovu mat ic i 

J 

a z ní ná s l edně v las tn í čísla 

0 1 
—a —a — 1 

A i = - 1 , 
A 2 = - a , 

p o m o c í nichž u r č í m e koeficient tuhosti s y s t é m u (4.12) 

(4.12) 

(4.13) 

= | R e ( A m a z ) | = a 

| R e ( A m m ) | 1 • 1 ' ] 

Podle koeficientu tuhosti (4.14) m ů ž e m e soudit, že tuhost s y s t é m u (4.12) roste s hodnotou 
konstanty a. 

Pozn.: Soustava (4.12) je v m a t e m a t i c k é l i t e r a t u ř e velmi čas to u v á d ě n a a je ma
tematicky pro definování tuhosti velmi p o p u l á r n í ( nap ř . [Vit94]). D o p l ň m e si však , že 
j e d n o d u c h ý m a n a l y t i c k ý m v ý p o č t e m lze tuhost soustavy eliminovat. 

A n a l y t i c k é ř e š e n í 
S y s t é m (4.12) p ř ep í š eme nejprve do j e d n é diferenciální rovnice d r u h é h o ř á d u 

y" = z'. 
y" = -a • y - ( a + 1) • z , 
y" = -a-y-(a+l) • y'. 

Ses tav íme charakteristickou rovnici 

y" + a-y- (o + l ) -y' = 0 . 
A 2 + (a + l ) - A + a = 0. 

z níž v y p o č t e m e kořeny 
. -{a+\)+J{a+\)2-i-a Ai = \ 
. - ( a + l ) - v V l - l ) 2 - 4 - a 
A 2 = g  

A i = —1, A 2 = —a • 
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K o ř e n y cha rak te r i s t i cké rovnice se s a m o z ř e j m ě shoduj í s v l a s t n í m i čísly (4.13) Jacobiovy 
matice s y s t é m u (4.12). 

Očekávané obecné řešení je tedy tvaru 

y = d • eXl4 + C 2 • e A 2 ' ť 

y = C i • e" ť + C 2 • e~at 

y ' - - - C i • e"* + -a • C 2 • e~ad 

po dosazen í p o č á t e č n í c h p o d m í n e k y(ti) = 1, z(0) = y'(0) = — 1 

1 = C i + C 2 , 
- 1 = - C i - a - C 2 , 

v y p o č t e m e konstanty 

C i = l , C 2 = 0 . 

Partikulární řešení s y s t é m u (4.12) je tedy 

y = e~\ 
z = — e _ ť . 

(4.15) 

T ě m t o rovn ic ím lze p ř i ř a d i t následuj íc í diferenciální rovnice. Derivujeme (4.15) a p řep í šeme 
do tvaru 

y' = - e _ ť , y' = -y, y(0) = 1, 
z' = - e " ť - ( - l ) , z' = -z, z(0) = - 1 . 

V z n i k l a n o v á soustava o b y č e j n ý c h d i f e r e n c i á l n í c h rovnic (4.16), k t e r á je ekv iva len tn í 
se s y s t é m e m (4.12) a jeho p a r t i k u l á r n í m ře šen ím (4.15) 

y' = -y, y(0) = 1, 
z' = -z, z(0) = - 1 . 1 j 

Nový s y s t é m (4.16) m á koeficient tuhosti 5 = 1. N e j e d n á se j iž tedy o t u h ý s y s t é m a tuto 
soustavu diferenciálních rovnic lze bez p r o b l é m ů řeši t b ě ž n ý m i expl ic i tn ími n u m e r i c k ý m i 
metodami. 

U k á z k a ř e š e n í 
Řešení t u h é h o s y s t é m u (4.12) pro a = 1 • 10 6 a interval t G (0,6) (tedy m a x i m á l n í čas udáva 
jící interval řešení TMAX = 6) p o m o c í expl ic i tn ích Runge -Ku t t a metod (např . M A T L A B 
funkce O D E 4 5 - nutnost na s t aven í velice m a l é h o in t eg račn ího kroku), t r v á ř ádově des í tky 
minut. P ř i nasazen í metod z p ě t n é derivace (nap ř . M A T L A B ODE15s ) již v ý p o č e t t rva l 
0.9122 sekund. 

Řešení u p r a v e n é h o s y s t é m u s o d s t r a n ě n o u t u h o s t í (4.16) je j iž bezp rob lémové . Exp l i c i tn í 
Runge -Ku t t a ( M A T L A B O D E 4 5 ) vyřeš í p r o b l é m b ě h e m 0.3065 sekund. 

Řešení (4.16) p o m o c í T K S L / C je zobrazeno v Obr . 4.4. 

4.2.2 P r o b l é m 2 

Soustavu diferenciálních rovnic (4.17) nalezneme v [But08b] pod o z n a č e n í m " s t ř edně t u h ý 
sys t ém" 

y[ = - 1 6 y i + 12y 2 + 1 6 c o s ( í ) - 1 3 s i n ( í ) , y i (0) = l , 
y'2 = 12Vl - 9y2 - 11 cos( í ) + 9 s i n ( í ) , y 2 (0) = 0 . 1 ' ' 
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y-axis var iab les: y z 

O b r á z e k 4.4: P ř í k l a d 1 - T K S L / C 

Jacobiova matice S D R (4.17) je ve tvaru 

J V 12 - 9 J ' 

v las tn í čísla matice J jsou A i = 0, A2 = —25. 

A n a l y t i c k é ř e š e n í 

S D R (4.17) p ř ep í š eme do j e d n é diferenciální rovnice d r u h é h o ř á d u 

y" = - 1 6 y í + 12(12yi - 9y2 - 11 cos( í ) + 9 s in( í ) ) - 16 s in( í ) - 13 cos( í) , (4 

v y j á d ř í m e y2 z p r v n í diferenciální rovnice S D R (4.17) 

y[ + 16yi - 16cos ( í ) + 13s in ( í ) 
V2 = T 2 , 

d o s a d í m e do (4.18) 

y'l = - 1 6 y i " 9(2/í + I62/1 - 16cos ( í ) + 1 3 s i n ( í ) ) + 
+12(12yi - l l c o s ( í ) + 9 s i n ( í ) ) - 16s in ( í ) - 1 3 c o s ( í ) . 

P o ú p r a v ě dostaneme 

y'l = — 25y'l — cos( í ) — 2 5 s i n ( í ) . 

H l e d á m e tedy řešení n e h o m o g e n n í diferenciální rovnice d r u h é h o ř á d u 

y'l + 25yi = - cos( í ) - 25 s i n ( í ) . (4 

Řeš íme nejprve h o m o g e n n í diferenciální rovnici 

y i ' + 2 5 ^ = 0 , 
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cha rak te r i s t i cká rovnice je ve tvaru 

A 2 + 25A = 0, 
A(A + 25) = 0 , 

A i = Q , A 2 = - 2 5 

O b e c n é řešení h o m o g e n n í diferenciální rovnice je ve tvaru 

yi = C i e A l ť + C 2 e A 2 ť , 

Nyn í h l e d á m e p a r t i k u l á r n í in tegrá l pro výraz — cos( í ) — 2 5 s i n ( í ) 

ypar = ^4sin(í) + B c o s ( í ) , 
V'par = ^COS(Í) - S s i n ( í ) , 

y'par = ~ A s in( í ) - B c o s ( í ) . 

D o s a z e n í m do p ů v o d n í rovnice (4.19) 

- A s i n ( í ) - 5 c o s ( í ) + 25 ,4cos ( í ) - 2 5 5 s i n ( í ) = - c o s ( í ) - 2 5 s i n ( í ) 

p o r o v n á n í m koeficientů dostaneme 

-A-25B = - 2 5 , 
25A-B = - 1 , 

odkud 

A = 0, 5 = 1. 

O b e c n é řešení soustavy diferenciálních rovnic je ve tvaru 

-25* j / i = C i + C 2 e - 2 M + cos( í ) 

5 C i - !< 2/2 = I d - f C a e - ^ + s in^ ) 

dosazen ím p o č á t e č n í c h p o d m í n e k yi (0) = 1 a 2/2(0) = 0, v y p o č t e m e C i = C2 = 0. 
Dostaneme p a r t i k u l á r n í řešení 

V l = C O S S ' (4.20) 
1/2 = s i n ( í ) . 

T ě m t o rovn ic ím lze p ř i ř a d i t následuj íc í diferenciální rovnice. Derivujeme (4.20) a p řep í šeme 
do tvaru 

y[ = - s i n ( í ) y i = - y 2 y i (0) = l , 
y'2 = cos( í) =>• y 2 = y i y 2 (0) = 0 . 

N o v ý s y s t é m "bez tuhosti" 
V z n i k l nový s y s t é m obyčejných diferenciálních rovnic (4.21), k t e r ý je ekviva len tn í se sys
t é m e m (4.17) a jeho p a r t i k u l á r n í m ře šen ím (4.20) 

Ví = - V 2 , 2/i(0) = 1, , . 
y'2 = yi, y 2 (0) = 0 . ^ Z 1 ) 
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Nová soustava (4.21) m á k o m p l e x n ě s d r u ž e n á v l a s tn í čísla A i ^ = ± i - Ne jedná se již tedy 
o t u h ý s y s t é m a tuto soustavu lze bez větš ích obt íž í řeši t b ě ž n ý m i expl ic i tn ími metodami. 

U k á z k a ř e š e n í 
U k a ž m e si nyn í řešení S D R (4.17) a (4.21) expl ic i tn í Eulerovou metodou. 

Definujme si nejprve p r ů m ě r n o u abso lu tn í chybu v ý p o č t u 

l ^ i l = ^ E Í = i lvi* -Vi(i-h)\ 

\Ez\ = wTliLi\y2i-y2(i-h)\ 
(4.22) 

kde N je p o č e t k roků , h je dé lka i n t eg račn ího kroku a yi(t) = cos ( í ) , y2(í) = s in( í ) jsou 
z n á m á ana ly t i cká řešení S D R (4.17) a (4.21). 

Tabulka 4.1: P r ů m ě r n á abso lu tn í chyba v ý p o č t u - expl ic i tn í Eulerova metoda 

S D R 1 (4.17) S D R 2 (4.21) 

h \Ei\ \E2\ \Ei\ \E2\ 

7T 1 1.5708 1 1.5708 
7T 
3 2.0026 1.82054 0.301126 0.469847 
7T 
6 2904.18 2178.18 0.301767 0.359263 
7T 
9 6824.6 5118.47 0.146908 0.218403 
7T 
12 256592 192444 0.145873 0.153737 
7T 
15 137205 102904 0.0971319 0.122799 
7T 
18 501366 376024 0.094438 0.0969944 
7T 
21 212360 159270 0.0801247 0.0818459 
7T 
24 43003.1 32252.4 0.0696022 0.0707897 
7T 
27 4266.14 3199.61 0.0614661 0.0623607 
7T 
30 135.058 101.292 0.0509704 0.0571341 
7T 
33 5.41458 4.06118 0.0498279 0.0503644 
7T 
36 0.0765448 0.0654245 0.0427244 0.0469683 

V Tab. 4.1 je zobrazena p r ů m ě r n á chyba v ý p o č t u \E\\, \E2\ pro řešení soustavy (4.17) 
a (4.21). Řešen í je p o č í t á n o na intervalu t G (0,7r), tedy TMAX = TT, p o m o c í expl ic i tn í 
Eulerovy metody. V š i m n ě m e si , že s ros touc í dé lkou in t eg račn ího k roku h roste i p r ů m ě r n á 
abso lu tn í chyba v ý p o č t u u p ů v o d n í S D R 1 (4.17) - t u h ý s y s t é m . U nové S D R 2 (4.21) tento 
p r o b l é m n e m á m e a lze tedy řeši t tuto novou S D R 2 b ě ž n ý m i expl ic i tn ími metodami - s y s t é m 
bez tuhosti . 

Z á v ě r 
Exis tu j í u r č i t é t u h é p r o b l é m y n a p ř . (4.12) nebo (4.17), k t e r é lze m a t e m a t i c k ý m i opera
cemi převés t na ekv iva len tn í p rob lémy, u nichž je sn ížena , nebo ú p l n ě o d s t r a n ě n a tuhost, 
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viz (4.16) nebo (4.21). Tento nový p ř í s t u p umožňu je řeši t nově vzniklé ekv iva len tn í S D R 
s o d s t r a n ě n o u t u h o s t í p o m o c í k las ických b ě ž n ě použ ívaných expl ic i tn ích numer i ckých metod. 

4.3 Př ík lady v elektrotechnice 

V následující kapitole se budeme věnova t vzn iku t u h ý c h s y s t é m ů v e lekt r ických obvodech. 
Č a s t o u př íč inou vzn iku tuhost i v e lek t r ických obvodech je vnášen í p a r a z i t n í c h p r v k ů do 
obvodů . Tento jev si demonstrujme na následuj íc ích p ř ík ladech . 

4.3.1 R C e l e k t r i c k ý o b v o d 

0 

O b r á z e k 4.5: R C obvod 

Mějme j e d n o d u c h ý e lekt r ický R C obvod z Obr . 4.5, kde napá jec í n a p ě t í je ve tvaru 

u = s in (u ; í ) . 

N a p ě t í na k o n d e n z á t o r u lze popsat diferenciální rovnicí 

u'c 

C 
i = u'cC. 

Dále p l a t í d r u h ý Kirchhoffův zákon 

u = uc + Ri = uc + U'QRC, 

odkud v y j á d ř í m e u'c a z í skáme výs l ednou p o č á t e č n í ú lohu 

. 1 1 
U ° = R~ČU ~ R~ČUC 1 u c ( 0 ) = 0. 

H l e d á m e tedy a n a l y t i c k é ř e š e n í ú lohy 

U'Q + auc = au, uc(0) = 0, (4.23) 

kde a = 1/RC. Postup řešení je p o d o b n ý jako v p ř e d c h o z í m p ř í k l a d u 4.2.2 a výs ledné 
ana ly t i cké řešení je tvaru 

uc -at 

O 2 + UJ2 

au; a 
COS{L0t) + O 2 + UJ2 
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a2 + OJ2 

s in (a ; í ) . (4.24) 



Z ana ly t i ckého řešení (4.24) vyp lývá 

l i m ^ o o t ^ + b ) 

l i m a ^ 0 0 ( e - a ť ) 

l i m « ^ ° o ( ^ + ^ ) 

a tedy p la t í 
l i m (uc) = sin(a;í) . (4.25) 
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O b r á z e k 4.6: R C obvod - T K S L / 3 8 6 : o = 5,w = 1 

Z á v ě r 
Výsledek (4.25) lze odvodit z fyzikální podstaty p r o b l é m u . N a p ě t í na k o n d e n z á t o r u je pro 
a —>• oo rovno v s t u p n í m u n a p ě t í u = sin(a;í) (4.25). E x p l i c i t n í n u m e r i c k é metody m a j í 
s r o s t o u c í hodnotou konstanty a p r o b l é m s v ý p o č t e m . 

M a x i m á l n í velikost i n t eg račn ího k roku h (pro hodnotu konstanty a = 2000) pro něk t e r é 
expl ic i tní numer i cké metody nalezneme v Tab. 4.2. 

Tabulka 4.2: M a x i m á l n í velikost h (EPS = 10 , a = 2000) - expl ic i tn í numer ické metody 

metoda h 

Eulerova metoda 4.076 x l O " 2 2 

metoda Runge -Ku t t a 2. ř á d u 1.36 x l O " 1 2 

metoda Runge -Ku t t a 4. ř á d u 5.96 x l O " 8 

Taylorova metoda (63 členů) 3.125 x l O " 3 
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V Obr . 4.6 je zobrazen časový p r ů b ě h n a p ě t í na k o n d e n z á t o r u uc, k t e r é závisí na vstup
n í m n a p ě t í u (u = 1, a = 5). Funkce uc (pro m a l é hodnoty a) je z p o ž d ě n á za v s t u p n í funkcí 
u. 

Se zvě t šován ím hodnoty konstanty a se zvyšuje tuhost sy s t ému . V ý p o č e t v M A T L A B u 
p o m o c í funkce O D E 4 5 pro a = 10 5 , TMAX = 10 , t r v á 259.185 sekund. De ta i l řešení je 
zobrazen v př í loze B p r á c e v Obr . B . l . V š i m n ě m e si m a l é h o in t eg račn ího k roku a chyby 
v ý p o č t u (Obr. B . l - dole). 

P r o b l é m pro velké hodnoty konstanty a lze efekt ivně řeši t p o m o c í impl ic i tn ích numeri
ckých metod. V i z podkapi tola 5.6.3. 

4.3.2 R L C e l e k t r i c k ý o b v o d 

P ř i simulaci e lek t r ických o b v o d ů se značně rozd í lnými hodnotami p r v k ů ča s to vzn iká t u h ý 
s y s t é m diferenciálních rovnic. Jako p ř ík l ad si uvedeme j e d n o d u c h ý e lekt r ický obvod s p rvky 
Ĺ2, R2, C2 (Obr. 4.7 vlevo) rozš í řený (tolerance p r v k ů v obvodu) o p a r a z i t n í p rvky L\,R\, C\ 
(Obr. 4.7 vpravo). 

O b r á z e k 4.7: E lek t r i cký obvod R L C bez p a r a z i t n í c h p r v k ů (vlevo) s p a r a z i t n í m i p rvky 
(vpravo) 

P r ů b ě h n a p ě t í a p r o u d ů v obvodu na Obr . 4.7 vlevo m ů ž e m e popsat soustavou diferen
ciálních rovnic 

i! = 55 • («o - « c - -R2 • *) > *(0) = 0 , ^ 

u'c = č T - i ' uc(°) = °-

Očekávaný výs ledek (obvodu bez p a r a z i t n í c h p r v k ů ) p r ů b ě h u n a p ě t í uc na k a p a c i t ě C2 p ř i 
parametrech C2 = 1F, L2 = 1H, R2 = l i ž je zobrazen na Obr . 4.8, n a p ě t í na zdroj i je 
u 0 = I V . 

P r ů b ě h n a p ě t í a p r o u d ů v obvodu s p a r a z i t n í m i p rvky Obr . 4.7 vpravo m ů ž e m e popsat 
diferenciálními rovnicemi 

Í'I = r r • (uo - ui - Ri • h) 

Í2 = £ • («1 - «2 - -R2 • *2) , f 4 2 ? 1 

kde všechny p o č á t e č n í p o d m í n k y jsou nulové a n a p ě t í na zdroj i je uo = I V . P ř i volbě 
značně rozdí lných p a r a z i t n í c h p r v k ů se m ů ž e s y s t é m diferenciálních rovnic (4.27) snadno 
s t á t t u h ý m s y s t é m e m . 
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^Uc 

O b r á z e k 4.8: E lek t r i cký R L C obvod bez 
p a r a z i t n í c h p r v k ů - T K S L / 3 8 6 , časový 
p r ů b ě h n a p ě t í uc 

i f P" 

1 
O . • V- : : : : : : : : 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

O b r á z e k 4.9: E lek t r i cký obvod s parazit
n ími p rvky - T K S L / 3 8 6 , časový p r ů b ě h 
n a p ě t í u\, u2 

Zvolme nejprve p a r a z i t n í p rvky m é n ě rozdí lné od p ů v o d n í c h hodnot (C2 = 1F, L2 = 1H, 
R2 = lil) n a p ř . d = 0.001F, Lx = 0.001H, Rľ = 0.006ÍÍ. Oasový p r ů b ě h n a p ě t í m,u2 

je v Obr . 4.9. P ř i takto zvolených h o d n o t á c h se prakt icky nezměn í p r ů b ě h n a p ě t í u2 prot i 
p ů v o d n í m u n a p ě t í uc- Rozd í l mezi n a p ě t í m uc a u2 tedy ERR = uc — u2 je zobrazen 
v př í loze B p r á c e v Obr . B .2 , B . 3 , B .4 . 

P ř i vo lbě z n a č n ě menš ích p a r a z i t n í c h p r v k ů (nap ř . C\ = 1 • 1 0 _ 1 2 F , L\ = 1 • 1 0 _ 1 2 H , 
R\ = 1 • 1 0 _ 3 Í Ž ) z í skáme s te jný p r ů b ě h n a p ě t í ui,u2, avšak v ý p o č e t se z n a č n ě zpomal í . 
E lek t r i cký obvod r ep rezen tovaný soustavou diferenciálních rovnic (4.27) se stane t u h ý m 
s y s t é m e m . 

Jacobiova matice tohoto s y s t é m u je 

O \ 
- 1 
O 

o / 

(4.28) 

P ro t a k o v ý t o s y s t é m je j iž řešení p o m o c í běžných expl ic i tn ích numer i ckých metod značně 
neefekt ivní . Jsme opě t nuceni zvolit k řešení impl ic i tn í numerickou metodu. 

J 

( -1 • 109 O 
O -1 

1 • 1012 -1 • 1012 

V o 1 

-1 • 1 0 1 2 

1 
o 
o 

-0.5 ± 0.8657i , 
V la s tn í čísla pak jsou 

Al,2 = 

A 3 i 4 = - 5 • 10 8 ± 1 • 1 0 1 2 j 

Z v la s tn ích čísel z í skáme koeficient tuhosti 
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Z á v ě r 
Sériový e lekt r ický obvod s p rvky L2,R2,C2 (Obr. 4.7 vlevo) rozš í řený o p a r a z i t n í p rvky 
Li,Ri, Ci (Obr. 4.7 vpravo) tvoř í t u h ý s y s t é m (4.27), k t e r ý komplikuje v ý p o č e t u s t á l e n é h o 
stavu n a p ě t í na de l š ím časovém intervalu. Exp l i c i tn í numer ické metody ma j í p r o b l é m 
s v ý p o č t e m . V h o d n é je p o u ž í t impl ic i tn í numerickou metodu. M o ž n é řešení p o m o c í im
pl ici tní Taylorovy ř a d y nalezneme v podkapitole 5.6.5. 

Poznamenejme, že s te jný p r ů b ě h n a p ě t í U2 z í skáme i př i z a n e d b á n í p a r a z i t n í c h p r v k ů , 
pak ale lze použ í t běžných expl ic i tn ích numer i ckých metod. 

4.3.3 V a n der P o l ů v o s c i l á t o r 

P r o b l é m V a n der P o l ů v osci lá tor je p o j m e n o v á n po svém objeviteli , h o l a n d s k é m fyzikovi 
Bathasar van der Po lov i (1920). J e d n á se o typ osc i lá toru s n e l i n e á r n í m t l u m e n í m , k t e r ý 
popisuje děj v e lek t r ických obvodech s vakuovou t rub ic í . V a n der P o l ů v osci lá tor je p o p s á n 
diferenciální rovnicí d r u h é h o ř á d u 

y" + H-(y2-l)-y' + y = 0, , i > 0 , (4.29) 

kde \x je parametr udáva j íc í sílu ne l ineá rn ího t l u m e n í . Ř e š e n í m je pe r iod ická funkce, k t e r á 
po p ř e c h o d n é fázi nezávis í na p o č á t e č n í c h p o d m í n k á c h . 

Diferenciální rovnice d r u h é h o ř á d u (4.29) lze p ř e p s a t na soustavu dvou O D R 

V) = V 2 , n n ( 4 - 3 ° ) 

P ř í z n a č n o u v l a s tnos t í s y s t é m u (4.30) je, že m a l é oscilace jsou zesi lovány a velké jsou t lu
meny. 

N a Obr . 4.10 je zobrazeno řešení s y s t é m u (4.30) pro p o č á t e č n í p o d m í n k y yi (0) = 2, 
2/2(0) = 0 a parametr \x = 0.01. J e d n á se o aplikaci g e n e r á t o r u h a r m o n i c k é h o s ignálu . 

Legenda: x-axis variables: t y-axis variables: y1 y? 

O b r á z e k 4.10: V a n der P o l - T K S L / C , (i = 0.01 
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P ř i volbě p o č á t e č n í c h p o d m í n e k yi(0) = 2, 1/2(0) = 0 a koeficientu \i = 10 vznikne t u h ý 
sys t ém, j ehož řešení nalezneme v Obr . 4.11. 

Legenda: x-axis variables: 1 y-axis variables: y l y2 

O b r á z e k 4.11: V a n der P o l - T K S L / C , \i = 10 

Koeficient \i tedy z n a č n ě ovlivňuje koeficient tuhosti s y s t é m u (4.30). Jacobiova matice 
s y s t é m u (4.30) je tvaru 

J = { - 2 - ^ y 1 - y 2 - l / x - ( l - i ^ ) ) • ( 4 - 3 1 ) 

S y s t é m (4.30) je ne l ineárn í , tzn . v las tn í čísla Jacobiovy matice (4.31) a tedy i koeficient 
tuhosti se s č a s e m měn í . 

Z á v ě r 
Expl ic i tn í numer i cké metody ma j í opě t p r o b l é m s v ý p o č t e m soustavy (4.30) s ros touc í hod
notou fi. V h o d n é je p o u ž í t impl ic i tn ích numer i ckých metod. Za j ímavou se v tomto p ř í p a d ě 
jeví impl ic i tn í Taylorova ř a d a a její implementace I T M R N viz podkapi tola 5.6.6. 

Poznamenejme, že V a n der P o l ů v osci lá tor b y l vyvinut pro generování h a r m o n i c k é h o 
s ignálu (Obr. 4.10). P r o generování obdé ln íkového s igná lu (velké hodnoty \x a tedy vysoká 
tuhost sy s t ému) je n e v h o d n ý (Obr. 4.11). Obdé ln íkový s ignál o b d r ž í m e snadně j i n a p ř . 
p o u ž i t í m as t ab i ln ího m u l t i v i b r á t o r u . 

4.4 Převod S L A R na S D R 

V t é t o kapitole se z a m ě ř í m e na vznik tuhosti p ř i p ř e v o d u soustavy l ineárn ích a lgebra ických 
rovnic ( S L A R ) na soustavu diferenciálních rovnic ( S D R ) s v y u ž i t í m t r a n s p o n o v a n é matice 
viz podkapi tola 2.1.3. 
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P ř í k l a d v ý p o č t u s t a b i l n í h o ř e š e n í p o m o c í t r a n s p o n o v a n é matice 
Ř e š m e soustavu l ineárn ích a lgebra ických rovnic ve tvaru 

x + y + z = 
2x + 3y + z = 

3x - 2y + Uz = 

S L A R (4.32) p ř e v e d e m e na S D R ve tvaru 

x' = x + y + z — 19 
y' = 2x + 3y + z - 31 
z ' = 3x - 2y + 14z - 52 

19, 
3 1 , 
52. 

(4.32) 

x(0) 

y(o) 
z(0) 

(4.33) 

P ř i z k o u m á n í t é t o soustavy (4.33) z hlediska stabil i ty v y p o č t e m e v las tn í čísla soustavy 
(4.33) 

A i = 14.0425, 
A 2 = 0.1111, (4.34) 
A 3 = 3.8464. 

V š i m n ě m e si, že všechna v las tn í čísla (4.34) nesplňuj í p o d m í n k u 9ŕe(Ai, A 2 , A3) < 0, tzn. 
s y s t é m diferenciálních rovnic (4.33) je nes t ab i ln í a nelze využ í t k řešení S L A R (4.32). 

Provedeme tedy ú p r a v u S D R (4.33) na s tab i ln í s y s t é m diferenciálních rovnic p o m o c í 
t r a n s p o n o v a n é matice 

1 
3 

- 2 

AT -A 

O b d r ž í m e novou s t ab i ln í soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

237) 

/ 1 2 3 
AT = 1 3 - 2 

1 14 

1 45 x 

\ 
14 - 2 4 

• 

- 2 4 198 / 

-(14a; + ly + 45z - 237) x(0) 
y' = -(x + Uy-24z-8) y(0) 
z' = - ( 4 5 x - 24y + 198z - 778) z(0) 

0, 
0 , 
0 . 

Podle vztahu 
\-AT • A - X - E\ = 0 , 

o b d r ž í m e charakteristickou rovnici pro v ý p o č e t v l a s tn ích čísel 

(4.35) 

(4.36) 

-14 - A 
- 1 

- 4 5 

- 1 
-14 - A 

24 

- 4 5 
24 

-198 - A 

- A á - 226A 2 - 3138A - 36 

odkud 
A i = - 0 . 0 1 , 
A 2 = -200 .1114 , (4.37) 
A 3 = - 1 4 . 8 5 . 
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O b r á z e k 4.12: Řešen í S D R (4.35) p o m o c í T K S L / 3 8 6 

Vla s tn í čísla (4.37) nového S D R (4.35) jsou již z á p o r n á 3če(Ai, A2, A 3 ) < 0 a nový s y s t é m 
diferenciálních rovnic (4.35) tak splňuje p o d m í n k u stability. 

N e v ý h o d o u p ř e v o d u S L A R (4.32) na S D R (4.35) p o m o c í t r a n s p o n o v a n é matice je 
"zvýšení tuhosti" nového s y s t é m u . Koeficient tuhosti nového s y s t é m u diferenciálních rovnic 
(4.35) je ve tvaru 

IA9I 
5=1^1 = 20011.14. (4.38) 

| A i | 

Z á v ě r 
Nově vzn ik lá s tab i ln í S D R (4.35) m á vysoký koeficient tuhosti (4.38). V íme , že p ř e d p o 
k l á d a n é řešení p o s t u p n ě konverguje k h o d n o t á m řešení S L A R (4.32). Řešen í S D R (4.35) 
p o m o c í T K S L / 3 8 6 je zobrazeno v Obr . 4.12. V š i m n ě m e si nutnosti řeši t S D R (4.35) na 
re la t ivně ve lkém časovém intervalu (TMAX = 3000 - z í skáme řešení s p l a t n o s t í na 14 
dese t inných m í s t ) . Za j ímá n á s tedy us t á l ený stav řešení . V h o d n é je opě t k řešení zvolit 
impl ic i tn í numerickou metodu, k t e r á u m o ž n í k nalezení u s t á l e n é h o stavu řešení použ í t větš í 
in tegračn í krok. 

4.5 Newtonova metoda 

Všechny předcházej íc í p ř í k l ady vedou na t u h é s y s t é m y diferenciálních rovnic. K řešení 
t u h ý c h s y s t é m ů se využívaj í impl ic i tn í numer ické metody, k t e r é však mus í řeši t soustavy 
rovnic v imp l i c i t n ím tvaru. K v ý p o č t u soustavy ne l ineárn ích a lgebra ických rovnic se ča s to 
v praxi využ ívá Newtonovy i t e račn í metody viz podkapi tola 2.1.4. 
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V nás leduj íc ím p ř í k l a d u si u k á ž e m e v ý p o č e t diferenciální rovnice p o m o c í impl ic i tn í l i 
choběžníkové metody využívaj íc í k v ý p o č t u Newtonovu metodu. 

Hledejme p o m o c í l ichoběžníkové metody numer ické řešení diferenciální rovnice [BF04] 

y ' = 5 e 5 ť ( u - í ) 2 + l , 0 < í < 1, y(0) = - l . (4.39) 

Z n á m é ana ly t i cké řešení rovnice (4.39) lze vy jádř i t ve tvaru 

y = t- e _ 5 ť . (4.40) 

L i c h o b ě ž n í k o v á metoda 
P ř i p o m e ň m e z n á m ý tvar l ichoběžníkové metody 

I/i+i = Vi + \(hVi + hVi+i) • 

Označíme- l i p r v n í derivace 
ví = f(u,yi), 

= f ( t i + 1 , y i + 1 ) , 

pak dostaneme 

yi+i = yi + | ( / ( í i , y i ) + f(ti+1,yi+1)). 

Z n á m e y^, ti a í j+ i . H l e d á m e yj+i, ř e š íme tedy rovnici ve tvaru 

F(yi+1) =yi + -(f(U,Vi) + f(U+i,Vi+i))-Vi+i = 0- (4-41) 

Rovn ic i (4.41) řeš íme p o m o c í Newtonovy metody (viz podkapi tola 2.1.4) 

„(J+1) _ Jí) _ 

2 / l / ^ * + l > » i + l J 1 

(4.42) 

kde fy = df(ti+i, yi+i)/cto/i+i a y ^ = y^. Běžně s tač í 3 až 4 iterace pro dosažen í d o s t a t e č n é 

d a n é p řesnos t i TO L = | y ^ — y ^ 1 ^ . 

Ř e š e n í p r o b l é m u 
Ř e š m e nejprve rovnici (4.39) p o m o c í impl ic i tn í l ichoběžníkové metody využívaj íc í Newtonovu 
metodu k v ý p o č t u yj+i dle rovnice (4.42). 

0+1) = U) _ Vi + \(5e5r(y^ - tf + 5e 5ft+ f e )(yg 1 - (t + /i,)) 2 + 2) - y g ,  

% + 1 % + 1 K l O e ^ + ^ y S - l O e ^ + ^ í í + Z i ) ) - ! 

Ana ly t i cký v ý p o č e t vyšších der ivac í je v š a k u n ě k t e r ý c h funkcí složitý. Druhou m o ž n o s t í 
je v ý p o č e t derivace p o m o c í diferenční formule. D o jmenovatele v rovnici (4.42) d o s a d í m e 
F'(y) = (F(y + h]y) — F(y))/h,N a o b d r ž í m e následující vz tah 

„( í+l ) _ „(í) _ Ift + f ( / f a Ift) + /(**+!, l / í g l ) ) - ! / ^ ! , 4 , 

F'(y i+ly 
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kde 

o) v [ K + f i/i+i + M + i/i) ~ (i/i+i + M ) ] ~ bfe + | ( / ( r i + i , i / f f i + / fo, i/i)) ~ ž f f j  
F (ž/i+l} = h~N ' 

po ú p r a v ě 

z*, u) s _ ž/ffi + M - / ( ^ 4 ) ) - (ž/i+i + M + Vi+i 

Porovnejme nyní m n o ž s t v í i te rac í p o t ř e b n ý c h pro v ý p o č e t rovnice (4.44) - numer i cký 
v ý p o č e t derivace př i konk ré tn í délce kroku Newtonovy metody hjy, s p o č t e m i terac í po
t ř e b n ý c h př i v ý p o č t u rovnice (4.43) - ana ly t i cký v ý p o č e t derivace. 

Tabulka 4.3: Impl . l ichoběžníková metoda (4.43), h = 0.25, TOL = 1 0 _ l 

ti l ich. metoda + anal. Newton \y(U) ~ Vi\ p o č e t i t e rac í 

0.0 -1 0 0 

0.25 0.00545572 0.0419605 6 

0.5 0.426757 8.84216 x l O " 3 7 

0.75 0.729153 2.67056 x l O " 3 8 

1.0 0.99402 7.57858 x l O " 4 10 

Tab. 4.3 ukazuje v ý p o č e t p r o b l é m u (4.39) p o m o c í impl ic i tn í l ichoběžníkové metody 
s analyt icky z í skanou der ivací v N e w t o n o v ě m e t o d ě (4.42). P ř e s n o s t v ý p o č t u Newtonovy 
metody je TOL = - = 1 0 " 6 . 

Tabulka 4.4: Impl . l ichoběžníková metoda (4.44), h = 0.25, TOL = 1 0 " 6 , hN = 0.01 

ti l ich. metoda + num. Newton \y(ti) - yi\ p o č e t i te rac í 

0.0 -1 0 0 

0.25 0.00545572 0.0419605 6 

0.5 0.426757 8.84216 x l O " 3 7 

0.75 0.729153 2.67051 x l O " 3 8 

1.0 0.994019 7.57442 x l O " 4 38 

V Tab. 4.4, 4.5, 4.6 nalezneme v ý p o č e t p r o b l é m u (4.39) p o m o c í impl ic i tn í l ichoběžní
kové metody s numericky z í skanou der ivací v N e w t o n o v ě m e t o d ě (4.44). P ř e s n o s t v ý p o č t u 
Newtonovy metody je TOL = {yf^ — y[+1 \ = 10 , dé lka k roku Newtonovy metody 
hN = 0.01, hN = 0.001, hN = 0.0001, interval v ý p o č t u TMAX = 1. 

Z á v ě r 
Snižování < 0.0001 již n e m á v l iv na p o č e t i te rac í . P o r o v n á n í m Tab. 4.3 s Tab. 4.6 
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Tabulka 4.5: Impl . l ichoběžníková metoda (4.44), h = 0.25, TOL = 1 0 " 6 , hN = 0.001 

ti l ich. metoda + num. Newton \y(ti) - yi\ p o č e t i te rac í 

0.0 -1 0 0 

0.25 0.00545572 0.0419605 6 

0.5 0.426757 8.84216 x l O " 3 6 

0.75 0.729153 2.67055 x l O " 3 7 

1.0 0.99402 7.5786 x l O " 4 9 

Tabulka 4.6: Impl . l ichoběžníková metoda (4.44), h = 0.25, TOL = 1 0 " 6 , hN = 0.0001 

ti l ich. metoda + num. Newton \y(ti) - yi\ p o č e t i te rac í 

0.0 -1 0 0 

0.25 0.00545572 0.0419605 6 

0.5 0.426757 8.84216 x l O " 3 6 

0.75 0.729153 2.67056 x l O " 3 7 

1.0 0.99402 7.57858 x l O " 4 8 

zj is t íme, že numer i cký v ý p o č e t derivace př i v h o d n ě m a l é m kroku v diferenční formuli 
(hjy = 0.0001) u Newtonovy metody je v ý p o č e t n ě m é n ě n á r o č n ý v p o r o v n á n í s analy
t i c k ý m řešen ím derivace. Celkový poče t i te rac í u ana ly t i ckého v ý p o č t u derivace Tab. 4.3 
je 31. Výhodně j š í numer ické řešení p o m o c í diferenční formule s h^ = 0.0001 je zobrazeno 
v Tab. 4.6 a p o t ř e b u j e k v ý p o č t u 27 i terac í . 

Podrobně j š í rozbor Newtonovy metody p o u ž i t é v impl ic i tn í Taylorově m e t o d ě ( I T M R N ) 
nalezneme v podkapitole 5.5.1 a 5.6. 

4.6 Shrnut í 

Řešení t u h ý c h s y s t é m ů diferenciálních rovnic p a t ř í v současné d o b ě s tá le mezi složité pro
blémy. Sofist ikované programy se snaží v y p o ř á d a t s de tekcí t u h ý c h s y s t é m ů (čas té p řepoč í 
t á v á n í Jacobiovy matice). V ě t š i n a p r o g r a m ů však nabíz í už ivate l i více numer i ckých metod 
a zvolení v h o d n é numer ické metody nechávaj í zcela na "zkušeném" uživa te l i . Nechceme bý t 
však jen uživate l i , k te ř í n á h o d n ě dosad í do formule a čekají , jak to dopadne. 

Rozbory a dílčí závěry kapitoly 4 p r á c e ukazuj í a dáva j í návod , jak posí l i t odbornou 
erudici už iva te le př i vo lbě v h o d n é numer ické metody k řešení t u h ý c h s y s t é m ů diferenciálních 
rovnic. 
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K a p i t o l a 5 

Moderní metody Taylorovy řady 

There are at least two ways to combat stiffness. One is to design a better computer, 
the other, to design a better algorithm. 

(H.Lomax, in Aiken 1985) 

5.1 Úvod 

P o d pojmem "Mode rn í metoda Taylorovy ř a d y " si m ů ž e m e p ř e d s t a v i t numerickou metodu 
využívaj íc í Taylorovu ř a d u ( r eku ren tn í v ý p o č e t č lenů) , k t e r á automaticky kontroluje ve
likost i n t eg račn ího k roku v závislost i na s t ab i l i t ě numer i cké metody, použ ívá d a n ý p o č e t 
členů Taylorovy ř a d y v závislost i na p řesnos t i v ý p o č t u , lze paralelizovat na v h o d n é hard
warové a r c h i t e k t u ř e , použ ívá víceslovní ar i tmet iku atd. 

M e z i M o d e r n í metody Taylorovy ř a d y lze z a ř a d i t i impl ic i tn í Taylorovu ř a d u , k t e r á je 
v h o d n á p ř e d e v š í m pro řešení t u h ý c h sys t émů . 

Dů lež i tou součás t í metody, tak jak je i m p l e m e n t o v á n a n a p ř . v T K S L [soflO], je auto
ma t i cké n a s t a v e n í ř á d u in tegračn í metody, to z n a m e n á , že se použ ívá tol ik členů Taylorovy 
řady, kolik je p o t ř e b a na p o ž a d o v a n o u p řesnos t v ý p o č t u . Je proto běžné , že se př i v ý p o č t u 
v j edno t l i vých kroc ích k o n s t a n t n í dé lky použ ívá p r o m ě n n ý ř á d metody. Analogicky je m o ž n o 
pro d a n ý ř á d metody modifikovat dé lku p o u ž i t é h o in t eg račn ího kroku. Tato sku t ečnos t po
zi t ivně ovlivňuje s tabi l i tu a rychlost v ý p o č t u . 

"Modern í metoda Taylorovy ř a d y " m á velmi př íznivé para le ln í vlastnosti . M n o h o vý
poče tn í ch operac í je v z á j e m n ě nezávis lých, t a k ž e tyto v ý p o č t y mohou bý t p r o v á d ě n y para
lelně, nezávis le v oddě lených procesorech para le ln ích v ý p o č e t n í c h sy s t émů . Tento para le ln í 
p ř í s t u p se e x p e r i m e n t á l n ě ověřuje. 

Nezbytnou součás t í "Mode rn í metody Taylorovy ř a d y " je a u t o m a t i c k á transformace 
zadán í . P ů v o d n ě z a d a n á soustava ne l ineárn ích diferenciálních rovnic se automaticky trans
formuje na po lynomiá ln í tvar, t . j . na tvar, u k t e r é h o lze snadno r e k u r e n t n ě v y p o č í t á v a t 
j edno t l ivé členy Taylorovy řady. 

Vzhledem k tomu, že se př i v ý p o č t u t r a n s f o r m o v a n é soustavy (po p rovedené automa
tické transformaci zadán í ) prováděj í jen zák l adn í m a t e m a t i c k é operace (+,-,*,/), lze pro 
jejich realizaci navrhnout j e d n o d u c h é specia l izované e l e m e n t á r n í procesory a získat para
lelní v ý p o č e t n í s y s t é m s r e l a t i vně jednoduchou architekturou (p rvn í experimenty již byly 
provedeny p o m o c í h rad lového pole X i l i n x F P G A ) . 

P ro M o d e r n í metodu Taylorovy ř a d y je cha rak te r i s t i cké , že se pro z a d a n ý in tegračn í krok 
přesnos t v ý p o č t u zvyšuje s p o č t e m členů Taylorovy řady . Toto zvyšování p ře snos t i však 
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není neomezené . P r o d a n ý in tegračn í krok vždy existuje s a t u r o v a n á chyba v ý p o č t u závis lá 
na délce slova a r i tme t i cké jednotky. V n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h m ů ž e bý t s a t u r o v a n á chyba 
v ý p o č t u z m e n š e n a z j e m n ě n í m in t eg račn ího kroku, nebo rozš í řen ím dé lky slova a r i tme t i cké 
jednotky. P o m o c í mnoha e x p e r i m e n t ů bylo d o k á z á n o , že v mnoha p ř í p a d e c h efekt rozší ření 
dé lky slova a r i tme t i cké jednotky je významně j š í , než efekt z jemňování i n t eg račn ího kroku. 

M o d e r n í metoda Taylorovy ř a d y byla z a t í m z k o u m á n a a i m p l e m e n t o v á n a v T K S L 
pouze v e x p l i c i t n í p o d o b ě . Ve své p rác i se budu nově z a b ý v a t m o ž n o s t í použ i t í im
plici tní Taylorovy ř a d y k řešení t u h ý c h s y s t é m u diferenciálních rovnic. 

5.2 Současný stav 

S rozvojem v ý p o č e t n í techniky v d r u h é polovině 20. s to le t í se zača ly vyvíjet složitější 
a v ý p o č e t n ě náročně jš í algoritmy. P r v n í m i " p r ů k o p n í k y " , k te ř í naznač i l i m o ž n o s t reku
r e n t n í h o v ý p o č t u členů Taylorovy ř a d y v kanon ickém tvaru, by l i Gibbons [Gib60] a Moore 
[R.A66]. Da l š ími z n á m ý m i pracemi zabýva j íc ími se a u t o m a t i z o v a n ý m de r ivován ím jsou Bar
t o ň [BWZ71], Corliss a Chang [CC82]. Možnos t í p roměn l ivého kroku a ř á d u ("variable-
step variable-order" VSVO) v p r ů b ě h u v ý p o č t u se z a b ý v á ve svých pracech Rober t Bar r io 
[BBL03 , Bar05, B B L 0 5 ] . Možnos t řešení t u h ý c h s y s t é m ů p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y 
je n a s t í n ě n a v B a r t o ň [Bar80], Ki r l inge r a Corliss [KC91], Scott [ScoOO]. P r v n í pokusy s pro
g r a m o v á n í m r e k u r e n t n í Taylorovy ř a d y byly p r o v á d ě n y ve F O R T R A N u [Hal83]. V současné 
d o b ě se začínaj í implementovat j edno t l ivé pokusy v C / C + + [JZ05]. Pa ra l e ln í v ý p o č e t 
a víceslovní ar i tmetika se využ ívá v p r o g r a m o v é m vybaven í T K S L / C [sof 10]. 

Dalš ími z a j í m a v ý m i pracemi jsou n a p ř . řešení diferenciálních a lgebra ických rovnic Nedi -
alkov a Pryce [NP05, NP07] , m o ž n o s t i validace existence j e d n o z n a č n é h o řešení p o m o c í Tay
lorovy ř a d y a tzv. "wrapping" efektu Nedialkov [NJC99, N J P 0 2 , JN02], kombinace Mi l s te in -
Taylorovy numer i cké metody pro řešení s tochas t i ckých diferenciálních rovnic [TB01], nu
mer ický v ý p o č e t vyšších der ivací do č t v r t é h o ř á d u [MM03a , M M 0 3 b ] , kombinace l ichoběž
níkové metody s Taylorovou ř a d o u [ C W H 0 6 , C Z G 1 0 ] . 

5.3 Rekuren tn í výpočet 

Nedí lnou součás t í M o d e r n í c h metod Taylorovy ř a d y je r e k u r e n t n í v ý p o č e t č lenů. P ř e d ob
j e v e n í m d ig i tá ln ích p o č í t a č ů bylo ana ly t i cké p o č í t á n í č lenů Taylorovy ř a d y (p ředevš ím odvo
zování vyšších der ivací) považováno v mnoha p ř í p a d e c h za příl iš kompl ikované . Z tohoto 
d ů v o d u se Taylorova ř a d a delší dobu nevyuž íva la . V mnoha m o d e r n í c h kn ihách o nume
rické a ap l ikované matematice je k o n s t a t o v á n o , že Taylorova ř a d a je z t eore t i ckého a kon
cepčn ího hlediska velice za j ímavá , avšak m ů ž e bý t p o u ž i t a jen v u rč i tých speciá ln ích pří
padech. O b e c n é použ i t í i n t eg račn ího algori tmu je příl iš s loži té . V prác i se z a b ý v á m b ě ž n ý m i 
"Technickými p r o b l é m y " , pro jejichž řešení lze Taylorovu ř a d u ú s p ě š n ě využ í t [MikOO]. 

Mě jme expl ic i tn í Tay lo rův rozvoj aproximuj íc í funkci y(t) ve tvaru 

y(t) = y(U + h) = y(tt) + hy'{ti) + ^y"(U) + ••• + ^y(m)(U) + ••-, (5-1) 

kde h = t — ti. 

P ř e d p o k l á d e j m e , že y(ti) je z n á m á hodnota, dá le p o u ž í v á m e značen í y ( m ) pro dmy/'dt™1^ 
(m = 0 , 1 , 2 , . . . ) , / pro f(t,y(t))\u, ft pro df(t,y(t))/dt\u a / „ pro df(t,y(t))/dy\u atd. 
Fo rmá ln í vy jádřen í č lenů Taylorovy ř a d y pak m ů ž e m e zapsat 
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y = konstanta, 

y' = f, 
y" = ft + fyf, 
y'" = ht + Vtyf + hfy + fwŕ + ŕyf, 

Apl iku jme nyní Taylorovu ř a d u na k o n k r é t n í p r o b l é m y' = y2 + t 1 0 , pa rc iá ln í derivace 
v b o d ě (í , y(t))\ti jsou tedy / = y2 + í 1 0 , ft = 1 0 í 9 , / „ = 2y, fa = 9 0 í 8 , fyy = 2, fty = 0, 
atd. 

y = konstanta, 
y' = y2 + t10, 

y " = 1 0 í 9 + 2y(y2 + í 1 0 ) , 
y>» = 90í8 + 1 0 í 9 2 y + 2 ( y 2 + í 1 0 ) 2 + ( 2 y ) 2 ( y 2 + í 1 0 ) , 

Je z ře jmé , že i v takto j e d n o d u c h é m p ř ík l adě je s loži té vy jád ř i t obecně vyšší derivace. 
Pod íváme- l i se v šak pod robně j i na d a n ý p ř ík lad , najdeme u rč i t o u m o ž n o s t vy jádřen í p o m o c í 
předcházej íc ích der ivací 

y = konstanta, 
y' = y y + t10, 

y" = y-y + y-y •y' + y'-y + 1 0 í 9 , 
y'" = y.y" + 2y' • y' + y" • y + 9 0 í 8 , 

y^ = y.y"' + 3y'-y" + 3y"-y' + y"'-y + 720t7 

y(m+l) 
É ( - , / m l - J - y ( 3 ) - V ( m - 3 \ (rn > 11) . 

V ý h o d o u tohoto záp isu je m o ž n o s t r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u . 

5.4 Tvořící rovnice 

P o m o c í z n á m ý c h pravidel der ivování m ů ž e m e odvodit r e k u r e n t n í v ý p o č e t vyšších der ivací 
(tedy členů Taylorovy ř a d y ) pro zák ladn í funkce jako jsou sin, cos, exp, log, atd. a j e d n o d u c h é 
a r i tme t i cké operace. 

K a ž d é p r o g r a m o v é vybaven í využívaj íc í a u t o m a t i c k é h o r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u Taylorovy 
řady, mus í obsahovat následuj íc í pravidla: 

• Funkce fi(t, yi, y2, • • •, yn) p r a v ý c h stran soustavy n obyčejných diferenciálních rovnic 
jsou složeny z konečného p o č t u e l emen tá rn í ch funkcí a konečného p o č t u j e d n o d u c h ý c h 
a r i t m e t i c k ý c h operac í [MikOO]. 

• Všechny m e z i v ý p o č t y a všechny generující funkce vedou na p o m o c n é p r o m ě n n é . 

• Operandy m e z i v ý p o č t o v ý c h operac í a generuj íc ích funkcí využíva j í p o m o c n é p r o m ě n n é , 
x, yi, y2, • • •, yn a konstanty. 
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Použ i t í t ě c h t o pravidel vede k a u t o m a t i c k é m u rozložení p r a v ý c h stran soustavy O D R 
na j e d n o d u š š í výrazy , na k t e r é lze aplikovat z n á m á pravidla der ivování . 

Vše si demonstrujme na nás leduj íc ím p ř í k l a d u 

cosiv) 
j / ' = j / - e x p ( C - | / ) + ^ | , y{0) = Vo, (5-2) 

kde c je konstanta. 
Pravou stranu diferenciální rovnice (5.2) rozložíme na p o m o c n é p r o m ě n n é yri,yT2, • • •, UTS 

VTl = c-y, 
VT2 = e x p ( y T i ) , 

VT3 = y-VT2, 
VT4 = sin(y) , 

2/T5 = cos(y) , 

VT6 = t + y, 

VT7 = VTX>IVT§ i 

VT8 = VT3 + VT7 

v1 = VT8 • 

Nás ledně p o m o c í zák l adn ích pravidel der ivování s e s t ro j íme "tvořící diferenciální rovnice' 

VTÍ > VT2 •>••••> VT8 ' VTl' ^ T 2 ' ' ' ' ' VT8 

c-y', 
VTÍ - e x p ( y r i ) = y'T1 • yT2 , 
y' • yr2 + y • y'T2> 
y' • cos(y) = y' • yT5 , 
y' • ( - s i n ( y ) ) = -y' • yT4 , 
i + y ' , 
y'TR-VT6-yT5-yTo _ y'T5-yT7-y'Tfi 

y~re VT6 ' 

VT8 ' 

c-y", 
VTÍ • VT2 + y'T\ • VT2 > 
y" • VT2 + 2 • y' • y'T2 + y • y'^2 , 

y" • ž/T5 + y' • y'T5> 
-y" • yr4 - y' • y'T4:, 
y", 

Vra ' 

yT8 • 

O b e c n ě lze tedy vy jádř i t vyšší derivace tvoř íc ích diferenciálních rovnic y^\ , yj$, • • • ,y^ 

VTÍ = 

yT2 =  

= 

UTA = 

VT5 = 
Vru = 

VT7 = 

V'T8 = 

y" = 

yffl = 
yT2 = 

VTZ = 

VTA = 

y'k = 

VTG = 

V'T7 = 

VT8 = 

„.III 
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0 (m) ( m ) 
m > 3: yT1' = c • y( > 

m-l , x 

(m) v-^ / m ~ 1 I ( m " i ) O') 
m > 3: y^V = 2^1 • J-VTI • VŤ2 

j=o v J J  

m / \ 
m>3: y% = £ U J " " ^ , i=o 

m—1 

i=o V J / 

m - l / 

i=o v J J 

m > 3 : y j ? = y ^ , 

\ o (m) 3=1 
m > 3: = 

VT6 

q. (™) i (™) 

m -f o: yT8 — yT^ -+- y^ , 

m > 3: y ( m + 1 ) = jff . 

Z á v ě r 

Nejvě t š ím p r o b l é m e m u řešení p r o b l é m ů p o m o c í Taylorovy metody je nalezení vyšších 
der ivací d a n ý c h funkcí. Existuje u r č i t á skupina "Technických p r o b l é m ů " [MikOO], k t e ré 
lze p o m o c í " tvořících diferenciálních rovnic" a spec iá ln ích m e z i v ý p o č t ů převés t na konečný 
polynom, na k t e r ý lze p o t é ú s p ě š n ě implementovat r e k u r e n t n í v ý p o č e t vyšších der ivací 
(tedy r e k u r e n t n í v ý p o č e t vyšších členů Taylorovy ř a d y ) . 

V následuj íc ích čás tech p r á c e si r e k u r e n t n í možnos t i v ý p o č t u členů Taylorovy ř a d y 
budeme demontrovat na k o n k r é t n í c h př ík ladech . 

5.5 Stabilita, konvergence a konzistence 
Z a m ě ř m e se nyní na p r o z k o u m á n í stability, konvergence a konzistence expl ic i tn í a nově t aké 
impl ic i tn í Taylorovy řady. 

P ř i p o m e ň m e si nejprve p o d m í n k y konzistence v iz Def. 5.5.1 a konvergence v iz Def. 5.5.2 
j ednokrokové numer ické metody. 

Definice 5.5.1 Jednokroková metoda s lokální chybou vzniklou zanedbáním vyšších členů 
Taylorovy řady (local truncat error) Tj(/i) V i-tém kroku je konzistentní s diferenciální 
rovnicí, pokud 

l i m max \TÍ(K)\ = 0. 
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Definice 5.5.2 Řekneme, že jednokroková metoda je konvergentní, pokud 

l i m max \yi - y(U)\ = O, 
h->0 l<i<N 

kde y(ti) značí hodnotu přesného řešení diferenciální rovnice a yi je její aproximace získaná 
numerickou metodou. 

5.5.1 D a h l q u i s t ů v p r o b l é m 

Z a m ě ř m e se opě t na p r o b l é m z podkapi toly 3.1. M ě j m e diferenciální rovnic i ve tvaru 

y' = \y, y(0) = l , A < 0 , (5.3) 

z n á m o u t a k é pod n á z v e m Dahlquistův problém [HW02]. 
Ana ly t i cké řešení rovnice (5.3) je ve tvaru 

y = y(0)ext . (5.4) 

S ros touc í hodnotou konstanty |A| ma j í numer i cké metody p r o b l é m s ř e šen ím p o č á t e č n í 
ú lohy (5.3). Rozeberme řešení diferenciální rovnice (5.3) p o m o c í exp l ic i tn ího a impl ic i tn ího 
Taylorova rozvoje. 

E x p l i c i t n í Taylorova ř a d a 

P ř i p o m e ň m e si tvar expl ic i tn ího Taylorova rozvoje (viz podkapi tola 2.2.2) 

h2 h3 hn (n) 
I / i + i = Vi + hVi + g f l / í ' + g f l í í " + r- -^jVi > (5-5) 

po dosazen í der ivací o b d r ž í m e 

y i + l = yi + hXyi + ^-X2yi + ^X3yi + --- + ^Xnyi, 

y t + 1 = (l + hX + ^X2 + ^X3 + --- + ^Xn)yt. 

Funkce stabil i ty expl ic i tn í Taylorovy ř a d y je ve tvaru 

z2 z3 

R(z) = l + z + _ + _ + . . . + _ , (5-6) 

kde z = hX. 

I m p l i c i t n í Taylorova ř a d a 

P ř i p o m e ň m e si tvar impl ic i tn ího Taylorova rozvoje viz podkapi tola 2.2.2 

, . / h2 „ h3 ,„ (-h)n

 ( n ) 

y i + l =yi + hyi+1 - ^yi+1 + g j - y i + i ríTVi+1' ' ' 

po dosazen í der ivací o b d r ž í m e 

Vi+i = Vi + hXyi+i - ^X2yi+i + ^X3yi+i ^ - X n y i + i , 

V i + 1 = ( l - h A + f A 2 - f A 3 + . . . + ( ^ ) ! l A J ^ ' 

Funkce stabil i ty impl ic i tn í Taylorovy ř a d y je ve tvaru 

kde z = hX. 
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Oblasti stability 

Vyc há ze jme z p o ž a d a v k u (3.5) konvergence numer i ckého řešení p o č á t e č n í ú lohy (5.3): 

\Vi+i\ < \Vi\ • (5.9) 

Tedy funkce stabil i ty R(z) = yi+\/yi mus í sp lňova t p o d m í n k u 

| Ä ( z ) | < l . (5.10) 

Podle (5.6) je oblast abso lu tn í s tabil i ty expl ic i tn í Taylorovy ř a d y 

11 + 2 + 
z2 z3 zr 

2! + 3! 
+ h < 1. 

P o d o b n ě podle (5.8) je oblast abso lu tn í s tabil i ty impl ic i tn í Taylorovy ř a d y 

1 
< 1. 

1 -z + + n! 

(5.11) 

(5.12) 
2 3! 

V Obr . 5.1, 5.2, B .5 (v př í loze B p ráce ) jsou zobrazeny oblasti abso lu tn í stabil i ty expl ic i tn í 
Taylorovy ř a d y (vyšrafovaná č á s t ) . O b e c n ě pokud p la t í pro p o č e t č lenů Taylorovy ř a d y 
n —>• co, oblast ab so lu tn í s tabil i ty (5.11) pokryje celou z á p o r n o u čás t komplexn í poloroviny 
a expl ic i tn í Taylorova ř a d a se stane A-s tab i ln í . 

1° 

-i 

explicit Taylor ORD=4 

explicit Taylor ORD=3 

explicit Taylor ORD=2 

explicit Euler 

0 
Re(z) 

-2 

Runge-Kutta ORD=6 

explicit Taylor ORD=6 

explicit Taylor ORD=5 

0 
Re(z) 

O b r á z e k 5.1: Oblast s tabil i ty expl ic i tn í 
Taylorova ř a d a ORD = 1,2,3,4 

O b r á z e k 5.2: Oblast s tabil i ty expl ic i tn í 
Taylorova ř a d a ORD = 5,6 

V Obr . 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, B .6 (v př í loze B práce) jsou zobrazeny oblasti ab so lu tn í stabil i ty 
impl ic i tn í Taylorovy ř a d y (vyšra fovaná č á s t ) . Poznamenejme, že impl ic i tn í Eulerova metoda 
je impl ic i tn í Taylorova ř a d a p r v n í h o ř á d u {ORD = 1) viz Obr . 3.5. Impl ic i tn í Taylorova 
ř a d a p r v n í h o a d r u h é h o ř á d u je L-s tab i ln í (je sp lněna p o d m í n k a A-stabi l i ty , kde oblast 
abso lu tn í s tabil i ty p o k r ý v á celou z á p o r n o u čás t komplexn í poloroviny). P ř i vyšš ím p o č t u 
členů impl ic i tn í Taylorovy ř a d y se začnou objevovat menš í oblasti nestability v z á p o r n é 
čás t i komplexn í poloroviny v bl ízkost i osy Im{z). S r o s t o u c í m p o č t e m členů Taylorovy 
ř a d y se tyto oblasti zmenšuj í a vzdaluj í k nekonečnu viz Obr . 5.7, 5.8. 

Impl ic i tn í Taylorova ř a d a nav íc splňuje l i m i t u L-s tab i ln í metody (5.13). 

l im 
z + T - % + ••• + 

0 . (5.13) 
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3 

2 

1 

n" 

1° 
•1 

•2 

•3 

4 

3 

2 

1 

t ° 
-1 

•2 

•3 

-4 

Re(z) 

O b r á z e k 5.3: Oblast s tabil i ty impl ic i tn í O b r á z e k 5.4: Oblast s tabil i ty impl ic i tn í 
Taylorova ř a d a ORD = 2 Taylorova ř a d a ORD = 3 

ĚO 

-1 o 

Re(z) 
1 2 

Re(z) 

O b r á z e k 5.5: Oblast s tabil i ty impl ic i tn í O b r á z e k 5.6: Oblast s tabil i ty impl ic i tn í 
Taylorovy ř a d y ORD = 4 Taylorovy ř a d y ORD = 5 

P o r o v n á n í e x p l i c i t n í a i m p l i c i t n í Taylorovy ř a d y 

Z a m ě ř m e se nyn í na p o r o v n á n í expl ic i tn í (5.14) a impl ic i tn í (5.15) Taylorovy ř a d y z pohledu 
abso lu tn í chyby v ý p o č t u v p r v n í m kroku řešení . M ě j m e 

y(t0 + h) 

y(t0 + h) 

RE(z)yo 

Ri(z)yo, 

(5.14) 

(5.15) 

kde 

pro z s t á le p l a t í z = hX. 

RE{Z) = ] T 

i=n 
i=0 

i ! j 

(5.16) 

(5.17) 
i=0 
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5.8 

5.7 

5.6 

5.5 

E 5.4 

5.3 

5.2 

5.1 

5 

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 

Re(z) 

-2.25 -2.2 -2.15 -2.1 

Re(z) 

O b r á z e k 5.7: Oblast stabil i ty imp l . Tay- O b r á z e k 5.8: Oblast s tabil i ty i m p l . Tay-
lorovy ř a d y ORD = 11 v bl ízkost i osy lorovy ř a d y ORD = 14 v bl ízkost i osy 
Im(z) Im(z) 

Abso lu tn í chybu v ý p o č t u v p r v n í m kroku v y j á d ř í m e jako rozdí l mezi n u m e r i c k ý m a ana
ly t i ckým řešen ím 

eE(z) = \RE(z)-ez\, (5.18) 

ei(z) = \Ri(z) - ez\. (5.19) 

V Obr . 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 je zobrazen v l i v p o č á t e č n í abso lu tn í chyby v ý p o č t u expl ic i tn í 
(5.18) a impl ic i tn í (5.19) Taylorovy ř a d y v p r v n í m kroku. V š i m n ě m e si, že s ros touc í hodno
tou \z\ se u impl ic i tn í Taylorovy ř a d y abso lu tn í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku zmenšu je , 
u expl ic i tn í Taylorovy ř a d y je tomu naopak. P ř i p o m e ň m e , že př i r o s t o u c í m p o č t u členů 
expl ic i tní Taylorovy ř a d y se zvětšuje oblast abso lu tn í stability, abso lu tn í chyba v ý p o č t u je 
tedy m a l á i pro větší hodnoty \z\ viz Obr . 5.11. 

O b r á z e k 5.9: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , ex- O b r á z e k 5.10: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , 
pl ic i tní Taylorova ř a d a ORD = 1,2,3 impl ic i tn í Taylorova ř a d a ORD = 1,2,3 

V íme , že impl ic i tn í Taylorova ř a d a ř á d u 1,2 je L-s tab i ln í . I p ře s p o č á t e č n í chybu 
v ý p o č t u (nejhorší p ř í p a d je pro m a l é hodnoty z G (—5,0)) konverguje ke s p r á v n é m u 
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explicit Taylor ORD=63 

-5 Z 0 

1.26-016 

E,(Z) 

1 e-016 

Implicit Taylor ORD=63 

Z 0 

O b r á z e k 5.11: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , O b r á z e k 5.12: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , 
expl ic i tní Taylorova ř a d a ORD = 63 impl ic i tn í Taylorova ř a d a ORD = 63 

řešení . V Tab. 5.1 je zobrazena m a x i m á l n í m o ž n á abso lu tn í chyba v ý p o č t u pro p ř í p a d 
kdy z = - 2 . 5 . 

Tabulka 5.1: Impl ic i tn í Taylorova ř a d a - abso lu tn í chyba v ý p o č t u , h = 0.1, z = —2.5 

Error (y) 1 

t ORD = 1 ORD = 2 ORD = 3 

0.1 0.203629 0.0688584 0.0262671 

0.2 0.0748947 0.016046 0.00500224 

0.3 0.0227705 0.002886 0.00071899 

0.4 0.00661849 0.000473707 9.24321 x 1 0 " 5 

0.5 0.00190024 7.4629 x 1 0 " 5 1.12077 x 1 0 " 5 

0.6 0.000543685 1.15214 x 1 0 " 5 1.31227 x 1 0 " 6 

0.7 0.000155401 1.76014 x 1 0 " 6 1.50223 x 1 0 " 7 

0.8 4.44055 x Í O " 5 2.6741 x 1 0 " 7 1.69365 x 1 0 " 8 

Impl ic i tn í Taylorova ř a d a , jak lze v idě t v Tab. 5.1, není v h o d n á pro m a l é hodnoty \z\ 
(avšak i pro ně konverguje ke s p r á v n é m u řešen í ) . Její p ře snos t a tedy vhodnost použ i t í se 
zvyšuje s ros touc í hodnotou \z\. P ř e s n o s t v ý p o č t u se tedy pro jev í u velmi t u h ý c h s y s t é m ů 
kde z < 0 viz Tab. 5.2. 

V Obr . 5.13, 5.14 je de t a i lně z n á z o r n ě n a vlastnost L-s tabi l i ty impl ic i tn í Taylorovy ř a d y 
(5.13), kdy je sp lněna p o d m í n k a (5.13), s ros touc í hodnotou \z\ pak abso lu tn í chyba v ý p o č t u 
v p r v n í m kroku konverguje k nule. 

U k á z k a ř e š e n í 

Ř e š m e diferenciální rovnici ve tvaru 

y' = -W0-y, y(0) = l . (5.20) 
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Tabulka 5.2: Impl ic i tn í Taylorova ř a d a - abso lu tn í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku £i(z) 

ei{z) 

z ORD = 1 ORD = 3 ORD = 5 

-1 0.132121 0.00712056 0.000218718 

-10 0.0908637 0.00434699 0.000631343 

-50 0.0196078 4.51787 x 1 0 " 5 3.46414 x 1 0 " 7 

-100 0.00990099 5.82182 x 1 0 " 6 1.14062 x 1 0 " 8 

-500 0.00199601 4.77126e x 1 0 " 8 3.80168 x 1 0 " 1 2 

-1000 0.000999001 5.98202 x 1 0 " 9 1.19401 x 1 0 " 1 3 

O b r á z e k 5.13: R^z) (5.17) O b r á z e k 5.14: R^z) (5.17) - detail 

V ý p o č e t provedeme nejprve p o m o c í běžných expl ic i tn ích numer i ckých metod. M u s í m e p o u ž í t 
velmi m a l ý in tegračn í krok pro zachování s tabil i ty a p řesnos t i řešení . M a x i m á l n í velikost 
i n t eg račn ího kroku př i zachování stabil i ty d a n é numer ické metody nalezneme v Tab. 5.3. 

Z Tab. 5.3 lze usoudit, že expl ic i tn í numer ické metody ma j í s v ý p o č t e m diferenciální 
rovnice (5.20) p r o b l é m (nutnost použ i t í z n a č n ě m a l é h o in t eg račn ího kroku) . Použ i j eme tedy 
impl ic i tn í numer ické metody. V Tab. 5.4 je zobrazena závislost i n t eg račn ího k roku h na 
abso lu tn í c h y b ě v ý p o č t u v p r v n í m kroku u j edno t l i vých impl ic i tn ích numer i ckých metod. 

Pro řešení (5.20) je tedy v h o d n é použ í t impl ic i tn í numerickou metodu. P r o n á š p ř í p a d 
(kdy A = —100) se jeví jako ne jvhodnějš í použ í t impl ic i tn í Taylorovu ř a d u l ibovolného ř á d u , 
k t e r á pro A £ TZ splňuje p o d m í n k u A-s tab i ln í a L-s tab i ln í numer i cké metody. 

V Obr . 5.15 je zobrazeno řešení diferenciální rovnice (5.20) p o m o c í impl ic i tn ích nume
rických metod. 

Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s Newtonovou metodou 

P r o b l é m e m u impl ic i tn ích numer i ckých metod je expl ic i tn í vy jádřen í n e z n á m é hodnoty, 
k t e r á se vyskytuje i na p ravé s t r a n ě rovnice. Je nutno použ í t i t e r ačn ího v ý p o č t u viz pod
kapitola 2.1.4. 

68 



Tabulka 5.3: M a x i m á l n í velikost h, expl . numer ické metody, chyba v ý p o č t u EPS = 10 

metoda h 

Eulerova metoda 4.22 x 1 0 " 1 1 

metoda Runge -Ku t t a 2. ř á d u 4.77 x 1 0 " 8 

metoda Runge -Ku t t a 4. ř á d u 1.52 x 1 0 " 5 

Taylorova metoda (63 členů) 0.1 

Tabulka 5.4: Impl ic i tn í metody - abso lu tn í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku v závis lost i na h 

Error (y ) | 

h Lichoběžníková metoda Eulerova metoda Taylorova metoda (10 členů) 

0.1 0.666712 9 . 0 8 6 3 7 x l 0 " 2 3.24677 x l O " 5 

1 0.960784 9 . 9 0 0 9 9 x l 0 " 3 3.26986 x l O " 1 4 

10 0.996008 9.99001 x 1 0 " 4 3.59255 x 1 0 " 2 4 

50 0.9992 1 . 9 9 9 6 x l 0 " 4 3.70846 x 1 0 " 3 1 

100 0.9996 9 . 9 9 9 x l 0 " 5 3 . 6 2 5 1 7 x l 0 " 3 4 

Ř e š m e diferenciální rovnici (5.20) impl ic i tn í Taylorovou ř a d o u , využívaj íc í Newtonovy 
metody k v ý p o č t u yi+i-

Ukázka v ý p o č t u - impl ic i tn í Taylorova ř a d a (ORD = 2): 

Vi+i = Vi + h(Xyi+l) - ^ ( \ 2 y i + 1 ) , 

0 = V i + ( - 1 + hX - h ^ ) y i + i . 

Použ i j eme Newtonovu metodu (2.22) k v ý p o č t u y%+\ 

yi + (-l + h \ - ^ f ) y i + l j  

i f t + u + i y . + u y , + ( _ 1 + h A _ ^ ) ( w + i j , + ^ ) _ ( w + ( _ 1 + h A _ j > 2 x 2 ) y , + i | , ) • { • ) 
hN 

U Dahlquis tova p r o b l é m u navíc v íme , že mus í plat i t p o d m í n k a 

Vi+i\ < \Vi 

v h o d n é je tedy volit s t a r t ovac í hodnotu iterace yi+i,o < Vij- Newtonovu iteraci ukonč íme 
př i dosažení z a d a n é p řesnos t i v ý p o č t u \TOL\ = \yi+ij — 

V Tab. 5.5 nalezneme p o r o v n á n í ab so lu tn í chyby v ý p o č t u rovnice (5.20) p o m o c í im
pl ici tní Taylorovy ř a d y a kombinace impl ic i tn í Taylorovy ř a d y s Newtonovou metodou 
(5.21). V š i m n ě m e si s te jné v y p o č t e n é hodnoty, tedy s te jné abso lu tn í chyby u obou prove
dených v ý p o č t ů . K v ý p o č t u p r v n í h o k roku jsou p o t ř e b a v ž d y 2 iterace v N e w t o n o v ě m e t o d ě . 
Zkra tka ORD znač í jako obvykle ř á d Taylorovy řady. 
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Lichoběžníková metoda 

Implicitní Euler 

Implicitní Taylor (ORD=9) 

Analytické řešení 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 t 1.4 

O b r á z e k 5.15: Řešen í p r o b l é m u (5.20) - impl ic i tn í numer i cké metody, h = 0.1 

E x p l i c i t n í Taylorova metoda - r e k u r e n t n í v ý p o č e t 

Z a m ě ř m e se nyní na členy expl ic i tn í Taylorovy řady . Taylorovu ř a d u ve tvaru 

, h2 „ hn 

i Z ' i " " i i " ( n ) 

m+i =Vi + hyi + -^Vi + h —^y\ , 

přep í šeme do tvaru 
yi+i = yi + DYU + DY2i + ••• + DYm , 

kde j edno t l ivé členy v y j á d ř í m e r e k u r e n t n ě ve tvaru 

DYU 

DY2i 

H 
h2 „Ji 

hXyi 

2! XDYh 2 A y* J 

(5.22) 

(5.23) 

DYm \DY(n-l) 

V Obr . 5.16, 5.17, 5.18 nalezneme závislost p o č t u členů Taylorovy ř a d y DY p o t ř e b n ý c h 
k v ý p o č t u p r v n í h o kroku rovnice (5.3) pro dosažení d a n é p řesnos t i EPS = 1 0 - 1 5 , což je 
v T K S L / C výchozí hodnota ( lokální chyba z a n e d b á n í vyšších členů Taylorovy ř a d y "local 
t runcat ion error"). 

P ř i r o s t o u c í m A se zvyšuje n á r o k na p o č e t č lenů Taylorovy řady . P ř i zachován í in 
t e g r a č n í h o k roku h = 1 p o t ř e b u j e m e pro v ý p o č e t p r v n í h o k roku u A = —100 v rovnici 
(5.3) m i n i m á l n ě 312 členů DY pro dosažení d a n é p řesnos t i EPS = 1 0 - 1 5 , v iz Obr . 5.18. 
Z d ů v o d u zachován í p ře snos t i v ý p o č t u (v Taylorově rozvoji p o č í t á m e se členy s ve lkým 
rozptylem od 1 0 ~ 1 7 až po 10 4 3 ) je p o t ř e b a pro p ře sný v ý p o č e t použ í t víceslovní ar i tmet iku. 
Veškeré v ý p o č t y s víceslovní ar i tmetikou jsou p r o v á d ě n y p o m o c í knihovny G M P [GMP10] . 
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Tabulka 5.5: Impl . Taylorova ř a d a a Newtonova metoda - abso lu tn í chyba v ý p o č t u v p r v n í m 
kroku h = 1, A = - 1 0 0 , hN = 0.01, TOL = 1 0 " 1 5 

Error (y ) | 

ORD i m p l . Taylorova ř a d a i m p l . Taylorova ř a d a a Newt. iterace 

1 9 . 9 0 0 9 9 x l 0 " 3 9 . 9 0 0 9 9 x l 0 - 3 

2 1 . 9 6 0 4 x l 0 " 4 1 . 9 6 0 4 x l 0 " 4 

3 5 . 8 2 1 8 2 x l 0 " 6 5 . 8 2 1 8 2 x l 0 " 6 

4 2 . 3 0 4 9 8 x l 0 " 7 2 . 3 0 4 9 8 x l 0 " 7 

5 1 . 1 4 0 6 2 x l 0 " 8 1 . 1 4 0 6 2 x l 0 " 8 

6 6.7725 x l O " 1 0 6 . 7 7 2 5 X 1 0 " 1 0 

7 4 . 6 9 0 9 1 X 1 0 " 1 1 4 . 6 9 0 9 1 X 1 0 " 1 1 

8 3 . 7 1 2 8 7 x l 0 " 1 2 3 . 7 1 2 8 7 x l 0 " 1 2 

9 3.30571 x l O " 1 3 3.30571 x l O " 1 3 

10 3 . 2 6 9 8 6 x l 0 " 1 4 3 . 2 6 9 8 6 x l 0 " 1 4 

Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou 
metodou ( I T M R N ) 

Z a m ě ř m e se nyní na členy impl ic i tn í Taylorovy řady . Taylorovu ř a d u ve tvaru 

yi+1 =Vi + hy'i+1 ^ f - y £ i ' ( 5 - 2 4 ) 

přep í šeme do tvaru 

y i + 1 = V i - DYli+1 - DY2i+1 DYni+1 , (5.25) 

kde j edno t l ivé členy v y j á d ř í m e r e k u r e n t n ě ve tvaru 

DYli+1 = -hy'i+1 = - h \ y i + 1 , 

-h)\.n _ =h 
2! yi+1 — 2 DY2i+1 = = =±\DYli+1, 

DYnl+1 = {-^yt\ = =£\DY(n - . n! yi+1 n 

N u m e r i c k ý v ý p o č e t p o m o c í Newtonovy metody se p rovád í podle vzorce 

f(Vi+i,j] 

kde 

y ^ 3 + i = y ^ 3 - j ^ - y (5.26) 

f(yi+i,j) = -yi+i,j +Vi~ D Y l i + l j j - DY2i+ljj DYrii+ij , 
fl{„. \ _ f(yi+l,j+hN)-f(yi+1j) _ 
J \yi+i,j) — h N — 

_ —(yi+i,j+hN)+yi—Dy~i-N,i+i,j—Dy2N,i+i,j DynN,i+i,j—f(yi+i,j) 
~ flN 
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D Y n 

členy Taylorovy řady (DY) 
EPS 

100000 

D Y n 
členy Taylorovy řady (DY) 

EPS 

1e-015'Socooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooôboooooooooooooooooooo: 

20 n 25 10 20 30 40 50 60 ľl 70 

O b r á z e k 5.16: Cleny expl ic i tn í Taylorovy O b r á z e k 5.17: Cleny expl ic i tn í Taylorovy 
ř a d y DY (A = - 1 , h = 1) ř a d y DY (A = - 1 0 , h = 1) 

Nové členy D Y 1 J V Í + I j, D Y 2 ^ i + \ . . . , DYUNÍ+I j v y j á d ř í m e ve tvaru 

DY1 

DY2 

N,i+l,j 

N,i+l,j 

-hX(yi+ij + hN), 

{-^fx2{yi+lj + hN) -^XDYIN^+IJ , 

XDY(n - 1)N,Í+I,J • DYnNji+1j = (-^-Xn(yi+1j + hN) = 

Jako p r v n í člen iterace yi+i$ vol íme 

Vi+1,0 = Vi, 

iteraci u k o n č í m e př i sp lněné p o d m í n c e 

\Vi+i,j ~ ž / i+ij+il < TOL , 

kde TOL je d a n á chyba v ý p o č t u . 
Výs l edky v ý p o č t u p o m o c í I T M R N jsou s a m o z ř e j m ě s h o d n é s metodou "Kombinace im

pl ici tní Taylorovy metody s Newtonovou metodou" viz Tab. 5.5. 

Z á v ě r 
N a p ř e d c h o z í m p ř í k l a d u jsme p o d r o b n ě prozkoumali s tabi l i tu a konvergenci expl ic i tn í a 
impl ic i tn í Taylorovy řady . Exp l i c i tn í Tay lo rův polynom 

21 
Vi+i =Vi + hyi + — Vi H h —y\ , 

nl 

splňuje p o d m í n k u A-s tab i ln í numer ické metody pouze př i n —>• oo. P ř i v ý p o č t e c h p rováděných 
p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy ř a d y (p ředevš ím př i použ i t í vě t š ího p o č t u členů) jsme ča s to 
nuceni pro za j i š tění d o s t a t e č n é p řesnos t i v ý p o č t u členů použ í t víceslovní ar i tmetiku. 

Impl ic i tn í Taylorova ř a d a splňuje do d r u h é h o ř á d u A-s tab i ln í a L-s tab i ln í numer ické 
metody (viz Obr . 3.5, Obr . 5.3). P ř i n a r ů s t a j í c í m ř á d u impl ic i tn í Taylorovy metody se 
v levé po lorovině komplexn í roviny začnou objevovat menš í oblasti nestability v bl ízkost i 
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členy Taylorovy řady (DY) 
EPS 

50 100 1 50 200 250 ľl 300 

O b r á z e k 5.18: Cleny expl ic i tn í Taylorovy ř a d y DY (A = —100, h = 1) 

i m a g i n á r n í osy (viz Obr . 5.5, Obr . 5.6), k t e r é se však s r o s t o u c í m ř á d e m zmenšuj í a vzdaluj í 
podé l i m a g i n á r n í osy k nekonečnu . 

Impl ic i tn í Taylorova ř a d a je tedy v h o d n á pro diferenciální rovnici (5.3), kde p l a t í A £ 1Z 
a zá roveň A < 0, neboť splňuje p o d m í n k y A-s tab i ln í a L-s tab i ln í numer i cké metody. 

Jako za j ímavý z p ů s o b implementace impl ic i tn í Taylorovy ř a d y se jeví kombinace im
pl ici tní Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m členů Taylorovy ř a d y a Newtonovou 
metodou ( I T M R N ) . 

5.6 Př ík lady výpoč tu 

Z a m ě ř m e se nyní na k o n k r é t n í p r o b l é m y a jejich m o ž n o s t i řešení p o m o c í expl ic i tn í a nově 
t a k é impl ic i tn í Taylorovy řady. 

5.6.1 S e m i - a n a l y t i c k ý v ý p o č e t 

S t a n d a r d n ě se v l i t e r a t u ř e uvád í , že expl ic i tn í Taylorova ř a d a nen í v h o d n á pro řešení t u h ý c h 
s y s t é m ů [JZ05, Hal83, Gib60] . U k á ž e m e si, že d íky semi-ana ly t i cké p o d s t a t ě v ý p o č t u Tay
lorovy ř a d y ( r eku ren tn í v ý p o č e t č lenů Taylorovy ř a d y s v y u ž i t í m tvoř íc ích diferenciálních 
rovnic) m á v n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h tento proces v ý p o č t u v l iv na o d s t r a n ě n í tuhosti sy s t ému . 

Prof. Butcher ve své zvané p ř e d n á š c e na konferenci I C N A A M 2008 [But08a] prezentoval 
za j ímavou diferenciální rovnici (5.27), na k t e r é demonstroval " t uhý s y s t é m " . 

y' = L(y - s in ( í ) ) + c o s ( í ) , y(0) = 0 , L « 0 . (5.27) 

Ana ly t i cké řešení diferenciální rovnice (5.27) je ve tvaru 

y = s i n ( í ) . (5.28) 

U k a ž m e si, jak tuto diferenciální rovnici (5.27) řeší b ě ž n é numer ické metody. 
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E x p l i c i t n í Eulerova metoda 

Diferenciální rovnici (5.27) ř e š m e nejprve p o m o c í expl ic i tn í Eulerovy metody 

yi+i =yi + h(L(yi - s in( í ) ) + c o s ( í ) ) . (5.29) 

V Obr . 5.19 je zobrazena závislost ab so lu tn í chyby v ý p o č t u (|e| = \yi — y{i • h)\) v čase 
T MAX = i • h = 2 na velikosti konstanty L a délce i n t eg račn ího kroku. S ros touc í ab so lu tn í 
hodnotou konstanty L v p r o b l é m u (5.27) m u s í m e zmenšova t in tegračn í krok (z d ů v o d u 
stabil i ty v ý p o č t u d a n é h o numerickou metodou). Exp l i c i tn í n u m e r i c k á metoda je tedy pro 
řešení p r o b l é m u (5.27) n e v h o d n á - j e d n á se o " t u h ý s y s t é m " (nebo spíše n e v h o d n ý mate
m a t i c k ý popis s y s t é m u ) . 

L—100 
L=-1000 y 

L=-10000 

O b r á z e k 5.19: Exp l i c i tn í Eulerova metoda O b r á z e k 5.20: Impl ic i tn í Eulerova metoda 
- ab so lu tn í chyba v ý p o č t u v T MAX = 2 - ab so lu tn í chyba v ý p o č t u v T MAX = 2 

V Tab. 5.6 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u expl ic i tn í Eulerovy metody v závislost i 
na r ů z n é velikosti konstanty L. 

I m p l i c i t n í Eulerova metoda 

Pokusme se nyní řeši t p r o b l é m (5.27) p o m o c í impl ic i tn í Eulerovy metody 

Vi+i 

Vi+i 

yi + h(L(yi+i - s in ( í + h)) + cos( í + h)) 
yi + h(—_Lsin(í + h) + cos( í + h)) 

1 -Lh ' 

(5.30) 

(5.31) 

V Obr . 5.20 je zobrazena závislost chyby v ý p o č t u v čase TMAX = 2 na velikosti konstanty 
L a délce i n t eg račn ího kroku. V š i m n ě m e si , že i p ř i větš í abso lu tn í h o d n o t ě konstanty L 
m ů ž e m e p o u ž í t větší in teg račn í krok (oproti Obr . 5.19) a p ř i t o m je zachována s tabi l i ta 
impl ic i tn í Eulerovy metody. 

P ř i řešení " t u h é h o " p r o b l é m u (5.27) je tedy impl ic i tn í numer i cká metoda d íky větš í 
oblasti s tabil i ty vhodně j š í oproti expl ic i tn í numer ické m e t o d ě . Analyzujme však m o ž n o s t 
řešení p r o b l é m u (5.27) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy metody využívaj íc í r e k u r e n t n í v ý p o č e t 
členů a p o m o c n é tvoř íc í diferenciální rovnice. 
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Tabulka 5.6: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - expl . Eulerova metoda, h = 0.1 

Er ro r (y ) | 

t L = - 1 0 L = - 1 0 0 L = - 1 0 0 0 L = -10000 

0.1 0.000166583 0.000166583 0.000166583 0.000166583 

0.2 0.000664502 0.000834748 0.0158272 0.165752 

0.3 0.00115578 0.00866851 1.56805 165.588 

0.4 0.00163551 0.0763811 155.236 165422 

0.5 0.0020989 0.689529 15368.3 1 .65257xl0 8 

0.6 0.00254132 6.20322 1 .52146xl0 6 1 . 6 5 0 9 1 x l O n 

0.7 0.00295835 55.8319 1 .50625xl0 8 1 . 6 4 9 2 6 x l 0 1 4 

0.8 0.00334582 502.484 1 . 4 9 1 1 9 x l 0 1 0 1.64761 x l O 1 7 

0.9 0.00369985 4522.36 1 . 4 7 6 2 8 x l 0 1 2 1 . 6 4 5 9 7 x l 0 2 0 

1.0 0.00401692 40701.2 1 . 4 6 1 5 1 x l 0 1 4 1.64432 x l O 2 3 

2.0 0.0046737 1 . 4 1 9 1 6 x l 0 1 4 1 . 3 2 1 7 7 x l 0 3 4 1 . 6 2 7 9 5 x l 0 5 3 

E x p l i c i t n í Taylorova metoda v y u ž í v a j í c í t v o ř í c í d i f e r e n c i á l n í rovnice a r e k u r e n t n í 
v ý p o č e t č l e n ů 

P ů v o d n í diferenciální rovnici ve tvaru 

y' = X(y - s in ( í ) ) + c o s ( í ) , y(0) = 0 , 

kde A = L , p ř ep í š eme do tvaru 

y' = Xy-Xz +x, y(0) = 0 , (5.32) 

kde z = s in( í ) a x = cos ( í ) . K v ý p o č t u funkcí s in( í ) a cos( í ) využ i j eme tvoř íc í diferenciální 
rovnice ve tvaru 

x = —z, x(0) = 1, , , 
z' = x, z(0) = 0. [ ' 

Předcháze j íc í diferenciální rovnice (5.32), (5.33) v y j á d ř í m e expl ic i tn í Taylorovou ř a d o u 
ve tvaru 

y i + 1 = yi + DYli + DY2i + --- + DYni, 
Xi+i = XÍ + DXU + DX2i + h DXm , 
zi+1 = Zi + LŽU + DZ2i + h DZm , 

kde r e k u r e n t n í v ý p o č e t č lenů Taylorovy ř a d y lze vy jádř i t ve tvaru 

DYli = h(Xyi - XZÍ + Xi) 
DY2i = \{XDY\i - XDZU + DXU 

DYm = ^(XDY(n-l)i-XDZ(n-l)i + DX(n-l) 
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DXli = h(-Zi), 
DX2i = \(-DZl{), 

DXm = í ( - f l Z ( n - l ) i ) , 

Z?Z2i = \DX1{, 

DZm = ±DX{n-\)i. 

1e-005 0.0001 0.001 0.01 h 0.1 

O b r á z e k 5.21: Exp l i c i tn í Taylorova metoda, abso lu tn í chyba v ý p o č t u v T MAX = 2 

P ř i p o d r o b n ě j š í m rozboru členů Taylorovy ř a d y zj is t íme, že p la t í DYji = DZji pro 
j = 1,2,... ,n, pokud p la t í p o č á t e č n í p o d m í n k a y(0) = 0. P r o p r v n í krok jsou tedy členy 
DYji ve tvaru 

DYÍo = h{Xy{0) - Xz{0) + x(0)) = hx{0) = DZÍ0 , 
DY20 = ±(XDYl0-XDZl0 + DXl0) = ±(Xhx(Q)-Xhx(Q)+DXl0) = ±DXl0 = DZ20, 
DY30 = \{\DY20-\DZ20 + DX20) = ^{DX20) = DZ?>0, 

DYn0 = %(XDY(n-l)0-XDZ(n-l)0 + DX(n-l)0) = %(DX(n-l)0)=DZn0. 

J e d n á se o semi -ana ly t i cký v ý p o č e t vyplývaj íc í z Taylorovy ř a d y využívaj íc í tvoř íc í dife
renciá ln í rovnice. 

P ů v o d n í diferenciální rovnici ve tvaru 

y' = X(y - s in ( í ) ) + c o s ( í ) , y(0) = 0 , 

lze p řevés t na ekv iva len tn í diferenciální rovnici ( o d s t r a n ě n í X(y — s in ( í ) ) ) 

y'EKV = cos(t), y ( 0 ) = 0 . (5.34) 
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Tento p ř e v o d provede expl ic i tn í Taylorova metoda (využívaj ící tvoř íc í diferenciální rovnice 
a r e k u r e n t n í v ý p o č e t členů) automaticky. Diferenciální rovnice (5.34) m á s h o d n é ana ly t ické 
řešení s rovnicí (5.27) y = yEKV = s in ( í ) . U diferenciální rovnice (5.34) se však j iž ne j edná 
o " t u h ý s y s t é m " (konstanta A = L n e m á v l iv na p r ů b ě h numer i ckého v ý p o č t u ) . 

Expl ic i tn í Taylorova metoda (využívaj ící tvořící diferenciální rovnice a r e k u r e n t n í v ý p o 
čet členů) poč í ta j íc í s ORD = 1 (tedy expl ic i tn í Eulerova metoda) řeší diferenciální rovnici 
(5.27) pro r ů z n o u velikost konstanty L se stejnou abso lu tn í chybou v ý p o č t u |Er ror (y( i • 
M ) l = \Ui ~ V" ^ ) ľ V Tab. 5.7 nalezneme abso lu tn í chybu v ý p o č t u v závislost i na ř á d u 
metody expl ic i tn í Taylorovy metody (konstanta L n e m á v l i v na abso lu tn í chybu v ý p o č t u ) . 

Tabulka 5.7: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - expl ic i tn í Taylorova metoda, h = 0.1, L = —10000 

Er ro r (y ) | 

t ORD = 1 ORD = 2 ORD = 3 ORD = 4 ORD = 5 

0.1 0.000166583 0.000166583 8.33135 x 10" 8 8.33135xl0" 8 1.98385X10" 1 1 

0.2 0.00133067 0.000330669 9.97462 x 10" 7 1.65517xl0" 7 3.16744X10" 1 0 

0.3 0.00347979 0.000487293 2.72749xl0" 6 2.44131 x l O " 7 8.8597X10" 1 0 

0.4 0.00658166 0.000631608 5.24204 x 10" 6 3.16728xl0" 7 1.7173xl0" 9 

0.5 0.0105845 0.000758962 8.4938xl0" 6 3.8098xl0" 7 2.79517xl0" 9 

0.6 0.0154175 0.000864981 1.24202 x 10" 5 4.34692 x l O " 7 4.09896xl0" 9 

0.7 0.0209922 0.000945642 1.69444xl0" 5 4.75843xl0" 7 5.60321 x l O " 9 

0.8 0.0272031 0.000997342 2.19762xl0" 5 5.02617xl0" 7 7.27808 x l O " 9 

0.9 0.0339295 0.00101696 2.74139xl0" 5 5.1344xl0" 7 9.08975 x l O " 9 

1.0 0.041037 0.00100193 3.3145xl0" 5 5.07008xl0" 7 1.10009xl0" 8 

2.0 0.0981569 0.001161 7.82902 x l O " 5 5.64968xl0" 7 2.61531xl0" 8 

V Obr . 5.21 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u v čase TMAX = 2 v závislost i 
na ř á d u metody expl ic i tn í Taylorovy ř a d y ORD a délce i n t eg račn ího kroku h. 

Z á v ě r 
Expl ic i tn í Taylorova metoda využívaj íc í r e k u r e n t n í v ý p o č e t č lenů a tvořící diferenciální 
rovnice je d íky své semi-ana ly t i cké p o d s t a t ě v ý p o č t u v n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h v h o d n á pro 
řešení t u h ý c h s y s t é m ů - automaticky o d s t r a ň u j e tuhost ze s y s t é m u (5.27) t í m , že řeší ekvi
va len tn í s y s t é m bez tuhosti (5.34). 

5.6.2 S p e c i á l n í t e s t o v a c í soustava d i f e r e n c i á l n í c h rovnic 

M ě j m e soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

x' = -z, x(0) = l, . . 
z' = x, z(0) = 0, [ b - ó b ) 
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jejíž z n á m e ana ly t i cké řešení je ve tvaru 

X = C O S S ' (5.36) 
z = sm(t). 

Z a m ě ř m e se nejprve na numer i cké řešení S D R (5.35) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy řady. 

E x p l i c i t n í Taylorova metoda 

V y j á d ř í m e předcházej íc í diferenciální rovnice (5.35) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy ř a d y ve tvaru 

Xi+i = XÍ + DXU + DX2i + h DXm , 
z i + 1 = Zi + LŽU + DZ2i + h DZm , 

kde j edno t l ivé členy v y j á d ř í m e r e k u r e n t n ě ve tvaru 

DXU = h(-Zi), 
DX2i = K - D Z l i ) , 

DXm = ^ ( - D Z ( n - l ) i ) , 

L>Zlj = h(xi), 
DZ2i = %DXli, 

DZm = $DX{n-\)i. 

Tabulka 5.8: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , expl ic i tn í Taylorova metoda, h = 0.1, ORD = 8 
t Error (x) Er ror (z ) 

0.1 3.82567xl0" 1 6 2.7478xl0" 1 5 

0.2 7.77156X10" 1 6 5.46785 x l O " 1 5 

0.3 1.88738X10" 1 5 8.04912X10" 1 5 

0.4 3.44169xl0" 1 5 1.04916xl0 - 1 4 

0.5 5.66214X10" 1 5 1 . 2 6 0 1 X 1 0 - 1 4 

0.6 8.10463X10" 1 5 1.44329xl0" 1 4 

0.7 1 . 1 1 0 2 2 X 1 0 - 1 4 1.58762 x l O " 1 4 

0.8 1.45439exl0" 1 4 1.68754xl0" 1 4 

0.9 1.82077xl0" 1 4 1.70974xl0" 1 4 

1 2.20934xl0" 1 4 1.68754xl0" 1 4 

Tabulka 5.9: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , expl ic i tn í Taylorova metoda, h = 0.5, ORD = 8 
t Error (x) Error(z) 

0.5 2.68605 x l O " 1 0 5.37008xl0" 9 

1 5.62055 x l O " 9 9.16782 x l O " 9 

1.5 1.39917xl0" 8 8.02632 x l O " 9 

2 2.15025xl0" 8 4.47726 x l O " 1 0 

V Tab. 5.8 resp. Tab. 5.9 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u př i použ i t í expl ic i tn í 
Taylorovy metody ř á d u 8 a délce i n t eg račn ího kroku h = 0.1 resp. h = 0.5. 

Ř e š m e nyn í p r o b l é m (5.35) impl ic i tn í Taylorovou metodou. 
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I m p l i c i t n í Taylorova metoda 

V y j á d ř e m e předcházej íc í S D R (5.35) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y ve tvaru 

Xi+l 

Zi+l 

%i hZi-\-\ + 2| &Í+1 ~\~ gj Zi-\-\ Xi-\-\ 

h \ - , -4-

/ i 4 

dále v y j á d ř í m e expl ic i tně Xj+i , Zj+i 

— T J ' l+ l V"- 31 T 51 71 ~r / ~r" V 2' 4' 6' 8' / ' 

2! ' 4! 6! 8! 

Xi+l — Xi -|- • ří. - r 3| 5| T y; J-j+i • 2! 4! " i " 6! 8! ' 

•y / L i ř l 3 ř l 5 , ř l 7 \ 

_ ^ i + Zi+l-(-fe+3T--5r+ 7 T - - ; 

2! " T " 4! 6! 8! 
d o s a d í m e Zi+\ do Xj+i a o b d r ž í m e výs ledný vztah ve tvaru 

1,6 

rr x<- y1 2! ^ 4! 6! ^ 8! >^ 1 ^ ^ 3 ! o; 
y 2! 4! 6! T 8! "' ' ^ 3! 5! 7! 

^ -^ i+ i - ( - fe+3r - -5r + -7r — O 

2! ' 4! 6! 8! 

(5.37) 

Tabulka 5.10: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , impl ic i tn í Taylorova metoda, h = 0.1, ORD = 8 
í Er ror (x) Error(z) 

0.1 4.44089 x 1 0 " 1 6 2 . 7 0 6 1 7 x l 0 " 1 5 

0.2 1 . 5 5 4 3 1 x l 0 " 1 5 5 . 2 7 3 5 6 x l 0 " 1 5 

0.3 3 . 2 1 9 6 5 x l 0 " 1 5 7 . 6 6 0 5 4 x l 0 " 1 5 

0.4 5 . 2 1 8 0 5 x l 0 " 1 5 9 . 7 6 9 9 6 x l 0 " 1 5 

0.5 7 . 6 6 0 5 4 x l 0 " 1 5 1 .14908X10" 1 4 

0.6 1.05471 x 1 0 " 1 4 1 .27676X10" 1 4 

0.7 1 . 3 6 5 5 7 x l 0 " 1 4 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 

0.8 1 . 6 9 8 6 4 x l 0 " 1 4 1 . 3 8 7 7 8 x l 0 " 1 4 

0.9 2.05391 x 1 0 " 1 4 1 . 3 6 5 5 7 x l 0 " 1 4 

1 2 . 4 2 0 2 9 x l 0 " 1 4 1 . 2 7 6 7 6 x l 0 " 1 4 

Tabulka 5.11: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , impl ic i tn í Taylorova metoda, h = 0.5, ORD = 8 
t Error (x) Er ror (z ) 

0.5 4 . 3 7 3 6 3 x l 0 " 9 3 . 1 2 7 4 9 x l 0 " 9 

1 1 . 0 6 7 5 2 x l 0 " 8 1 . 2 9 5 5 9 x l 0 " 9 

1.5 1 . 4 9 8 4 3 x l 0 " 8 5 . 9 7 1 4 9 x l 0 " 9 

2 1 . 3 7 1 6 1 x l 0 " 8 1 . 6 5 6 5 8 x l 0 " 8 
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V Tab. 5.10 resp. Tab. 5.11 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u př i použ i t í impl ic i tn í 
Taylorovy ř a d y ř á d u 8 a délce i n t eg račn ího kroku h = 0.1 resp. h = 0.5. V p o r o v n á n í 
s expl ic i tn í Taylorovou metodou se j e d n á o ř ádově shodnou abso lu tn í chybu v ý p o č t u . 

Zaveďme nyní do v ý p o č t u impl ic i tn í Taylorovy metody iteraci p o m o c í Newtonovy metody. 

Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou 
metodou ( I T M R N ) 

V y j á d ř í m e předcházej íc í diferenciální rovnice (5.35) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y ve tvaru 

x i + i = Xi- DXli+1 - DX2i+1 DXni+1, 
Zi+i = ZÍ — D Z l i + í - DZ2i+í - ••• - DZm+i , 

kde r e k u r e n t n í v ý p o č e t č lenů Taylorovy ř a d y lze vy jádř i t ve tvaru 

DXli+í = -h(-zi+i), 
DX2i+1 = - ! ( - £ > Z l i + i ) , 

DXni+1 = - K - D Z t n - l J j + i ) , 

DZli+1 = -h(xi+i), 
DZ2i+\ = —T^DXIÍ+I , 

DZni+1 = - | M ( n - l ) i + i . 

H l e d á m e tedy řešení soustavy dvou rovnic fa, fa o dvou n e z n á m ý c h Xj+i , Zj+i 

fi(xi+1,zi+1) = - x i + i + Xi - DXÍi+1 - DX2i+1 DXni+1=0, 
f2(xi+1,zi+1) = -zi+1 +Zi- DZÍi+1 - DZ2i+1 DZni+1 = 0. 

K n u m e r i c k é m u v ý p o č t u soustavy (5.38) využ i jeme Newtonovu metodu 

flx{%i+l,j,Zi+l,j) flz{%i+l,j,Zi+l,j) \ í h+l,j \ _ í —fl(Xi+l,j,Zi+l,j) 
Í2x{Xi+l,j, zi+l,j) faz{Xi+l,j, Zi+ij) J \ ffli+l.j / \ — fa{Xi+l,j, zi+l,j) 

odkud v y j á d ř í m e X J + I J + I a y j+ i j+ i ve tvaru 

xi+lJ+l = xi+l,j + ) 
zi+l,j+l = zi+l,j + ci+l,j ) 

k v ý p o č t u frj+ij, Cj+ij použ i j eme Cramerovo pravidlo 

u. , . _ _ A E _ hhz-hhz 
°Í+1,J - D ~ hxhz-hxhz ' 

N. , . — _ĽĹL — ííxh-JíÍM 
C * + l j - D - hxhz-hxhz ' 

kde Dx, Dz a D jsou př í s lušné determinanty, fix, fiz, fax, faz jsou pa rc iá ln í derivace - členy 
Jacobiovy matice soustavy (5.38). 

Pa rc iá ln í derivace m ů ž e m e vy jádř i t analyticky, nebo v praxi častěj i numericky p o m o c í 
diferenční formule n a p ř . f\x = (fi(x + h]y, z) — fi(x, z))/h]\r-

(5.38) 
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Analyt icky v y j á d ř e n á Jacobiova matice 
P ř i z n á m é m tvaru soustavy diferenciálních rovnic (což jsou p o m o c n é tvoř íc í diferenciální 
rovnice) je v h o d n é p o č í t a t s analyt icky v y j á d ř e n ý m i pa rc i á ln ími derivacemi. V n a š e m pří
p a d ě jsou parc iá ln í derivace ve tvaru 

fi{xi+i,j,Zi+i,j) = ~xi+i,j +Xi — DXÍi+ij - DX2i+hj DXni+ij , 

fi(xi+i,j,Zi+i,j) = Xi + Zi+i • (~h + Tfr ) + xi+i • (-1 + ^ ) , 

f (rr v \ — 1 _UZLÍ Zil_uZif. ZL£_U 
JlxV^i+l,]! ) — ' 2\ 4 ! ' 6 ! 8 ! ' 
J u w i j i ^ + i j J — —n + 31- - gr + yr - gr H , 

f2{%i+i,j,zi+i,j) — ~zi+i,j + Zi — DZli+ij — DZ2Í+IJ — • • • — DZrii+ij , 

f2(Xi+l,j,Zi+ílj) = Zi + xi+i • (h - ^ H ) + z i + i • ( -1 + í=£ ) , 

f (n- r 1 — h — hlj-!£L — !iLj-!>®--

J2z\J'i+l,jj — 1 " r 2 ! 4 ! 6 ! 8 ! 

V Tab. 5.12, 5.13 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u impl ic i tn í Taylorovy metody 
ř á d u 8 využívaj íc í Newtonovu metodu a analyt icky v y p o č t e n o u Jacobiovu mat ic i . P o č e t 
p o t ř e b n ý c h i te rac í v p r ů b ě h u v ý p o č t u pro zadanou p řesnos t TOL (ukončení v ý p o č t u New
tonovy metody) je značen p r o m ě n n o u j . A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u se opě t shoduje s dř íve 
z m í n ě n ý m i metodami. 

Tabulka 5.12: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , impl ic i tn í Taylorova metoda (analyticky v y j á d ř e n á 
Jacobiova matice), h = 0.1, ORD = 8, TOL = 1 0 ~ 2 0  

t Error (x) Er ror (z ) 3 
0.1 4.44089 x 1 0 " 1 6 2 . 7 0 6 1 7 x l 0 " 1 5 3 
0.2 1 .55431x10- 1 5 5 . 2 7 3 5 6 x l 0 " 1 5 2 
0.3 3 . 10862X10" 1 5 7 . 6 6 0 5 4 x l 0 " 1 5 2 
0.4 5 . 1 0 7 0 3 x l 0 " 1 5 9 . 7 6 9 9 6 x l 0 " 1 5 3 
0.5 7.54952 x 1 0 " 1 5 1 . 1 4 3 5 3 x l 0 - 1 4 3 
0.6 1 .04361x10- 1 4 1 . 2 7 6 7 6 x l 0 " 1 4 2 
0.7 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 2 
0.8 1 . 6 9 8 6 4 x l 0 " 1 4 1 .37668X10" 1 4 2 
0.9 2.06501 x 1 0 " 1 4 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 2 
1 2 . 4 3 1 3 9 x l 0 " 1 4 1 . 2 6 5 6 5 x l 0 " 1 4 2 

Tabulka 5.13: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , impl ic i tn í Taylorova metoda (analyticky v y j á d ř e n á 
Jacobiova matice), h = 0.5, ORD = 8, TOL = I Q " 1 0  

t Error (x) Error(z) 3 
0.5 4 . 3 7 1 8 x l 0 " 9 3.13157x10" -9 2 
1 1.06759x10-* 1.30452x10" -9 2 

1.5 1 . 4 9 9 1 7 x l 0 " 8 5.96025x10" -9 2 
2 1 . 3 7 3 1 9 x l 0 - 8 1.65573x10" -8 2 
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Numericky v y p o č t e n á Jacobiova matice 
V n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h je ana ly t i cké nalezení derivace složité, mnohdy n e m o ž n é . V y p o č t e m e 
tedy p o t ř e b n é parc iá ln í derivace v sous tavě (5.38) obecně p o m o c í d i ferenčního pod í lu . 

M ě j m e parc iá ln í derivace ve tvaru 

2Í+I,J) = -Xi+i,j +Xi - D X l i + 1 j - DX2i+1j DXni+1j . 

f ( \ _ / l ( ^ i + l , j + f e j y . ^ i + l , j ) - / l ( ^ i + l , j . ^ i + l , j ) 

J l a : V x » + l , j 5 I — hN • 

f /- „ \ fl(xj + l,j,Zi + l,j+hN)-fi(xi + 1 j , z i + 1 J ) 

fl(Xi+l,j + flN, Zi+l,j) = —\Xi+l,j + ^ J v ) + Xi — DXÍNx,i+l,j — • • • — DXllNx,i+l,j , 

fl{Xi+l,j, Zi+lJ + flN) = —Xi+lJ + Xi — DXÍNz,i+l,j — • • • — DXllNz,i+l,j ; 

fíixi+ij, ZÍ+IJ) = —ZÍ+IJ + Zi — DZIÍ+IJ — DZ2Í+IJ — • • • — DZm+ij , 

í ( . \ _ f2(xi + l,j + hN,zi + 1<j)-f2(xi + í , j , Z i + l,j) 
j 2 i ^ ! + l j , zt+í,J ) — h N • 

f („. , . , \ _ f2(xi+l,j,H+l,j+hN)-f2(xi+l,j,H+l,j) J2z(Jy%+l,], Zi+l,j) — H n • 

Í2{XÍ+IJ + / i j v , Zi+ij) = —ZÍ+IJ + Zi — DZIMX,Í+IJ — • • • — DZriNx,i+i,j , 

f2\Xi+ij, ZÍ+IJ + hff) = —(Zi+ij + hff) + Zi — DZIMZ,Í+IJ — • • • — DZUNZ,Í+I,J • 

Nové členy DX(l)NXji+1j, DZ(l)NXji+1j, DX(l)NZji+1j, DZ(l)NZji+1j pro l = 1, 2 , . . . , n 
v y j á d ř í m e ve tvaru 

DXIMX,Í+IJ = —h(—zi+i,j), DZIMX,Í+IJ = —h(Xi+itj+hf/), 
DX2NX,Í+I,J = —^(—DZINX), DZ2NX,Í+I,J = — ^DX1NX,Í+IJ, 

DXnNx,i+i,j = -£(-DZ(n-1)NX), DZnNx,i+i,j = -%DX(n - 1)NX,Í+I,J, 

(5.39) 

DX1NZ,Í+IJ = —h(—(zi+ij+hN)), DZ1NZ,Í+IJ = —hxi+ij, 

DX2jsiz,i+í,j = — j ( — DZ\NZ,Í+Í,Í) , DZ2]yZyi+ij = — ^DX1NZ,Í+I,J; 

DXnNz,i+i,j = -$(-DZ(n-l)Nz,i+1,j), DZnNz,i+i,j = -±DX(r )Nz,i+l,j-

V Tab. 5.14, 5.15 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u impl ic i tn í Taylorovy metody ř á d u 
8 využívaj íc í Newtonovu metodu a numericky v y p o č t e n o u Jacobiovu mat ic i . P o č e t p o t ř e b 
ných i te rac í v p r ů b ě h u v ý p o č t u pro zadanou p řesnos t TOL (ukončení v ý p o č t u Newtonovy 
metody) je značen p r o m ě n n o u j . A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u se shoduje s chybou u impl i 
c i tní Taylorovy metody s analyt icky v y j á d ř e n o u Jacobiovou ma t i c í . Celkový p o č e t i te rac í 
v p r ů b ě h u v ý p o č t u (v p ř í p a d ě in t eg račn ího kroku h = 0.1) je u numer i ckého v ý p o č t u 
derivace o 3 větší oproti ana ly t i ckému vy jádřen í pa rc iá ln ích der ivací viz Tab. 5.12, 5.14. 

Z á v ě r 
Na z á k l a d n í m t e s tovac ím p ř ík l adě (5.35) jsme demonstrovali numer i cký v ý p o č e t p o m o c í 
expl ic i tní a impl ic i tn í Taylorovy metody. Z předchoz ích tabulek lze v idě t , že chyba v ý p o č t u 
je ve všech p ř í p a d e c h s t e jného ř á d u . U impl ic i tn í Taylorovy metody využívaj íc í Newtonovu 
metodu lze Jacobiovu mat ic i vy jádř i t u p ř e d e m z n á m ý c h soustav diferenciálních rovnic 
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Tabulka 5.14: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , impl ic i tn í Taylorova metoda (numericky v y p o č t e n á 
Jacobiova matice), h = 0.1, hN = 0.1, ORD = 8, TOL = 1 0 ~ 2 0 

t Error (x) Er ror (z ) 3 
0.1 4.44089 x 1 0 " 1 6 2 . 7 0 6 1 7 x l 0 " 1 5 3 
0.2 1 .55431X10" 1 5 5 . 2 7 3 5 6 x l 0 " 1 5 2 
0.3 3 . 10862X10" 1 5 7 . 6 6 0 5 4 x l 0 " 1 5 3 
0.4 5 . 1 0 7 0 3 x l 0 " 1 5 9 . 7 6 9 9 6 x l 0 " 1 5 3 
0.5 7.54952 x 1 0 " 1 5 1 . 1 4 3 5 3 x l 0 " 1 4 3 
0.6 1.04361 x 1 0 " 1 4 1 . 2 7 6 7 6 x l 0 " 1 4 3 
0.7 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 2 
0.8 1 . 6 9 8 6 4 x l 0 " 1 4 1 .37668X10" 1 4 2 
0.9 2.06501 x 1 0 " 1 4 1 . 3 5 4 4 7 x l 0 " 1 4 3 

1 2 . 4 3 1 3 9 x l 0 " 1 4 1 . 2 6 5 6 5 x l 0 " 1 4 2 

Tabulka 5.15: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u , impl ic i tn í Taylorova metoda (numericky v y p o č t e n á 
Jacobiova matice), h = 0.5, hN = 0.1, ORD = 8, TOL = I Q " 1 0 

t Error (x) Error(z) 3 
0.5 4 . 3 7 3 6 4 x l 0 " 9 3 . 1 2 7 4 9 x l 0 " 9 2 

1 1.06752 x l O " 8 1 . 2 9 5 5 9 x l 0 " 9 2 
1.5 1.49843 x l O " 8 5 . 9 7 1 4 9 x l 0 " 9 2 
2 1.37161 x l O " 8 1 . 6 5 6 5 8 x l 0 " 8 2 

(tedy p ř e d e v š í m tvoř íc ích diferenciálních rovnic) analyticky. U n e z n á m ý c h s y s t é m ů lze počí
tat Jacobiovu mat ic i automaticky s v y u ž i t í m diferenční formule. V d a n é m p ř ík l adě velikost 
k roku hjy v diferenční formuli n e m á rozhoduj íc í v l iv na p o č e t i te rac í . Daleko větš í v l i v na 
poče t i te rac í v N e w t o n o v ě m e t o d ě m á z a d a n á chyba v ý p o č t u TOL (ukončovací p o d m í n k a 
u Newtonovy metody). 

V tomto k o n k r é t n í m p ř í p a d ě (generování funkcí s in( í ) a cos( í ) ) se ne j edná o t u h ý s y s t é m 
diferenciálních rovnic. V h o d n é je tedy použ í t expl ic i tn í Taylorovu metodu. Impl ic i tn í Tay
lorova metoda využívaj íc í Newtonovu metodu mus í v k a ž d é m i n t e g r a č n í m kroku p r o v á d ě t 
mez ivýpoč ty , proto nen í v h o d n á pro tento typ p ř í k l a d u . Její v ý h o d y (větší oblast stabili ty) 
se p ro jev í až u s y s t é m ů s "vysokou t u h o s t í " . 

5.6.3 P r o b l é m stabi l i ty 

M ě j m e diferenciální rovnici (označená v [HW02] jako "Stabi l i ty p r o b l é m " ) ve tvaru 

y' = - 2 0 0 0 ( y - c o s ( í ) ) , y(0) = 0 , t e (0,1.5) , (5.40) 

jejíž ana ly t i cké řešení je p o d o b n é jako R C obvodu viz podkapi tola 4.3.1 

4000000 , , 2000 . , , 4000000 2 n n ( W 

y = cos( í ) H s in( í ) -2000* ( 5 _ 4 ] x 
y 4000001 v ' 4000001 v ' 4000001 v ' 

Ř e š m e nejprve p r o b l é m (5.40) b ě ž n ý m i expl ic i tn ími n u m e r i c k ý m i metodami. V Tab. 5.16 
je zobrazena m a x i m á l n í velikost i n t eg račn ího k roku h p ř i řešení p r o b l é m u (5.40) p o m o c í 
běžných expl ic i tn ích metod. 

Z h o d n o ť m e řešení rovnice (5.40) p o m o c í impl ic i tn ích numer i ckých metod. 
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Tabulka 5.16: Exp l i c i tn í numer ické metody - m a x i m á l n í velikost h, EPS = 1 x 10 

metoda h 

Eulerova metoda 1.233816 x l O " 1 6 

metoda Runge -Ku t t a 2 . ř ádu 1.953125 x l O " 1 1 

metoda Runge -Ku t t a 4 . ř á d u 7.629394 x l O " 7 

Taylorova metoda (ORD = 15) 1.953125 x l O " 4 

L i c h o b ě ž n í k o v á metoda 

P ř i p o m e ň m e z n á m ý tvar Lichoběžníkové metody 

I/i+i = Vi + \(hy'i + hy'i+1) . 

Řešení (5.40) p o m o c í l ichoběžníkové metody je ve tvaru 

_ yi(l - 1000/i) + 1000/i(cos(í + h) + cos( í ) ) 
m + 1 ~ i + iooo / i • { ' 

I m p l i c i t n í Eulerova metoda 

P ř i p o m e ň m e z n á m ý tvar impl ic i tn í Eulerovy metody 

Vi+i =Vi + hy'i+1 . 

Řešení (5.40) p o m o c í impl ic i tn í Eulerovy metody bude ve tvaru 

y í + 2000 / icos ( í + /i) 
m + 1 = T+mmí • ( 5 - 4 3 ) 

I m p l i c i t n í Taylorova metoda 

P ř i p o m e ň m e si obecný tvar impl ic i tn í Taylorovy ř a d y 

ift+i = Vn + hyi+1 - YVÍ+I + ~T~' (5-44) 

řešení (5.40) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y bude ve tvaru 

j/i+i = j / i + ft(-2000(j/i+i - c o s ( í + ft)))-
- ^ ( - 2 0 0 0 ( - 2 0 0 0 ( j / i + i - cos(í + h)) + s in(í + ft)))+ 
+1^ (-2000(-2000(-2000(y i + 1 - cos(í + h)) + s in(í + ft)) + cos(í + ft)))+ 
- ^ ( - 2 0 0 0 ( - 2 0 0 0 ( - 2 0 0 0 ( - 2 0 0 0 ( j / i + i - cos(í + h)) + s in(í + ft)) + cos(í + ft)) - sin(í + ft)))+ 
+ • • • . 

V y j á d ř í m e expl ic i tně yi+\ ve tvaru 

_ yi+h(-2000(-cos(í+h)))-^-(-2000(-2000(- cos(ť+/i))+sin(ť+/i))) 
2 / 4 + 1 ~~ l-h(-2000) + ^( -2000) 2 -^( -2000 )3+^(-2000) 4 - -

^•(-2000(-2000(-2000(-cos(ť+/i))+sin(ť+/i))+cos(ť+/i))) 
l-/í(-2000) + ^( -2000) 2 -^( -2000 )3+^(-2000) 4 - -

^(-2000(-2000(-2000(-2000(-cos(ť+/i))+sin(ť+/i))+cos(ť+/i))-sm(ť+/i)))+ ••• 
1-/Í(-2000) + ^( -2000) 2 -^( -2000) 3 +^(-2000) 4 - -
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N a Obr . 5.22 je zobrazeno řešení p r o b l é m u (5.40) p o m o c í impl ic i tn ích numer i ckých metod. 
V id íme , že ne jvhodnějš í řešení poskytuje impl ic i tn í Taylorova metoda, k t e r á umožňu je 
použ i t í vě tš ího in t eg račn ího kroku př i větš í p řesnos t i . 

2 

O b r á z e k 5.22: Řešen í p r o b l é m u (5.40) 

V Tab. 5.17 nalezneme abso lu tn í chybu v ý p o č t u v p r v n í m kroku př i řešení p r o b l é m u (5.40) 
p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy metody r ů z n é h o ř á d u . S r o s t o u c í m ř á d e m metody se zmenšuje 
abso lu tn í chyba v ý p o č t u , v h o d n é je t a k é použ i t í vě tš ího in t eg račn ího kroku. 

S r o s t o u c í m i n t e g r a č n í m krokem h roste p řesnos t v ý p o č t u , což je vlastnost impl ic i tn ích 
L-s tab i ln ích metod. 

Tabulka 5.17: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku - impl ic i tn í Taylorova metoda 

Er ro r (y ) | 
ORD h = 0.1 h = 0.5 h = 1.0 h= 1.5 

1 0.00499994 0.0011162 0.000690616 0.000522301 
2 4.95031 x l O " 5 2.01115 x l O " 6 5 . 5 5 2 2 6 x l 0 " 7 3 . 3 0 2 8 7 x l 0 " 7 

3 7.38803 x l O " 7 5.96771 x 1 0 " 9 7 . 2 7 4 2 9 x l 0 " l u 2 . 0 5 6 2 x l 0 " l u 

4 1.47015 x l O " 8 2 . 3 9 0 1 5 X 1 0 - 1 1 1 . 4 8 7 7 x l 0 " i 2 2 . 7 8 5 1 3 X 1 0 " 1 3 

5 3.65672 x l O " 1 0 1 .1946X10" 1 3 3 . 5 5 2 7 1 X 1 0 " 1 5 4 . 8 5 7 2 3 x l 0 " 1 6 

6 1.09144 x l O " 1 1 6 . 6 6 1 3 4 x l 0 " 1 6 1 .11022X10" 1 6 1 .38778X10" 1 7 
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Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou 
metodou ( I T M R N ) 

P ů v o d n í rovnici ve tvaru 

y' = - 2 0 0 0 ( y - c o s ( í ) ) , y(0) = 0 , 

p řep í šeme do tvaru 
y' = Xy-Xx, y(0) = 0 , (5.45) 

kde A = —2000 a x = cos ( í ) . K v ý p o č t u funkce x = cos( í ) využ i j eme tvoř íc í diferenciální 
rovnice (5.46) generující funkce s in( í ) a cos( í ) viz podkapi tola 5.6.2 

x' = -z, x(0) = l, 
z' = x, z(0) = 0 . { ' 

V y j á d ř í m e předcházej íc í diferenciální rovnice (5.45), (5.46) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy 
ř a d y ve tvaru 

y i + 1 = V i - DYli+1 - DY2i+1 DYni+1, 
x i + í = Xi- DXli+1 - DX2i+1 DXni+1, 
zi+í = Zi- DZli+1 - DZ2i+1 DZni+1 , 

kde členy Taylorovy ř a d y v y j á d ř í m e r e k u r e n t n ě ve tvaru 

DYli+1 = -h(Xyi+i - Xxi+1), 
DY2i+1 = -%(XDYli+1 - XDXli+1), 

DYni+1 = -$(\DY(n-l)i+i-\DX(n-l)i+i), 

DXli+í = -h(-zi+i) , 
DX2i+1 = , 

DXni+1 = -\(-DZ(n- l ) i + 1 ) , 

DZli+1 = -h(xi+i), 
DZ2i+\ = —^DX1Í+I , 

DZni+1 = -%DX(n-l)i+1. 

H l e d á m e tedy řešení soustavy t ř í rovnic / i , / 2 , fz o t ř ech n e z n á m ý c h X j + i , yi+i, ZÍ+I 

fi(xi+1,yi+1,zi+1) = - y i + 1 + yi - DYÍi+1 - DY2i+1 DYni+1 = 0 , 
f2(xi+i, yi+1,zi+i) = - x i + i +Xi- D X 1 Í + I - DX2i+i DXni+1 = 0, (5.47) 
h{xi+1,yi+1zi+i) = - z i + i + zi - DZÍi+1 - DZ2i+1 DZni+1 = 0 . 

N u m e r i c k ý v ý p o č e t yi+i,XÍ+I,Zi+\ provedeme p o m o c í Newtonovy metody a Cramerova 
pravidla ( p o d o b n ě jako v p ř e d c h o z í m p ř ík l adě 5.6.2) 

ž/ í+lJ + l = Ví+l,j + AÍ+l,j 5 
XÍ+I = XÍ+IJ + bi+ij , 
zi+l,j+l = zi+l,j + ci+l,j ) 
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kde členy a j + i j , & Í + I J , Q + i j v y j á d ř í m e p o m o c í Cramerova pravidla 

a . — fl hx foz + flx hzfo+flzh Í3x —fohxhz — Í3x Í2zíl —foz f2 fix 
fiyhxhz+fixhzhy+fizhyhx—hyhxfiz—hxhzfiy—hzhyfix ' 

jj. . _ hyhhz+hhzhy+hzhyh-hyhhz-hhzhy-hzhyh 
fly.f2xhz+flxf2zhy+flzf2yhx-hyf2xflz-hxf2zfly-hzf2y.flx ' 

. _ hyhxfo+hxhfoy+hhyfox—foyhxh—foxhhy—fohyhx 
hyhxhz+hxhzhy+hzhyhx—hyhxhz—hxhzhy—hzhyhx ' 

dále fix, fiy, fiz, Í2x, Í2y, Í2z, Í3x, Í3y, Í3z jsou pa rc iá ln í derivace - členy Jacobiovy matice 

soustavy (5.47). Pa rc i á ln í derivace v y j á d ř í m e numericky p o m o c í diferenční formule n a p ř . 

/ i x = (fi(x + hN,y,z) - fi(x,y,z))/hN. 

fi(yi+i,j,Xi+i,j, ZÍ+I,J) = —yi+i,j + yi — DYli+íj — DY2i+íj — DYm+ij , 
f ( \ _ fl(yi + l,j+hN,xi + 1j,zi + 1j)-f1(yi+1j,xi + 1j,zi+1J) 
Jli/UM-lj 5 X » + 1 , J 5 Z » + 1 , J J — feN ; 

J / \ _ /l(»i + l , j . ^ i + l , j + fejv.^i + l , j ) - / l ( » i + l , j . ^ i + l , j . ^ i + l , j ) 
JlmUM-lj; -í-i+l.j, — feN ; 
f ( \ _ fl(yi + l,j,xi + ij,zi + 1j + hN)-f1(yi+1j,xi + 1j,zi+1J) 

jiz\yi+i,j, — h N • 

fi(yi+ij + hN,Xi+ij, ZÍ+IJ) = —XÍ+IJ + XÍ — DY1NV,Í+Í,J — DYriNy,i+i,j , 

fi(yi+i,j,Xi+i,j + hN, ZÍ+IJ) = —(xi+ij + hN) + XÍ — DYlNx,i+i,j — • • • — DYUNX,Í+I,J , 

fi(yi+i,j,Xi+i,j,Zi+i,j +hN) = —XÍ+IJ +Xi — DYlNz,i+i,j — DYnNz,i+i,j • 

f2(Vi+l,j,Xi+l,j, Zi+lj) 

f2y(yi+l,j,Xi+l. 

fix (yi+i,j,Xi+i,j, Zi+ij) 

f2z(yi+i,j,xi+ij, ZÍ+IJ) 

h(yi+i,j + hN,Xi+i,j,Zi+i,j) 

h(yi+i,j,Xi+i,j + hN,Zi+i,j) 

f2(yi+i,j,Xi+i,j,Zi+i,j +hN) 

—XÍ+IJ + Xi — DXU+ij — DX2i+ij — DXm 
Í2(yí + l.j + hN,xi+1<j,zi + 1<j)-f2(yi+i<j,xi + íj,zi + íj) 

hN 

Í2(yí + l,j,Xi+i<j+hN,zi + 1<j)-f2(yi+i<j,xi + íj,zi + íj) 

+ 1,3 • 

f 2 (.V; 
+ l.J,Xi+1:J,,s, . j. , + fc«)-/2(i/-, 

+ l,j,Xi + 1,j,Z, . j . , ) 

-Xi+l,j + Xi — DXÍNy,i+l,j — • • • — DXriNy,i+l,j , 

~(Xi+l,j + hN) + Xi — DXÍNx,i+l,j — • • • — DXnNx,i+l,j ; 

-XÍ+IJ + Xi — DX1NZ,Í+I,J — • • • — DXriNz,i+i,j ; 

h{Vi+l,3,Xi+í,j, Zi+l,j) 

f3y(yi+l,j,Xi+l,j, Zi+i,j) 

f3x(yi+i,j,xi+i,j, ZÍ+I,J) 

f3z(yi+i,j,xi+i,j, ZÍ+I,J) 

fz(yi+l,3 + hN,Xi+l,j,Zi+l,j) 

f3(yi+l,j,Xi+l,j + hN,Zi+l,j) 

f3(yi+i,j, Xi+ij, Zi+ij + hN) 

—Zi+i,j + ZÍ — DZ1Í+IJ — DZ2i+ij — ••• — DZm 

Í3(yi + l,j+hN,xi + l,j ,zi+l,j)-f3(yi + l,j,xi + l,j,zi + l,j) 
hN 

Í3(yj + l,j ,Xi + l,j+hN,zi+1j)-f3(yi + 1j,xi + 1j,zi + 1j) 
hN 

/ 3 ( » i + l , j . 3 ; < + l , j . ^ + l , j + > 1 J v ) - / 3 ( « < + l , j . a ; i + l , j . ^ + l , j ) 
hN 

+ 1,3 • 

Zi-{-l,j ~t~ Zi 

~t~ Zi 

DZÍNy,i+l,j 

DZÍNx,i+l,j 

DZriNy,i+l,j ; 

DZriNx,i+i,j ; 

~(Zi+l,j + ^ J v ) + Zi — DZÍNz,i+l,. DZn Nz,i+l,j 

Nové členy D Y ( l ) N y j i + l j , D Y ( l ) N X j i + l j j , D Y ( l ) N Z j i + l j j , D X ( l ) N y j i + l j j , D Z ( l ) N y j i + l j j pro 

l = 1, 2 , . . . , n v y j á d ř í m e ve tvaru 
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DYlNy,i+íj = —h(X(yi+1j + hN) — XZÍ+IJ) , 

DY2NV,Í+1,J = — 2 (^DYÍNy,i+l,j — \DZÍNy,i+l,j) , 

DYnNy,i+i,j = -%(\DY(n - l)Ny,i+i,j - \DZ(n - l)Ny,i+i,j), 

DY1MX,Í+I,J = ~h(Xyi+ij — \ZÍ+IJ) . 

DY2NX,Í+1,J = — ̂ \DYÍNx,i+l,j — \DZÍNx,i+l,j ; 

DYnN x,i+l,j ^(XDY(n - 1)NX,Í+I,J ~ \DZ{n - 1)1NX,Í+I,J) , 

DYlNZti+1j = -h(X(yi+íj) - X(zi+i,j•• + hN)), 
DY2NZ,Í+IJ = —T;(—DZ1NZ,Í+I,J); 

DYnNz,i+i,j = -^(-DZ(n - l)Nz,i+i,j), 

DXÍNy,i+l,j 
DX2jvt/,i+i,j 

-h(-zi+i,j), 

DXUNy,i+í,, •Ä(-DZ(n-1)^,4+1 j ) : 

-DXljVy.i+l.j 

DX2Ny,i+l,j 
-h(-zi+1J), 
-§(-DZlNv), 

DZlpjyyi+lyj 
DZ2Ny,i+l,j 

-h(xi+1j), 
-^DXlNy,i + l,j ; 

DXnNy,i+i,j = -%(-DZ(n-l)Ny), DZnNy,i+i,j = -%DX(n - l)Ny,i+i,. 

O s t a t n í členy DX(l)Nx,i+i,j, DZ(l)Nx,i+i,j, DX(l)Nz,i+i,j, DZ(l)Nz,i+i,j pro l = 1, 2 , . . . , n 
jsou s h o d n é s p ř e d c h o z í m p ř í k l a d e m (5.39). 

O P T I M A L I Z A C E : př i p o d r o b n ě j š í m p r o z k o u m á n í p ředchoz ích členů zj is t íme, že p la t í 

h{Vi+i,j + hN, Zi+i,j) = h{Vi+i,jixi+i,ji zi+i,j) J 
h{Vi+\,j + hN, Zi+l,j) = h{Vi+l,j,xi+l,j, zi+l,j) ) 

a tedy pro parc iá ln í derivace p la t í f2y = fzy = 0. Vše vyp lývá z n a v z á j e m p r o p o j e n ý c h 
tvoř íc ích diferenciálních rovnic (5.46) generuj ících funkce z = s in( í ) a x = cos ( í ) , k t e r é jsou 
nezávislé na p ů v o d n í rovnici (5.45). 

Nabíz í se tedy nový tvar koeficientů a j + i j , b j + i j , C j + i j 

a . _ fi fix hz+hx h z h + h z h fix-fzfixfiz-fix h z h -fzz fi fix 
fXyflxfZz-fZxflzfly ' 

^. . _ SlyflfZz-fzflzfly 
flyflxfZz-fZxflzfly ' 

c . . _ flyflxfz-fZxflfly 
flyflxfZz-fZxflzfly 

Další možnos t í je p o u ž í t k v ý p o č t u tvoř íc ích diferenciálních rovnic expl ic i tně vy jád řený 
vzorec (5.37) a řešení dosadit do impl ic i tn ího rozvoje Taylorovy řady . U tvoř íc ích diferen
ciálních rovnic tedy odpadne v ý p o č e t pa rc iá ln ích der ivací a i t e račn í v ý p o č e t Newtonovou 
metodou. 
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V Tab. 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 nalezneme abso lu tn í chybu v ý p o č t u a p o č e t N e w t o n o v ý c h 
i terací j pro r ů z n ý ř á d impl ic i tn í Taylorovy metody a r ů z n o u dé lku in t eg račn ího kroku. 

Tabulka 5.18: A b s . chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 0.25, hN = 0.1, ORD = 5, TOL = 10 -10 

t Error (y ) | Er ror (x) Er ro r (z ) | 3 

0.25 3 . 0 3 1 2 3 x l 0 " 7 3 . 0 3 0 4 3 x l 0 " 7 1 . 5 1 7 6 6 x l 0 " 7 2 

0.5 5 . 1 2 3 7 2 x l 0 " 7 5 . 1 2 1 5 x l 0 " 7 4.44044 x l O " 7 2 

0.75 5 . 7 9 9 7 3 x l 0 ~ 7 5 . 7 9 5 5 5 x l 0 ~ 7 8.35421 x 1 0 " 7 2 

1 4.73771 x 1 0 " 7 4 . 7 3 1 3 6 x l 0 " 7 1 . 2 7 0 4 4 x l 0 " 6 2 

1.25 1.80985 x 1 0 " 7 1 . 8 0 1 4 2 x l 0 " 7 1 . 6 8 5 0 1 x l 0 " 6 2 

1.5 2 . 8 9 7 9 6 x l 0 " 7 2 . 9 0 8 0 2 x l 0 " 7 2 . 0 1 2 6 3 x l 0 " 6 2 

Tabulka 5.19: A b s . chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 0.5, hN = 0.1, ORD = 5, TOL = 10" 

t Error(y) Er ror (x) Er ror (z ) j 

0.5 1 . 2 9 8 1 5 x l 0 " 5 1 . 2 9 7 2 9 x l 0 " 5 1 . 7 3 4 4 7 x l 0 " 5 2 

1 6 . 1 6 0 0 8 x l 0 " 6 6 . 1 3 8 6 4 x l 0 " 6 4 . 2 8 8 1 4 x l 0 " 5 2 

1.5 2 . 2 7 2 6 x l 0 " 5 2 . 2 7 5 6 4 x l 0 " 5 6.0862 x l O " 5 2 

Tabulka 5.20: A b s . chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 0.5, hN = 0.1, ORD = 10, TOL = 10" 

t Error (y ) | Er ror (x) Er ror (z ) j 

0.5 9.99822 x l O " 1 2 1 .00019X10" 1 1 7 . 0 2 6 9 3 x l 0 " 1 2 2 

1 2 . 4 2 9 1 2 x l 0 - n 2 . 4 2 9 2 7 X 1 0 " 1 1 2 . 7 4 3 2 5 X 1 0 " 1 2 2 

1.5 3 . 3 9 5 7 9 X 1 0 " 1 1 3 . 3 9 5 0 9 X 1 0 " 1 1 1 .38586X10" 1 1 2 

Z á v ě r 
Impl ic i tn í Taylorova metoda se jeví jako v h o d n á př i řešení p r o b l é m u (5.40). S r o s t o u c í m 
ř á d e m metody jsme schopni p r o v á d ě t delší in teg račn í krok př i současně ros touc í p ře snos t i 
v ý p o č t u . Jako za j ímavá se jeví implementace impl ic i tn í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m 
v ý p o č t e m členů Newtonovou metodou a m o ž n ý m i optimalizacemi v ý p o č t u u tvoř íc ích d i 
ferenciálních rovnic (není p o t ř e b a p o č í t a t pa rc iá ln í derivace u diferenciálních rovnic nezá
vislých na ř e šeném s y t é m u ) . 

5.6.4 P r o b l é m stiff e x p o n e n c i á l y 

M ě j m e opě t z n á m o u soustavu diferenciálních rovnic (viz podkapi tola 4.2.1) ve tvaru 

y = z ' (5.48) 
z' = —a-y — (a+l)-z, a € ( l , o o ) , 
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Tabulka 5.21: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 1.5, hN = 0.1, TOL = 10" 

ORD Error(y) Er ror (x) Er ror (z ) j 

1 0.236354 0.236955 0.535957 2 

2 0.126078 0.12591 0.335426 2 

3 0.21045 0.210475 0.0505399 2 

4 0.026256 0.0262258 0.0602834 2 

5 0.0144353 0.0144381 0.00558967 2 

6 0.00107299 0.00107142 0.00315658 2 

7 0.00059927 0.000599365 0.000189923 2 

8 3 . 0 1 7 1 5 x l 0 " 5 3 . 0 1 2 1 2 x l 0 " 5 0.00010057 2 

9 1 . 5 1 6 3 3 x l 0 " 5 1 . 5 1 6 5 5 x l 0 " 5 4 . 3 1 9 6 4 x l 0 " 6 2 

10 5 . 6 7 3 4 5 x l 0 ^ 7 5 . 6 6 3 0 7 x l 0 ~ 7 2 . 0 7 6 8 9 x l 0 ~ 6 2 

11 2 . 6 0 4 7 5 x l 0 " 7 2 . 6 0 5 1 x l 0 " 7 6.83692 x 1 0 " 8 2 

12 7.66305 x 1 0 " 9 7.64798 x 1 0 " 9 3 . 0 1 4 4 3 x l 0 " 8 2 

13 3 . 2 3 7 0 2 x l 0 " 9 3.23741 x 1 0 " 9 7.96952 x 1 0 " 1 0 2 

14 7.78821 x 1 0 " 1 1 7 . 7 7 1 9 9 X 1 0 " 1 1 3.24391 x 1 0 " 1 0 2 

15 3.04601 x 1 0 " 1 1 3 . 0 4 6 3 7 X 1 0 " 1 1 7 . 1 2 2 3 X 1 0 " 1 2 2 

16 6 .17006X10" 1 3 6 . 1 5 6 6 X 1 0 " 1 3 2 . 6 9 2 0 7 x l 0 " 1 2 2 

17 2 . 2 4 5 1 5 X 1 0 " 1 3 2 . 2 4 5 4 3 x l 0 " 1 3 5.04041 x 1 0 " 1 4 2 

18 4 . 0 2 4 5 6 x l 0 " 1 5 4 . 0 2 4 5 6 x l 0 " 1 5 1 .77636X10" 1 4 2 

19 1 .34615X10" 1 5 1 .34615X10" 1 5 4.44089 x 1 0 " 1 6 2 

s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i y(0) = 1, z(0) 
Z n á m é ana ly t i cké řešení je ve tvaru 

y 
z 

E x p l i c i t n í Taylorova metoda 

V y j á d ř í m e předcházej íc í diferenciální rovnice (5.48) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy ř a d y 

yi+1 = yi + DYli + DY2i + --- + DYni, 
z i + 1 = Zi + DZli + DZ2i + ••• + DZm , 

kde členy v y j á d ř í m e ve tvaru 

DYÍi = hzi, DZli = h(—ayi — (a+\)zi)1 

DY2i = \DZ\i, DZ2i = | ( - a f l ľ l i - (a + l ) £ > Z l ť ) , 

DYm = $DZ(n-l)i, DZnt = %(-aDY(n - 1); - (a + l)DZ(n - l ) ť ) . 

(5.49) 
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V Tab. 5.22 je uvedena abso lu tn í chyba v ý p o č t u expl ic i tn í Taylorovy ř a d y ORD = 1 
(tedy expl ic i tn í Eulerovy metody) v závislost i na velikosti konstanty o. 

Tabulka 5.22: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - expl ic i tn í Taylorova metoda: h = 0.1, ORD = 1 

Er ror (z ) 

t a= 10 4 a = 10 5 a = 10 6 a = 10 7 a = 10 8 

0.1 0.00483742 0.00483742 0.00483742 0.00483742 0.00483742 

0.2 0.00873075 0.00873075 0.00873075 0.00873075 0.00873075 

0.3 0.0118182 0.0118182 0.011818 0.011781 0.00585776 

0.4 0.01422 0.0143073 0.0375021 37.2672 59604.6 

0.5 0.0160768 0.856836 2328.16 3 . 7 2 5 2 9 x l 0 7 5 . 9 6 0 4 6 x l O n 

0.6 0.0187225 8727.91 2 . 3 2 8 1 6 x l 0 8 3 . 7 2 5 2 9 x l 0 1 3 5.96046 x l O 1 8 

S ros touc í hodnotou konstanty a se zvyšuje tuhost s y s t é m u (5.48) - expl ic i tn í Eulerova 
metoda m á p r o b l é m y s v ý p o č t e m viz Tab. 5.22. P ř i řešení t u h é h o s y s t é m u m ů ž e m e zvyšo
vat ř á d metody Taylorovy ř a d y nebo snižovat in tegračn í krok. V Tab. 5.23 je zobrazena 
abso lu tn í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku v závislost i na délce i n t eg račn ího kroku a ř á d u 
expl ic i tní Taylorovy řady. 

Tabulka 5.23: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - expl ic i tn í Taylorova metoda: h = 0.1, a = 100 

Error(y) 

t ORD = 1 ORD = 2 ORD = 3 ORD = 4 

0.1 0.00483742 0.000162582 4 . 0 8 4 7 x l 0 " 6 8 . 1 9 6 4 x l 0 " 7 

0.2 0.00873075 0.000294247 7 . 3 9 1 9 7 x l 0 " 6 1 .48328x l0~ 7 

0.3 0.0118182 0.000399404 1 . 0 0 3 2 8 x l 0 " 5 2 . 0 1 3 2 x l 0 " 7 

0.4 0.01422 0.000481905 1 . 2 1 0 4 x l 0 " 5 2.4302 x l O " 7 

0.5 0.0160407 0.000545106 1 . 3 6 9 0 3 x l 0 " 5 3 . 1 4 9 9 4 x l 0 " 7 

0.6 0.0173706 0.000591932 1 . 4 8 5 1 4 x l 0 " 5 1 . 2 0 2 0 7 x l 0 " 5 

Z h o d n o ť m e aritmetiku 
Dále se nabíz í m o ž n o s t použ i t í víceslovní aritmetiky, zajišťující p ře sný v ý p o č e t č lenů Tay
lorovy ř a d y i pro větš í hodnoty konstanty a. V Tab. 5.24 nalezneme p o t ř e b n o u velikost 
čísla k v ý p o č t u (5.48) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy ř a d y s i n t e g r a č n í m krokem h = 0.1. P ř i 
zachování p ře snos t i v ý p o č t u EPS = 1 0 - 2 0 p o t ř e b u j e m e 9 členů Taylorovy řady. 

P ř i řešení p r o b l é m u (5.48) s ros touc í konstantou a n e m á v l iv na s tabi l i tu v ý p o č t u využ i t í 
vyšší oblasti s tabil i ty numer ické metody (tedy použ i t í více č lenů expl ic i tn í Taylorovy ř a d y ) . 
V tomto p ř í p a d ě m á rozhoduj íc í v l iv na s tabi l i tu a p ře snos t v ý p o č t u rozšíření aritmetiky. 

Z h o d n o ť m e možnos t i řešení p r o b l é m u (5.48) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy řady. 
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Tabulka 5.24: Exp l i c i tn í Taylorova ř a d a - víceslovní ar i tmetika 

a p o č e t b i t ů 

1 0 1 0 3681 

1 Q 2 0 8900 

1 0 5 0 24000 

I m p l i c i t n í Taylorova metoda 

V y j á d ř í m e předcházej íc í diferenciální rovnice (5.48) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y ve tvaru 

= V i + hy'i+1 - f yV+1 + f y f l j 

Zi+1 — Zl-\- 'íZi+1 2 Zi+1 - f g, Z í + 1 • 

(-fe)" (") 

n! »«+1 ' 

n! ^i+l ' 

(5.50) 

kde vyšší derivace v y j á d ř í m e ve tvaru 

«í+i = -oj / i+i - (a + 1)^+1, 

y'i'+i = 4+i = -o j / i+ i - (a + 1)ŽÍ+I , 

4+i = -ay'i+1-(a+í)z'i+1 =-azi+i - (a + í)(-ayi+i-(a + í)zi+i), 

y"+i = z"+1 =-azi+i - (a + l)(-ayi+i - (a + l)zi+i), 
4 " i = - o ( - o t / i + i - (a + 1)ŽÍ+I) - (a + l)(-azi+i - (a + l ) ( - a j / i + i - (a + l ) z i + i ) ) . 

= 4 " i = - o ( - o t / i + i - (a + 1)ŽÍ+I) - (a + l ) ( - a ž i + i - (a + l)(-ayi+í - (a + 1)ŽÍ+I)) . „ ( 4 ) 

zi+l -a(-azi+i - (a + l )4+i) - (a + l ) ( - o 4 + i - (a + 1)(-OZÍ+I - (a + 1)4+0) > 

Ze soustavy (5.50) v y j á d ř í m e y«+i, pro ř á d metody ORD = 1 

_ yi(ha+h+l)+Zj(h) 
l+h2a+ha+h ' 

_ yj(ha)-Zi 
l+/i2a+/ia+/i ' 

o b d o b n ě pro ř á d metody ORD = 2 v y j á d ř í m e y«+i, ze soustavy (5.50) 

Vi+i 

Zi+l 

, ;/i(fo2a2+fo2a+2foa+fo2+2fo+2)+Zi(fo2a+fo2+2fo) 
' 2h 2+2h 3a 2+/i 4a 2+2/i 3a+4+4/ia+4M-4/i 2a+2h 2a 2 ' 

yi(h2a2+2ha+h2a)+Zi(h2a-2) 
2h2+2h3a2+h4a2+2h3a+4+4ha+4h+4h2a+2h2a2 ' 

dále pro ORD = 3 v y j á d ř í m e y i+ i , Zj+i ve tvaru 

í/i+i = 6( j / i ( / i 3 a 3 + / i 3 a 2 + / i 3 a + / i 3 + 3 / i 2 a 2 + 3 / i 2 a + 3 / i 2 + 6 / i a + 6/i + 6)+ 

+ ž i ( / i 3 a 2 + / i 3 a + h3 + 3h2a + 3h2 + 6ft))/(36 + 36/i 2 a + 6 / i 3 a 3 + 36/ia+ 

+ 3 / i 5 a 3 + 3h5a2 + h6a3 + 18h2 + \8h3a2 + 36h + 18h3a + 9h4a2 + 6h4a3+ 

+6h4a + 6h3 + I 8 / 1 V ) , 

Z i + 1 = -Q(yi(3h2a2 + 6ha + 3h2a + h3a + h3a2 + h3a3) + z ť ( - 6 + 3h2a + h3a2 + h3a))/ 

/(36 + 3Qh2a + 6h3a3 + 3Qha + 3h5a3 + 3h5a2 + h6a3 + 18h2 + 18h3a2+ 

+36/i + 18h3a + 9h4a2 + 6h4a3 + 6h4a + 6h3 + I 8 / 1 V ) , 
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pro ORD = 4 v y j á d ř í m e Zj+i ve tvaru 

j/i+i = 24 (y i (12 / iV + 24/ia+12/i 2 a + 24 + 24/i + 1 2 / i 2 + / i 4 + 4 / i 3 + /),4a4+ 

+ f t V + 4 / ť V + ftV + 4 / ť V + 4/i 3a 3) + zť(24ft + 12/i 2a + I2h2+ 

+h4 + 4 / i 3 + h4a3 + / i 4 a + 4 / ť V + 4/i 3a + / i V ) ) / ( / i 8 a 4 + 48/i 5 a 3 + 

+48/ i 5 o 2 + 16 / i 6 a 3 + 96h4a3 + 96h4a + 96h4a + 576h2a + 576h + 2 8 8 / i V + 

+288h3a + 1 4 4 / i V + 4 f t V + 2 4 / i V + 24h5a + 2 4 / i V + 288/i 2 + 24/i 4 + 

+96/i 3 + 96/ i 3 a 3 + 576/ia + 576 + 12/i 6 a 4 + 12/i 6 a 2 + 4 / i V ) , 

Zi+i = -24{yi{12h2a2 + 24ha + 12h2a + h4a4 + h4a + h4a3 + 4h3a + h4a2 + 

+4h3a2 + 4h3a3) + z ť ( -24 + 12/i 2a + / i 4 a 3 + / i 4 a + 4 f t V + 4 / i 3 + feV))/ 

(ft 8a 4 + 4 8 / i V + 4 8 / i V + 1 6 / i V + 96/ i 4 a 3 + 96/i 4a + 96h4a + 576h2a+ 

+576/i + 2 8 8 f t V + 288/i 3a + 1 4 4 / i V + 4 / i V + 2 4 / i V + 24h5a + 2 4 / i V + 

+288/i 2 + 24h4 + 96/i 3 + 96h3a3 + 576/ia + 576 + 12h6a4 + 12/i 6 a 2 + 4 / i V ) , 

V Tab. 5.25 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u (pro r ů z n é velikosti konstanty a) imp l i 
c i tní Taylorovy metody pro ORD = 1, 2, 3, 4. Důlež i t é je, že velikost konstanty a n e m á v l i v 
na chybu v ý p o č t u . 

Tabulka 5.25: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - impl ic i tn í Taylorova metoda: h = 0.1 

|Error(y) | : a = 1 0 4 , 1 0 5 , 1 0 6 , 1 0 7 , 1 0 8 

t ORD = 1 ORD = 2 ORD = 3 ORD = 4 

0.1 0.00425349 0.000139958 3 . 4 8 0 7 7 x l 0 " 6 6 . 9 3 8 1 1 x l 0 " 8 

0.2 0.00771553 0.000253297 6 . 2 9 9 0 8 x l 0 " 6 1 . 2 5 5 5 7 x l 0 " 7 

0.3 0.0104966 0.000343816 8.54948 x 1 0 " 6 1 . 7 0 4 1 3 x l 0 " 7 

0.4 0.0126934 0.000414829 1 . 0 3 1 4 5 x l 0 " 5 2 . 0 5 5 9 5 x l 0 " 7 

0.5 0.0143907 0.000469227 1 . 1 6 6 6 2 x l 0 " 5 2 . 3 2 5 3 8 x l 0 " 7 

0.6 0.0156623 0.000509528 1.26673 x l 0 ~ 5 2 . 5 2 4 9 1 x l 0 ~ 7 

Z a m ě ř m e se nyní na možnos t i r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u členů impl ic i tn í Taylorovy ř a d y 
s Newtonovou metodou. 

Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou 
metodou ( I T M R N ) 

V y j á d ř e m e předcházej íc í diferenciální rovnice (5.48) p o m o c í r e k u r e n t n í impl ic i tn í Taylorovy 
ř a d y ve tvaru 

y i + 1 = V i - DYli+1 - DY2i+1 DYni+1, 
Zi+i = ZÍ — D Z l i + í - DZ2i+í - ••• - DZm+i , 

kde členy v y j á d ř í m e ve tvaru 

DYli+1 = —hzi+i, DZli+1 = -h(-ayi+1 - (a + l)zi+1), 
DY2I+1 = - | D Z l i + i DZ2I+1 = -\(-aDYli+1 - (a + l)DZli+1) , 

DYni+1 = -h-DZ(n-l)i+i , DZni+1 = -ä(-aDY(n - l ) i + i - (a + \)DZ(n - l ) i + i ) . 

93 



N u m e r i c k ý v ý p o č e t yi+i,zi+i provedeme opě t p o m o c í Newtonovy metody a Cramerova 
pravidla 

ž/i+ij+i = Vi+ij + h+i,j , 
Zi+l,j+l = Zi+lj + C j + l j , 

kde členy &Í+IJ, CJ+IJ v y j á d ř í m e p o m o c í Cramerova pravidla 

A. , , . PJL — _ / 1 / 2 Z - / 2 / 1 2 

~ D ~ hyhz-Hyhz ' 

D ~ hvhz-hyhz ' 
fi{yi+i,j, zi+1,j) = -yi+ij +yi- DYli+1J - DY2i+1j DYni+1j , 

Jly\!Ji+l,3i Zi+i,]) — . 
f, C,..., . 7 . . , .I /l(«i+l,.7-a:i + l,j + feiv)-/l(»i+l„7.^ + l,j) 

jiz\yi+i,j, Zt+\,3) — j— 

ň(yi+ij + hN, zi+\,j) = -(yi+ij + hN) +yi - DYlNy,i+1j - • • • - DYnNy,i+i,j , 

fi(Vi+i,j, Zi+i,j + hN) = -yi+i,j + yi- DY\Nz,i+i,j DYnNZii+lij , 

f2(yi+i,j, Zi+i,j) = —Zi+i,j + Zi — DZli+ij — DZ2Í+IJ — • • • — DZrii+ij , 
f r \ _ f2(yi+i,j+hN,zi+1j)-f2(yi+1.:j,zi+1j) 
J2y\yi+Í,3i Zi+1,3) — h N 

f 1 \ _ f2(yi+l,j,zi+ltj + hN)-f2(yi+1.:j,zi+1j) 
J2z(yx+l,3, Zi+1,3) — h N • 

fzyVi+íj + fiN, ZÍ+IJ) = —ZÍ+IJ + Zi — DZlMy,i+i,j — • • • — DZriMy,i+i,j , 

f2(yi+l,j, Zi+lJ + flN) = —(Zi+l,j + flN) + Zi — DZÍNz,i+l,j — • • • — DZllNz,i+l,j • 

Nové členy DY(l)Nyji+1j, DZ(l)Nyji+1j, DY(l)NZji+1j, DZ(l)NZji+1j pro l = 1 ,2 , . . . ,n 
v y j á d ř í m e ve tvaru 

DYlNyj+ij = —hzi+ij, 

DY2NV^+IJ = —^DZÍNy^+ij, 

DYriNy,i+i,j = —-DZ(n — Y)Ny,i+i,i , 

DYlNZíi+itj — —h(zi+ij + /ijv) 1 

DY2NZ,Í+I,J = — 2-DZ1NZIÍ+IJ , 

DYnNz,i+i,j = -^DZ(n-í)Nz,i+i,j, 

DZlNyii+ij = -h(-a(yi+1j + hN) - (a + l)zi+1:j), 

DZ2NV^+IJ = —^(—aDYÍNy^+ij — (a+í)DZÍNy^+ij), 

DZnNyii+1j = -%(-aDY(n - l)Ny,i+i,j - (a + l)DZ(n - l)Ny,i+i,j), 
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DZlNZii+lij = -h(-ayi+1j - (a + l)(zi+1j + hN)), 

DZ2NZti+itj = —^(—aDYlNz^i+ij — (a + í)DZlNz^+ij), 

DZnNz,i+i,j = -^(-aDY(n-l)Nz,i+i,j-(a + l)DZ(n-l)Nz,i+i,j)-

A b s o l u t n í chyby v ý p o č t u pro I T M R N ORD = 1,2,3,4 př i n a s t a v e n é c h y b ě v ý p o č t u 
TOL = 1 0 - 1 0 jsou s h o d n é s Tab. 5.25. V p r ů b ě h u v ý p o č t u (se zadanou p řesnos t í v ý p o č t u 
TOL = 1 0 - 1 0 ) jsou p o t ř e b a v k a ž d é m kroku v ž d y pouze 2 iterace u Newtonovy metody. 

V Tab. 5.26 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u I T M R N pro ORD = 5, 6, 7, 8 a p o č e t 
i terací j v N e w t o n o v ě m e t o d ě p o t ř e b n ý c h v p r ů b ě h u v ý p o č t u k dosažen í p ře snos t i TOL = 
i o - 1 0 . 

Důlež i té je, že s tá le p la t í - velikost konstanty a (do u rč i t é hodnoty v závislost i na použ i t é 
aritmetice) n e m á v l i v na abso lu tn í chybu v ý p o č t u , ani na p o č e t p o t ř e b n ý c h i te rac í v N e w t o n o v ě 
m e t o d ě . 

Tabulka 5.26: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 0.1, ORD = 5, 6, 7, 8, TOL = 1 0 " 1 0 , 
o = 10 4  

ORD = 5 ORD = 6 ORD = 7 ORD = 8 

t |Er ror(y) | 3 Error (y ) | 3 Erro r (y ) | 3 Error(y) 3 

0.1 1 . 1 5 3 x l 0 - 9 3 1 . 6 4 4 x l O _ n 3 2 . 0 3 5 x l 0 " 1 3 5 2 . 1 4 8 x l 0 " 1 2 9 

0.2 2 . 0 8 7 x l 0 " 9 3 2 . 9 7 6 X 1 0 " 1 1 3 3 . 4 5 9 x l 0 " 1 3 5 2 . 7 5 3 x l 0 " 1 4 8 

0.3 2 . 8 3 3 x l 0 " 9 3 4.04X10" 1 1 3 4 . 8 4 2 x l 0 " 1 3 5 6 . 3 2 8 x l 0 " 1 4 19 

0.4 3 . 4 1 8 x l 0 " 9 3 4 . 8 7 4 X 1 0 " 1 1 3 5 . 8 9 8 x l 0 " 1 3 5 2 . 8 4 6 x l 0 " 1 2 15 

0.5 3 . 8 6 6 x l 0 " 9 3 5 . 5 1 3 X 1 0 " 1 1 3 6 . 3 5 4 x l 0 " 1 3 4 2 . 5 8 7 x l 0 " 1 2 11 

0.6 4 . 1 9 8 x l 0 " 9 3 5 . 9 8 6 X 1 0 " 1 1 3 6 . 9 9 8 x l 0 " 1 3 5 4 . 9 3 8 x l 0 " 1 2 7 

P ř i použ i t í vyšš ího ř á d u ORD > 7 (př i zachování ar i tmet iky - 64 b i t ů ) se objeví n á r ů s t 
p o č t u i te rac í v N e w t o n o v ě m e t o d ě viz Tab. 5.26, p ř i čemž se p řesnos t v ý p o č t u již nezvýší . 
N e p o m ů ž e ani zvýšení p ře snos t i v ý p o č t u p o m o c í hodnoty TOL u Newtonovy metody. 

Pro zachování s tabil i ty a snížení p o č t u i te rac í v N e w t o n o v ě m e t o d ě , p o m ů ž e snížení 
i n t eg račn ího kroku viz Tab. 5.27. 

Z á v ě r 
P ř i řešení p r o b l é m u (5.48) se nabíz í m o ž n o s t použ i t í expl ic i tn í Taylorovy řady, jsme však 
nuceni použ í t víceslovní ar i tmet iku, k t e r á m á v tomto p ř í p a d ě rozhoduj íc í v l i v na s tabi l i tu 
a p ře snos t numer i ckého v ý p o č t u . 

Jako v h o d n é se t a k é jeví m o ž n o s t použ i t í impl ic i tn í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m 
v ý p o č t e m členů a Newtonovou metodou ( I T M R N ) . 
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Tabulka 5.27: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 0.05, ORD = 8, TOL = 10" 
a = 10 4  

t Error (y ) | Er ror (z ) 3 

0.05 7 . 1 0 5 4 3 X 1 0 " 1 5 7 . 1 0 5 4 3 X 1 0 " 1 5 4 

0.1 1 .77636X10" 1 5 1 .77636X10" 1 5 4 

0.15 4 . 9 9 6 x l 0 " 1 4 5.00711 x 1 0 " 1 4 4 

0.2 9 . 1 8 1 5 4 X 1 0 " 1 4 9 . 1 7 0 4 4 x l 0 " 1 4 4 

0.25 8 . 7 1 5 2 5 x l 0 " 1 4 8 . 7 1 5 2 5 x l 0 " 1 4 5 

0.3 8.23785 x 1 0 " 1 4 8.23785 x 1 0 " 1 4 5 

0.6 1 .77636X10" 1 4 1 .77636X10" 1 4 4 

5.6.5 P r o b l é m p a r a z i t n í c h p r v k ů v R L C o b v o d u 

Ř e š m e soustavu diferenciálních rovnic 

w ' = - 1 0 1 2 y - 10 9 w 
x' = y — z — x , 

y> = I012w - 1012x, 
z' = X , 

Soustava diferenciálních rovnic (5.51) popisuje v čase t = 0 u s t á l e n ý stav v R L C obvodu 
viz podkapi tola 4.3.2 (počá t ečn í stav - obvodem n e p r o t é k á ž á d n ý proud w(0) = x(0) = 0 
a n a p ě t í na k o n d e n z á t o r e c h je rovno v s t u p n í m u n a p ě t í y(0) = z(0) = 1). 

Ana ly t i cké řešení z je v nás leduj íc ím tvaru 

z = e-°- 5 t (cos(0.8657í)+0.5781204548 sin(0.8657í))+ 
+ e -5-io 8 t(_ 0 .9999987499 . i 0 - 2 4 c o s ( 1 0 1 2 í ) - 0.1499999311 • Í O " 2 6 s i n ( 1 0 1 2 í ) ) . ( ' ' 

Odvození ana ly t i ckého řešení funkce z společně s rozborem r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u členů 
Taylorovy ř a d y nalezneme v př í loze A . 

Z h o d n o ť m e nejprve možnos t i v ý p o č t u S D R (5.51) expl ic i tn í Taylorovou metodou. 

E x p l i c i t n í Taylorova metoda 

P ř i v ý p o č t u S D R (5.51) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy ř a d y jsme nuceni použ í t vysoký p o č e t 
členů a velmi m a l ý in tegračn í krok z d ů v o d u zachování stability. P ř i p o m e ň m e , že koeficient 
tuhosti (4.28) u d a n é h o l ineá rn ího s y s t é m u diferenciálních rovnic (5.51) je S = 10 9 a v las tn í 
čísla jsou v k o m p l e x n í m tvaru viz podkapi tola 4.3.2. 

V Tab. 5.28, 5.29 jsou zobrazeny abso lu tn í chyby v ý p o č t u expl ic i tn í Taylorovy metody 
při využ i t í m a x i m á l n í velikosti m o ž n é h o in t eg račn ího kroku. P ř i použ i t í i n t eg račn ího kroku 
h > 10~12 je j iž metoda nes tab i ln í . 

Z a m ě ř m e se nyn í na m o ž n o s t v ý p o č t u S D R (5.51) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy metody. 

w{0) 
x(0) 
y(o) 
z(0) 

o, 
0, 

1, 
i . 

(5.51) 
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Tabulka 5.28: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - expl ic i tn í Taylorova metoda: h = 10 

Error (z) 

t ORD = 5 ORD = 10 

10-7 1 . 0 1 3 0 9 x l 0 2 3 7 5 . 1 0 7 0 3 x l 0 " 1 5 

Tabulka 5.29: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - expl ic i tn í Taylorova metoda: h = 10 

Error (z) 

t ORD = 5 ORD = 15 ORD = 25 

1 0 - i o 19203.4 105.042 x l 0 ~ 1 5 N U L A 

Í O " 9 3.97833 x l O 2 6 4 4.45933 x l O 2 3 7 N U L A 

1 0 " 8 M I M O R O Z S A H M I M O R O Z S A H N U L A 

Í O " 7 M I M O R O Z S A H M I M O R O Z S A H 5 . 1 0 7 0 3 x l 0 " 1 5 

I m p l i c i t n í Taylorova metoda 

P o d r o b n é ú p r a v y a odvození v ý p o č t u impl ic i tn í Taylorovy ř a d y až do ř á d u 3 (ORD = 3) 
nalezneme v př í loze A.2 .2 . 

Tabulka 5.30: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - imp l . Taylorova metoda: h = 10~ 5 , T MAX = 0.1 

Error (z) 

t ORD = 1 ORD = 2 

1 0 " 5 4 . 9 9 9 9 3 X 1 0 " 1 1 1 .11022X10" 1 6 

1 0 " 4 4 . 9 9 9 4 8 X 1 0 " 1 0 1 .44329X10" 1 5 

1 0 " 3 4 . 9 9 4 9 7 x l 0 " 9 1 .43219X10" 1 4 

1 0 " 2 4 . 9 4 9 9 3 x l 0 " 8 1 .65423X10" 1 3 

Í O " 1 4 . 5 0 0 4 9 x l 0 " 7 1 .78334X10" 1 1 

Tabulka 5.31: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u - imp l . Taylorova metoda: h = 10 4 , TMAX = 0.1 

Error (z) 

t ORD = 1 ORD = 2 ORD = 3 

1 0 " 4 4 . 9 9 9 1 7 x l 0 " 9 1 .67644X10" 1 3 6 . 6 6 1 3 4 x l 0 " 1 6 

1 0 " 3 4.99466 x l O " 8 1 .6761X10" 1 2 6 . 4 3 9 2 9 x l 0 " 1 5 

Í O " 2 4.94962 x l O " 7 1 .67549X10" 1 1 7 . 9 6 0 3 x l 0 " 1 4 

Í O " 1 4 . 5 0 0 0 3 x l 0 " 6 1 .68273X10" 1 0 2 . 0 6 3 5 7 x l 0 " 1 2 

V Tab. 5.30, 5.31 jsou zobrazeny abso lu tn í chyby v ý p o č t u pro r ů z n ý ř á d impl ic i tn í 
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Taylorovy metody a r ů z n o u dé lku in t eg račn ího kroku. D í k y větší oblasti s tabil i ty impl ic i tn í 
Taylorovy metody m ů ž e m e použ í t mnohem větší i n t eg račn í krok oproti expl ic i tn í Taylorově 
m e t o d ě . 

Z h o d n o ť m e nyní možnos t i řešení p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m 
v ý p o č t e m členů a Newtonovou metodou. 

Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou 
metodou 

O v ě ř m e m o ž n o s t i v ý p o č t u S D R (5.51) p o m o c í kombinace impl ic i tn í Taylorovy metody s re
k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou metodou ( I T M R N ) . P o d r o b n ý rozbor r e k u r e n t n í h o 
odvození a v ý p o č t u členů I T M R N nalezneme v př í loze A.2 .3 . 

Tabulka 5.32: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 10" 5 , TMAX = 0.1, hN = 0.1, 
TOL = 10" 1 0  

Error (z) 

t ORD = 1 ORD = 2 

10" 5 4 . 9 9 9 9 3 X 1 0 " 1 1 3 . 3 3 0 6 7 x l 0 " 1 6 

10" 4 4 . 9 9 9 4 8 X 1 0 " 1 0 2 . 6 6 4 5 4 x l 0 " 1 5 

10" 3 4 . 9 9 4 9 7 x l 0 " 9 2 . 4 5 3 5 9 x l 0 " 1 4 

10" 2 4 . 9 4 9 9 3 x l 0 " 8 2 . 4 6 9 1 4 X 1 0 " 1 3 

í o - 1 4 . 5 0 0 3 4 x l 0 " 7 2 . 4 1 9 5 1 X 1 0 " 1 2 

E ( J ) 20000 20000 

Tabulka 5.33: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u I T M R N : h = 10" 4 , TMAX = 0.1, hN = 0.1, 
TOL = 10" 1 0  

Error (z) 

t ORD = 1 ORD = 2 ORD = 3 

10" 4 4 . 9 9 9 1 7 x l 0 " 9 1 .67644X10" 1 3 8 .88178X10" 1 6 

10" 3 4 . 9 9 4 6 6 x l 0 " 8 1 .6761X10" 1 2 7.99361 x l O " 1 5 

Í O " 2 4.94962 x l O " 7 1 .67615X10" 1 1 8.00471 x l O " 1 4 

Í O " 1 4 . 5 0 0 0 3 x l 0 " 6 1 . 6 6 7 5 3 x l 0 - 1 0 7.59726 x l 0 ~ 1 3 

E ( J ) 2000 2000 2000 

V Tab. 5.32, 5.33 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u pro r ů z n ý ř á d I T M R N a růz
nou dé lku in t eg račn ího kroku. P o č e t i te rac í v N e w t o n o v ě m e t o d ě b y l ve všech p ř í p a d e c h 
v k a ž d é m kroku k o n s t a n t n í (j = 2). V p o s l e d n í m ř á d k u Tab. 5.32, 5.33 nalezneme celkový 
poče t N e w t o n o v ý c h i te rac í p rovedených b ě h e m v ý p o č t u (velikost kroku hjy = 0.1 v dife
renční formuli n e m á zá sadn í v l i v na celkový p o č e t i te rac í , n a s t a v i t e l n á chyba v ý p o č t u byla 
zvolena na hodnotu TOL = 1 0 - 1 0 ) . 
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V Tab. 5.34 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u pro r ů z n ý ř á d I T M R N a dé lku in
t e g r a č n í h o kroku h = 0.01. P o č e t N e w t o n o v ý c h i te rac í se s ros touc í velikostí i n t eg račn ího 
kroku v j edno t l i vých kroc ích zvyšuje (pohybuje se v rozmezí 2 < j < 10). M e t o d a je v šak 
s tá le s t ab i ln í ( d ů v o d e m zvyšování N e w t o n o v ý c h i te rac í v p r ů b ě h u v ý p o č t u je n e d o s t a t e č n á 
velikost ar i tmet iky) . 

Tabulka 5.34: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u I T M R N s víceslovní ari tmetikou: h = 10 
TMAX = l , h N = 0.1, TOL = I Q " 1 0  

Error (z) 

t ORD = 2 ORD = 3 

8 b y t ů 64 b y t ů 8 b y t ů 64 b y t ů 

1 0 " 2 1 .66802x l0" 7 1 .66801xl0" 7 8 . 3 3 1 5 6 x l 0 " 1 2 8 . 3 3 7 8 8 x l 0 " 1 2 

í o - 1 1 .6587x l0" 6 1 .65869xl0" 6 4.34068 x 1 0 " 1 0 4 .34318X10" 1 0 

1 1 .09229xl0" 5 1 .09228xl0" 5 2 . 2 2 8 9 2 x l 0 " 8 2 . 2 2 9 7 9 8 x l 0 " 8 

EU) 210 200 701 301 

H o d n o c e n í v l ivu aritmetiky 
E p e r i m e n t á l n ě bylo ověřeno, že je v ý h o d n é v tomto p ř í p a d ě využ í t víceslovní ar i tmet iku. 
P ř i použ i t í víceslovní ar i tmet iky Newtonova metoda konverguje rychleji a p o č e t i te rac í se 
v j edno t l i vých kroc ích sníží (2 < j < 3). V p o s l e d n í m ř á d k u Tab. 5.34 je zobrazen celkový 
poče t i te rac í p rovedených v p r ů b ě h u v ý p o č t u . 

Z á v ě r 
Pro řešení p r o b l é m u (5.51), tedy l ineární soustavy obyčejných diferenciálních rovnic s vla
s tn ími čísly v k o m p l e x n í m tvaru, se jako v h o d n é jeví p o u ž í t impl ic i tn í Taylorovu metodu 
s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m členů a Newtonovou metodou ( I T M R N ) . Dá le se ukáza lo a bylo 
ověřeno jako v h o d n é využ i t í víceslovní aritmetiky, d íky níž z á s a d n ě sn íž íme celkový p o č e t 
N e w t o n o v ý c h i te rac í v p r ů b ě h u v ý p o č t u . 

5.6.6 P r o b l é m V a n D e r P o l 

M ě j m e soustavu O D R (viz podkapi tola 4.3.3) ve tvaru 

x' = y, x(0) = 2, 
y> = ^ . ( l - x 2 ) - y - x , u>0, y(0) = 0 . ^ j 

S ros touc í hodnotou u se zvyšuje "tuhost" soustavy diferenciálních rovnic. 
Z h o d n o ť m e možnos t i řešení S D R (5.53) p o m o c í expl ic i tn í a impl ic i tn í Taylorovy metody. 

E x p l i c i t n í Taylorova metoda 

Členy expl ic i tn í Taylorovy ř a d y p o č í t á m e r e k u r e n t n ě p o d o b n ě jako v předcházej íc ích pří
kladech. P o ž a d o v a n o u vyšší derivaci souč inu (x2y) lze vy jádř i t r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m 
p o m o c í předcházej íc ích členů s v y u ž i t í m mul t i d imenz ioná ln í ch Pasca lových t r o j ú h e l n í k ů 
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[Eat90, V o p l l ] . V ý p o č e t vycház í ze vzorce 

(ž/i • Ví E E -
»1=0 \Í2=0 

lm-2)y[n-il)yíil-i2)---y(> (5.54) 

Ř e š m e nejprve soustavu O D R (5.53) pro / i = 10 p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy metody na in
tervalu TMAX = 10. Jako referenční hodnoty považu jme 

s(10) = -1.97120695682917, y(10) = 0.0681732453104 , 

v y p o č t e n y p o m o c í T K S L / 3 8 6 př i z a d a n é chybě v ý p o č t u EPS = 1 0 - 2 0 . 
V Obr . 5.23 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u |Error(y) | = |y(10) — yi\, i • h = 10 

v čase TMAX = 10 v závislost i na délce i n t eg račn ího kroku. Se zvyšován ím ORD (nebo 
sn ižován ím h) s a m o z ř e j m ě klesá abso lu tn í chyba. 

O b r á z e k 5.23: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u ex
pl ici tní Taylorovy metody v TMAX = 10 

ORD=1 
ORD=2 
ORD=3 

O b r á z e k 5.24: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u 
I T M R N v TMAX = 10 

M a x i m á l n í velikost i n t eg račn ího kroku, př i k t e r é m je j e š t ě expl ic i tn í Taylorova ř a d a 
s tab i ln í , je h = 0.04 pro ORD = 1, resp. h = 0.06 pro ORD = 2, 3. P ř i vě t š ím i n t e g r a č n í m 
kroku je j iž metoda nes tab i ln í a abso lu tn í chyba prudce roste k nekonečnu . 

U expl ic i tn ích numer i ckých metod n a s t á v á p r o b l é m s v ý p o č t e m (5.53) př i ros touc í hod
n o t ě \x. V Tab. 5.35 je zobrazena m a x i m á l n í velikost i n t eg račn ího k roku pro expl ic i tn í 
metody v závis lost i na velikosti konstanty / i . S ros touc í hodnotou / i roste tuhost s y s t é m u 
(5.53) a jsme nuceni u expl ic i tn ích numer i ckých metod snižovat in tegračn í krok. 

Tabulka 5.35: M a x i m á l n í velikost h, expl ic i tn í numer ické metody, EPS = 1 x 10 5 

metoda h (n = 10) h (n = 100) h (n = 10000) 

Eulerova metoda 6.10351 x l O " 7 3.81469 x l O " 8 1.9209 x l O " 9 

metoda Runge -Ku t t a 2 . ř ádu 1.5625 x l O " 4 1.953125 x l O " 5 1.52587 x l O " 7 

metoda Runge -Ku t t a 4 . ř á d u 5 x l O " 3 3.125 x l O " 4 4.88281 x l O " 6 

Taylorova metoda (ORD = 63) 0.1 2.5 x l O " 2 3.125 x l O " 4 

Z h o d n o ť m e m o ž n o s t i řešení S D R (5.53) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy metody s reku
r e n t n í m v ý p o č t e m členů a Newtonovou metodou ( I T M R N ) . 
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Kombinace i m p l i c i t n í Taylorovy metody s r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m a Newtonovou 
metodou ( I T M R N ) 

Členy I T M R N p o č í t á m e r e k u r e n t n ě p o d o b n ě jako v předcházej íc ích p ř ík ladech . K v ý p o č t u 
impl ic i tně vy jád řených členů použ i j eme opě t Newtonovu metodu. 

V Obr . 5.24 je zobrazena závislost ab so lu tn í chyby v ý p o č t u |Error(y) | = |y(10) — yj | , 
(kde i-h = 10) v čase TMAX = 10 v závislost i na velikosti i n t eg račn ího kroku h. Větš í sta
b i l i t a impl ic i tn í Taylorovy metody umožňu je použ i t í vě t š ího in t eg račn ího kroku - n a p ř . pro 
expl ic i tní Taylorovu metodu ORD = 1 m ů ž e m e zvolit m a x i m á l n í in tegračn í krok h = 0.03 
př i abso lu tn í chybě v ý p o č t u |Error(y) | = 0.0125491, p ř i v ý p o č t u p o m o c í impl ic i tn í Tay
lorovy metody m ů ž e m e p o č í t a t s i n t e g r a č n í m krokem h = 0.5 př i abso lu tn í c h y b ě v ý p o č t u 
|Error(y) | = 0.0961105. 

1e-006 1e-005 0.0001 0.001 0.01 0.1 H 1 1e-006 1e-005 0.0001 0.001 0.01 0.1 ti 1 

O b r á z e k 5.25: I T M R N - p o č e t Newt . i te rac í O b r á z e k 5.26: I T M R N - p o č e t Newt . i te rac í 
pro ORD = 1,2,3 v závislost i na HM 

V Obr . 5.25 je zobrazen celkový p o č e t N e w t o n o v ý c h i te rac í j p o t ř e b n ý k v ý p o č t u 
řešení (5.53) pro \x = 10 a TMAX = 10 s d a n ý m i n t e g r a č n í m krokem h. Rozd í lný p o č e t 
N e w t o n o v ý c h i te rac í u různých ř á d ů impl ic i tn í Taylorovy metody se pro jev í až př i větš í 
h o d n o t ě in t eg račn ího kroku. 

Za j ímavý je v šak v tomto p ř í p a d ě celkový p o č e t N e w t o n o v ý c h i te rac í j v závis lost i na 
velikosti k roku diferenční formule viz Obr . 5.26. O p t i m á l n í hodnota kroku diferenční 
formule v d a n é m p ř í p a d ě je HN = 0.001, menš í hodnoty se j iž na zmenšen í celkového p o č t u 
i terací v ý r a z n ě nepro jev í . P ř i všech h o d n o t á c h h N b y l o b d r ž e n s te jný výs ledek. Newtonova 
metoda byla u k o n č e n a př i dosažen í n a s t a v e n é p řesnos t i v ý p o č t u TO L = 1 0 ~ 1 0 . 

V Tab. 5.36 je zobrazena abso lu tn í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku pro I T M R N r ů z n é h o 
ř á d u . V š i m n ě m e si klesající abso lu tn í chyby v ý p o č t u s ros touc í hodnotou u. Potvrzuje se 
opě t , že I T M R N je v h o d n á pro "velmi t u h é " s y s t é m y diferenciálních rovnic. 

S r o s t o u c í m ř á d e m I T M R N m u s í m e snižovat velikost k roku v diferenční formuli JIN. Op
t i m á l n í velikost kroku je zobrazena v p o s l e d n í m ř á d k u Tab. 5.36. P o č e t N e w t o n o v ý c h 
i terací se pohybuje v p r ů b ě h u v ý p o č t u v rozmezí 4 < j < 7. 

Z á v ě r 
P ř i řešení ne l ineárn í soustavy O D R (5.53) se projevuj í poz i t ivn í vlastnosti impl ic i tn í Tay
lorovy metody až př i větš ích h o d n o t á c h konstanty u. O p ě t se potvrzuje vhodnost použ i t í 
impl ic i tn í Taylorovy metody pro s y s t é m y s vysokou t u h o s t í . 
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Tabulka 5.36: A b s o l u t n í chyba v ý p o č t u v p r v n í m kroku I T M R N : h = 1, TOL = 10 

Er ro r (y ) | 

Oi?£> = 1 ORD = 2 ORD = 3 ORD = 4 

10 2.20562 x l O " 3 1.85222 x l O " 4 2.02124 x l O " 5 6.40326 x l O " 6 

100 2.2221 x l O " 5 1.32989 x l O " 7 1.64021 x l O " 8 1.78864 x l O " 9 

1000 2.22242 x l O " 7 1.48484 x l O " 1 0 2.14972 x l O " 1 3 6.68134 x l O " 1 4 

hN I Q " 1 I Q - 3 1 0 " 6 1 0 " 9 

P ř i implementaci I T M R N s n u m e r i c k ý m v ý p o č t e m derivace v N e w t o n o v ě m e t o d ě se př i 
řešení p r o b l é m u (5.53) objevuje zá sadn í závislost na v h o d n é volbě kroku hN v der ivačn í 
formuli. S r o s t o u c í m ř á d e m I T M R N jsme nuceni pro o p t i m á l n í p o č e t N e w t o n o v ý c h i te rac í 
v p r ů b ě h u v ý p o č t u snižovat hodnotu hjy-

5.7 Shrnut í 

M o d e r n í metody Taylorovy ř a d y posky tu j í velice p ř e s n é řešení obyčejných diferenciálních 
rovnic. H l a v n í m p r o b l é m e m u metod Taylorovy ř a d y je generován í vyšších der ivací p o m o c í 
tvoř íc ích diferenciálních rovnic. V současné d o b ě lze však ú s p ě š n ě využ í t v h o d n ý c h par
alelních architektur. P ř e d e v š í m u rozsáh lých soustav diferenciálních rovnic lze v h o d n ý m 
n a v r ž e n í m r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u členů Taylorovy ř a d y v ý p o č e t z n a č n ě urychli t . 

P ro řešení t u h ý c h s y s t é m ů , obzv lá š t ě s y s t é m ů , kde h l e d á m e us t á l ený stav řešení na 
de lš ím časovém intervalu, se jeví jako v h o d n é použ i t í impl ic i tn í Taylorovy metody s rekur-
n e t n í m v ý p o č t e m členů a Newtonovou metodou ( I T M R N ) . V mnoha p ř í p a d e c h se I T M R N 
e x p e r i m e n t á l n ě osvědči la jako v h o d n á pro řešení S D R s "vysokou t u h o s t í " . 

U mnoha t u h ý c h p r o b l é m ů je n e z b y t n é použ í t víceslovní ar i tmet iku pro dosažení dosta
t ečné p řesnos t i , rychlosti a s tabil i ty v ý p o č t u . 
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K a p i t o l a 6 

Závěr 

P ř e d l o ž e n á d i se r t ačn í p r á c e se z a b ý v á ana lýzou t u h ý c h ("stiff") soustav diferenciálních 
rovnic. V p r ů b ě h u zpracováván í z a d a n é h o t é m a t u d i se r t ačn í p r á c e se ukáza lo , že je v h o d n é 
pro komplexn í řešení p r o b l é m u rozšíř i t z a d a n é t é m a t a k é o možnos t i řešení stiff soustav 
diferenciálních rovnic. 

Obsah p r á c e bude nyní shrnut do někol ika k roků . Nejprve uvedu použ i t ý p ř í s t u p k řešení , 
dá le dosažené výs ledky a konečně n a z n a č í m možnos t i da lš ího v ý z k u m u . 

6.1 Zvolený př í s tup k řešení 

Řešení t u h ý c h soustav diferenciálních rovnic p a t ř í i v současné d o b ě s tá le mezi p rob lémové . 
V praxi se k řešení b ě ž n ě využíva j í impl ic i tn í numer ické metody, k t e r é ma j í velkou oblast 
abso lu tn í stabil i ty řešení . D íky tomu je m o ž n o s n i m i p r o v á d ě t n u m e r i c k ý v ý p o č e t u t u h ý c h 
S D R s p o u ž i t í m vě tš ího in t eg račn ího k roku oproti b ě ž n ě p o u ž í v a n ý m exp l i c i tn ím numeric
k ý m m e t o d á m . Velká oblast abso lu tn í s tabil i ty u t ěch to impl ic i tn ích numer i ckých metod je 
v šak v y v á ž e n a m a l ý m ř á d e m t ěch to metod. 

Ve své p rác i jsem se nejprve věnoval s h r o m á ž d ě n í d o s t u p n ý c h informací o ana lýze a př ís
tupech k řešení soustav diferenciálních rovnic ( S D R ) . Zvláš tn í pozornost jsem věnoval p řede
vš ím n u m e r i c k é m u řešení S D R . 

N a v y b r a n ý c h p ř í p a d e c h jsem kr i t icky zhodnot i l použ i t í a vlastnosti j e d n o t l i v ý c h nu
mer ických metod se z a m ě ř e n í m na stabi l i tu, konvergenci a p ře snos t numer i ckého v ý p o č t u . 

Dá le jsem e x p e r i m e n t á l n ě ověřoval možnos t i řešení t u h ý c h s y s t é m ů p o m o c í v l i t e r a tu ř e 
m é n ě z m i ň o v a n é Taylorovy řady. 

6.2 Dosažené výsledky 

Ve své p rác i jsem se věnoval ana lýze t u h ý c h s y s t é m ů a jejich m o ž n é m u v h o d n é m u z p ů s o b u 
řešení p ř e d e v š í m p o m o c í Taylorovy metody. 

P r o b l é m e m př i řešení t u h ý c h S D R je i n a d á l e jejich detekce. V p rác i navrhuji novou 
m o ž n o s t detekce "tuhosti" v S D R , k t e r á vycház í p ř í m o z p o r o v n á n í č lenů expl ic i tn í Tay
lorovy ř a d y (není z a p o t ř e b í p o č í t a t Jacobiovu mat ic i ani v l a s tn í čísla řešené soustavy). 
Ana lyzova l jsem tedy m o ž n o s t detekce t u h ý c h S D R z r o z d í l n ý c h č l e n ů e x p l i c i t n í 
Taylorovy ř a d y v závislost i na jejich konvergenci a délce i n t eg račn ího kroku. 

Dá le byly v p rác i h l e d á n y a n a v r ž e n y m o ž n é p ř í s t u p y k o d s t r a n ě n í tuhosti ze soustav 
diferenciálních rovnic. M n o h o S D R obsahuje tzv. "uměle v n á š e n o u tuhost". P r o tyto S D R 
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jsem navrhl a e x p e r i m e n t á l n ě ověřil nový m o ž n ý p ř í s t u p o d s t r a n ě n í tuhosti ze S D R 
p o m o c í n a l e z e n í n o v é e k v i v a l e n t n í S D R se s n í ž e n o u (nebo zcela o d s t r a n ě n o u ) 
t u h o s t í . Tuto novou ekv iva len tn í S D R lze p o t é bez p r o b l é m ů řeši t b ě ž n ý m i expl ic i tn ími 
n u m e r i c k ý m i metodami. 

V p rác i by la provedena p o d r o b n á a n a l ý z a konvergence a stability e x p l i c i t n í a n o v ě 
t a k é i m p l i c i t n í Taylorovy ř a d y . N a v y b r a n ý c h d e m o n s t r a č n í c h p ř ík l adech jsem se za
měř i l p ř e d e v š í m na možnos t i p řesnos t i numer i ckého v ý p o č t u obou metod. 

Jako za j ímavá se jeví př i řešení t u h ý c h s y s t é m ů impl ic i tn í Taylorova ř a d a , k t e r á posky
tuje vyšší ř ád , tedy přesnějš í řešení prot i t r a d i č n í m imp l i c i t n ím n u m e r i c k ý m m e t o d á m . N a 
v y b r a n ý c h p ř ík ladech bylo e x p e r i m e n t á l n ě d e m o n s t r o v á n o ř e š e n í t u h ý c h s y s t é m ů po
m o c í i m p l i c i t n í Taylorovy ř a d y s Newtonovou i t e r a c í a r e k u r e n t n í m v ý p o č t e m 
č l e n ů Taylorovy ř a d y ( I T M R N ) . B y l n a v r ž e n algoritmus (p ředevš ím r e k u r e n t n í v ý p o 
čet č lenů Taylorovy ř a d y ) pro m o ž n o u b u d o u c í paralelizaci v ý p o č t u na v h o d n é h a r d w a r o v é 
a r c h i t e k t u ř e . I T M R N se z p r o v á d ě n ý c h e x p e r i m e n t ů jeví jako v h o d n á n u m e r i c k á metoda 
p ředevš ím pro řešení soustav diferenciálních rovnic s vysokou t u h o s t í . U p r o b l é m ů s vysokou 
t u h o s t í se jeví jako stěžejní (k p ř e s n é m u a rych l ému v ý p o č t u ) rovněž p o u ž i t í v í c e s l o v n í 
aritmetiky. 

6.3 Možnost i dalšího výzkumu 

V d r u h é čás t i p r á c e byla d e m o n s t r o v á n a na konk ré tn í ch p ř ík ladech m é n ě z n á m á metoda 
impl ic i tn í Taylorovy řady. Jednalo se o zák l adn í v ý z k u m na zák ladě mnoha e x p e r i m e n t ů . 
Možnos t í da lš ího v ý z k u m u je p o d r o b n é vymezen í skupiny p r o b l é m ů , na k t e r é je impl ic i tn í 
Taylorova ř a d a "použ i t e lná" (v technické praxi se m ů ž e m e setkat s n e s t a n d a r t n í m i p r o b l é m y 
jako jsou "detekce nespojitosti" apod.). 

Za j ímavé se t a k é m ů ž e jevit p r o z k o u m á n í semi- impl ic i tn í Taylorovy řady, (tedy kom
binace expl ic i tn í a impl ic i tn í numer ické metody) využívaj íc í r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u vyšších 
der ivací a zajišťující vlastnost A-s tab i ln í numer ické metody. 
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Př í l oha A 

RLC parazitní 

Ř e š m e soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

W ' = -1012y - 109w , W(0) = 1 , 

x' = y - z - x , x(0) = 1 , , 

y> = 10^W - I 0 1 2 x , y(0) = 1, 1 ' 
z' = x , z(0) = 1 . 

A . l Analytické řešení 

Ze soustavy diferenciálních rovnic ( A . l ) v y j á d ř í m e w,x,y za p o m o c í funkce z a jejich 
der ivací z', z", z1" 

x = z' , 

y = z" + z' + z , (A.2) 
,., _ z"'+z"+z' i _/ 
^ — J p 2 h 2 • 

Ze soustavy ( A . l ) v y j á d ř í m e p o s t u p n ě z",z"',z^ 

z" = x1 = y — z — x , 

z ' " = y' -z' - z" = 1012w - 1012x - x -y + z + x , 
z( 4 ) = 10 1 V - 10 1 V - y' + z' = 

= 1 0 1 2 ( - 1 0 1 2y - 109w) - 1012(y - z - x ) - 1012w + 1 0 1 2 x + x , 

při dosazován í (A.2) z í skáme obyče jnou diferenciální rovnici č t v r t é h o ř á d u ekv iva len tn í se 
soustavou ( A . l ) ve tvaru 

z (4) + (io 9 + l ) z w + ( 1 0 2 4 + 10 9 + 1 0 1 2 + l ) z " + ( 1 0 2 4 + 1 0 2 1 + 1 0 9 ) z ' + 1 0 2 4 z = 0 , (A.3) 

z diferenciální rovnice (A.3) v y j á d ř í m e charakteristickou rovnici ve tvaru 

A (4) + ( 1 0 9 + 1 ) A 3 + ( 1 0 2 4 + 1 ( ) 9 + 1 0 1 2 + ^2 + ( 1 Q 2 4 + 1 Q 2 1 + 1 Q 9 ^ + 1 Q 2 4 = Q _ (A.4) 

Pro kontrolu v y p o č t ě m e t a k é charakteristickou rovnici p o m o c í w a jejich der ivací . Nově 
v y p o č t e n á cha rak te r i s t i cká rovnice mus í bý t ekv iva len tn í s (A.4). 
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Ze soustavy ( A . l ) v y j á d ř í m e x, y, z za p o m o c í funkce w a jejich der ivací w', w", w'" 

i u/+10 9ui 
y - 1 i o 1 2 ' 
x = ^ ^ + w , (A.5) 
_ _ i u/±wPw w"+ltíi>w' _ „,, _ m " ' + 1 0 9 « ) " „„/ 
Z — J- ^gl2 2Q24 w ]Q2A w • 

Ze soustavy ( A . l ) v y j á d ř í m e p o s t u p n ě w",w"',w^ ve tvaru 

w" 
ví" 

- 1 0 1 2 y ' - 1 0 V = - 1 0 1 2 ( 1 0 1 2 w - 1 0 1 2 x ) - 1 0 V , 
- 1 0 1 2 ( 1 0 1 2 Í / / - 1 0 1 2 x ' ) - l O V = 
- 1 0 1 2 ( 1 0 1 : V - 1 0 1 2 ( y - z - x ) ) - 1 0 V , 

, 1 ! - -1012(1012w"-1012(y'-z'-x'))-109w"'= 

1 0 1 2 ( - 1 0 1 2 u / ' - 1 0 1 2 ( 1 0 1 2 w - 1 0 1 2 x - x - y + z + x)) - 10 9 w'" 

při p o s t u p n é m dosazován í (A.5) z í skáme diferenciální rovnici č t v r t é h o ř á d u ekv iva len tn í se 
soustavou (A.l) 

WW + ( io 9 + l)w"' + ( 1 0 2 4 + 10 9 + 1 0 1 2 + l)w" + ( 1 0 2 4 + 1 0 2 1 + W9)w' + W^w = 0 , (A.6) 

z diferenciální rovnice (A.6) v y j á d ř í m e charakteristickou rovnici 

A ( 4 ) + (10 9 + 1)A 3 + ( 1 0 2 4 + 10 9 + 1 0 1 2 + 1)A 2 + ( 1 0 2 4 + 1 0 2 1 + 10 9 )A + 1 0 2 4 = 0 . (A.7) 

Charak t e r i s t i cké rovnice (A.7) a (A.4) jsou, jak jsme p ředpok láda l i , ekv iva len tn í . 

Ř e š m e charakteristickou rovnici (A.4) p o m o c í programu Maple 

e v a l f ( a l l v a l u e s ( s o l v e ( a ~ 4 + ( ( l + 1 0 " 9 ) * a " 3 ) + ( ( 1 0 ~ 2 4 + 1 0 ~ 9 + 1 0 " 1 2 + l ) * a " 2 ) 
+((20"24+10~9+10"21)*a)+10"24=0,a))) ; 

výs ledek je ve tvaru 

10.65222947 + 0.2686424830 • 1 0 8 / , -11.05222947 - 0.2686424830 • 1 0 8 / , 

-0.5000000004 • 10 9 - 0.9999998750 • 1 0 1 2 / , -0.5000000004 • 10 9 + 0.9999998750 • 10l2I 

Ř e š m e nyní v ý p o č e t v l a s tn ích čísel soustavy ( A . l ) a v ý p o č e t cha rak te r i s t i cké rovnice 
(A.4) p o m o c í programu M A T L A B 

syms w x y 
z ~ f = [ l ( T 1 2 - 1 0 " 1 2 * y - l ( T 9 * w ; y - z - x ; 10"12*w- l (T 12*x; x] 
J f = j a c o b i a n ( f ) 
e i g j f = e v a l ( e i g ( J f ) ) 

e ig_cha rEq=eva l ( so lve ( ' a "4+( ( l+10"9)*a~3)+( (10"24+10"9+10"12+l )*a"2 ) 
+((10"24+10"9+10"21)*a)+10"24=0>, 'a ' ) ) 
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výsledek o b d r ž í m e ve tvaru 

J f = 
[ -1000000000, 0, -1000000000000, 0] 
[ 0, - 1 , 1, -1] 
[ 1000000000000, -1000000000000, O, 0] 
[ O, 1, O, 0] 

e i g j f = 
8291320,65019803 - 6,01864820431015e-05i 
-8291321,71994416 + 6,01864830411525e-05i 
-499999999,965066 + 999999875034,864i 
-499999999,965188 - 999999875034,864i 

eig_charEq = 
8291320,65019803 - 6,01864820431015e-05i 
-8291321,71994416 + 6,01864830411525e-05i 
-499999999,965066 + 999999875034,864i 
-499999999,965188 - 999999875034,864i 

Vid íme , že výs ledky z p r o g r a m ů Map le a M A T L A B se liší. V y p o č t ě m e tedy v programu 
M A T L A B v las tn í čísla p ř í m o z Jacobiho matice soustavy ( A . l ) 

J = 

1 - 1 • 109 0 - 1 • 10 1 2 0 \ 
0 - 1 1 - 1 

1 • 10 1 2 - 1 • 10 1 2 0 0 v 0 1 0 0 / 
Pro kontrolu si s e s t av íme charakteristickou rovnici 

- 1 • 109 - A 0 - 1 • 10 1 2 0 
0 - 1 - A 1 - 1 

1-10 1 2 - 1 - 1 0 1 2 0 - A 0 ' 
0 1 0 0 - A 

A 4 + (109 + 1)A 3 + (109 + 10 2 4 + 1)A 2 + (109 + 10 2 4 )A + 10 2 4 = O . 

Zdro jový kód pro program M A T L A B 

A=[ -10~9 0 -10~12 0; 0 -1 1 - 1 ; 10~12 -10~12 0 0; 0 1 0 0] 
e igA_st i f f=e ig(A) 

eigCharEq=eval(solve('a~4+((l+10"9)*a~3)+((10~9+10~24+l)*a"2) 
+((10~9+10~24)*a)+10~24=0>,'a')) 

výsledek je ve tvaru 
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e igA_s t i f f= 
-499999999,999512 + 999999875000,492i 
-499999999,999512 - 999999875000,492i 
-0,500499999999500 + 0,865736536135273i 
-0,500499999999500 - 0,865736536135273i 

eigCharEq= 
-500000000,000000 + 999999874999,992i 
-500000000,000000 - 999999874999,992i 
-0,500000000000000 + 0,866025403784439i 
-0,500000000000000 - 0,866025403784439i 

obdrže l i jsme tedy hodnoty 

Rex = - 0 . 5 , J m i = 0.8657, Re2 = - 5 • 10 8 , Im2 = 1 0 1 2 . 

Očekávané řešení funkce z je ve tvaru 

z = e Ä e i t ( i í i C o s ( 7 m i ŕ ) + K2 s in(Jmiŕ) ) + eRe2Í(K3 cos(Im2t) + K4 s in ( Jm 2 ŕ ) ) , (A.8) 

kde n á s za j ímaj í n e z n á m é hodnoty konstant K\, K2, K3, K4. 
V y j á d ř í m e vyšší derivace z ve tvaru 

z' = Re1eReit(K1cos(Im1t)+K2sm(Im1t))+ 

+eReit{-K1Im1 s in (Jmi í ) + K2Im\ co s ( Jmi í ) )+ 

+Re2eRe2t(K3 cos(7ro 2 í ) + K4 s i n ( 7 m 2 í ) ) + 

+eRe2t(-K3Im2sm(Im2t) + K4Irn2cos(Im2t)) , 

z" = ( 7 ? e i ) 2 e f l e i í ( i í i c o s ^ m i í ) + K2sm(Imit)) + 

+Re1eReit(-K1Im1 s in(Tmií) + K2lmx cos ( Jmi ŕ ) )+ 

+ i ? e i e ň e i í ( - i f i / m i s i n ( / m i í ) + K2Im\ cos ( Jmi ŕ ) )+ 

+ e Ä e i * ( _ i f 1 ( / m i ) 2 c o s ( / m i í ) _ K 2 ( / m i ) 2 s i n ( 7 m i ť ) ) + 

+ (7?e 2) 2eÄ e 2 t(is:3 cos(Im2t) + K4 s i n ( J m 2 í ) ) + 

+ ň e 2 e ň e 2 t ( - í Í 3 / T O 2 s in(Jm 2 ť) + X 4 / m 2 cos(7ro 2 í))+ 

+Re2eRe2t(-K3Im2 sm(Im2t) + K4Im2 co s (7m 2 í ) )+ 

+ e Ä e 2 Í ( - i r 3 ( - f r n 2 ) 2 c o s ( / m 2 ŕ ) - AT 4 ( Im 2 ) 2 s i n ( / m 2 ť ) ) , 
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z"1 = (Re1)3eReit(K1cos(Im1t) +K2sm(Im1t)) + 

+ (Re1)2eReit(-K1Im1 s in(7mií) + K2Im1 cos (7mi í ) )+ 

+ (Re1)2eReit(-K1Im1 s in(7mií) + 7ř27TOi cos(7mi í ) )+ 

+ i ? e i e i i e i t ( - 7 í 1 ( 7 m i ) 2 c o s ( 7 m i í ) - K2(Im1)2 s in (7mi í ) )+ 

+ ( i ž e i ) 2 e f l e i t ( - 7 í i 7 m i sin(7miř) + 7 í 2 7 m i COS(7TOIÍ))+ 

+ i ? e i e f l e i t ( - 7 í i ( 7 m i ) 2 c o s ( 7 m i í ) - K2(Im1)2 s in (7mi í ) )+ 

+ i ? e i e f l e i t ( - 7 í i ( 7 m i ) 2 c o s ( 7 m i í ) - K2(Imi)2 s in (7mi í ) )+ 

+ e f l e i t ( 7 í i ( 7 m i ) 3 s i n ( 7 m i í ) - K2(Imi)3 COS(7TOIÍ))+ 

+ ( i ?e 2 ) 3 e i t e 2 Í (7 r 3 COS(7TO2Í) + 7f4 s i n ( 7 m 2 í ) ) + 

+ (Re2)2eRe2t(-K3Im2 s in (7m 2 í ) + K4Im2 cos (7m 2 í ) )+ 

+ (Re2)2eRe2t(-K3Im2 s in (7m 2 í ) + KAIm2 cos (7m 2 í ) )+ 

+Re2eRe2t(-K3(Im2)2 COS(7TO2Í) - KA(Im2)2 s i n ( 7 m 2 í ) ) + 

+ (Re2)2eRe2t(-K3Im2 s in (7m 2 í ) + K4Im2 cos (7m 2 í ) )+ 

+Re2eRe2t(-K3(Im2)2 COS(7TO2Č) - 7 f 4 (7m 2 ) 2 sin(7TO 2ť))+ 

+i?e 2 e i ^ e 2 t (-7^3(7TO 2 ) 2 cos(7m 2 í ) - KA(Im2)2 s i n ( 7 m 2 í ) ) + 

+eRe2t(K3(Im2)3 s in (7m 2 í ) - K4(Im2)3 cos(7m 2 í ) ) . 

Ze soustavy ( A . l ) v y j á d ř í m e p o č á t e č n í p o d m í n k y z '(0), z"(0) , z '"(0) ve tvaru 

z " ' (0) = y'(0) - « '(0) - s'(0) = 

= 10 1 2 w(0) - 10 1 2 x(0) - z(0) - y(0) + z(0) + z(0) = 0 . 

D o s a d í m e p o č á t e č n í p o d m í n k y z(0) , z ' (0) , z"(0) , z'"(0) do (A.8) a (A.9) 

z(0) = T í i + T í a , 

2/(0) = ižeiTÍ! + 7mi7s:2 + fleaTTg + Im2K4 , 

z"(0) = ( i ž e i ) 2 7 í 1 + ReiImiK2 + RexImxK2 - (Im1)2K1 + 

+(Re2)2K3 + Re2Im2KA + Re2Im2KA + (Im2)2K3 , 

z"'(0) = (Re1)3K1 + (Re1)2Im1K2 + (Re1)2Im1K2-Re1(Im1)K1 + 

+(Re1)2Im1K2 - Re\(Im\)2Ki - Re^Irm)2^ - (Imi)3K2+ 

+(Re2)3K3 + (Re2)2Im2KA + (Re2)2Im2KA - Re2(Im2)2K3+ 

+(Re2)2Im2KA - Re2(Im2)2K3 - Re2(Im2)2K3 - (Im2)3KA . 

Ze soustavy ( A . 11) v y p o č t e m e konstanty Ki, K2, K3, 7 Í 4 

z'(0) 

z"(0) 

x(0) = 1 , 

x'(0) = y(0) - z(0) - x(0) = - 1 
(A.10) 

Kx = 1, 
K2 = 1.733206279, 
K3 = -0.1000998749 • 10" 
7 Í 4 = -0.1501499310 • 10" 
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Výs ledné ana ly t i cké řešení je ve tvaru 

z = e -° - 5 t (cos(0 .8657í) + 1.733206279 sin(0.8657í))+ 
+ e - 5 - l o 8 t ( -0 .1000998749 • 10~ 2 3 cos(10 1 2 ŕ ) - 0.1501499310 • 10~ 2 6 s i n ( 1 0 1 2 ŕ ) ) . ( ' ' 

V Obr . A . l nalezneme p o r o v n a n í n á m i na lezené ana ly t i cké řešení " Z _ A N " (A.12) s nume
r ickým řešen ím " Z " v T K S L / 3 8 6 . 

O b r á z e k A . l : Řešen í T K S L / 3 8 6 

Pro názo rnos t uvedeme u k á z k u ana ly t i ckého řešení soustavy ( A . l ) p o m o c í programu 
Maple . Zdro jový kód pro program Map le je ve tvaru 

R l : = 0 . 0 0 1 ; L I : = 1 * 1 0 " ( - 1 2 ) ; C l : = 1 * 1 0 " ( - 1 2 ) ; R 2 : = l ; L 2 : = l ; C 2 : = l ; 
e q l : = d i f f ( w ( t ) , t ) = ( l / L l ) * ( - y ( t ) - R l * w ( t ) ) ; 
eq2:= d i f f ( x ( t ) , t ) = ( l / L 2 ) * ( y ( t ) - z ( t ) - R 2 * x ( t ) ) ; 
eq3:= d i f f ( y ( t ) , t ) = ( l / C l ) * ( w ( t ) - x ( t ) ) ; 
eq4:= d i f f ( z ( t ) , t ) = ( l / C 2 ) * ( x ( t ) ) ; 
s o l : = d s o l v e ( { e q l , w ( 0 ) = l , eq2 , x ( 0 ) = l , eq3 , y ( 0 ) = l , 

eq4, z ( 0 ) = l > , {w( t ) ,x(t) ,y(t) , z ( t ) » ; 
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řešení je p o t é ve tvaru 

sol := {z(t) = (.2000000000e - 22 + .2000000000e - 9 * 7 ) * exp(-.5005000000 * í) * sin(.8657365361 * í) 
+(.1000000000e - 12 - .1000000000e - 25 * 7) * exp(-500000000. * í) * sin(.9999998750el2 * í ) + 
+(.5781204550 - .5781204550e - 13 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * sm(.8657365361 * í) 
+(1.000000000 - .lOOOOOOOOOe - 12 * 7) * exp(-.5005000000 * t) * cos(.8657365361 * t) 
+(-.6249999990e - 13 + .6249999990e - 26 * 7) * exp(-500000000. * í) * cos(.9999998750el2 * í) 
+(.1000500125e - 26 + .7499291372e - 30 * 7) * exp(-500000000. * í) * cos(.9999998750el2 * í) 
+(-.6249999990e - 26 - .6249999990e - 13 * 7) * exp(-500000000. * í) * sin(.9999998750el2 * í) 
+(.1000000000e - 25 + .lOOOOOOOOOe - 12 * 7) * exp(-500000000. * í) * cos(.9999998750el2 * í) 
+(.7311680150e - 33 - .4999998738e — 21*7")* exp(-.5005000000 * í) * sm(.8657365361 * í) 
+(.H53065370e - 14 + .1155664378e - 14 * 7) * exp(-.5005000000 * t) * sm(.8657365361 * t) 
+(-.4991251604e - 24 - .5002501880e - 24 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * cos(.8657365361 * í) 
+(-.9982498215e - 24 - .1000499875e - 23 * 7) * exp(-500000000. * í) * cos(.9999998750el2 * í) 
+(-.5002501880e - 24 + .4991251604e - 24 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * sin(.8657365361 * í) 
+(-.1874822840e - 36 + .2501250308e - 33 * 7) * exp(-.5005000000 * t) * sin(.8657365361 * t) 
+(.H55663512e - 11 + .8662325162e - 15 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * sm(.8657365361 * í) 
+(-.2501250308e - 33 - .1874822840e - 36 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * cos(.8657365361 * í) 
+(.2922827329e - 36 - .1998738000e - 24 * 7) * exp(-500000000. * í) * sin(.9999998750el2 * í) 
+(.4999998738e - 21 + .7311680150e - 33 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * cos(.8657365361 * í) 
+(.1262000000e - 27 + .1845468536e - 39 * 7) * exp(-500000000. * í) * cos(.9999998750el2 * í) 
+(1.155085824 + .1689124044e - 11 * 7) * exp(-.5005000000 * í) * sin(.8657365361 * í) 
+(-.1000499751e - 23 - .7499288567e - 27 * 7) * exp(-500000000. * í) * sin(.9999998750el2 * í) 
+(-.1497375917e - 26 - .1500751001e - 26 * 7) * exp(-500000000. * t) * sin(.9999998750el2 * ť), 
w(t) = ...,x(t) = ...,y(t) = ...} 

Hledejme nyní ana ly t i cké řešení z pro soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

W ' = -1012y - 109w , 

x' = y — z — x , 
y> = 1012W - 1012X , 

z' = X , 

Soustava ( A . 13) popisuje v čase t = 0 u s t á l ený stav v R L C obvodu viz 4.3.2 (obvodem 

n e p r o t é k á ž á d n ý proud u>(0) = x(0) = 0 a n a p ě t í na k o n d e n z á t o r e c h je rovno v s t u p n í m u 

n a p ě t í y(0) = z(0) = 1). 

Ana ly t i cké řešení funkce z v y j á d ř í m e p o d o b n ě jako pro soustavu ( A . 13). P r o p o č á t e č n í 

p o d m í n k y z(0) = 1, z'(0) = 0, z"(0) = 0, z"'(0) = 0 v y p o č t e m e ze soustavy (A.11) konstanty 

Kl = 1 , 

K2 = 0.5781204548, 

K3 = -0.9999987499 • 1 0 " 2 4 , 

K4 = -0.1499999311 • 1 0 " 2 6 . 

Výs l edné ana ly t i cké řešení je ve tvaru 

z = e - ° - 5 t ( c o s ( 0 . 8 6 5 7 í ) + 0.5781204548 sin(0.8657í))+ 

+ e-5-io 8t(_ 0.9999987499 . IQ-24 C O S (10 1 2 í ) - 0.1499999311 • ÍO" 2 6 s i n ( 1 0 1 2 í ) ) . ^ ' ' 

V Obr . A . 2 nalezneme p o r o v n á n í n á m i na lezeného ana ly t i ckého řešení " Z _ A N " (A.14) 

s n u m e r i c k ý m řešen ím " Z " v T K S L / 3 8 6 . 

w(0) 

x(0) 

y(o) 
z(0) 

o, 
0 , 

1, 
1. 

(A.13) 
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O b r á z e k A . 2 : Řešen í T K S L / 3 8 6 

A.2 Numerické řešení 

S h o d n o ť m e m o ž n o s t i řešení soustavy O D R (A.13) p o m o c í r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u členů ex
pl ici tní a impl ic i tn í Taylorovy metody. 

A . 2 . 1 E x p l i c i t n í T a y l o r o v a m e t o d a 

V y j á d ř í m e předcházej íc í soustavu diferenciálních rovnic ( A . 13) p o m o c í expl ic i tn í Taylorovy 
ř a d y ve tvaru 

w i + 1 = Wi + DWli + DW2i + --- + DWni, 
Xi+i = Xi + DXli + DX2i + hDXm, 
y i + 1 = yi + DYli + DY2i + --- + DYni, 
Zi+i = zi + DZ\i + DZ2i + --- + DZni, 

kde členy v y j á d ř í m e r e k u r e n t n ě ve tvaru 

DWli = h(-W12

Vi - W9Wi) , DXli = HVÍ-ZÍ-XÍ), 
DW2i = | ( - 1 0 1 2 D y i i - VŕDWlí) , DX2i = %(DYU - DZli - DXli) , 

DWrii = ^(-1012DY(n - 1)i-109DW(n-l)i) , DXni = %(DY(n - l ) ť - DZ(n - l ) ť - DX(n - l ) ť ) . 

DYli = h(1012Wi - 1012XÍ) , DZli = h(xi) , 
DY2i = ! ( 1 0 1 2 £ W 1 Í - IQ12 DXli) , DZ2t = | ( D X l ť ) , 

DYrii = ^(1012DW(n - l ) ť - 1012DX(n - l ) ť ) , DZni = %(DX(n - l ) ť ) . 

Z a m ě ř m e se nyní na odvození č lenů u impl ic i tn í Taylorovy řady. 
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A . 2 . 2 I m p l i c i t n í T a y l o r o v a m e t o d a 

V y j á d ř e m e předcházej íc í soustavu diferenciálních rovnic ( A . 13) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy 
ř a d y ve tvaru 

Wi+\ — w% -\- nwi+1 2 w i + 1 -\- g, w i + 1 k l w i + 1 , 
rp. 1 - r+hr' -h?T» +hL„, {-h)k (fc) 
M+l — ^ ̂  " - x i + l 2 x i + l ^ 3! i+1 fc! i+1 ' 
ž/i+i — Vi^r nyi+1 2 y i + 1 -t- 3 ! y í + 1 fc! y i + 1 , 
r- , - r +hr' -^-7» +ht7"' _ (~fe)fc ~(fc) 

kde vyšší derivace v y j á d ř í m e ve tvaru 

w'i+1 = -1012yi+1 - 109wi+1 , 

x'i+l = yi+i - Zi+i - Xi+i , 

y'i+1 = 1012wi+1 - 1012xi+1 , 

z'i+i = Xi+l , 

( A 1 5 ) 

y'Ui = -W12y't+1 - l O V + i , 

XÍ+1 = Vi+1 ~ ZÍ+1 ~ XÍ+1 ! 
, / / _ i n l 2 / _ i n l 2 J 

y" — T' ^i+1 ~~ ^i+1 ) 

„(") _ - l O 1 2 ^ ™ " 1 ) - Í O 9 ^ ^ " 1 ) 
~~ wi+1 i+1 ' 

^ í + 1 ~~ WÍ+1 ^Í+1 ^ í + l ! 

Wi+1 — 1 U w i + i 1 U X i + 1 ' 
Án) _ „ f a - 1 ) 

^ i + l ~~ x i + l 

Ze soustavy (A.15) po dosazován í vyšších der ivací v y j á d ř í m e WÍ+I,XÍ+I,yi+i, ZÍ+I ve tvaru 
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ORD = 1 

jm = 1000000001 • h + 0.1001 • 10 2 5 • h3 + 0.1 • 10 2 5 • h2 + 0.1 • 10 2 5 • h4 + 1. 

Wi+i = (0.1 • 10 2 5 • h2 -XÍ - 0 . 1 • 10 1 3 • h2 • y i - 0 . 1 • 1 0 1 3 • h3 • V i -

-0.1 • 10 2 5 • h3 • Zi + 0.1 • 10 1 3 • Wi • h2 + Wi • h + W i -

-0 .1 • 1 0 1 3 • h • yi)/jm , 

x i + 1 = (10 9 -h-Xi + 10 9 -h2 -vi- 10 9 -h2 -zi +0 .1 - 10 2 5 • h2 • X i -

-0.1 • 10 2 5 • h3 • ZÍ + Xi + h- yi - h • Zi +0.1 • 1 0 1 3 • wi • h2)/jm , 

yi+1 = (1000000001 • h • yt + 10 9 • h3 • yt + 1000000001 • h2 • yt + y ť + 

+0.1 • 1 0 1 3 • Wi • h3 + 0.1 • 1 0 1 3 -Wi-h2 + 0.1 • 1 0 1 3 -Wi-h-

-0.1 • 10 2 2 • / i 2 • X i + 0.1 • 10 2 2 • h3 • ZÍ - 0.1 • 10 1 3 -h-Xi+ 

+0.1 • 1 0 1 3 • h2 • Zi)/jm, 

Zi+i = (1000000001 • h- Zi + 0.1001 • 10 2 5 • h3 • Z i + 0.1 • 10 2 5 • h2 • Zi+ 

+Zi + 10 9 • h2 • XÍ + 10 9 • h3 • V i + 0.1 • 10 2 5 • Xi • h3 + h • Xi+ 

+h2 • yi +0.1 • 1 0 1 3 • Wi • h3)/jm, 
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ORD = 2 

jm = 4 + 0.2000002004 • 10 1 9 • h2 +0.2 • 10 3 4 • h3 + 0.1 • 10 4 9 • h4+ 

+0.5005 • 10 4 8 • h7 + 0.501 • 10 4 8 • h6 + 0.25000025 • 10 4 8 • ha+ 

+0.1001 • 10 4 9 • h5 + 4000000004 • h , 

W i + 1 = - 1 . (0.4- 10 1 3 • h-VÍ +0.2000000004- Í O 2 2 • h2 • V i - 4 - W i • h-

- 4 - W Í - 0.2 • 10 2 5 • h2 • XÍ - 0.2000000002 • 1 0 3 4 • Xi • h 3 + 

+0.2000000002 • 10 2 2 • h3 • V i + 0.2 • 10 2 5 • Wi • h2+ 

+0.2 • 10 2 5 • Wi • h3 + 0.1 • 10 2 5 • h5 • WÍ+ 

+0.5 • 10 3 6 • h 6 • wi - 0.1 • 10 4 9 • XÍ • h 4 + 

+0.1000000001 • 10 3 4 • h4 • ZÍ - 0.999999999 • 1 0 3 3 • h4 • V i -

-0 .1 • 10 3 7 - h 4 - W i + 0.5 • 10 4 8 • h 6 • XÍ + 0.1 • 10 4 9 • h5 • Zi+ 

-0.5005 • 10 4 8 • h6 • ZÍ + 0.5 • 10 3 3 • h6 • V i + 0.1001 • 10 2 5 • h5 • yj/jm , 

Xi+i = - 2 • (0.25 • 10 3 6 • h6-Wi+ 0.25 -104S-h6-Xi + 0.25025 • 104S • h6 • Z i + 

+0.25 • 1 0 3 3 • h6 • y i + 0.5 • 1 0 3 3 -h5 -XÍ+ 0.5 • 10 4 8 • h5 • Zi+ 

+0.5 • 10 2 4 - h 5 - y i - 0.5 • 10 4 8 • XÍ • h 4 + 0.1 • 10 3 4 • h4 • Z i -

-0.4999999995 • 10 3 3 • h4 • V i - 0.5 • 10 3 6 • h4 • Wi+ 

+0.1000001001 • 10 1 9 • h3 • ZÍ - 0.1000000001 • 10 1 9 • h3 • V i -

-0 .1 • 10 3 4 • XÍ • h3 - 0.1000000001 • 10 2 2 • Wi • h3 - 0.1 • 10 1 3 - W i - h 2 -

-2000000001 • h2 • y i + 2000000001 • h2 • Z i - 0.1 • 10 1 9 • h2 • X i  

+2 • h • ZÍ - 2 • h • yi - 2 • ÍO 9 • h • xi - 2 • x i)/jm , 

yi+1 = (-0.4 • 10 1 3 -h-Xi- 0.4000000002 • 10 2 2 • h2 • X i - 0.1999998 • 10 2 5 • h2 • V i -

-0.2001998 • 10 2 5 • h3 • V i + 0.2 • 1 0 1 3 • h2 • Z i + 0.2000000002 • 10 2 2 • h3 • Zi+ 

+0.2000000004 • 10 2 2 • Wi • h2 + 0.4 • 10 1 3 -Wi-h + 4000000004 • h • y i + 

+4 • y i - 0.2000000002 • 10 3 1 • Xi • h3 - 0.999999999 • 10 4 5 • Xi • h4+ 

+0.1000001 • 1 0 3 7 • h4 • ZÍ - 0.1000001 • 10 3 1 • h4 • Vi+ 

+0.2000000002 • 10 2 2 • Wi • h3 - 0.999999999 • 1 0 3 3 • h4 • W i + 0.5 • 1 0 3 3 • h6 • Wi+ 

+0.1 • 10 3 7 • h5 • Xi + 0.1 • Í O 4 6 • h5 • ZÍ - 0.998999 • 10 2 4 • h5 • Vi+ 

+0.1001 • 10 2 5 -h5 -WÍ + 0.5 • 10 4 5 -h6 -XÍ+ 0.5004999995 • 10 4 5 • h6 • Zi+ 

+0.4999995 • 10 3 0 • h6 • yj/jm , 

Z i + 1 = (4000000004 -h- ZÍ+ 0.2000002002 • 10 1 9 • Xi • h3 + 0.2 • Í O 3 4 • Xi • h4+ 

+0.1000001 • 10 2 5 • h4 • y i + 0.1 • Í O 3 4 • h5 • V i + 0.1 • Í O 4 9 • h4 • Zi+ 

0.1001 • Í O 4 9 • h5 • ZÍ + 0.1000000001 • 10 2 2 • h4 • W i + 4 • Z i + 2000000002 • h3 • Vi+ 

4 • h • Xi + 2 • h2 • y i + 0.2000002004 • 10 1 9 • h2 • Z i + 4000000002 • h2 • Xi+ 

0.2 • Í O 3 4 • h3 • ZÍ + 0.1 • Í O 4 9 • h5 • XÍ + 0.5005 • Í O 4 8 • h& • Xi+ 

0.9999999995 • 10 4 5 • h6 • Z i + 0.5004999995 • 10 3 3 • h6 • V i + 0.1 • 1 0 3 7 • h5 • Wi+ 

0.50 05- 10 3 6 • h6 • WÍ)/jm 
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0.8308333333 • Í O 6 8 • h12 - 0.2504999998 • Í O 6 9 • h11 - 0.25100025 • Í O 7 2 • h 1 0 -

-0.10015 • 1 0 7 3 • h9 - 0.1503 • 1 0 7 3 • hs - 0.3003 • 10 7 3 • h7 - 0.3 • 1 0 7 3 • h6-

-0.8999999991 • 10 5 8 • h5 + 0.8999982 • 10 4 9 • h4 - 0.1800005405 • 10 2 9 • h3-

-0.5400005411 • 10 2 0 • h2 - 0.1080000001 • 10 1 2 • h - 108 , 

3 • (0.36 • 10 1 4 -h-Vi- 0.1200000001 • 10 3 5 • Xi • h3 + 0.2999994 • 10 4 9 • Xi • h 4 -

-0.6002994 • 10 3 7 • h4 • V i - 0.3000003003 • 10 4 3 • h5 • Vi+ 

+0.3000000003 • 1 0 3 4 • h4 • Z i - 0.2999997 • 10 4 9 • h5 • Z i + 0.3006 • 10 3 7 • h4 • Wi+ 

+0.6000000018 • 10 3 4 • Wi • h3 - 36 • Wi • h - 36 • Wi-

-0.4999999985 • 10 4 5 • h7 • W i + 0.18 • 10 2 6 -Wi-h2-

-0.5999994 • 10 3 7 • h3 • V i + 0.1800000004 • 10 2 2 • h2 • V i -

-0.18 • 10 2 6 • h2 • xi + 0.6 • 10 2 5 -h3 • zi- 0.3 • 10 5 8 • h5 • X i -

-0.1 • 1 0 7 3 • h6 • Xi + 0.1999999999 • 10 5 8 • h6 • Z i -

-0.999999999 • 10 5 7 • h6 • V i - 0.3 • 10 4 6 • h5 • Wi-

-0.1 • 10 6 1 -h6 -Wi + 0.5 • 10 6 0 -hs -Wi + 0.1668333333 • 10 6 0 • h9 • Wi+ 

+0.5000000005 • 1 0 5 7 • hr • X i + 0.1 • 1 0 7 3 • h7 • Z i + 0.9999995 • 10 4 8 • h7 • Vi+ 

+0.5 • 10 7 2 • hs • Xi + 0.1668333333 • 10 7 2 • h9 • X i + 0.5005 • 10 7 2 • hs • Zi+ 

+0.3333333332 • 1 0 6 9 • h9 • Z i + 0.1668333332 • 1 0 5 7 • h9 • Vi+ 

+0 .5 -10 5 7 -hs -y^/jm, 

2 • ( -54 • h • Vi + 54 • h • Zi - 0.9 • Í O 2 8 • Xi • h3 + 0.4499991 • 1 0 4 9 • Xi • h4+ 

+0.4499991004 • 10 3 4 • h4 • V i - 0.4499999996 • 1 0 4 3 • h5 • Vi+ 

+0.9000018014 • 10 2 8 • h4 • Z i - 0.4499991 • 10 4 9 • h5 • Zi+ 

+0.4499991 • 10 3 7 • h4 • W i - 0.1800000002 • 10 2 2 • Wi • h 3 -

- 5 4 • Xi + 0.7500000007 • 10 4 5 • h7 • W i - 0.27 • 10 1 4 -Wi-h2 + 

+0.8999973 • 10 2 5 • h3 • V i - 0.54 • 10 1 1 • h • X i - 0.5400000003 • 10 1 1 • h2 • Vi+ 

+0.5400000003 • 10 1 1 • h2 • Z i - 0.27 • 10 2 0 • h2 • Xi+ 

+0.2700001803 • 10 2 0 • h3 • Z i - 0.45 • 10 5 8 • h5 • X i -

-0.15 • 10 7 3 • h6 • Xi + 0.4499999998 • 10 5 8 • h6 • Z i -

-0.1499999999 • 10 5 8 • h6 • V i - 0.45 • 10 4 6 • h5 • W i -

-0.15 • 10 6 1 -h6 -Wi + 0.75 • 10 6 0 -hs -Wi+ 0.25025 • 10 6 0 • h9 • Wi+ 

+0.2249999999 • 10 5 8 • h7 • xi + 0.15 • 10 7 3 • h7 • Zi+ 

+0.150000075 • 10 4 9 • h7 • V i + 0.75 • 10 7 2 • hs • X i + 0.25025 • 10 7 2 • h9 • Xi+ 

+0.75075 • 10 7 2 • hs • zi + 0.4999999998 • 10 6 9 • h9 • Zi+ 

+0.2502499997 • 1 0 5 7 • h9 • V i + 0.75 • 10 5 7 • hs • yj/jm , 
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V i + 1 = - 3 - (0.3600000004- 10 1 1 • h • V i +0.5999982 • 10 3 7 -a* • h3+ 

+0.2999994003 • 10 4 6 • X i • h4 - 0.1200899401 • 10 3 5 • h4 • V i -

-0.3000006006 • 10 4 0 • h5 • V i - 0.2999991 • 1 0 3 7 • h4 • Zi+ 

+0.3000003006 • 10 4 0 • h5 • Z i - 0.6002994 • 1 0 3 7 • h4 • W i -

-0.5999994 • 1 0 3 7 • Wi • h3 + 0.36 • 10 1 4 • Wi • h + 36 • yt + 0.9999995 • 1 0 4 8 • h7 • Wi+ 

+0.1800000004 • 10 2 2 -Wi-h2 - 0.1199999402 • 10 3 5 • h3 • V i - 0.36 • 10 1 4 - h - X i -

-0.17999982 • 10 2 6 • h2 • V i + 0.18 • 10 1 4 • h2 • Z i - 0.3600000002 • 10 2 2 • h2 • Xi+ 

+0.1800000001 • 10 2 2 • h3 • ZÍ - 0.2999999997 • 10 5 5 • h5 • X i -

-0.999999999 • 10 6 9 • h6 • X i + 0.1000002 • 10 6 1 • h6 • Z i - 0.999999998 • 10 5 4 • h6 • V i -

-0.3000003003 • 1 0 4 3 • h5 • Wi - 0.999999999 • 1 0 5 7 • h6 • W i + 0.5 • 1 0 5 7 • hs • Wi+ 

+0.1668333332 • 10 5 7 • h9 • W i + 0.10000005 • 10 6 1 • hr • X i + 0.1 • 10 7 0 • h7 • Zi+ 

+0.1999999499 • 10 4 6 • h7 • V i + 0.5 • 10 6 9 • hs • X i + 0.1668333332 • 10 6 9 • h9 • Xi+ 

+0.5004999995 • 10 6 9 • hs • Z i + 0.333333333 • 10 6 6 • h9 • Zi+ 

+0.166833333 • 10 5 4 • h9 • V i + 0.5 • 10 5 4 • hs • yj/jm , 

Z i + 1 = - 1 . (0.1080000001 • 10 1 2 -h-Zi+ 0.5400003605 • 10 2 0 • X i • h3+ 

+0.1800003603 • 10 2 9 • X i • h4 - 0.8999973 • 10 2 5 • h4 • Vi+ 

+0.9000009018 • 10 2 8 • h5 • V i - 0.8999982 • 10 4 9 • h4 • Zi+ 

+0.8999999991 • 10 5 8 • h5 • Z i + 0.9000000009 • 10 2 2 • h4 • Wi+ 

+0.18 • 10 1 4 -Wi-h3 + 108 • Z i + 0.3 • 10 6 1 • h7 • W i + 

+0.5400000004 • 10 1 1 • h3 • V i + 108 • h • X i + 54 • h2 • Vi+ 

+0.5400005411 • 10 2 0 • h2 • Z i + 0.1080000001 • 10 1 2 • h2 • Xi+ 

+0.1800005405 • 10 2 9 • h3 • Z i - 0.8999982 • 10 4 9 • h5 • Xi+ 

+0.8999999996 • 10 5 8 • h6 • X i + 0.3 • 1 0 7 3 • h6 • Zi+ 

+0.3000006 • 10 4 9 • h6 • y i - 0.8999991 • 10 3 7 • h5 • Wi+ 

+0.5999999998 • 10 4 6 • h6 • W i + 0.15015 • 10 6 1 • hs • Wi+ 

+0.9999999995 • 10 5 7 • h9 • W i + 0.3 • 10 7 3 • h7 • Xi+ 

+0.3003 • 10 7 3 • h7 • zi + 0.3 • 10 5 8 • h7 • Vi+ 

+0.15015 • 10 7 3 • hs • X i + 0.9999999995 • 10 6 9 • h9 • Xi+ 

+0.2999999999 • 10 7 0 • hs • Z i + 0.5 • 10 6 9 • h9 • Zi+ 

+0.999999999 • 10 5 4 • h9 • V i + 0.1501499999 • 10 5 8 • hs • yj/jm . 

Z a m ě ř m e se nyní na možnos t i odvozen í r e k u r e n t n í h o v ý p o č t u členů u impl ic i tn í Taylorovy 
metody s Newtonovou i te rac í ( I T M R N ) . 
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A . 2 . 3 I T M R N 

V y j á d ř e m e soustavu diferenciálních rovnic (A.13) p o m o c í impl ic i tn í Taylorovy ř a d y ve tvaru 

- DWli+1 - DW2i+1 

_ n v i DX2i+1 -
Wi+l = 10, 
x i + í = Xi- DXli+1 

y i + 1 = y i - DYli+1 - DY2i+1 -
zi+i = Zi- DZli+1 - DZ2i+1 -

kde členy v y j á d ř í m e r e k u r e n t n ě ve tvaru 

DWh+1 

DW2i+1 

- DWni+1 

- DXni+1 , 
- DYni+i , 
DZni+1 , 

-h(-W12yi+1 - 1 0 9 w i + i ) , 
- ! ( - i o 1 2 L > y i i + i - W9DWli+1) 

DWm +i 

DXli+1 

DX2i+1 

- | ( - 1 0 1 2 L » F ( n - l ) i + i - W9DW(n - , 

-h(yi+1 — Zi+i — Xi+i) , 

- £ ( £ > Y l i + i - DZU+Í ~ DXU+Í) , 

DXni+1 = -$(DY(n-l)i+1-DZ(n-Í)i+1-DX(n-Í)i+1), 

DYli+1 = -h(W12wi+i - 1 0 1 2 x i + i ) , 
DY2i+1 = - | ( 1 0 1 2 W l i + i - 1 0 1 2 Z ? X l i + i ) , 

DYni+1 

DZli+1 

DZ2i+1 

•±(W12DW(n - l ) i + i - 1012DX(n - l ) i + 1 ) 

-hx, + 1 ! 
\DXli+1 

DZni+1 = -$DX(n-l)i+i. 

H l e d á m e tedy řešení soustavy rovnic ve tvaru 

fi(wi+i,Xi+i,yi+i,Zi+1) = -Wi+i+v 
f2{wi+1,xi+1,yi+1,zi+i) = -xi+í + Xi - u A - UJÍ z i + 1 i ^ \ r a i + i = u 
/3(WÍ+I,^Í+I,Ž/Í+I,^+I) = -Vi+i + Vi ~ DYli+1 - DY2i+1 DYni+1=0, 

i,Xi+i,yi+i,zi+i) = —Zi+i + Zi - DZÍi+i 

- L W l i + 1 - D W 2 i + i = 0 . 
- - DX2t+1 DXnt+1 = 0 , 

- D Z 2 i + i L » Z n i + i = 0 . h(wi+i,xi+i,yi+i, 

N u m e r i c k ý v ý p o č e t itfj+i, Xi+i, J/Í+I, 2 j+i provedeme p o m o c í Newtonovy iterace 

(A.16) 

W i + l J + l = W i + l J + a i + l ,j ) 

a^i+i j+ i = a ^ í + i j + h+ij ) 

ž/í+i j + i = Vi+i ,j + Ci+i ,j , 

zi+l,j+l = Zi+1,j + « 1 + 1 J • 

Koeficienty a j + i j , &Í+IJ , C j + i j , ^ i + i j p o č í t á m e ze soustavy 

/ /lto / l x 
Í2w J2x 

\ /4tu /4a: 

/ l i / / l z ^ 
/2j/ /2z 
/3j/ /3z 
/4j/ fiz J 

( ai+í,j \ 
h 
ci+l,j 

\ di+ij 

( -fi{wi+i,j,xi+ij,yi+ij,Zi+ij) \ 
— Í2{'Wi+l1j, Xi+l,j, Vi+l,j, 3) 
— f3(wi+lj, xi+l,j i Vi+l,j i zi+l,j) 

V -fi(wi+ij,Xi+ij,yi+ij,Zi+ij) J 
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kde parc iá ln í derivace jsou ve tvaru 

fi(w+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

fiw(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

fix(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

fiv(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

fiz(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

fi (WÍ+I,J + hN,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

fi (wi+i,j,xi+i,j + hN,yi+i,j,Zi+i,j) 

fi(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j + hN,zi+ij) 

fi(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j + hN) 

f2(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

f2w(Wi+l,j,Xi+l,j, Vi+l,j, Zi+l,j) 

f2x(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

f2y(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+ij) 

f2z(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j) 

H + h N , Xi+1 ,j, Vi+Í,j, Zi+í,j) 

h (wi+i,j,xi+i,j + hN,yi+i,j,Zi+i,j) 

f2(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j + hN,zi+ij) 

f2(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j + hN) 

-WÍ+IJ +Wi — DWU+i,j - D W 2 i + 1 j DWm+i,j •, 

íl O l 1+1 • .? + hN, X í+i,j,y i + lj* zi+l,j) - / i O 1+1 • .? ,X; 1+1 •.? ,y, i+i •i' ,z. 1+1 ,i) 

íl O l 1+1 • .? ,Xi+l • .? +hN,y Í + 1,3* 
hN  

zi+l,j) - / i O 1+1 • .? ,X; 1+1 •.? ,y, i+i •i' ,z. 1+1 ,i) 

íl O l 1+1 • .? ,Xi+l • .? ,Vi+l,j + hN, 
hN  

zi+l,j) - / l O i 1+1 • .? ,X; 1+1 •.? ,y, i+i •i' ,z. 1+1 ,i) 

íl O l 1+1 • .? ,Xi+l • .? ,Vi+l,j , z i + i 
hN 

,i+hn) - / I O 1+1 • .? ,X; 1+1 •.? • y, i+i • .? ,z. 1+1 

-(Wi+lj + /ijv) +Wi- DWlNw,i+l,j DWUNw,i+l,j 

-Wi+lJ +Wi — DWÍNx,i+l,j — DWUNx,i+l,j ; 

-Wi+lJ +Wi — DWÍNy,i+l,j — DWriNy,i+l,j , 

-Wi+lj + W i - DWlNz,i+l,j DWUNz,i+l,j ; 

—Xi+i,j + Xi — DX1Í+IJ — DX2i+ij — ••• — DXni+ij . 

Í2 O. i + l ,j + hN, X í+l,j,y Í + 1,3'Z i + l,j) -/2O1 i + l • 3 ,X; 1+1 • 3 ,y, 1+1 ,z. 1+1 .?•) 
hN 

Í2 O. i + l J,"i+1 • i +hN,y Í + 1,3'Z i + 1,3) -/2O1 i + l • 3 ,X; 1+1 • 3 ,y, 1+1 •j ,z. 1+1 .?•) 
hN 

Í2 O. i + l J,"i+1 • :i ,Vi+l,j + hN,z i + 1,3) -/2O1 i + l • 3 ,X; 1+1 • 3 ,y, 1+1 •j ,z. 1+1 .?•) 
hN 

Í2 O. i • 1 J,"i+1 • .; ,Vi+l,j >zi + l,3 + hN) -/2O1 i • 1 • 3 ,X; i • 1 • 3 • v, • 1 • 3 ,z. i • 1 
h N 

—Xi+ij + Xi — DX1NW,Í+I,J — • • • — DXriNw,i+i,j •, 

— (Xi+l,j + flN) + Xi — DXÍNx,i+l,j — • • • — DXllNx,i+l,j ; 

—Xi+l,j + Xi — DXÍNy,i+l,j — • • • — DXriNy,i+l,j , 

—Xi+ij + Xi — DX1NZ,Í+I,J — • • • — DXriNz,i+i,j ; 
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f3(wi+ij,Xi+ij,yi+ij,Zi+ij) = — Vi+i,j +Vi — D Y l i + i j — D Y 2 i + 1 j — D Y n i + 1 j , 

f I , . „ . , . y. , — f3(mi + l,3+hN,xi + l,j,Vi + l,j,zi + lj)-f3(mi + l d , x i + 1 j , y i + 1 j , z i + 1 j ) 
j3wyw%+i,3, y%+i,j, ti+ij) — hN 

f I , . „ . , . y. , .1 — / 3(™J + l , J S ^ i + l , 3+feiV . i/i + l , 3 . ^ i + l , 3 ) - / 3 ( " ' i + l , 3 . J ! i - l - l , j , y i - l - l , j , Z i - l - l , j ) 
^ 3 x 1 , ^ + 1 , ^ , - t i + l j , ^ i + l j j — h ] v 

f I , . „ . , . r- , -1 — / 3(™J + l , j . J : i + l , 3 . y i - l - l , j + feiV,Zi-l-l,j)-/3("'i + l , 3 . J ! i - l - l , j , y i - l - l , j , Z i - l - l , j ) 
y S y l . U ' t + l j , — h w 

í / , .1 _ f3(^i + l,j^i + l,j,Vi + l,j^i + l,j+hN)-f3(mi + 1 j , x i + 1 j , y i + 1 j , z i + l d ) 
J3z\UJi+l,j, Xi+l,j, zt+l,j) — h N 

fz\Wi+l,j + flN, Xi+l,j, J / i + l j , Z j + i j ) = — Ví+l,j +Vi — DY\NW,Í+1,J — • • • — DYllNw,i+l,j ; 

fz{wi+i,j,Xi+i,j + fiN,yi+i,j, Zi+i,j) = —yi+i,j + y% — DY1NX,Í+I,J — • • • — DYUNX,Í+I,J , 

f3(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j + hN,Zi+i,j) = — (j/i+ij +hN) +yi — D Y l N y , i + i j — ••• — DYuNy,i+i,j , 

h(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j,Zi+i,j + /ijv) = —yi+i,j + yt — DY1NZ,Í+I,J — ••• — DYUNZ,Í+I,J , 

U(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) = -Zi+l,j + Zi - DZli+ij — DZ2i+ij — • • • — DZrii+itj , 

fiw(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) _ fiC^i+i, j + hN,x i+l,j ,Vi+l,j fi(v>i + l,j ,xi+l,.i ,Vi+l,.i ,H+l,j) fiw(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) hN 

Ux(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) _ / 4 0 i + l , j>xi + l,j + h j V i l / i + l , j i « i + l , 3 ) — Mwi + l,j i ^ i + l . J ,H+l,j) Ux(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) hN 

fiy(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) _ íii'Wi+l, jixi+l,j ,Vi + l,j + hN ,zi + lij) — fi<,wi + lij + ,yi + 1j <"%+!, j) fiy(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) hN 

fiz(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) _ fíiwi+l, jixi+l,j ,yi+l,j,Zi+l,j+hN) — fi(wi + i,j + ,yi + 1j <"%+!, j) fiz(wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) hN 

fi{wi+i,j + fiN,Xi+i,j,yi+i,j, Zi+i,j) = -Zí+l,j + Zi - DZ1NW,Í+I,J — • • • — DZriNw,i+i,j ; 

f4[Wi+l,j,Xi+l,j + flN,yi+l,j, Zi+l,j) = -Zi+l,j + Zi - DZ1NX,Í+I,J — • • • — DZriNx,i+i,j ; 

f4[Wi+i,j,Xi+i,j,yi+i,j + fiN, Zi+i,j) = -Zi+l,j + Zi - DZÍNy,i+l,j — • • • — DZriNy,i+l,j , 

f4[Wi+l,j,Xi+l,j,yi+l,j, Zi+l,j + flN) = —(Zi+l,j + flN) + Zi — DZÍNz,i+l,j — • • • — DZllNz,i+l,j ; 

nové členy DW(l)NWii+1j, DX(l)NWii+lij, DY(l)NWii+lij, DZ(l)NWii+lij, DW(l)NXii+1j, 

DX(1)MX,Í+I,J, DY(1)NX,Í+I,J, DZ(1)NX,Í+I,J, DW(1)NV,Í+I,J, DX(l)Ny,i+i,j, DY(l)Ny,i+i,j, 

DZ(l)Nyji+1j, DW(l)NZji+1j, DX(l)NZji+1j, DY(l)NZji+1j, DZ(l)NZji+1j pro l = 1, 2 , . . . , n 
v y j á d ř í m e ve tvaru 
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D W \ N w , i + u j = - / i ( - 1 0 1 2 y i + i , j - 10 9(«; i +i,j + hN)) , 

D W 2 N W i i + 1 J = -|(-10 1 2 £»r i jv^,i+i,j - 109DWlNw,i+hj) , 

DWnNw,1+1,j = -%(-W12DY(n-l)Nw,i+ii:i-W9DW(n-l)NWíi+líj), 

DW2Nx>i+1,j = - % ( - 1 0 1 2 D Y l N x J + 1 J -109DWlNx,i+1,j) , 

DWnNx,i+lJ = -^-1012DY(n-l)Nx,i+1,j-W9DW(n-l)NXti+i,j), 

DWlNy,i+1j = - h ( - 1 0 1 2 ( i f c + i , j + hN) - 109wi+hj) , 

DW2NVli+1,j = -%(-W12DYlNyA+1)J - 109DWlNy,i+1,j) , 

DWnNy,i+i,j = - A ( - 1 0 1 2 W ( n - l)Ny,i+l,j ~ W9DW(n - 1)N„,Í+IJ) , 

DWlNz,i+í,j = - / i ( - 1 0 1 2 ? / i + i , i - 1 0 9 w i + i , j ) , 
DW2Nz,i+hj = - % ( - 1 0 1 2 D Y l N z A + l i J - 1 0 9 D W l N z , i + 1 J ) , 

DWnNz,l+1,j = - £ ( - W 1 2 D Y ( n - l ) N z , l + 1 J - W 9 D W ( n - l ) N z , i + 1 j ) , 

D X l N w , i + 1 j = -h(yi+ij - zi+ij - Xi+ij) , 

DX2fjW:i+ij = — j ( D Y l j v ^ j + i j — D Z l j v u , , i + i j — DX 1NW,Í+I,J) I 

DXnNw>i+1,j = - £ ( £ > y ( n - 1)NW,Í+I,J ~ DZ{n - l ) N w , i + i j - DX(n - l)Nw,i+i,j) > 

D X l N X i i + 1 j = -h(yi+ij - zt+ij - ( x i + i j + hN)), 

DX2jVa:,i+l,i = — \ (DY1NXÍ+IJ — DZlpjXti+ij — DXl[{x,i+l,j) , 

DXnjvx,i+i,j = - ^ ( ß ^ f a - 1)NX,Í+I,J - DZ(n - 1)NX,Í+I,J - DX{n - 1)NX,Í+I,J) , 

DXlpjy^+lJ 

DX2fjy:i+ij 

-H(yi+i,j + hN) - Zi+1,3 - > 

-%(DYlNyti+l:j - DZlNyti+1J - DXlNyii+lj) 

DXnNyíi+1j = -£(DY(n - l)Ny,i+l,j ~ DZ(n - 1)NV,Í+1,J ~ DX(n - 1)NV,Í+I,J) • 

DX1NZ,Í+I,J 

DX2NZti+ij 

-h(yi+i,j - + frjv) - Xi+ l j ) i 

- | ( D V l j V z , i + i , i - D Z l N Z t i + 1 j - DXlNZii+ij) 

l-(DY(n - 1)NZ,Í+1,J - DZ(n - 1)NZ,Í+1,J ~ DX(n - 1)NZ,Í+I,J) • 
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D Y l N W t i + l j = -h(1012(wi+1j + hN) - l O ^ a u + i j ) , 

DY2Nw,i+uj = -%(1012DWlNw,i+i,j - 1012DXlNw,i+i,j) , 

DYnNw,i+1J = -^{W12DW(n - l ) N w , i + 1 j - l012DX{n - l)Nw,i+1j) , 

D Y l N X t i + l J = -h(W12wi+hj - 1 0 1 2 ( x i + i , j + hN)) , 

DY2Nx,i+uj = -^1012DWlNxti+i,3-W12DXlNx<i+i,j), 

DYnNx,i+1J = ~±(W12DW(n-l)Nx^+U]-10l2DX{n-l)Nx,l+1.3) , 

DYlNyii+1J = -h(W12wi+1J - 1 0 1 2 x i + i , j O -
DY2Nv,i+Uj = -%{1012DWlNv,i+i,3-W12DXlNyti+1,j), 

DYnNy,i+h] = - Ä ( 1 0 1 2 r > W ' ( n - l ) A r 1 / , i + i J - - 1 0 1 2 £ > A - ( n - l ) J V w > i + i j j ) > 

D Y l N Z i i + 1 J = -h(W12wi+1J - 1 0 1 2 x i + l j ) , 
DY2Nzj+1J = -%(1012DWlNz,i+1,j-W12DXlNz,i+hj), 

DYnNz%l+lú = -^(W12DW(n-l)NZ:t+ltJ-1012DX(n-l)NZtl+ltJ), 

DZ1NW,Í+I,J = —hxi+ij , 

DZnNWii+ij = ——DX(n — l)Nw,i+l,j> 

DZ%Nx,i+l,j = — ^[DX1NX^+IJ , 

DZriNx,i+ij = ——DX(n — l)Nx,i+l,j, 

DZ2ivyti+ij = — ^ D X l j v y . i + i j , 

DZnNy,i+l,j = — ň D X ( n ~ ^Ny.i+lJ , 

DZlNZti+ij = —hxi+ij , 

DZnNz,i+i,j = -^DX(n - 1)NZ,Í+I,J • 
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Př í l oha B 

Obrázky a grafy 

0.568 0.57 0.572 0.574 0.576 0.578 0.58 0.582 

O b r á z e k B . l : R C elekt r ický obvod, n a p ě t í u c - M A T L A B ( O D E 4 5 ) : a = 10 5 ,u; = 1 
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= F i l e E d i t Search Run Compile Uieu Uindous Drau Help 
RLCPARAZ.GRP 

»T IB * 
ERR 2.212264476B5E-BBB4I 

F l Help F2 Saue F3 Open A l t - F 3 Close F9 Compile C t r l - F 9 Run FIB Menu 

O b r á z e k B . 2 : R L C elekt r ický obvod - T K S L / 3 8 6 : ERR = u c - u2, TMAX = 10 

= F i l e E d i t Search Run Compile Uieu Uindous Drau Help 
RLCPARAZ.GRP 

»T 2B 
ERR -7.69868677465E-BBB7 

O 2 4 6 8 l O 12 14 16 18 20 

F l Help F2 Saue F3 Open A l t - F 3 Close F9 Compile C t r 

O b r á z e k B . 3 : R L C elekt r ický obvod - T K S L / 3 8 6 : ERR = u c - u 2 , TMAX = 20 
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= F i l e E d i t Search Run Compile Uieu Uindous Drau Help 
RLCPARňZ.GRF 

»T 50 
ERR -2.B722679757BE-BB12 

• 5 Í O 15 20 25 30 35 40 45 50 

F l Help FZ Saue F3 Open A l t - F 3 Close F9 Co n p i l e 

O b r á z e k B .4 : R L C elekt r ický obvod - T K S L / 3 8 6 : ERR = u c - u2, TMAX = 50 

•25 -20 -15 -10 -5 0 5 
Re(z) 

O b r á z e k B . 5 : Oblast s tabil i ty expl ic i tn í 
Taylorovy ř a d y ORD = 63 

30 — 

20 

10 

Ě 0 | 

•10 

•20 

-30 111 

-5 0 5 10 15 20 25 

Re(z) 

O b r á z e k B . 6 : Oblast stabil i ty impl ic i tn í 
Taylorovy ř a d y ORD = 63 
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