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Abstrakt

Hlavnou témou bakaldrskej prace je zdkladnd tedria a aplikdcia zlomkovych diferencidlnych rovnic
a zékladnych epidemiologickych modelov. V poslednych rokoch sa pouzivanie zlomkovej kalkulu
stalo populdrnejsim a v mnoho pripadoch, v epidemioldgii, vhodnejsie. V prace predstavime pojmy
z tedrie necelociselného radu diferencidlnych rovnic, ako Riemann-Liouvillov integral a derivécia,
Caputova derivacia, a pojmy numerického rieSeni ako zlomkova metdda prediktor-korektor.

Abstract

The main topic of the bachelor thesis is the basic theory and application of fractional differential
equations and basic epidemiological models. In recent years, the use of fractional calculus has
become more popular and in many cases, in epidemiology, more appropriate. In this thesis, we
introduce concepts from the theory of non-integer order differential equations, such as Riemann—
Liouville integral and derivative, Caputo derivative, and numerical solution concepts such as the
fractional predictor-corrector method.
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1 Uvod

Vyskum Sirenia epidémii patri k nevyhnutnym oblastiam mediciny, ktorym sa zaoberd disciplina
zndma ako epidemioldgia. Aj v sucasnosti mozu infekcie a virusy mat vyznamny vplyv na zdravie
populécie, ale nasfastie, vdaka medicinskemu pokroku, médme néstroje na boj proti nim. Skiimanim
symptoémov chor6b a ich Sirenia sa mozeme dozvediet viac o tychto problémoch a prostrednictvom
epidemiolégie mézeme predpovedat ich pripadny zdnik. Na simulovanie $irenia epidémii sa
pouzivaju epidemiologické modely, ktoré st zalozené na matematickych pristupoch a odvodzuja
sa z roznych typov rovnic.

Zlomkovy pocet mozno povazovat za stard matematicku disciplinu, ktord je zaroven nova,
lebo zjednocuje a zovseobeciiuje derivaciu a integral celociselného rddu na fubovolne realny (¢i
dokonca komplexny) rdd. Za zaciatok tedrie sa povazuje list medzi L’'Hospitalom (1661-1704) a
Leibnizom (1646-1716) z roku 1695, v ktorom sa L'Hospital pytal Leibniza, ¢i sa d4 sa vyznam
derivacie s celodiselnym raddom zovseobecnif na derivacie s necelociselnym rddom, napr. derivécie
radu % Leibnizova odpoved: ,Zdanlivy paradox, z ktorého, jedného dna vyvodime uZzitocné
dosledky.“ [11] Odtialto sa odvijal zdujem matematikov (ako L. Euler, P.S. Laplace, D.F. Lacroix)
v 18. az 19. storod¢i o studium tejto oblasti.

Celodiselné derivacie a integrdly su uzko spojené s jasnymi fyzikdlnymi a geometrickymi
interpretdciami. Pre zlomkové rddy derivovanie a integrovanie, ktoré sa stdvaju rychlo rasticou
oblasfou v tedrii aj v aplikdcidch redlneho sveta, takéto interpretdcie nie s vSeobecne zndme.
Zlomkovy pocet si v poslednych desatfrociach ziskal celosvetovii pozornost vdaka svojmu Sirokému
vyuzitiu v chémii, biologii, fyzike, strojarstve, viskoelastickych materidloch a v spracovani obrazu.

Ukazalo sa, ze zlomkové (alebo necelociselné) rovnice su v niektorych pripadoch efektivnejsie
a mozu poskytnuf presnejsiu interpretaciu prirodnych procesov ako modely s derivaciemi celocisel-
ného riadu. To je aj pripad niektorych epidemickych problémov, kde klasicky systém diferencidlnych
rovnic prvého rddu nedokéze kopirovat namerané udaje pri vypuknuti choroby. Klasické dife-
rencialne rovnice prvého radu nedokazali dostatocne replikovat ozajstné idaje zozbierané pri
skuto¢nom prepuknuti choroby.

Najjednoduchsie ,,zlomkovanie“ klasického modelu epidémie SIR spociva v nahradeni derivacii
prvého rddu na lavej strane systému derivaciami radu a € (0, 1). Zlomkové diferencidlne opera-
tory st nelokdlne a na rozdiel od celociselnych diferencidlnych operdtorov zohladnujua histériu
predchddzajucich stavov spolu s aktudlnym stavom. Vdaka tejto vlastnosti sa ich pouzitie vo vede
a technike stalo populdrnym.

V tejto prdci sa zaoberdme modelom hortacky dengue na Madeire, v obdobi od oktébra 2012
do februdra 2013. Ciefom je navrhnit zlomkovy model tak, aby namerané tidaje zodpovedali
pozorovanym udajom o infikovanych osobach v populdcii. Zatial, o niektoré tidaje o epidémii
povazujeme za fixné (zndme z literatiry alebo z réznych S$tatistik), iné sme v rdmci modelu
dohladali. Horac¢ku dengue prendsaju komadre a nie je prenosnd z ¢loveka na ¢loveka. Predpoklada
sa, ze nie vsetci fudia, ktori st infikovani, st si toho vedomi a ak neinfikovany komar postipe
nakazeného ¢loveka, nakazi sa tiez. Existuju Styri typy horucky dengue a ak sa ¢lovek nakazi
jednym z tychto typov, je dozivotne imtinny len proti tomuto typu, no voci ostatnym nema imunitu.
To znamend, ze hortickou dengue je mozno infikovat sa az Styrikrat pocas zivota.

Druhd kapitola obsahuje zdklady a vybrané pojmy z tedrie nelinedrnych dynamickych systémov.
Tato kapitola zahina aj diskusiu o rovnovédhe systému a jeho stabilite.

V tretej kapitole sa zameriavame na zlomkovy diferencidlny pocet a rozdiely medzi ODR1 a
ODRa.

Nasleduje stru¢ny tivod do epidemickych modelov. Nakoniec piata kapitola sa zaoberd vlastnym
navrhom frakéného modelu epidémie horicky dengue na Madeire a numerickymi simuldciami
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v programe MATLAB. Prdaca sa hlavne opiera o [15].
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2 Vybrané pojmy z tedrie nelinearnych dynamickych sys-
témov

Nasledujuce definicie, vety a pozndmky pouzivaju zdroje [10] a [19].

Definicia 2.1 (Autonémny systém). Autondmnym systémom diferencidlnej rovnice rozumieme
sustavu

x' = f(x), (2.1

kde f: Q — R", Q € R". V autonémnom systéme teda vektorové pole f explicitne nezavisi od
casu t.

Je zndme, Ze kazdy neautonémny systém x’(¢) = f(¢,x(t)), x(¢) € R" m6Zeme prepisat na

autonémnu ststavu (2.1) s x(t) € R™! tak, ze poloZime x,.1 =t a x ., =1

Definicia 2.2 (RieSenie autonémnej ststavy). Nech f € C(Q) !, kde Q je otvorend podmnoZina
R". Potom rieSenim sustavy diferencidlnych rovnic (2.1) na intervale I nazyvame kazdu funkciu
x : R — R", ze x je spojito diferencovatelnd na I, Vt € I : x(t) € Q, a x'(t) = f(x(t)).

Navyse, ak je dané xo € Q, potom x je rieSenim pociatocnej ulohy

x' = f(x),

2.2
*(to) = xo (2-2)

na intervale I, ak ty € I, x(tg) = xo.

Veta 2.3 (Picardova-Lindeldfova veta). Nech f : Q — R" je vektorové pole spliiajiice Lipschitzovu
podmienku v okoli bodu xy definované na Q. Potom existuje ¢ > 0 také, Ze uloha (2.2) md jediné
riesenie na intervale (ty — €, ty + €).

Pozndmka. Funkcia f spiiia Lipschitzovu podmienku na mnozine Q C R”, ak existuje konstanta
L>0s
|f(x1) = f(x2)] < Llx1 — x2l, (2.3)

VYx1,x9 € Q.
Definicia 2.4 (Dynamicky systém). Dynamicky systém na €2 sa nazyva spojito diferencovatelna

funkcia
P:RxQ—Q,

kde © je otvorend podmnozinou R”, a ak ¢,(x) = ¢(t, x), tak ¢, spifa:
* ¢o(x) =xpre Vx € Q,
o ¢r(Ps(x)) = Pras(x) pre Vs,t € R a Vx € Q.

Ak ¢, je dynamicky systém na Q C R", tak funkcia

d
flx) = E(b(t, x)|t=0

definuje spojito diferencovatelné vektorové pole na Q a pre Vxo € Q plati, ze ¢;(x() je rieSenim
pociatoc¢nej tlohy (2.1). Navyse, ked xo € Q, maximdlny interval existencie funkcie @ (-, x) je
I = (—00, 00). V tomto pripade hovorime, ze ¢, je dynamicky systém na Q definovany systémom
(2.2).

1Z4pisom C(Q) rozumieme, Ze kazd4 zlozka vektorového pola f je spojitd funkcia na Q.
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Definicia 2.5 (Ekvilibrium). Uvazujme bod x* € R". Tento bod sa nazyva ekvilibrium alebo
rovnovdzny bod, pevny bod systému (2.2), ak splila podmienku f(x*) = 0.

Definicia 2.6 (Stabilita ekvilibria). Hovorime, zZe equilibrium x* je stabilné, ak Ve >0 36 > 0
tak, ze Vxo € Os(x™) plati x(t) € O (x*)Vt > to.

Pozndmka. Uvazujme: systém linedrnych diferencidlnych rovnic

x' = Ax

s prislusnymi vlastnymi hodnotami A4, A5. Hovorime, ze rovnovazny bod x* systému x’ = Ax je
a) odpudivy uzol, ak 0 < A1 < Ao,
b) pritahujici uzol, ak A; < Ay < 0,
c) sedlovy uzol, ak A; < 0 < Ay,
d) odpudivé ohnisko, ak A1 = p+iv,kdey>0av #0,

e) pritahujice ohnisko, ak Ayo = p+iv,kdep <Oav #0,
f) stred, ak A15 = xivav #0.
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3 Zlomkovy pocet

3.1 Uvodny materidl o zlomkovom poéte
Nasledujuce definicie, vety a pozndmky cCerpaju zo zdrojov [10], [12], [13] a [19].
Definicia 3.1 (Riemann-Liouvilleov zlomkovy integrdl). Nech @« € R™ a f je funkcia integrova-

telnd na (to, T). Operdtor I} definovany ako

L f(t) = %a) /tt(t - 1) f(r)dr, to<t<T, 3.1)

sa nazyva Riemann-Liouvilleov necelodiselny integralny operdtor rddu a. V pripade a = 0 polozime
I*f = f, teda I je operdtor identity.
0 0

Pozndmka. V rovnici (3.1) sa vyskytuje funkia I', ktord je definovand ako
I'(z) :/ 7 le7 dt, Re(z) > 0.
0

Veta 3.2. Nech f € L1((0,T)) 2 a a > 0, tak integrdl Iy f (¢) existuje skoro vSade na (0, T). Okrem
toho I“f € L1({0,T)).

Veta 3.3 (Vlastnosti Riemann-Liouvilleovho zlomkového intergdlu). Operdtor Ij pre funkciu
fe L1(<0 T)) md vlastnosti:

) I f(t) = Iqw (t), q,r = 0 (Cize opterdtor I je aditivny) ,
q fo

o~ to

IZ)Itrof(t) It’OIZ)f(t), q,r > 0 (CiZe opterdtor It‘é je komutativny),
T(y+1
O I (t—t0) = i, g2 0y>-1,
d) IC= crf;ﬂ)(t t0)? = w5 (t— )% ¢=0y>-1LCeR

Definicia 3.4 (Riemann-Liouvilleova zlomkova derivacia). Nech « € R* a m = [«], potom sa
operdtor D; definovany ako

Dy f(t) == D17 “f(¢), (3.2)
nazyva Riemann-Liouvillov necelodiselny diferencidlny operator rddu «. Symbol [a] oznacuje
celd hornu cast ¢isla a, Cize

[a] = min{n € Z|n > a}.

Pre ¢ = 0 opdtovne kladieme, ze Dy f := f, Cize D?O je operdtor identity.

Veta 3.5. Pre funkciu f € AC™({0,T))? existuje derivdcia Dy f skoro viade.

Veta 3.6 (Vlastnosti Riemann-Liouvilleovej zlomkovej derivacie). Pre funkciu f € L1({0,T)), a >

0 platia vlastnosti:
q T(y+1)
a) D, (t—t)" = T+1rg) Vg >0,y > -1,
b) Df‘ It% f(t) = f(¢) pre skoro vetky t € (to, T), Co znamend, e operdtor Dy je lavd inverzia
operdtora I

211({0, T)) zna¢i mnozinu vietkych funkcii absolitne Lebegovo integrovatelnych na intervale (0, T).
3Symbolom AC™({a, b)) ozna¢ime mnozinu spojitych funkcii na {a, by, ktoré maji derivdcie az do radu m — 1,
kde (m — 1) derivacia je absolttne spojitd funkcia na {a, b).



18 3 Zlomkovy pocet

Navyse nech q,r > 0,60 € L1({0,T)) a f = 1970, potom DID" f = D?*" f skoro vsade v {0, T).

Jedna z hlavnych odliSnosti medzi diferencidlnymi operdtormi celo¢iselného rddu a Riemann-—
Liouvillovymi necelo¢iselnymi derivdciami je, Ze na vypocet D" f(t) pre n € N je potrebné poznat
funkciu f iba v malej oblasti okolo ¢, zatial ¢o na vypocéet D“f(t) pre « > 0 je nutné poznat
funkciu f na celom intervale (0, t). Z toho vyplyva, Ze Riemann-Liouvillove operdtory nie st
lokélne.

Nasledne sa zistilo, ze Riemann-Liouvilleove zlomkové derivacie nie s uplne vhodné pre
modelovanie redlneho sveta, z dévodu, ze prirodzene pracuju s pociato¢nymi podmienkami
necelo¢iselného radu, ktorych fyzikalna interpretdcia je nejasnd. Nastastie, existuje niekolko
alternativnych definicii zlomkovych derivécii a v sic¢asnosti sa najviac pouziva Caputova derivacia
zavedend v 60. rokoch 20. storocia.

Definicia 3.7 (Caputova derivacia). Nech a > 0 a m = [«|. Potom operator CDf(‘) definovany ako

CDIf(t) =1 “D™f(t)  t>t (3.3)

sa nazyva Caputov necelodiselny diferencidlny operator rddu «. V pripade @ = 0 polozime
¢pe =1t CDO je operdtor identity.

Pozndmka. Pre funkciu f € AC™({to, T)) je mozné Caputovu derivéaciu vyjadrif pomocou Riemann-
Liouvilleovej zlomkovej derivécie ako

“Dif(1) = Di| (1) - Zf"‘)() tO) (3.4)

pre skoro vSetky t € (to, T).

V niektorej literattre sa pravd strana rovnice (3.4) bere za definicu Caputovej derivdcie.
Veta 3.8. Ak f je spojitd a @ > 0, potom plati
C D% f — f
skoro vsade na {0, T).
Veta 3.8 ndm hovori, Ze Caputova derivacia je favou inverziou Riemann-Liouvillovho integralu.

Veta 3.9 (Vlastnosti Caputovej derivdcie). Pre f € AC™({to,T), kdemeN: m—-1<a <ma
Vt € (to, T) plati

m—1
FECDEF() = SR DMF (1) = D" () = f(1) = Y f a0 0
k=0

m—1
kde  f (k)(to)(t_k—t,o)k je Taylorov polyném stupiia m — 1 pre funkciu f(t) so stredom v t.
k=0 '

Definicia 3.10 (Autonémny systém diferencidlnych rovnic necelo¢iselného rddu). Pod autonom-
nym systémom diferencidlnych rovnic necelo¢iselného rddu rozumieme systém

D% = f(x), (3.5)

kde vektorové pole f : Q@ — R", Q C R".
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Definicia 3.11 (RieSenie autonémneho systému diferencidlnych rovnic neceloc¢iselného radu).
Nech a € (0,1), f € C(Q), kde Q je otvorend podmnozina R", I = (0, T). RieSenim systému (3.5)
na I nazyvame kazdu funkciu x € C(I), pre ktortd x(t) € Q a

“Dx = f(x),  Vte(0,T). (3.6)
Navyse, ak x(0) = x¢ € Q, potom x je rieSenim pociatocnej ilohy

D%x = f(x), Vte (0,T),
Jx) .1 (3.7
x(0) = xo.
Veta 3.12 (Veta o existencii rieSenia). Nech a € (0,1),x° € R", K > 0 a h* > 0. Definujeme
G := (x? - K, y? +K) x - x (x0 = K, x% + K) a nech funkcia f : G — R" je spojitd. Definujme
navySe M := maxgcc | f(&)| a

h* ak M=0,
min{h*, (KT (a + 1)/M)Y*} indé.

Potom existuje funkcia x € C({0, h)), ktord je rieSenim pociato¢nému problému (3.7).

Lema 3.13. Za predpokladov vety 3.12 funkcia x € C({0, h)) sa stdva rieSsenim pociato¢nej tilohy
(3.7) prave vtedy, ked je riesenim nelinedrnej Volterrovej rovnice druhého druhu

1

x(t) = xo + T /Ot(t — 1) (x(1))dx, a € (0,1).

Veta 3.14 (Veta o jednoznacnosti rieSenia). Nech @ € (0,1),x0 € R", K > 0a H* > 0. Definujeme
mnoginu G ako vo vete 3.12 a nech funkcia f : G — R" je spojitd a splria Lipschitzovu podmienku, a
definujeme h ako vo vete 3.12. Potom pociato¢nd tiloha (3.7) md jedine¢né riesenie x € C((0, h)).

Veta 3.15 (Veta o globdlnej existencii rieSeni). Uvazujme: predpoklady vety 3.14 s vynimkou
mnoziny G, ktord je teraz definovand ako G := R". Okrem toho predpokladajme, Ze f je spojitd na
G a Ze existuju konstanty ¢c; > 0,co > 0a 0 < u < 1 také, Ze

If(x)] < c1+calx]¥,  VxeG.
Potom existuje funkcia x € C(0, o), ktord riesi pociatocnt tlohu (3.7).

Mobzeme uviest eSte jednu vetu o existencii a jednoznacnosti rieSenia, ¢o pouziva lahko odlisné
predpoklady, ktoré nam umoziuju odvodif globalnu existenciu a jednoznacnost rieSenia.

Veta 3.16. Nech a € (0,1),x¢ € R". Definujme mnozinu G := R", a nech funkcia f je spojitd a
splituje Lipschitzovu podmienku pre Vxi,x3 € G s konstantou L > 0. Potom existuje jednoznacne
definovand funkcia x € C({0, c0)), ktord riesi pociatocnt tlohu (3.7).

Definicia 3.17 (Mittag-Lefflerova funkcia rddu ). Nech a > 0. Funkcia E, definovana ako

Zj
E(z)i=y — 2 €C,
«(2) JZ:(; TGa+1)

sa nazyva jednoparametrickd Mittag-Lefflerova funkcia. Tato rada konverguje pre kazdé z € C.
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Definicia 3.18 (Hyperbolické ekvilibrium). Bod rovnovahy x* ststavy (3.5) sa nazyva hyper-
bolicky, ak vSetky vlastné ¢isla A;(i = 1, - -, n) Jacobiove matice Df(x*) v bode rovnovahy st
nenulové a | arg(A)| # ax/2.

Systém (3.5) sa teda linearizuje, rovnako ako v celo¢iselnom pripade, do tvaru
‘D = Ax, (3.8)

pricom A = Df(x").
Nasledujtca veta Specifikuje tvar rieSenia (3.8).

Veta 3.19 (Veta o rieSeni ststavy linedrnych rovnic necelo¢iselného radu). Nech A € R™" redlna
matica, A1, - - - , Ay st jej vlastné hodnoty a vy, - - - , v, st prislusné vlastné vektory, kde vlastné ¢isla
maju rovnakil algebraicku a geometricki ndsobnost. Potom vSeobecné riesenie rovnice (3.8) mozno

zapisat ako
n

x(t) = Z ckvkEq (Axt?),

k=1
kde ¢, € C.

Veta 3.20 (Linearizovand asymptotickd stabilita pre ODRa). Nech A € R™", anech A;,i=1,--- ,n
su jej vlastné cisla. Potom rieSenie (3.6) s f(0) = 0a Df(0) = A, je
i) asymptoticky stabilné vtedy a len vtedy, ak vietky vlastné hodnoty A; spliiajii podmienky
larg(Ai)| > an/2;
ii) nestabilné, ak aspori jedno z vlastnych &isel A; Jacobiho matice spliia |arg(A;)| < an/2.

V kontexte vety 3.20 asymptotickd stabilita znamend, Ze trividlne rieSenie je asymptoticky
stabilné, ak vSetky vlastné hodnoty Jacobiho matice A, oznacené A;, majui argument arg(4/;)
(fazovy uhol) s absoltitnou hodnotou vac¢sou ako asr/2. Tento argument udava, v akom smere a v
akej miere sa vlastné hodnoty odchylia od redlnej osi. Ak maja vSetky vlastné hodnoty argument s
absoldtnou hodnotou vac¢Sou ako asr/2, trividlne rieSenie konverguje k rovnovaznemu stavu alebo
cielu.

Nestabilita je opakom asymptotickej stability a opisuje vlastnost, pri ktorej trividlne rieSenie
diverguje alebo osciluje v ¢ase namiesto toho, aby konvergovalo k rovnovdznemu stavu alebo
cielu. V kontexte vety to znamend, Ze trividlne rieSenie je nestabilné, ak aspon jedna z vlastnych
hodnot Jacobiho matice ma argument s absolttnou hodnotou mensou ako asr /2. Toto naznacuje,
ze tato vlastnad hodnota sa vzdiali od redlnej osi a spdsobuje, Ze trividlne rieSenie sa vzdialuje od
rovnovazneho stavu alebo ciefla.

Désledok 3.21. Nech x* je ekvilibrium (3.6), a nech f je C! -vektorové pole s D f(x*) s viastnymi
&islami, ktoré spliiajii podmienky |arg(2;)| > a2, alebo inak povedané sa nachddzajii v takzvanom
Matignonovom sektore. Potom x™* je asymptoticky stabilny. Ak existuje aspori jedno vlastné ¢islo také,
ze |Arg(A;)| < ar/2, potom x* je nestabilny.

Pozndmka. Ak |arg(A;)| > ar/2 a rovnost nastane aspon pre jedno vlastné ¢islo 4;, potom nie sme
schopni urdit, ¢i je x* stabilny, pretoze rovnovazny bod nie je hyperbolicky, a preto je nemozné
pouzif vetu 3.20.

Veta 3.22 (Harmann-Grobmanova veta). Ak je pociatkom hyperbolicky rovnovdzny bod systému
z (3.7), potom vektorové pole f v okoli pociatku je topologicky ekvivalentné linearizovanému vektoro-
vému polu Df (0)x v okoli pociatku.
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V kontexte Harmann—Grobmanovej vety hovori topologickd ekvivalencia o tom, ze vektorové
pole f a jeho linearizdcia Df(0)x v okoli poc¢iatku maji podobné topologické vlastnosti. To
znamend, ze ak pociato¢ny hyperbolicky rovnovazny bod systému je stabilny alebo nestabilny
vzhladom na dynamiku f, rovnaka stabilita alebo nestabilita sa zachovdava aj v okoli pociatku pri
linearizdcii vektorového pola D f(0)x.

3.2 Rozdiely medzi ODR1 a ODR«

ODRa ma4 vela vlastnosti ako ODR1, na druhej strane aj vela odli$nych. Cielom tejto Casti je ukazat
tieto rozdiely pomocou [1], [4] a [5] zdrojow.

Dve rozne trajektdrie jednorozmerného ODRa sa nestretnu. Je dobre zndme, Ze za Lipschitzovej
podmienky (2.3) md uloha s pociato¢nymi hodnotami pre (3.5) jednoznacné rieSenie definované
na celom intervale I = (0, T) pre kazdu dant pociato¢nu hodnotu. Pre ukazanie, ze Tubovolné
dve rieSenia rovnice (3.5) sa bud zhoduju, alebo sa nepretinajt na I, potrebujeme dva technické
nastroje: vzorec varidcie kons$tant a princip porovndvania.

Lema 3.23 (Vzorec pre varidcie konstant pre ODR«a). Uvazujme (3.5) na konecnom intervale
I = (0,T). Predpokladajme, Ze funkcia f v rovnici (3.5) spliia Lipschitzovu podmienku. Ak je funkcia
fvtvaru

f(t,x) = Mx + g(t,x),

pre nejaké pevné M € R a vsetky t € I a x € R, potom riesenie x (3.5) s pociatocnou hodnotou
x(0) = xq splria pre vsetky t z intervalu vzorec

x(t) = E(Mt%)xo + /t(t — D) E o (M(t = 1)%)g(1, x(7))dT.
0

Dokaz 1émy 3.23 je popisany v ¢lanku [4].
Lema 3.24 (Princip porovnavania). Nech 0 < g < 1 a predpokladajme, Ze spojité funkcie

0,01, w,wy € C(I) a g € C(J x R) splriajui

o(t) < 01(t) + T) /Ot(t ~5)7g(s,0(s))ds,

w(t) 2 wi(t) + — (t —~5)771g(s, w(s))ds,

F( )
pre vSetky t € 1. Predpokladajme dalej, Ze ¢(t, x) je nerastuce v x pre kazdy t € I. Ak

v1(t) < wy(t) pre kazdét € I,

tak
o(t) < w(t) pre kazdé t € I.

Dokaz 1émy 3.24 je popisany v ¢lanku [4].

Veta 3.25 (Rozne trajektorie sa nestretdvaju). Predpokladajme, Ze f spliia Lipschitzovu podmienku.
Potom pre lubovolné dve rézne pociatocnych hodnét x19 # x20 v R, trajektdrie prislusnych rieseni
(3.5) sa nestretdvaju na I, t. j. rieSenia x1 a xo, ktoré vychddzaju z x10 = x1(0) a xp0 = x2(0),
spliiajit x1(t) # x2(t) pre vetky t € I.
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Dve trajektorie rovnic celoc¢iselného radu sa nepretinaju, ak ano, tak st identické. Tato vlastnost
vo vSeobecnosti neplati, pokial neuvazujeme o $pecidlnych pripadoch ODRe. Vlastnost plati pre
jednorozmerné ODRa (3.6) a trojuholnikovy systém v tvare

CDayl (x) = fi(x, y1(x)),
Dy (x) = folx, y1(x), y2(x)),

CDayn(x) :f;l(x’ yl(X), yZ(x)’;yn(X)) (3.9)
Mozeme ukazaf, Ze existuje zobrazenie
¢ri() 1 R" = R Vx, % €1,

ktoré sa nazyva dvojparametricky tok v R, spifiajici vlastnosti

* ¢.z je spojitd funkcia troch premennych x,x € Tay € R",

* funkcia ¢, 3 () je homeomorfizmom R" pre Ifubovolné pevné body x, x€ I,

* vlastnost toku ¢y 3 o dzx = ¢Pzz pre vsetky x,x,x € I, kde symbol o oznacuje zloZenie

zobrazenii.
V konkrétnych pripadoch je mozné kvoli tymto vlastnostiam definovaf zlomkové dynamické
systémy.

V ostatnych pripadoch, pre n > 2, ODRa dand rovnicou (3.6) vSeobecne negeneruje dvojpara-
metrovy tok v R", ¢ize vSeobecne negeneruje nelokdlny dynamicky systém.

Tiez rozdiel medzi ODR1 a ODR« je to, ako klasifikujeme equilibrium celoc¢iselného a necelo-
¢iselného radu diferencidlnych rovnic. M6zeme brat do tivahy, zZe stabilita u ODR« je opét urcend
vlastnymi ¢islami A1, A5 s rozdielmi:

* Neexistuje singuldrny bod, ktory by zodpovedal stredu, ¢o je désledkom ODRa, ktoré nemozu

mat periodické riesSenia.

* Oblast stability sa rozsiruje v pripade stabilnych ohniskovych bodov. T.j. ako stabilné ohnisko

body sa povazujt aj tie body, ktoré majii Re(A1,2) > 0 napriek tomu, e spifiaji |Arg(A12)| >
amr/2. To znamend, Ze hranica medzi stabilitou a nestabilitou uz nie je imaginarna os.

Im(A)

2 Re(4)

Obr. 1: Oblast stability pre ODR«
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4 Epidemiologické modely

4.1 Zdkladné vedomosti

Nasledujuce popisy zdkladnych epidemiologickych modelov su prevzaté z [2] a [18]. Model SIR
je zakladnym epidemiologickym modelom, ktory sa pouziva na simuldciu chorob s dlhodobou
imunitou. Tento model bol prvykrat navrhnuty Kermackom a McKendrickom v roku 1927 a
nasledne bol aplikovany na rézne choroby, najmé na detské s celozivotnou imunitou po vylieceni,
ako su osypky, mumps (priusnice), rubeola a ¢ierny kasel. Oznacenie S (susceptible), I (infective)
a R (recovered) predstavuje pocet vnimavych, infikovanych a vylie¢enych oséba N =S+ 1+ R
predstavuje celkovt populdciu.
Systém diferencidlnych rovnic pre model SIR bez vitalnej dynamiky* je definovany ako:
ds  pSI
dt N’
dl BSI

B | 4.1
dt N @D

dR
dt
Ak mé populédcia vitdlnu dynamiku, novorodenci mozu zvysit pocet vnimavych jedincov, a tym
podporit epidémiu alebo umoznif rozsirenie novych pripadov v celej populécii. V takejto redl-
nej populdcii sa moéze vyskytnut ustaleny stav dynamiky ochorenia, ktory je charakterizovany
endemickym stavom chordb v regione.
Ak predpokladédme, Ze miera porodnosti a imrtnosti su rovnaké (uz = v), aby sme udrzali
konstantni populdciu, musi byt pocet narodenych rovnaky ako pocet umrti. Ked je dynamika
choroby ustdlend, plati % = 0. V tomto pripade sa ODR zjednodusuje na:

vl

ds BSI
= ouN-2Z s,
a_ TN
dl  BSI
= I 4.2
dt N T 4-2)
dR
—— =yI-WR
a7

Model SIR predpokladd, Ze po vylieceni z choroby ziskava jedinec celozivotnii imunitu voci
ochoreniu. AvSak niektoré choroby, ako napriklad sezénna chripka, nevyvoldvaju takuto imunitu,
a preto sa pouziva model SIRS, ktory umoznuje, aby sa uzdraveni jedinci opat stali ndchylni na
infekciu.

Samozrejme, existuje mnoho dalsich variantov zdkladného modelu SIR, napriklad ked sa berie
do uvahy karanténa, alebo ked je populécia rozdelena do skupin.

Mnohé choroby maju latentnu fazu, pocas ktorej je jedinec uz infikovany, ale eSte nie je infekény.
Toto oneskorenie medzi ziskanim infekcie a infekénym stavom sa moze zahrnttf do modelu SIR
pridanim latentnej/exponovanej populdcie E a umoznenim pohybu infikovanych (ale este nie
infekénych) jedincov z ndchylnych do E a z E do infikovanych.

V modeli SEIRS je navySe zahrnutd aj latentnd/exponovand populdcia, ¢o znamend, Ze po
nakazeni trvd urcity cas, kym sa jedinec stane infekénym. To umoziiuje lepsie zachytit realne
prejavy ochorenia. Celkovo ide o komplexnejsi model ako SIR alebo SIRS, pretofe zohladnuje viac
faktorov a umoziuje detailnejSiu simuldciu ré6znych chorob.

4Model bez vitalnej dynamiky znamena, Ze velkost populdcie povaZzujeme za nemennt.
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Existuju aj rozsirené verzie modelu SEIR, pricom najbeZznejSia z nich zahfiia aj karanténu.

Model SI je vhodny pre ochorenia, pri ktorych sa jednotlivci po nakazeni neuzdravia a zostanu
infikovani a infekéni po zvySok svojho Zivota. Prikladom ochorenia, ktoré by bolo vhodné modelovat
pomocou modelu SI, je napriklad trvald infekcia herpesom. Tento model vSak nie je vhodny pre
vacsinu chorob, pretoze mnoho chorob sa lie¢i a vedie k uzdraveniu jednotlivca, ktory potom
ziskava imunitu a uz sa nemusi znova nakazit. U modelu SI plati N = S+ I, ¢o predstavuje celkovy
pocet populdcie.

Systém diferencidlnych rovnic pre model SI s vitdlnou dynamikou je definovany ako:

ds SI

— = —uN — 'B— - VS,

dt N 43)
a_ _pst_ '
dt N

4.2 Model horucky dengue

Pri skimani horti¢cky dengue sme si vSimli, Ze fudia moézu byt rozdeleni do troch skupin — vnimavi,
infekéni a vylieCeni. Podobne aj samicky koméarov by mali byt rozdelené do skupin vnimavych a
infekénych. Vysledny model horticky dengue bude pozostavat z modelu SIR s vitdlnou dynamikou
pre fudi a z modelu SI s vitdlnou dynamikou pre samicky komdrov. Z tohto dévodu sme sa rozhodli
pouzit nasledujuci zapis, v ktorom st vsetky skupiny chépané v case ¢:

Ny (t)— celkovy pocet Tudi,

Sp(t)— pocet podozrivych ludi,

I,(t)— pocet infikovanych udi,

Ry, (t)— pocet vyliecenych Iudi,

N (t)— celkovy pocet samiciek komarov,
Sm(t)— pocet podozrivych samiciek komarov,
I, (t)— pocet infikovanych samic¢iek komérov.

Taktiez plati, ze celkovy pocet ludi a koméarov v populdcii je suc¢tom jednotlivych skupin: Nj(t) =
Sp(t) + I,(t) + Ry(t) a Np(t) = S, (t) + I, (). Tymto spésobom sa piatim funkciam Sy, I, Ry, Sy, @
I, pripisuje nezavislost, ktoru je potrebné opisat a dalSie dve funkcie, Nj, a N,,, zavisia od tychto
piatich funkcii.

Tieto poznatky sa zahrnu do ststavy (4.2) a vytvori sa tak klasicky model horic¢ky dengue.
Model pozostava z piatich sustav obycajnych diferencidlnych rovnic s nezndmymi funkciami
Sy, In, Ry, Sy a I,

dSp, Prb

— = Ny, - Sp) — Spln, .
It Un(Np = Sh) Nyt (4.42)
dly Bnb
—_ = S Im — + I s . b
a N m (tn +¥)In (4.4b)
dR
— =Vl = R, (4.4c)
ds,, Bimb
-_— = A - Sm.[ - mSm, . d
dt Ny,+m hTH (4.40)
dl,, b

E_Nh+m
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Taktiez plati, Ze stistava (4.2) obsahuje niekolko epidemickych parametrov, y, predstavuje imrtnost
Tudi, ktort ziskame ako prevratend hodnotu priemernej dizky Zivota v diioch. Podobne, j1,, oznaéuje
umrtnost komdarov. Parameter y zodpoveda miere uzdravenia fudi, ktori mdézeme chapat ako
prevratent hodnotu priemerného trvania infekcie. Parameter b reprezentuje mieru ustipnutia,
zatial o pravdepodobnost prenosu infekcie z komara na ¢loveka a naopak oznacujeme ako S, a
Pm. Okrem toho mame eSte veli¢inu m, ktord predstavuje pocet krvnych zdrojov mimo ¢loveka a
veli¢inu A, ktord urcuje mieru ,rekrutovania“ (ako populdcia komdarov nerastie/klesd) komaérov.

Pri podrobnejSom skiimani systému (4.4a)—(4.4€) si mozno vSimnut, Ze mézeme redukovat
nas povodny systém piatich rovnic na novy systém, ktory bude obsahovat len tri. Na dosiahnutie
tohto ciela spojime rovnice (4.4d) a (4.4e) do jednej rovnice.

dS, dI,
dt dt
Potom, vzhladom na to, Ze hodnota N,, je zndma konstanta, mézeme z rovnice N,, = S, + I

vyjadrit premennt I,,, ako

Im = Nm - Sm.
S vyuzitim tychto poznatkov a po upravach rovnic dostaneme
dSh Pnb
— = up(Np = Sp) — Sh(Nm — Sm), 4.5
7 = Hn(Nh = 5h) N, n(Nm = Sm) (4.52)
dly Prb
— = Sh(Nm — Sm) — + V)1, 4.5b
dt N, +m h( m m) (/Jh Y) h ( )
ds b
d—l{" = U Ny — %smfh — UmSm- (4.5¢)

V poslednych rokoch sa pozorovanim v mnohych oblasti zistilo, Ze modely zalozené na dife-
rencialnych rovniciach necelo¢iselného rddu mozu poskytnit lepsie zhody medzi nameranymi
a simulovanymi hodnotami ako klasické modely zalozené na diferencidlnych rovniciach celodi-
selného radu. [6] Z tohto d6évodu sa zda byt rozumné pouzit v tomto pripade zodpovedajicu
modifikdciu pévodného modelu. Na konstrukciu modelu necelociselného radu sa pouzije Caputova
derivacia, ktord je definovana vzfahom (3.3). PretoZe Tudia a komare sa spravaju odlisne, budeme
uvazovat nad dvoma réznymi rddmi Caputovej derivacie, jednym pre fudsku populaciu, o, druhym
pre populdciu komérov, «,,. Zlomkovy model horicky dengue bude vytvoreny tak, ze lavé strany
sustavy (4.4a)-(4.4e) nahradime Caputovou derivaciou prislusnych stavu. Model na necelodiselny
rad Caputovej derivacie horucky dengue bude mat tvar

Bnb

DS, = up (Ny, — Sp) — ———S, 1., 4.6
caSh = Up(Np — Sp) N, + o (4.6a)
b
Dyt = P Sthlm = (pn + ¥)1In, (4.6b)
Ny+m
DRy = yIy — ppRy, (4.6¢0)
b
DSy = pim N — Lsmfh ~ UmSms (4.6d)
Np+m
b
DL, = Nf ’i msth — I (4.6e)

V tomto systéme je dodlezité braf do tivahy rozmer ¢asu. Na lavej strane mame dve rézne
dimenzie, ¢as™* (v rovniciach (4.6a)—(4.6c)) a cas™®» (v rovniciach (4.6d)-(4.6e)). Preto aj
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pravé strany by mali maf rovnaké rozmery, a preto vytvdrame novu sdstavu rovnic. Skor ako sa do
toho pustime, pozrime sa na parametre a veli¢iny na pravej strane. Zistime, ze dimenzie up, ji,, y
a b st na jednotkdch ¢as™!, preto musime tieto dimenzie upravit. Nova upravené sustava bude
mat nasledovny tvar:

b
DSy = ,Uhh(Nh —Sp) — P mShIm, (4.7a)
Do, = Pib™ o1 — (U + Yo I, (4.7b)
Ny,+m h
D3Ry =y I, — 11" Ry, (4.7¢)
Am
ngsm = 'ufr‘lmNm - Nh p R ,u S, 4.7d)
bO(
Dy b sth — o L. (4.7e)

Ststavu piatich rovnic mézeme zredukovat na ekvivalentny systém s tromi rovnicami rovnako,
ako sme to urobili v klasickom modeli (pozri (4.5a)-(4.5c¢)). Po redukcii ziskame stistavu v tvare:

prb
DSy = piy" (N — Sp) — - Sh(N Sm)s (4.8a)
ap ﬁh ah ap ap
DI = Sh(N Sm) = (" + ™) I, (4.8b)
Am
D;“gsm = pim Ny, — Nh - SmIn — 1" Sm. (4.8¢)

Analyza modelu horucky dengue so zlomkovymi derivaciami zahfmia zistenie, Ze je nelinedrny,
dynamicky, autondmny systém typu ODRe, s nelinedrnou interakciou (v rovniciach sa vysky-
tuju nelinearne vyrazy, ktoré opisuju vzajomnu zavislost medzi premennymi) a zavislostou na
parametroch.

Analyza stability modelu horucky dengue je dolezitd pre hodnotenie spravneho chovania
a dlhodobého vyvoja epidémie. V nasledujtcej analyze budeme skimat stabilitu rovnovaznych
stavov modelu a ich vplyv na dynamiku epidémie.

Rovnovdzne stavy predstavuju stabilné body, kde sa hodnoty premennych udrziavaju kon-
stantné. Pre model horucky dengue hfaddme hodnoty premennych Sy, I a Sy, pre ktoré su
derivacie tychto premennych v systéme rovnic rovné nule. Existuji dva druhy ekvilibria: beznaka-
zové (v anglictine ,disease free equilibrium“ (DFE)) a endemické (,,endemic equlibrium“ (EE)).
Bezndkazovy stav nastdva, ked je v populdcii fudi nulovy pocet infikovanych jedincov (I, = 0).
V tomto stave neexistuje ziadna aktivna infekcia a ochorenie sa v populdcii fudi nesiri. Endemicky
stav nastava, ked je v populdcii fudi nenulovy pocet infikovanych jedincov (I, > 0). V tomto
stave je ochorenie pritomné a udrzuje sa v populdcii fudi. Vypocet rovnovahy pre nasu sustavu je
uvedeny v kapitole 8.1.

Pre nulovy stav urc¢ujeme stabilitu analyzovanim vlastnych hodnét Jacobiovej matice. Ak vSetky
vlastné hodnoty maja negativne redlne Casti, nulovy stav je asymptoticky stabilny. Ak existuje
aspon jedna vlastnd hodnota s pozitivnou redlnou ¢asfou, nulovy stav je nestabilny.

Pre nenulovy stav postupujeme rovnako. Analyzujeme vlastné hodnoty Jacobiovej matice a
ak vSetky maju negativne redlne Casti, nenulovy stav je asymptoticky stabilny. Ak existuje aspon
jedna vlastna hodnota s pozitivnou realnou ¢asfou, nenulovy stav je nestabilny.

Vysledok analyzy stability nulového a nenulového stavu ndm poskytuje informdcie o chovani
epidémie horticky dengue a pomaha ndm predpovedat jej dlhodoby vyvoj a potencidlne intervencie
na jej kontrolu.
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Najprv funk¢nost programu, ktory sme napisali v programe MATLAB, otestujeme na datach
Diethelma [6].

Pre tiCely testovania sme sa rozhodli pouzif idaje o horticke dengue na Madeire v obdobi od
oktébra 2012 do februdra 2013. Tieto idaje boli uverejnené v zdroji [15].

Nasim cielom je teraz pouzit tento pristup na modelovanie vypuknutia horucky dengue na
vyssSie uvedené obdobie. ISlo o vynimoc¢nu udalost, kedZze to bola prva zaznamenana horucka
dengue v Eurdpe, a preto mézeme predpokladat, ze pri ziskavani idajov boli velmi opatrni. Do
marca 2013 bolo zaznamenanych 2168 pravdepodobnych pripadov horucky dengue, z ktorych
1084 bolo laboratérne potvrdenych [7, str. 9]. VSetky nahldsené pripady sa tykajui obyvatelov
ostrova a neboli hldsené ziadne umrtia ani zavazné pripady.

Je dolezité vsimnut si, ze pocet potvrdenych pripadov je vyrazne nizsi ako pocet podozrivych
pripadov. Madeira sa geograficky nachddza v Atlantickom ocedne, 978 km od afrického pobrezia,
preto sa predpokladd, zZe interakcia medzi infikovanou oblasfou a vonkaj$im svetom je minimalna.
Okrem toho vieme, ze ludia st pre komadre jedinym zdrojom krvi, takze mozeme povedat, ze

m=0.

Zostavajuce parametre su [15, str. 7, 8]:

! 1
~ 79 .365 15°

Pociatocné hodnoty pre systém diferencidlnych rovnic (4.8a) — (4.8c) su:

1 1
m fim = Pr=025 fn=025 b=z y= N;=112000

Sp(0) = 111991,  I,(0) =9, R,(0) = 0,
A(0) = 111900 -6, S,(0) =111900-3,  I,(0) = 1000.

Tieto hodnoty mézu znamenat to, ze virus sa na ostrove nachadzal uz standardne a nebol nan
prineseny infikovanymi fudmi alebo nebol kazdy infikovany ¢lovek zaregistrovany v systéme.

5.1 Numerické riesenie

Nasledujtice popisy hlavne vyuzivaja zdroje [9] a [14]. Numerické rieSenie diferencidlnych rovnic
(klasickych ¢i zlomkovych) su vaésinu postupné metddy, ktoré mézeme zhruba rozdelit do dvoch
hlavnych skupin: jednokrokové a viackrokové metddy.

V pripade jednokrokovych metdd sa vypocet uskuto¢iiuje s vyuzitim iba jednej aproxima-
cie rieSenia z predchddzajiceho kroku. Tieto metddy su najvhodnejsie v situdciach, ked je po-
trebné dynamicky menit velkost kroku, aby sa proces integracie prispdsobil spravaniu rieSenia.
Vo viackrokovych metdédach je namiesto toho potrebné na vypocet rieSenia pouzit viac predtym
vyhodnotenych aproximdcii.

Vzhladom na pretrvavajtiicu pamaét operatorov zlomkového radu st viackrokové metddy jedno-
znacne prirodzenou volbou pre necelociselné diferencidlne rovnice.

Aj ked viackrokové metddy pre ODRa su zvycajne odvodené z viackrokovych metdd pre ODR,
ich aplikdcia na zlomkové rovnice sa 1isi. V tychto pripadoch nie je pevne stanoveny pocet krokov
zahrnutych do vypoctu, ale zvysuje sa postupom.

Musime vSak spomentit, Ze existuje mnoho numerickych metéd, ako napriklad Runge-Kutta
metddy a ich roz$irenia, vSeobecnené Adamsove metédy (Adams—Bashfortove alebo Adams—
Moultonove), vSeobecnené exponencidlne integratory, spektrdlne metddy, metddy zalozené na



28 5 Dengue horucka v Madeire

maticovych funkcidch, zlomkové linedrne viackrokové metédy, metddy zalozené na numericke;j
integracii (v anglictine ,product-integration rules* (PI)), atd.

V PI metédach vzhladom na sief t,, = ty + nh s konstantnou velkostou kroku h > 0 je rieSenie
VIR ° pri t, sa najprv zapisany kusovym spésobom:

tlwstod )+ —— S [ = 0 e (e
y(t)—m_l[y,o]<n>+m;[j (tn = D f (5, y(0))dr,

a f(7,y(r)) sa v kazdom podintervale [¢;, t;;1] aproximuje pomocou nejakého interpolovaného
polynému. Hodnoty integrélov su teda vypocitavané s vysokou presnostou, ¢o umoziuje ziskat
hodnotu y,. Zavisi to od toho, akym sp6sobom je aproximdcia vykonavand, ¢i budeme mat
explicitné alebo implicitné metddy.

Napriklad rozsirenie explicitnej a implicitnej Eulerovej metéddy na ODRa, staci v kazdom in-
tervale [}, t;,1] aproximovat integral f(z,y(7r)) konstantnymi hodnotami f(t;,y;) a f(tj+1,yjs1).
Metédy potom vyzaraja ako

n—1
explicitny PI: Yn = Tn-1[y; to] (tn) + h* Z b,(,ai}_lf(tj, Yj)»
j=0
n—1
implicitny PI: Yn = Tm-1[y; to] (tn) + h* Z b,(la_()jf(tj» Yj);
j=0

kde b\ = ((n+1)% — n%) /T(a +1).

Taktiez existuju lichobeznikové metddy, z ktorych explicitnd verzia je tiez moznd, ale nestretd-
vame s nimi casto.

n
Lichobeznikovy PI:  y, = Thn—1[y; to] (£n) + A* (df,a)fo + Z aflai)jf(tj, yj)),

=0
kde
1
1 n=0
(@) (n- 1)a+1 -n“(n—a-1) () T'(a+2)
a, = 5 a, =
F(O{ + 2) (n_l)a+1_2na+1+(n+1)a+1 —19
T(a+2) n=4.12..

Aby sme sa vyhli rieSeniu nelinedrnych rovnic na vyhodnotenie y,, uprednostriuje sa niekedy
pristup zalozeny na metdde prediktor-korektor (PC), pri ktorej sa prva aproximdcia y, sa predikuje
pomocou explicitnej PI metddy a nésledne sa koriguje implicitnou PI metédou podla

n—1
Yy = Tnoa [95 to] (8) + 5 D" 07, £ (15, 1y),
j=0

n
Yn = Tnea [y t0] (8) + h (af,“)fo + a7 f(tyy) +ag” f(twyp) |
j=0

SVIR oznacuje modifikovant slabo-singuldrnu Volterrovu integralnu rovnicu:

¢ _
y(t) = T [y; t0] (1) + iy [ (0 = D)7 f(zy(2))de
T,_1[y; to](t,) ozanaduje Taylorov polyném stuptia m — 1 pre funkeiu f(t,) so stredom v t,.
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S cielom zlepsit aproximaciu je mozné pouzit viacnasobné korekcné iteracie, napriklad p:

n—-1

yr[,o] = T [y; to] (t) + h® Z b,(f_‘)j_lf (tj,y)),
j=0

yr[l/l] — m 1[y’ to (tn)+ha( )ﬁ)+Z f(t],y])+a(a)f(tn, [p— 1 , p= 1,2, ...

Ocakéva sa, ze kazd4 iteracia zvysi rad konvergencie zlomku z prvého rddu konvergencie metody
prediktora, az kym sa nedosiahne rdd konvergencie metddy korektora; preto je zvycajne potrebna
jedna alebo velmi malo iterécii korektora. Explicitnd PI metdda sa ziskava, ked y = 0, Standardna
prediktor-korektor metdda ak p = 1.

Numerické metddy rieSenia diferencidlnych rovnic mézu byt explicitnej alebo implicitnej
povahy. Pri explicitnych metddach vypocitanie kazdého y, nepredstavuje zZiadny vdzny problém,
ked predchddzajtice hodnoty yo, y1, ..., Y»—1 SU uz zndme. Pri implicitnych metddach sa aproximdcia
Y, vyjadruje pomocou yog, y1, ..., Y, hodnoét. Implicitné metddy majua lepSie vlastnosti z hfadiska
stability, ale potrebuju urdity numericky postup na rieSenie nelinedrnej rovnice alebo ststavy
nelinedrnych rovnic.

Za Speciélny pripad nelinedrnych systémov ODRa povazujeme systémy, v ktorych md kazda
rovnica svoj vlastny rad, ktory sa mdze 1iSit od radu ostatnych rovnic. VSeobecny tvar je

D'y (1) = fi(t,y(1)),
Dy?ya(t) = fo(t, y(t)),

Dy, 7yo () = fo(ty(1)). (5.1)
pri¢om y(t) = (y1(t), ., yo(t)) musi byt spojend s pociato¢nymi podmienkami:

m—1

d (1) (m-1)
y(to) = Yo, Ey(t‘)) Yo s e dtm_ly(to)=yo ,

kde ich pocet je m = max{my, ma, ..., mg}, prifom m; = [e;],i = 1,2,..., Q. Aj v tomto pripade
plati, ze je mozné preformulovat kazdu rovnicu sustavy (5.1) ako VIR:

g1 (8) = T 1 [y1: f0] (6) + / (6 — 7 i (5, (5))ds,

l“()

ya(£) = Ty 1 [y23 t0] (£) + / (6 — % fy(s,y(5))ds,

l“()

1 fn
4o (8) = Togra 45 016 + s [ 0= 9% ol ()

na ktoré mozeme aplikovat vyssie uvedené metddy.

Z teoretického hladiska neexistuju Specifické rozdiely pri rieseni systému ODRa, v ktorom maju
vSetky rovnice rovnaky rad, ale vypocet je ndroc¢nejsi. Preto by bolo nevyhnutné optimalizovat
kddy, aby sme vyuzili moznost, ked rovnice maju rovnaky rad, a tym predisli zbyto¢nym vypoctom.
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5.2 Vypocty v programe MATLAB

V programe MATLAB pouzivame vopred napisant funkciu fde_pi2_im , ktori mdzeme stiahnuf
z [20].

Najprv otestujeme funkcnost programu na datach Diethelma [6]. Nasa kontrola spociva v
spusteni programu na udajoch, ktoré pouzil Diethelm, a v porovnani vysledného grafu s jeho
grafom.

Potom prepiSme udaje na nasSe skimané udaje zo zdroja [15] a spustime program, z ¢oho
dostaneme Obrazok 2.

400 .

; T T T T T T
i Model

—-——--Real data

350 !

300 - j
|

250 A |
1

— 200

150 F ! |

100 1 \ |

0 1 I 1 1 ] T — b -e -+

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Obr. 2: Model s origindlnymi datami

Ako na obrazku 2 vidime, vysledky vypoctov sa liSia od reality. Aby vysledky ndSho modelu
boli blizsie realite, musime ndjst, ktoré premenné treba zmenit. Upravili sme program pridanim
cyklu, ktory porovnava vysledky nasSich vypoctov s redlnymi tidajmi pre vSetkych Sest premennych
(pomocou sumy absolutnych hodnét rozdielov), a uchové iba ,najlepsie vysledky“. Tie dostaneme
tak, Ze porovndvame aktudlnu odchylku s najmensou dosiahnutou odchylkou, a ak je aktudlna
odchylka menSia, aktualizujeme zapamatant hodnotu na aktudlnu, ako aj prislu$né premenné
s hodnotami modelu a ¢asovych bodov, pri ktorych sa tato najmensia odchylka dosiahla. (vid
kapitola 8.2) Pre premenné (ap, @m, Bm, Pr, b, y) sme ur¢ili intervaly, lebo v réznych zdrojoch ([6],
[7] a [15]) st uvedené rozne udaje.
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Obr. 3: Modifikovany model

Na obrazku 3 vidime, ze na naSom modeli eSte nieCo musime modifikovat. Po kontrole vSetkych
parametrov sme zistili, ze ako premennd mame aj celkovy pocet samiciek komdrov, s ktorou tiez
mozeme pracovat. Experimentdlne sme zistili, Ze najredlnejsi graf vychadza, ked N,, < N, (obr.
5). Tento vysledok tiez podporuje tvrdenie, ze Madeira md velmi nizku populaciu komarov vdaka
svojmu ekosystému. [21]
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Obr. 4: Modifikovany model s hodnotami N = N,,, - 0,3
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Obr. 5: Modifikovany model s hodnotami N, = N, - 0, 1

Este by sa dalo priblizif nas model ku grafu redlnych dat, keby sme zmenili pocet infikovanych
samiciek komdrov. Nakolko z tdajov [15] sme mali tento pocet pevne dany, tak sme s tym
nepracovali ako premennym.
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6 Zaver

Na zdklade nasho vyskumu sme sa v tejto bakaldrskej praci zaoberali modelom horucky dengue
na Madeire v obdobi od oktébra 2012 do februdra 2013. Nasim ciefom bolo navrhnut zlomkovy
model, ktory by sprdvne odpovedal pozorovanym udajom o infikovanych osobdch v populdcii. V
praci sme vyuzili zndme udaje z literattry a Statistik, ale tiez sme v rdmci modelu ziskali nové
udaje.

Pouzili sme zdkladné pojmy a tedrie nelinedrnych dynamickych systémov a diskutovali sme
o rovnovahe systému a jeho stabilite. Dalej sme sa zamerali na zlomkovy diferencidlny pocet a
rozdiely medzi ODR1 a ODRa. Podrobne sme skimali aj epidemiologické modely a ich aplikdciu
na horacku dengue.

Vytvorili sme vlastny ndvrh zlomkového modelu epidémie horicky dengue na Madeire a
numericky sme ho simulovali v programe MATLAB. Pocas tychto simuldcii sme sa zameriavali na
optimalizdciu parametrov modelu a skiumali sme ich vplyv na vysledky. Zistili sme, Ze parametre
suvisiace s komdrmi maju najvacsi vplyv na skimany model.

Dospeli sme k zaveru, ze nas navrhnuty zlomkovy model je schopny pomerne dobre popisat
epidémiu horticky dengue na Madeire v zadanom ¢asovom obdobi. Nase vysledky by mohli posluzit
ako zaklad pre dalsie vyskumné prace v tejto oblasti a prispiet k lepSiemu porozumeniu a riadeniu
tejto choroby.



34

Literatura

7

Literatura

Literatura

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Bhalekar, S., Patil, M., Singular points in the solution trajectories of fractional order dynamical
systems, Chaos: An Indisciplinary Journal of Nonlinear science, 2018

Brauer, F., Pauline van den Driessche, Wu, J.Mathematical Epidemiology, Lecture Notes in
Mathematics 1945,2008

Cermak, J.; Nechvatal, L., On a problem of linearized stability for fractional difference equations,
Nonlinear Dyn. 104 (2021), 1253-1267.

Cong, N. D., Tuan, H. T., Generation of nonlocal fractional dynamical systems by fractional
differential equations, Journal of Integral Equations and Applications, Volume 29, Number 4,
2017

Dardczy M., Batkai, Z., Tortszdm-differencidlegyenletek periddikus és aszimptotikusan periodi-
kus megolddsai, Matematikai Lapok, vol. 21, no. 1, pp. 1-21, 2010.

Diethelm, K., A fractional calculus based model for the simulation of an outbreak of dengue
fever, Nonlinear Dynamics, 2013

European Centre for Desease Prevention an Condrol Mission report, Dengue outbreak in
Madeira, Portugal/ March 2013, Stockholm: ECDC; 2014.

Feckan, M., Note on periodic solutions of fractional differential equations, Mathematical Met-
hods in the Applied Sciences, Vol. 41, 2018

Garappa, R., Numerical Solution of Fractional Differential Equations: A Survey and a Software
Tutorial, Dipartimento di Matematica, Universit‘a Degli Studi di Bari, Via E. Orabona 4,
70126 Bari, Italy, 2017

Glozikova, A., Autonomous systems of differential equations - classical vs fractional ones Brno:
Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2020, Vedouci prace: doc. Ing.
Ludék Nechvatal, Ph.D.

Jassim, H. K.; Hussein, M. A. , A Novel Formulation of the Fractional Derivative with the Order
a < 0 and without the Singular Kernel, 2022 Department of Mathematics, University of
Thi-Qar, Nasiriyah 64001, Iraq

Khalil, R., Al Horani, M., Yousef, A., Sabebheh, M., A new definition of fractional derivative,
Journal of Computational and Applied Mathematics 264 (2014) 65-70, 2013

Kisela, T., Fractional differential equations and their applications, rno: Vysoké uceni technické
v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2008, Vedouci prace: doc. RNDr. Jan Cermdk, CSc.

Kyjovsky, A., Numerické metody resent diferencidlnich rovnic necelociselného rddu Brno: Vysoké
uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inZenyrstvi, 2018, Vedouci préace: doc. Ing. Ludék
Nechvatal, Ph.D.

Rodrigues, H. S., Monteiro, M. T. T., Torres, D.F. M., Silva A. C., Sousa, C., Conceicao, C.,
Dengue in Madeira Island,Dynamics, Games and Science, CIM Series in Mathematical Sciences
1 (2015), 593-605, 2014.

Medlock, J., Mathematical modeling of epidemics, University of Washington, Applied Mathe-
matics Department, 2002

Nishiura, H., Mathematical and Statistical Analyses of the Spread of Dengue, Department of
Medical Biometry, University of Tiibingen, Westbahnhofstr. 55, Tiibingen, D-72070, Germany



Literatura 35

[18]

[19]

[20]

[21]

and Research Center for Tropical Infectious Diseases, Nagasaki University Institute of Tropical
Medicine, 1-12-4 Sakamoto, Nagasaki, 852-8523, Japan, 2006

Siskova, B., Eko-epidemiologické modely, Brno, Masarykova Univerzita, P¥irodovédecka fakulta,
2016, Vedouci prace: RNDr. Lenka Ptibylova, Ph.D

Sustkova, A., Analyza dvoudimengiondlnich modelil necelo¢iselného r’ddu, Brno: Vysoké uceni
technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2019, Vedouci prace: doc. Ing. Ludék Ne-
chvatal, Ph.D.

Webova stranka vopred  napisaneho kédu vV programe matlab
https://www.dm.uniba.it/Members/garrappa/Software.

Oficidlna stranka Madeiry https://www.madeira-web.com/en/madeira/facts/tourism/safe-
destination.html


https://www.dm.uniba.it/Members/garrappa/Software
https://www.madeira-web.com/en/madeira/facts/tourism/safe-

36 8 Apendix
8 Apendix
8.1 Ekvilibrium nasej sustavy
ap _ o ﬁhbah
DiqSh = py,"(Np — Sp) — N, 1 mSh(Nm — Sm) (8.1)
peg, = P o N s Dh ) (8.2)
*ah—Nh+m h( m = m)_(/'lh t+y h .
Am
DS, = pm Ny, — N:+ —Smlh - [ems,, (8.3)
Vieme, ze S}’l = I;; =S, = 0. Potom z (8.3) vyjadrime
I, = /Jm(Nm - Sm)(Nh + m)
h — s
SmbBm
a dosadime do (8.2)
Pnb im(Np = Sp) (N, +m) (pp +y)
0= Sh(Npy — Sp) — 8.4
Z rovnici (8.1) vyjadrime
s, prNk(np, + m)

~ (Ny+m)pp + Pub(Ny — Sy)
Ak rovnicu (8.4) delime s (N, — S;,,), a dosadime vyjadrené S, dostaneme

0o Pnb puNw(np + m) _ pm(Ny+m)(pn+y)

" Np+m (Np+ m) pip + Prb(Ny — S) SmbPm

Dalej len upravujeme rovnice.

_ ﬁhﬁmbz /JhNh(Nh + m)Sm
/Jm(Nh + m)(/-lh +Y) = N, +m ) (Nj, + m)/-lh +4 b(Ny — S
U (Np +m)2(pp +y) _ upNy(Nh + m)Sy,
Brfmb? (Nh +m)pp, + Prb(Nm — Sp)
= +Zz)ﬁ}::b(5h . ((Nh +m)pp + fpb (N — Sm)) = 1nNaSh
(Nh + m) i (pp, + Y)((Nh +m) + ﬁthm) { (No + )it + 1) b o
Bibmb? ) BiBmb? Hn

P (pn + Y)((Nh +m)pp + ﬁthm)/Nh +m

m (gt + ¥) Prb(Ny + m) + 113Ny By frmb>
_ /Jm(Nm - Sm) (Nh + m)
- SmbPm

w3k
Sm =

L
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Do I,’:* dosadime S, = S, dostaneme

kde S, = SZ*.

U (NthbZﬁhﬁm — Mm(pn +y) (Np + m)z)

Ih
Bubi + y)((Nh s mp+ Nmbﬁh)
G = pnNR(Np +m)
h (Nh + m)/-lh + ﬁhb(Nm - Sm),
(Np +m) ((,Uh + ) (Np + m) i, + Nhﬂmbﬂh)
St =

ﬁmb((Nh + m)/-lh + Nmﬁhb)

DFE: E* = [S;, ¥, S5 | = [Np, 0, Ny |

EE: E™ =[S, I, 53]

8.2 MATLABovsky kéd

%% FRACTIONAL SIR MODEL of dengue fever in Madeira (Portugalia),

2012-13
clc; clear;

%Input data
Ih0=9;
condition
Sh0=111991;
condition
Nh=IhO0+ShO;
Nm = Nhx*0.1;
Im0=1000;
condition
SmO=Nm-ImO,;
condition
muh=1/(79%*365) ;

% number of infected humans in inicial

%» number of suspected humans in inicital

%» total polupation of humans

%» total population of mosquitoes

%» number of infected mosquitoes in inicial

%» number of suspected mosquitoes in inicial

/ human mortality rate

mum=1/10; % mosquito mortality rate

m=0; 7% alternative blood source

t0=0; % initial time in days

T=23%7; % final time in days

h=0.05; % time step for Caputo derivative
k=0.03; % time step for other parameters
y0=[Sh0; Ih0;Sm0]; % Inicial contition

% alphah - Caputo derivative order for humans

% alpham - Caputo derivative order or mosquitoes

% betam - disease transmission rate human-mosquito

%» betah - disease transmission rate mosquito-human
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% b - biting rate
% gamma - rate of recovery from the disease

%Real data

treal=0:7:154;

Ireal
=[9,145,173,219,395,154,252,315,219,102,57,53,24,9,8,10,6,2,3,0,2,0,1]

% Set initial values for smallest deviation

min_deviation = inf;
min_I = [];
min_t = [];

%» Cycluces to find the best values
for alphah=0.5:h:1
for alpham = 0.5:h:1
for betam=0.25:k:0.37
betah=betam;
for b = 0.3:k:0.7
for gamma = 1/15:k:1/3
f_fun = @(t,y) [muh~alphah*x(Nh-y(1))-betahx*b"
alphah/(Nh+m) *y (1) *(Nm-y (3)) ;...
betah*b~alphah/(Nh+m)*y (1) *(Nm-y
(3)) -(muh~alphah+gamma~alphah
Y*xy(2) ;...
mum~alpham*Nm-betam*b~alpham/(Nh
+m) *y (3) *y (2) -mum~alphamx*y (3)
15

J_fun = @(t,y) [-muh~alphah-betah*b~alphah*(Nm
-y(3))/(Nh + m),0,betah*b~alphah*y(1)/(Nh
+ m);
betah*b~alphah*(Nm-y(3))/(Nh+
m) ,-muh~alphah-gamma~
alphah,-betah*b~alphahx*y
(1)/(Nh + m);...
0,-betam*b~alphamx*y(2)/(Nh+m)
,-betam*b~alphamx*y (3)/(Nh
+ m) -mum~alpham];

% Calculate deviation from real data
[t, yl=fde_pi2_im([alphah, 1, alpham], f_fun,
J_fun, t0, T, yO, h);
I_model_interp = interpl(t, y(2,:), treal); %
interpolate to match real data time
points
deviation = sum(abs(Ireal - I_model_interp));
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% Store new smallest deviation if it's
smaller than current
if deviation < min_deviation

min_deviation = deviation;
min_I = I_model_interp;
min_t = treal;

end
end
end
end
end
end

%% Plotting results

%» Model plot

t_interp = linspace(min_t (1), min_t(end), 1000); % define new
time points for interpolation

I_interp = interpl(min_t, min_I, t_interp, 'spline'); 7%
interpolate the model results

plot(t_interp, I_interp, 'r'); % plot the interpolated curve

% Original plot

hold on;

plot (treal, Ireal, '.-.k');

grid on;

xlabel('t');

ylabel('I');

legend('Model', 'Real data', 'Location', 'mnortheast',
Orientation', 'vertical');



