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Obsah
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Použité značeńı

R množina reálných č́ısel
Rn, n ∈ N množina uspořádaných n-tic reálných č́ısel
[a, b] uzavřený inetrval v R
(a, b) otevřený inetrval v R
I ⊂ Rn, n ∈ N podmnožina Rn, ostrá množinová inkluze
C n (I) množina funkćı se spojitou n-tou derivaćı
dx
dt

derivace funkce f podle nezávislé proměnné t
f ′(x) derivace funkce f podle proměnné x
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Úvod

S dynamickými systémy se setkáváme v každodenńım životě. Modelovat lze

r̊uzné typy př́ırodńıch děj̊u a proces̊u, existuj́ı i modely vývoje nejr̊uzněǰśıch

populaćı. Tyto dynamické systémy se v matematice znázorňuj́ı diferenciálńımi

rovnicemi s konkrétně definovanými vstupy a výstupy a se známými počátečńımi

podmı́nkami, které určuj́ı specifické matematické modely. Mým úkolem bude

přibĺıžit matematický model eutrofizace, jež nám umožńı popsat procesy prob́ıhaj́ı-

ćı v jezerech a konkrétńı př́ıklad uvést na jezeře Mendota v USA.

Eutrofizaćı rozumı́me proces obohacováńı vod o živiny, zejména duśık a fosfor.

Duśıkaté látky a fosfáty, které zp̊usobuj́ı nepřirozenou eutrofizaci, často pocházej́ı

z hnojiv použ́ıvaných v zemědělském sektoru, najdou se však i jiné zdroje znečǐstě-

ńı. Důsledkem je nejprve přemnožeńı planktonu (vodńı květ) a následně, po jeho

masovém odumřeńı, nedostatek kysĺıku ve vodě a vymı́ráńı ryb a daľśıch or-

ganismů. Eutrofizaci lze předcházet omezeńım znečǐstěńı vod, zabráněńım vniku

hnojiv do vody a také čǐstěńım odpadńıch vod.

Ćılem této bakalářské práce je předevš́ım ukázat, jak ze základńıch hypotéz

o cirkulaci fosforu v jezeře a v podzemńıch i povrchových vodách vznikne matema-

tický model ve tvaru dynamického systému.

Prvńı kapitola obsahuje přehled základńıch poznatk̊u z teorie dynamických

systémů prvńıho řádu, který je nezbytný k řešeńı př́ıklad̊u popisuj́ıćıch r̊uzné

chováńı jezera Mendota.

Druhá kapitola se zabývá vyšetřováńım rovnovážných stav̊u model̊u, pomoćı

uvedené teorie a určováńım jejich fázových portrét̊u pro r̊uzné hodnoty parametr̊u.

Vše je názorně ukázáno na obrázćıch graf̊u a fázových portrét̊u zadaných funkćı.

Matematický model jezera Mendota, který je v této bakalářské práci použ́ıván,

je podrobně popsán ve třet́ı kapitole. Bereme v něm v úvahu pouze vliv fosforu.

Model by mohl být zpřesněn přidáńım daľśıch parametr̊u - faktor̊u ovlivňuj́ıćıch

dané jezero, což už by však bylo nad rámec mé práce.
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1 Základy teorie dynamických systémů 1. řádu

1.1 Dynamické systémy 1.̌rádu

Necht’ I je otevřený interval reálné osy R. Necht’ x : I −→ R je diferencova-

telná funkce reálné proměnné t, kde t je nezávislá proměnná (čas) a f : R → R

je funkce reálné proměnné x.

Definice 1 Necht’ x(t) je neznámá funkce a f(x) je daná funkce, pak rovnici

x′ = f(x) (1.1)

nazýváme skalárńı autonomńı diferenciálńı rovnićı.

Definice 2 Řekneme, že funkce x(t) je řešeńım rovnice (1.1) na intervalu I ⊂ R,

jestliže

x′(t) = f(x(t)) ∀t ∈ I.

Definice 3 Řešeńım Cauchyovy počátečńı úlohy na intervalu I ⊂ R rozumı́me

funkci x(t), která je řešeńım rovnice (1.1) a splňuje

x(t0) = x0, (1.2)

kde počátečńı čas t0 ∈ I a x0 ∈ R.

Bez újmy na obecnosti lze u skalárńı autonomńı diferenciálńı rovnice (1.1)

uvažovat t0 = 0.

Označeńı 1 Označme C0(R,R) množinu všech spojitých funkćı f : R −→ R

a C1(R,R) množinu všech funkćı f : R −→ R se spojitou prvńı derivaćı. Ana-

logicky použijeme značeńı Cn(R,R) pro množinu všech funkćı f : R −→ R se

spojitými derivacemi až do řádu n včetně. Pokud je definičńım oborem funkce f

podmnožina U ⊂ R, pak C0(U,R). Nebude-li pochyb, o které funkci mluv́ıme,

budeme psát krátce C0, C1, Cn . . .

6



V př́ıpadě, že reálná spojitá funkce je funkćı v́ıce proměnných, f : Rn −→ R,

pak je tř́ıdy C1, jestliže všechny jej́ı prvńı parciálńı derivace jsou spojité.

K zd̊urazněńı závislosti řešeńı x(t) rovnice (1.1) na počátečńı podmı́nce (1.2),

použ́ıváme značeńı ϕ(t, x0). Jinými slovy ϕ(t, x0) = x(t) a ϕ(0, x0) = x0 .

Věta 1 (O existenci a jednoznačnosti)

i) Jestlǐze f ∈ C0(R,R), pak pro každé x0 ∈ R existuje interval Ix0 ≡ (αx0 ; βx0)

obsahuj́ıćı t0 = 0 a řešeńı ϕ(t, x0) Cauchyovy počátečńı úlohy

x′ = f(x)

x(0) = x0

definované pro každé t ∈ Ix0, splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku ϕ(0, x0) = x0.

Je-li αx0 konečné, pak

lim
t→α+

x0

|ϕ(t, x0)| =∞.

Je-li βx0 konečné, pak

lim
t→β−x0

|ϕ(t, x0)| =∞.

ii) Jestlǐze f ∈ C1(R,R), pak řešeńı ϕ(t, x0) je jediné na Ix0 a funkce ϕ(t, x0)

je spojitá spolu s jej́ımi prvńımi parciálńımi derivacemi na (t, x0).

Důkaz 1 Viz lit. [3]

Definice 4 Největš́ı možný interval Ix0 z předchoźı věty se nazývá maximálńı

interval existence řešeńı ϕ(t, x0).

Nyńı již máme potřebnou teorii a můžeme tedy definovat pojem dynamický

systém.

7



Jestliže je funkce f tř́ıdy C1, pak pro každé pevné t je ϕ(t, x0) zobrazeńım

z R do R, definované vztahem x0 7−→ ϕ(t, x0).

Uved’me tři d̊uležité vlastnosti tohoto zobrazeńı:

i) ϕ(0, x0) = x0;

ii) ϕ(t + s, x0) = ϕ(t, ϕ(s, x0)), ∀t, s, jestliže je zobrazeńı na obou stranách

rovnice definováno;

iii) ϕ(t, x0) je zobrazeńım tř́ıdy C1 pro každé t a existuje k němu spojité inverzńı

zobrazeńı ϕ(−t, x0), které je také tř́ıdy C1.

Definice 5 Zobrazeńı z R do R splňuj́ıćı výše uvedené vlastnosti se nazývá

dynamický systém tř́ıdy C1 na R.

Pod́ıvejme se opět na rovnici (1.1), ale tentokrát z geometrického hlediska.

V každém bodě roviny (t, x), kde je f(x) definována, vyjadřuje pravá strana

rovnice (1.1) hodnotu derivace dx
dt

, která může být považována za sklon úsečky

procházej́ıćı daným bodem.

Definice 6 Množinu všech těchto úseček nazýváme směrové pole diferenciálńı

rovnice (1.1).

Definice 7 Grafem řešeńı úlohy (1.1), které procháźı bodem x0, rozumı́me pod-

množinu roviny (t, x) definovanou {(t, ϕ(t, x0)) : t ∈ Ix0}. Nazýváme jej trajektoríı

procházej́ıćı bodem x0.

Jednoduše řečeno, trajektorie se dotýká úseček směrového pole v každém bodě

roviny, kterým procháźı.

Ke každému bodu x na ose X lze přǐradit směr určený úsečkou spojuj́ıćı body

x a x+ f(x). Na tuto úsečku se lze d́ıvat jako na vektor závisej́ıćı na x. Množinu

těchto vektor̊u nazýváme vektorové pole generované rovnićı (1.1).
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Definice 8 Kladná orbita γ+(x0), záporná orbita γ−(x0) a orbita γ(x0) bodu x0

jsou definovány jako intervaly osy X následovně:

γ+(x0) =
⋃

t∈[0;βx0)

ϕ(t, x0)

γ−(x0) =
⋃

t∈(αx0 ;0]

ϕ(t, x0)

γ(x0) =
⋃

t∈(αx0 ;βx0)

ϕ(t, x0)

Orbity dostáváme jako projekci graf̊u řešeńı do osy X.

Obr. 1.1: Orbity bodu x0

Množina všech orbit společně se směrovými šipkami se nazývá fázový portrét.

Směrové šipky vyjadřuj́ı pohyb bodu ϕ(t, x0) po orbitě pro rostoućı t.

Obr. 1.2: Fázový portrét

Definice 9 Bod x̄ ∈ R nazveme equilibriem (také kritickým bodem nebo bodem

rovnováhy) diferenciálńı rovnice (1.1), jestliže f(x̄) = 0.

Jestliže je bod x̄ equilibriem, pak konstantńı funkce x(t) = x̄ pro každé t je

řešeńım a orbita γ (x̄) je x̄.
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Definice 10 Jestliže γ−(x0) je ohraničená, pak množinu α (x0) = lim
t→α+

x0

ϕ (t, x0)

nazveme α -limitńı množinou bodu x0. Analogicky, je-li γ+(x0) ohraničené, pak

množinu ω (x0) = lim
t→β−x0

ϕ (t, x0) nazveme ω -limitńı množinou bodu x0.

Ukážeme dvě metody určováńı equilibríı, orbit a fázového portrétu rovnice (1.1).

Prvńı metoda vycháźı z grafu funkce f vystupuj́ıćı v rovnici (1.1).

Postupujeme tak, že vyšetř́ıme pr̊uběh funkce f , nalezneme všechny jej́ı nulové

body a urč́ıme mezi nimi znaménko funkce f . Pak nulové body funkce f jsou equi-

librii rovnice (1.1), orbity jsou tvořeny bud’ těmito equilibrii nebo otevřenými

úsečkami mezi nimi nebo neomezenými intervaly. V posledńım př́ıpadě neexis-

tuje α−limitńı nebo ω−limitńı množina př́ıslusné orbity. Šipka na každé úsečce

odpov́ıdá znaménku funkce f mezi krajńımi body této úsečky. Je-li osa x, na ńıž

tvoř́ıme fázový portrét, vodorovná, pak šipka směřuje napravo, je-li f kladná (pro

x z této úsečky) a nalevo, je-li f záporná (pro x z této úsečky). Z rovnice (1.1)

totiž plyne, že je-li f(x) > 0, pak i x′ > 0 a tedy řešeńı x(t) = ϕ(t, x0) roste.

Podobně pro f(x) < 0 řešeńı x(t) klesá.

Stejným zp̊usobem urč́ıme směr šipek na neomezených intervalech. Takto zkon-

struujeme celý fázový portrét rovnice (1.1).

Druhá metoda je založena na skutečnosti, že rovnici (1.1) lze psát ve tvaru

x′ = f(x) = − d

dx
F (x), (1.3)

kde F (x) = −
x∫
0

f(s)ds.

Je-li x(t) řešeńı rovnice (1.3), pak

d

dt
(F (x(t))) =

d

dx
(F (x(t))) · d

dt
(x(t)) = −(f(x(t)))2 ≤ 0.
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F je proto vždy klesaj́ıćı funkce podél řešeńı. Equilibrium rovnice (1.3) je vždy bo-

dem extrému funkce F . Šipky na orbitách nyńı odpov́ıdaj́ı směru klesáńı funkce F .

Poznámka 1 Z fázových portrét̊u vyplývá, že každé řešeńı rovnice (1.1) je mono-

tónńı a má-li α-limitńı nebo ω-limitńı množinu, pak tato množina je equilibriem

rovnice (1.1).

Př́ıklad 1 Urč́ıme fázový portrét rovnice

x′ = x− x3 + λ, (1.4)

kde λ je reálné č́ıslo.

Rovnici budeme řešit oběma metodami.

Použijeme prvńı metodu a vyšetř́ıme pr̊uběh funkce f .

Pro λ = 0 má rovnice funkce f tvar

f(x) = x− x3.

Equilibria urč́ıme z rovnice

x− x3 = 0.

Nulovými body funkce f jsou body: x1 = 0, x2 = 1 a x3 = −1. Stacionárńı body

funkce f urč́ıme z rovnice

f ′(x) = 1− 3x2 = 0.

Tedy x2 = 1
3

a x1,2 = ± 1√
3
. Pro x z intervalu

(
−∞;− 1√

3

)
a taktéž i pro x z in-

tervalu
(

1√
3
;∞
)

je hodnota prvńı derivace funkce f záporná, tud́ıž funkce f je

na tomto intervalu klesaj́ıćı. Pro x z intervalu
(
− 1√

3
; 1√

3

)
má f ′ kladnou hodnotu

a funkce f je pro tato x rostoućı. Z grafu pak lehce poznáme, kde má funkce f

kladnou, a kde zápornou část. Z čehož lze jednoznačně určit směr šipek v fázovém

portrétu funkce f .

11



Obr. 1.3: Graf funkce f (λ = 0)

Obr. 1.4: Fázový portrét rovnice (1.4) (λ = 0)

Pro λ = 1 se graf funkce f posune po ose Y směrem nahoru a funkce f

má pouze jeden nulový bod. Tedy existuje pouze jedno equilibrium tj. jistý bod

x0 > 1.

Obr. 1.5: Graf funkce f (λ = 1)

Pro λ = −1 se graf funkce f posune po ose Y směrem dol̊u a funkce f má

opět pouze jeden nulový bod. Tedy existuje pouze jedno equilibrium tj. jistý bod

x0 < −1.
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Obr. 1.6: Graf funkce f (λ = −1)

Pro funkce, kde je λ = 1 nebo λ = −1 jsou fázové portréty téměř stejné,

akorát pro každé λ bude jiný bod x0.

Obr. 1.7: Fázový portrét rovnice (1.4) (λ = 1, λ = −1)

Druhá metoda vycháźı z použit́ı funkce F . Fázový portrét pro λ = 0 urč́ıme

pomoćı druhé metody.

Funkce F má tvar

F (x) = −x
2

2
+
x4

4

a jej́ım grafem je křivka 4. stupně s nulovými body −
√

2, 0,
√

2. Funkce F má

lokálńı maximum v 0 a lokálńı minima v −1, 1. Tyto tři body jsou equilibria

rovnice (1.4). Šipky na fázovém portrétu mezi eqiulibrii určuj́ı směr v němž klesá

F .
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Obr. 1.8: Graf funkce F (λ = 0)

Obr. 1.9: Fázový portrét rovnice (1.4) (λ = 0)
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1.2 Stabilita equilibríı

V této kapitolce se budeme v krátkosti věnovat stabilitě equilibríı.

Definice 11 Řekneme, že equilibrium x̄ rovnice (1.1) je stabilńı, jestliže ∀ε > 0

∃δ > 0∀x0 ∈ R, jestliže |x0 − x̄| < δ, potom řešeńı ϕ(t, x0) úlohy (1.1), (1.2)

splňuje nerovnost |ϕ(t, x0)− x̄| < ε,∀t ≥ 0.

V opačném př́ıpadě řekneme, že je bod x̄ nestabilńı.

Definice 12 Řekneme, že equilibrium x̄ je asymptoticky stabilńı, jestliže ∃r > 0 :

lim
t→∞
|ϕ(t, x0)− x̄| = 0 pro každé x0 splňuj́ıćı |x0 − x̄| < r.

Následuj́ıćı věta umožňuje určeńı stability equilibria rovnice (1.1) z vlastnost́ı

funkce f(x).

Věta 2 Předpokládejme, že funkce f je tř́ıdy C1 a x̄ je equilibrium rovnice (1.1)

tj. f(x̄) = 0. Dále předpokládejme, že f ′(x̄) 6= 0. Pak equilibrium x̄ je asymp-

toticky stabilńı, jestlǐze f ′(x̄) < 0 a nestabilńı, jestlǐze f ′(x̄) > 0.

Důkaz 2 Viz lit. [3]

Poznámka 2 Rovnici dx
dt

= f ′(x̄)x nazýváme lineárńı variačńı rovnićı. Můžeme

ale také ř́ıci, že se jedná o linearizaci vektorového pole dx
dt

= f(x) v okoĺı equilibria

x̄. Věta 2 ukazuje, že je-li f ′(x̄) 6= 0, pak typ stability equilibria x̄ rovnice (1.1)

je stejný jako typ stability nulového equilibria v odpov́ıdaj́ıćım linearizovaném

vektorovém poli.

Definice 13 Řekneme, že equilibrium x̄ rovnice (1.1) je hyperbolické equilibrium,

jestliže f ′(x̄) 6= 0.

Je-li f ′(x̄) = 0, pak se x̄ nazývá nehyperbolické equilibrium.
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Př́ıklad 2 Na rovnici (1.4) ukážeme bifurkaci, avšak λ bereme z intervalu (0, 1).

Pro λ = 0 spoč́ıtáme prvńı derivaci funkce f(x) = x− x3.

f ′(x) = 1− 3x2 = 0

−3x2 = −1

x2 =
1

3

x1/2 = ±
√

3

3

Nyńı urč́ıme hodnotu minima a maxima funkce f(x). Dosazeńım x1 do rovnice

−x+ x3 = λ

dostaneme hodnotu minima λ = −2
√

3
9

a dosazeńım x2 dostaneme hodnotu

maximaλ = 2
√

3
9
.

Źıskali jsme dvě hodnoty bifurkačńıho parametru λ. Pro hodnoty tohoto parametru

nastala bifurkace, neboli změna fázového portrétu. Dvě equilibria ze tř́ı se seskupila

v jedno a na fázových portrétech jsou vidět už jen dvě equilibria. Equilibrium,

které vzniklo splynut́ım dvou equilibríı, je nehyperbolické.

Obr. 1.10: Graf funkce uvedené v rovnici (1.4) (λ = 2
√

3
9

)
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Obr. 1.11: Fázový portrét rovnice (1.4) (λ = 2
√

3
9

)

Obr. 1.12: Graf funkce uvedené v rovnici (1.4) (λ = −2
√

3
9

)

Obr. 1.13: Fázový portrét rovnice (1.4) (λ = −2
√

3
9

)
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2 Klasifikace jezer

2.1 Rovnovážné stavy a hystereze

Jezero je velmi složitým ekosystémem. Abychom dokázali sestavit kompletńı

model určitého jezera, museli bychom vźıt v úvahu jeho rozměry, hloubku a teplotu

a v neposledńı řadě koncentraci rozličných organických a anorganických materiál̊u

př́ıtomných v jezeře, všechny druhy vegetace, ryb a jiných živočich̊u vyskytuj́ıćıch

se v něm.

Umı́me dobře popsat dva druhy jezer - oligotrofická a eutrofická jezera. Oligotro-

fickým jezerem rozumı́me jezero, jehož stav je charakterizován ńızkým př́ısunem

živin a sńıženou rostlinnou produkćı s relativně čistou vodou. Naopak eutrofické

jezero je charakterizováno vysokým př́ısunem živin, značnou rostlinnou produkćı,

znečǐstěnou vodou a mnohdy i toxicitou.

Eutrofizace jezera je obvykle zp̊usobena nadměrným obsahem živin v jezerńı

vodě. Největš́ı pod́ıl na tomto procesu maj́ı producenti zemědělstv́ı a lesnictv́ı.

V současné době je nejsledovaněǰśı látkou zp̊usobuj́ıćı eutrofizaci fosfor, který se

do vody dostává předevš́ım podzemńımi a povrchovými vodami př́ımo ze zeměděl-

sky obdělávaných poĺı. Fosfor se usazuje na dně jezera a ze sediment̊u se neustále

uvolňuje do vody.

S. R. Carpenter, D. Ludwig a W. A. Brock studovali funkci p(t) udávaj́ıćı

množstv́ı fosforu ve vodě a měńıćı se v závislosti na čase t.

Vyslovili následuj́ıćı hypotézy:

1. Z povod́ı přitéká do jezera konstantńı množstv́ı fosforu L.

2. Úbytek fosforu ze sedimentace, odtoku, absorbce konzumenty a vegetaćı je

př́ımo úměrný množstv́ı fosforu ve vodě a je dán vzorcem sp(t), kde s je

konstantńı koeficient závisej́ıćı na podmı́nkách v konkrétńım jezeře.

3. Na základě studia limnologických mechanizmů tito pánové předpokládaj́ı,
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že recirkulačńı odhad je dán esovitou funkćı

rpq

mq + pq
,

kde funkce p(t) je sledované množstv́ı fosforu v jezeře, exponent q (q ≥ 2)

popisuje strmost funkce v inflexńım bodu. Exponent q může nabývat hodnot

od 2 pro hluboké, studené jezero do 20 pro teplé, mělké jezero. Parametr r

je maximálńı recykluj́ıćı odhad fosforu a m je koncentrace fosforu, na které

je recirkulace v polovině svého maximálńıho odhadu.

Protože změna studované funkce p(t) (tj. jej́ı r̊ust nebo klesáńı) je charakteri-

zováno derivaćı p′(t), lze koĺısáńı množstv́ı fosforu v jezeře vyjádřit následuj́ıćı

diferenciálńı rovnićı

dp

dt
= L− sp+ r

rpq

mq + pq
(2.1)

měńıćı se v závislosti na čase t.

Nulové body funkce f(p) = L− sp+ rpq

mq+pq lze nalézt např́ıklad takto:

vyjádř́ıme f(p) = f1(p)− f2(p), kde

f1(p) = L+
rpq

mq + pq
(2.2)

a

f2(p) = sp. (2.3)

Hledáme body splňuj́ıćı rovnici f1(p) = f2(p), tj. pr̊useč́ıky křivky y = f1(p)

představuj́ıćı př́ısun fosforu s př́ımkou y = f2(p) vyjadřuj́ıćı odtok fosforu.

Abychom ukázali, že existuje alespoň jeden takový pr̊useč́ık, vyšetř́ıme pr̊uběh

funkce f1 na 〈0,∞).

Funkce f1 nemá žádné nulové body, je kladná a z prvńı derivace je vidět, že je

i rostoućı na celém intervalu 〈0,∞).

f ′1 =
rqmqpg−1

(mq + pq)2
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Najdeme jediný inflexńı bod.

f ′′1 = rqmq (q − 1)mqpq−2 + (−q − 1)p2q−2

(mq + pq)3

rqmq (q − 1)mqpq−2 + (−q − 1)p2q−2

(mq + pq)3
= 0

rqmq((q − 1)mqpq−2 + (−q − 1)p2q−2) = 0

(q − 1)mqpq−2 + (−q − 1)p2q−2 = 0

p = q

√
(q − 1)mq

1 + q

Funkce f1 je shora ohraničená.

lim
p→∞

f1(p) = lim
p→∞

(L+
rpq

mq + pq
) = L+ r

Celý graf funkce f1 vid́ıme na obrázku (2.1).

Obr. 2.1: funkce f1 s konkrétńımi parametry pro jezero Mendota

Protože př́ımka (2.3) zač́ıná v bodě 0 pro p = 0 a neńı omezená, zat́ımco

křivka (2.2) má nezápornou hodnotu L pro p = 0 a je ohraničená pro p → ∞,

tak vždy existuje alespoň jeden pr̊useč́ık. Přitom v závislosti na vzájemné poloze
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a tvaru graf̊u funkćı f1 a f2 mohou existovat také dva nebo tři pr̊useč́ıky (což je

maximálńı možný počet).

Lež́ı-li pr̊useč́ık A = (p1, f1(p1)) v levé části grafu funkce f1, tj. hodnota p1 je

malá, hovoř́ıme o oligotrofickém equilibriu.

Lež́ı-li pr̊useč́ık B = (p2, f1(p2)) v pravé části grafu funkce f1, tj. hodnota p2 je

velká, hovoř́ıme o eutrofickém equilibriu.

Typickou situaćı při malé hodnotě L je existence oligotrofického equilibria. S velkou

hodnotou L najdeme eutrofické equilibrium a při středńı hodnotě L existuj́ı tři

equilibria: oligotrofické, eutrofické a prostředńı nestabilńı.

Správa kvality vody vyzývá ke kontrole jezer s eutrofickým equilibriem ve snaze

převést jej na oligotrofické. V některých př́ıpadech lze jezeru pomoci regulaćı

př́ısunu fosforu, avšak u spousty jezer, z d̊uvodu velké recirkulace, pouhá redukce

př́ısunu fosforu z okoĺı nestač́ı. U těchto jezer je třeba sńıžit recirkulaci a zvýšit

sedimentaci.

Pro naše účely budeme předpokládat, že jezero lze zachránit pouze omezeńım

př́ısunu fosforu.

V modelu (2.1) najdeme equilibrium jako pr̊useč́ık křivky (2.2) a př́ımky (2.3).

Pokles př́ısunu fosforu z vněǰśıho okoĺı odpov́ıdá posunu křivky (2.2) dol̊u.

Na obrázku (2.2) vid́ıme eutrofické equilibrium pro velké L, pro malé L oligotro-

fické equilibrium a pro středńı hodnotu L najdeme obě equilibria a nav́ıc nesta-

bilńı equilibrium mezi nimi.
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Obr. 2.2

Ve snaze dosáhnout u jezera oligotrofického equilibria v př́ıpadě, že jsou

př́ıtomny obě equilibria, je nezbytné dostat koncentraci fosforu ńıže pod nesta-

bilńı equlibrium. Což může být v mnohých př́ıpadech velmi obt́ıžné a vyžaduje

daľśı zásahy do jezera.

Na obrázku (2.3) je znázorněno množstv́ı fosforu, při kterém eutrofické a nesta-

bilńı equilibria splývaj́ı. Pro tento př́ıpad je př́ımka tečnou ke křivce.

Obr. 2.3

V př́ıpadě, že sńıž́ıme množstv́ı L pod výše zmı́něnou kritickou úroveň, objev́ı

se pouze oligotrofické equilibrium. Pak je zastavena eutrofizace jezera. Ztráta

equilibria je známa jako hystereze a jezero vykazuj́ıćı takové vlastnosti se nazývá
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hysterezńı.

Minimálńı př́ısun fosforu do jezera je ovlivněn r̊uznými faktory (např. p̊udńı

chemie) a nesmı́ být př́ılǐs ńızký na to, aby hysterezńı jezero opustilo své eutrofické

equilibrium. Mohlo by se totiž stát, že i v př́ıpadě, kdy by se hysterezńı jezero

dostalo do oligotrofického equilibria, změny v podmı́nkách by zp̊usobily nár̊ust

minimálńıho př́ıpustného fosforu a vedly k eutrofizaci.

Je-li hysterezńı jezero, které je ve svém oligotrofickém equilibriu, narušeno ab-

normálńım př́ısunem fosforu, může se dostat do stavu, kdy se eutrofické equilib-

rium změńı na eutrofické přitažlivé equlibrium. Může pak rychle přej́ıt z oligotro-

fického do eutrofického equilibria a je velmi obt́ıžné tento proces vrátit. Tyto

změny v jezeře mohou být velkým problémem pro okoĺı jezera a mohou mı́t

vážné následky. Jedńım z nich je např. zánik rybolovu.

2.2 Určeńı fázových portrét̊u reverzibilńıho, irreverzibilńıho

a hysterezńıho jezera

Zaj́ımavý př́ıpad nastane, je-li sklon př́ımky (2.3) větš́ı než největš́ı sklon

křivky (2.2). Systém (2.1) má pak pouze oligotrofické equilibrium, jak vid́ıme

na obrázku (2.4).
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Obr. 2.4

V tomto př́ıpadě jezero odolává eutrofizaci a i velký př́ısun fosforu může

být jezerem absorbován bez závažných škodlivých následk̊u. Tento typ jezera

nazýváme reverzibilńı.

V jiném př́ıpadě se může stát, že pro nejmenš́ı možný př́ısun fosforu je př́ımka

(2.3) pod křivkou (2.2) (pro malé p) a systém (2.1) má pouze eutrofické equilib-

rium, což tentokrát vid́ıme na obrázku (2.5). Tento typ jezera se nazývá irreverzi-

bilńı. V tomto př́ıpadě neńı možné pouze sńıžeńım př́ısunu fosforu dostat jezero

na oligotrofické equilibrium.

Obr. 2.5

Poznámka 3 Jednoduše řečeno, jezero je reverzibilńı, jestliže směrnice s př́ımky

(2.3) reprezentuj́ıćı mı́ru ztráty fosforu je dostatečně velká. Je-li s dostatečně

malé, je jezero irreverzibilńı. A jestliže má s středńı hodnotu, pak jde o jezero

hysterezńı.

Klasifikace typu jezera tedy záviśı na s a na L, což udává minimálńı dosažitelný

př́ısun fosforu z povod́ı.

Fázový portrét reverzibilńıho jezera urč́ıme z grafu funkce f(p). Tato funkce

je kladná, pokud f1 > f2 a záporná, pokud f1 < f2. Oligotrofické equilibrium je
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asymptoticky stabilńı.

Obr. 2.6: Fázový portrét reverzibilńıho jezera

Analogicky urč́ıme fázový portrét irreverzibilńıho jezera. Eutrofické equilib-

rium je opět asymptoticky stabilńı.

Obr. 2.7: Fázový portrét irreverzibilńıho jezera

Fázové portréty hysterezńıho jezera jsou 3 typ̊u, v závislosti na tom, kolik

equilibríı a jakého druhu má systém (2.1).

Obr. 2.8: Graf funkce znázorňuj́ıćı hysterezńı jezero
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Obr. 2.9: Fázový portrét hysterezńıho jezera

Obr. 2.10: Graf funkce znázorňuj́ıćı hysterezńı jezero

Obr. 2.11: Fázový portrét hysterezńıho jezera

Obr. 2.12: Graf funkce znázorňuj́ıćı hysterezńı jezero
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Obr. 2.13: Fázový portrét hysterezńıho jezera
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3 Jezero Mendota

Jedńım z nejv́ıce studovaných jezer na světě je jezero Mendota lež́ıćı ve Wis-

consinu ve Spojených státech amerických. Detailńı měřeńı př́ısunu fosforu do jeze-

ra a množstv́ı fosforu v jezeře se provád́ı již v́ıce než 20 let.

Rovnice (2.1) obsahuje parametry s, r,m a q, jimž můžeme nyńı přǐradit konkrétńı

hodnoty z daných měřeńı provedených na jezeře Mendota.

s = 0.817/rok
r = 731000kg/rok
m = 116000kg
q = 7, 88

Poznámka 4 Naneštěst́ı ve skutečnosti existuje velký problém s rozsahem namě-

řěných hodnot, 10-mı́stý pro r a pro m dokonce 100-mı́stný. Stav jezera Mendota

záviśı na těchto parametrech a tud́ıž jeho model koĺısá mezi reverzibilńım

a irreverzibilńım jezerem.

V následuj́ıćım textu budeme předpokládat, že výše uvedené hodnoty jsou

přesné a správné a použijeme je k určeńı stavu jezera.

Parametr p vhodně vyjádř́ıme

p = mx

a dostaneme:

m
dx

dt
= L− smx+

mqxq

mq +mqxq
= L− smx+ r

xq

1 + xq

Equilibrium urč́ıme z rovnice:

L− smx+ r
xq

1 + xq
= 0

Polož́ıme

L = ra

28



a

s =
rb

m

a dostaneme podmı́nku pro equilibrium:

a+
xq

1 + xq
= bx.

K určeńı stavu jezera hledáme pr̊useč́ık křivky

y = a+
xq

1 + xq
(3.1)

a př́ımky

y = bx (3.2)

Těmito kroky jsme źıskali nový model

x′ =
r

m
(a− bx+

xq

1 + xq
). (3.3)

Pod́ıl m
r

ukazuje dynamiku systému (3.3). Equilibria záviśı na třech č́ıselných

parametrech a, b a q. Předpokládejme, že b a q jsou vlastnosti studovaného jezera

a a je ř́ıd́ıćı parametr. Při použit́ı konkrétńıch parametr̊u pro jezero Mendota

obdrž́ıme b = 0.130. Minimálńı př́ısun fosforu L je odhadem 3800 kg/rok, což

odpov́ıdá hodnotě a = 3800
731000

= 0.0052. S těmito hodnotami a, b a q, kde q = 7.88,

můžeme nakreslit graf křivky (3.1) a př́ımky (3.2). Použit́ım softwaru Matlab

uvid́ıme na obrázku (3.1) tři equilibria.
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Obr. 3.1

Pokud obrázek (3.1) vhodně přibĺıž́ıme, vid́ıme, že křivka opravdu prot́ıná

př́ımku na obrázku (3.2) v oligotrofickém equilibriu.

Obr. 3.2

Obr. 3.3: Fázový portrét modelu (3.3) s konkrétńımi parametry jezera Mendota

Tyto equilibria můžeme ocenit hodnotami 0.04, 0.75 a 7.73, což odpov́ıdá

hodnotám fosforu 4640 kg (oligotrofické equilibrium), 87 000 kg (nestabilńı equi-

librium) a 897 000 kg (eutrofické equilibrium).
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Jezero Mendota má běžně equilibrium hodnoty 57 000 kg, která odpov́ıdá hod-

notě x = 0.49.

To je méně než nestabilńı equlibrium systému s minimálńım př́ısunem fosforu

a je zároveň v oblasti přitažlivosti oligotrofického equilibria. Což ukazuje na to,

že jezero je hysterezńı, ale schopné přej́ıt do oligotrofického equilibria.

V reálném světě však tyto hodnoty koĺısaj́ı a neńı tedy možné nakreslit přesný

graf.

Aktivity jakými jsou zemědělstv́ı, lesnictv́ı a urbanizace, které zvyšuj́ı nadměrný

př́ısun fosforu do jezer a vedou k jejich eutrofizaci, maj́ı z procesu eutrofizace

př́ımý ekonomický prospěch. Tyto výhody jsou však v rozporu s myšlenkami

na obnovu zničených jezer.

V př́ıkladech, které si nyńı uvedeme, budeme uvažovat určité změny, které

ovlivnily jezero Mendota, a budeme zkoumat reakci jezera na tyto zásahy.

Př́ıklad 3 Předpokládejme, že hodnoty parametr̊u s, r am odpov́ıdaj́ı naměřeným

hodnotám pro jezero Mendota, avšak stala se velká chyba v ohodnoceńı parametru

q, (q = 2). Zjǐstěme, jaký je stav jezera po změně, a jestli lze do modelu vrátit

oligotrofické equilibrium.

Pomoćı softwaru Matlab vykresĺıme graf funkce

f1 = 3800 +
731000x2

13456000000 + x2

dle vztahu (2.2). Najdeme pr̊useč́ık funkce f1a funkćı

f2 = 0, 817x

ze vztahu (2.3). Na obrázku (3.3) vid́ıme, že se ztratily dvě equilibria a z̊ustalo

pouze jedno a to eutrofické. Na obrázku (3.4), který je přibĺıžeńım obrázku (3.3)

vid́ıme, že funkce f1 opravdu př́ımku f2 neprot́ıná.
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Obr. 3.3

Obr. 3.4

Obr. 3.5

Jezero Mendota se stává při změně parametru q z 7,88 na 2 irreverzibilńım

jezerem. Oligotrofické equilibrium by se v našem modelu objevilo v př́ıpadě, že

v jezeře stoupne teplota vody. Pokud se v jezeře teplota nezvýš́ı, bude fázový
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portrét na obrázku (3.5) obsahovat jediné asymptoticky stabilńı equilibrium a tedy

pro libovolnou počátečńı hodnotu p(0) > 0 se bude jezero s rostoućım časem

dostávat do eutrofického equilibria.

Př́ıklad 4 Předpokládejme, že hodnoty s a q jsou správně naměřeny, ale ten-

tokrát budeme poč́ıtat s jinými hodnotami parametr̊u r a m, kde m = 100000kg

a r = 800000kg/rok. Zjǐstěme jaký je stav jezera a zda-li jej lze zachránit.

Opět použijeme software Matlab a vykresĺıme tentorkát graf funkce

f1 = 3800 +
800000x7.88

1000007.88 + x7.88
.

Vid́ıme tři pr̊useč́ıky s př́ımkou

f2 = 0, 817x,

máme zastoupeny všechny tři equilibria. Rozd́ıl je pouze u eutrofického equilibria,

které se nám posunulo směrem nahoru, což můžeme pozorovat na obrázćıch (3.6)

a (3.7).

Obr. 3.6
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Obr. 3.7

Obr. 3.8

Typ fázového portrétu se nezměnil. Má-li funkce p(t) svou počátečńı hodnotu

menš́ı než nestabilńı equilbrium, dostává se jezero s rostoućım časem do oligo-

trofického equilibria.

Př́ıklad 5 Uvažujme správné hodnoty parametr̊u jezera Mendota. Vývojáři však

jednorázově vyvezli do jezera 40000kg fosforu. Jak se tato akce projevila na jezeře?

Pužijeme software Matlab k nalezeńı pr̊useč́ık̊u křivky

f1 = 3800 +
731000(x+ 40000)7.88

1160007.88 + (x+ 40000)7.88
.

s př́ımkou

f2 = 0, 817x.
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Na obrázku (4.9) (přibĺıžeńı na obrázku (4.10))si můžeme všimnout, že oligotro-

fické equilibrium je bĺıže k nestabilńımu equilibriu než jak bylo patrno na předešlých

modelech. Eutrofické equilibrium kleslo ńıže a oblast přitažlivosti oligotrofického

equilibria se zmenšila.

Obr. 3.9

Obr. 3.10
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Obr. 3.11

Př́ıklad 6 Uvažujme opět správné hodnoty parametr̊u jezera Mendota. Nový

výzkum však zvedl hladinu minimálńıho př́ısunu fosforu z 3800 na 8000kg/rok.

Jaký je efekt na jezero?

Použit́ım softwaru Matlab vid́ıme na obrázćıch (4.12), (4.13) všechny tři equi-

libria. Graf z̊ustal stejný, jen křivka

f1 = 8000 +
731000x7.88

1160007.88 + x7.88

se posunula nahoru po ose X a zač́ıná na hodnotě 8000Kg/rok. Prvńı dvě equi-

libria se oddálila a oblast přitažlivosti oligotrofického equilibria se zvětšila.

Obr. 3.12

36



Obr. 3.13

Obr. 3.14
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Závěr

Diplomová práce ukazuje základńı postupy při tvorbě a studiu matematic-

kého modelu eutrofizace. Při vyšetřováńı konkrétńıho modelu jezera Mendota

jsou ilustrovány reakce jezera na zásahy zvenč́ı. Najdete zde vyřešené př́ıklady

ukazuj́ıćı r̊uzné stavy jezera, které vycházej́ı z diferenciálńı rovnice sestavené

pány S. R. Carpenterem, D. Ludwigem a W. A. Brockem. Konkrétńı hodnoty

parametr̊u pro jezero Mendota, které se dosazuj́ı do již zmı́něné diferenciálńı

rovnice, jsou meřeny v roce 2001. V současné době může být situace v jezeře

poněkud jiná. Je nutno tedy brát tyto parametry pouze jako orientačńı.
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