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Pouzité znaceni

R
R" neN
[a, b]

mnozina realnych cisel

mnozina uspotradanych n-tic redlnych ¢isel
uzavieny inetrval v R

otevieny inetrval v R

podmnozina R", ostrda mnozinova inkluze
mnozina funkci se spojitou n-tou derivaci
derivace funkce f podle nezavislé proménné ¢
derivace funkce f podle proménné x



Uvod

S dynamickymi systémy se setkavame v kazdodennim zivoté. Modelovat lze
ruzné typy prirodnich déju a procesu, existuji i modely vyvoje nejruznéjsich
populaci. Tyto dynamické systémy se v matematice znazornuji diferencidlnimi
rovnicemi s konkrétné definovanymi vstupy a vystupy a se zndmymi pocatecnimi
podminkami, které urcuji specifické matematické modely. Mym 1kolem bude
priblizit matematicky model eutrofizace, jez ndm umozni popsat procesy probihaji-
ci v jezerech a konkrétni piiklad uvést na jezete Mendota v USA.

Eutrofizaci rozumime proces obohacovani vod o ziviny, zejména dusik a fosfor.
Dusikaté latky a fosfaty, které zpusobuji nepfirozenou eutrofizaci, ¢asto pochazeji
z hnojiv pouzivanych v zemédélském sektoru, najdou se vsak i jiné zdroje znecisté-
ni. Dusledkem je nejprve premnozeni planktonu (vodni kvét) a nésledné, po jeho
masovém odumieni, nedostatek kysliku ve vodé a vymirani ryb a dalsich or-
ganismu. Eutrofizaci lze predchazet omezenim znec¢isténi vod, zabranénim vniku
hnojiv do vody a také c¢isténim odpadnich vod.

Cilem této bakalarské prace je predevsim ukazat, jak ze zakladnich hypotéz
o cirkulaci fosforu v jezefe a v podzemnich i povrchovych vodach vznikne matema-
ticky model ve tvaru dynamického systému.

Prvni kapitola obsahuje ptehled zakladnich poznatku z teorie dynamickych
systému prvniho fadu, ktery je nezbytny k teseni prikladu popisujicich ruzné
chovéni jezera Mendota.

Druhad kapitola se zabyva vysSetfovanim rovnovaznych stavii modeli, pomoci
uvedené teorie a urcovanim jejich fazovych portrétu pro ruzné hodnoty parametru.
Vse je nazorné ukazano na obrazcich grafu a fazovych portrétiu zadanych funkei.

Matematicky model jezera Mendota, ktery je v této bakalarské praci pouzivan,
je podrobné popsan ve tteti kapitole. Bereme v ném v tivahu pouze vliv fosforu.
Model by mohl byt zpfesnén pridanim dalsich parametru - faktoru ovliviiujicich

dané jezero, coz uz by vsak bylo nad ramec mé préce.



1 Zaklady teorie dynamickych systému 1. radu

1.1 Dynamické systémy 1.radu

Necht I je otevieny interval redlné osy R. Necht z : I — R je diferencova-
telnd funkce redlné proménné ¢, kde t je nezavisld proménna (¢as) a f : R — R

je funkce realné proménné z.

Definice 1 Necht z(t) je nezndmd funkce a f(x) je dana funkce, pak rovnici

2 = f(z) (L.1)
nazyvame skaldrni autonomni diferencidlni rovnici.

Definice 2 Rekneme, 7e funkce z(t) je 7esenim rovnice (1.1) na intervalu I C R,
jestlize

2(t) = flz(t) Vel

Definice 3 Resenim Cauchyovy pocdtecni tilohy na intervalu I C R rozumime

funkei x(t), kterd je feSenim rovnice (1.1) a spliuje

.T(to) = Xy, (12>

kde pocatecni cas ty € I a xg € R.

Bez tjmy na obecnosti lze u skaldrni autonomni diferencialni rovnice (1.1)

uvazovat tg = 0.

Oznaéeni 1 Ozna¢me C°(R,R) mnozinu véech spojitych funkei f: R — R

a C'(R,R) mnozinu vsech funkci f : R — R se spojitou prvni derivaci. Ana-
logicky pouzijeme znaceni C"(R,R) pro mnozinu vsech funkei f : R — R se
spojitymi derivacemi az do fadu n vcéetné. Pokud je definicnim oborem funkce f
podmnozina U C R, pak C(U,R). Nebude-li pochyb, o které funkci mluvime,
budeme psét kratce C°, C*, C" ...



V pripadé, ze realnd spojita funkce je funkci vice proménnych, f : R” — R,

pak je tifdy C', jestlize vechny jeji prvni parcidlni derivace jsou spojité.

K zduraznéni zavislosti feseni z(¢) rovnice (1.1) na pocatectni podmince (1.2),

pouzivame znaceni (¢, xg). Jinymi slovy o(t, z9) = x(t) a ©(0,20) = zq .
Véta 1 (O existenci a jednoznaénosti)

i) Jestlize f € C°(R,R), pak pro kazdé xo € R existuje interval I, = (tzy; Bey)

obsahugici to = 0 a Tesentd p(t, o) Cauchyovy pocdtecni ilohy

z(0) = xg

definované pro kazdé t € I, spliugici pocdatecni podminku ¢(0,zq) = xq.
Je-li oy, konecné, pak

lim lo(t, zo)| = oc.

t—»oazo

Je-li B,, konecné, pak

lim |p(t,x0)| = o0.
t—Ba,

i) Jestlize f € C*(R,R), pak vesent o(t, ) je jediné na I, a funkce o(t,xq)

je spojitd spolu s jejimi prunimi parcidlnimi derivacemi na (t,xq).
Dikaz 1 Viz lit. [3]

Definice 4 Nejvétsi mozny interval I, z predchozi véty se nazyva mazimdlni

interval existence resent p(t, o).

Nyni jiz médme potfebnou teorii a muzeme tedy definovat pojem dynamicky

systém.



Jestlize je funkce f tiidy C', pak pro kazdé pevné ¢ je ¢(t, o) zobrazenim

z R do R, definované vztahem ¢ — (¢, o).

Uved'me tii diilezité vlastnosti tohoto zobrazeni:

1) 90(071'0) = Zo;,

i) p(t + s,m0) = @(t,o(s,x0)), Vt,s, jestlize je zobrazeni na obou strandch

rovnice definovano;

iii) ©(t,z0) je zobrazenim tiidy C' pro kazdé t a existuje k nému spojité inverzni

zobrazeni p(—t, o), které je také tiidy C'.

Definice 5 Zobrazeni z R do R splinujici vyse uvedené vlastnosti se nazyva

dynamicky systém tridy C* na R.

Podivejme se opét na rovnici (1.1), ale tentokrat z geometrického hlediska.
V kazdém bodé roviny (t,z), kde je f(x) definovdna, vyjadiuje pravé strana
dx

rovnice (1.1) hodnotu derivace %7, kterd muze byt povazovdna za sklon tsecky

prochézejici danym bodem.

Definice 6 Mnozinu vsech téchto tisecek nazyvame smérové pole diferencidlni

rovnice (1.1).

Definice 7 Grafem reseni ilohy (1.1), které prochéazi bodem ¢, rozumime pod-
mnozinu roviny (¢, z) definovanou {(¢, (¢, x¢)) : t € I, }. Nazyvame jej trajektorii

prochdzejici bodem x.

Jednoduse Tec¢eno, trajektorie se dotyka tisecek smérového pole v kazdém bodé

roviny, kterym prochézi.

Ke kazdému bodu x na ose X lze priradit smér uréeny useckou spojujici body
x ax+ f(x). Na tuto isecku se lze divat jako na vektor zavisejici na x. Mnozinu

téchto vektoru nazyvame vektorové pole generované rovnici (1.1).
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Definice 8 Kladnd orbita v (xg), zdpornd orbita v~ (o) a orbita vy(z) bodu xq

jsou definovany jako intervaly osy X néasledovneé:

o) = |J et m)

te [O;ﬁmo)

V)= | et )

te(amo;ﬂ]
V@)= | elt o)

te (Oézo ;/Bzo )

Orbity dostavame jako projekci grafu feseni do osy X.

X
o]

Y~ (Xo)

Y™ (Xo) {00

Obr. 1.1: Orbity bodu xg

% ¥ (Xo)

Mnozina vSech orbit spoleéné se smérovymi Sipkami se nazyva fazovy portrét.

Smérové sipky vyjadiuji pohyb bodu ¢(t, z) po orbité pro rostouci ¢.

Obr. 1.2: Fazovy portrét

Definice 9 Bod z € R nazveme equilibriem (také kritickym bodem nebo bodem

rovnovahy) diferencidlni rovnice (1.1), jestlize f(z) = 0.

Jestlize je bod Z equilibriem, pak konstantni funkce z(t) = Z pro kazdé t je

fesenim a orbita v () je T.



Definice 10 Jestlize v~ (z) je ohrani¢end, pak mnozinu « (x) = lim ¢ (t,x0)

t%azO
nazveme « -limitni mnozinou bodu zo. Analogicky, je-li v*(xy) ohranicené, pak

mnozinu w (xg) = lim ¢ (¢, zg) nazveme w -limitni mnozZinou bodu x.

t— B
Ukéazeme dvé metody urcovani equilibrii, orbit a fdzového portrétu rovnice (1.1).

Prvni metoda vychézi z grafu funkce f vystupujici v rovnici (1.1).
Postupujeme tak, ze vysetiime prubéh funkce f, nalezneme vsechny jeji nulové
body a uré¢ime mezi nimi znaménko funkce f. Pak nulové body funkce f jsou equi-
librii rovnice (1.1), orbity jsou tvofeny bud témito equilibrii nebo otevienymi
useckami mezi nimi nebo neomezenymi intervaly. V poslednim ptripadé neexis-
tuje a—limitn{ nebo w—limitn{ mnozina piislusné orbity. Sipka na kazdé tsecce
odpovida znaménku funkce f mezi krajnimi body této tsecky. Je-li osa x, na niz
tvofime fazovy portrét, vodorovna, pak sipka sméfuje napravo, je-li f kladné (pro
x z této usecky) a nalevo, je-li f zdporna (pro x z této tsecky). Z rovnice (1.1)
totiz plyne, ze je-li f(x) > 0, pak i 2’ > 0 a tedy FeSeni x(t) = p(t, o) roste.
Podobneé pro f(x) < 0 feseni z(t) klesa.

Stejnym zpusobem uréime smér Sipek na neomezenych intervalech. Takto zkon-

struujeme cely fazovy portrét rovnice (1.1).

Druhé metoda je zalozena na skutecnosti, ze rovnici (1.1) lze psat ve tvaru

v’ = f(x) = ——F(x), (1.3)

T

kde F(z) = —Off(s)ds.

Je-li z(t) Teseni rovnice (1.3), pak
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F je proto vzdy klesajici funkce podél feseni. Equilibrium rovnice (1.3) je vzdy bo-

dem extrému funkce F. Sipky na orbitach nynf odpovidaji sméru klesan{ funkce F.

Poznamka 1 Z fazovych portrétu vyplyva, ze kazdé feseni rovnice (1.1) je mono-
tonni a ma-li a-limitni nebo w-limitni mnozinu, pak tato mnozina je equilibriem

rovnice (1.1).

Piiklad 1 Urcéime fazovy portrét rovnice
o=z — 2%+ (1.4)

kde A je realné cislo.
Rovnici budeme fesit obéma metodami.
Pouzijeme prvni metodu a vysetfime prubéh funkce f.

Pro A = 0 ma rovnice funkce f tvar
f(x) =2 — 2%

Equilibria uréime z rovnice

r—a° =0.
Nulovymi body funkce f jsou body: 1 =0, xo = 1 a x3 = —1. Stacionarni body
funkce f ur¢ime z rovnice

fl(z)=1-32"=0.

Tedy 2? = % axio = :i:\%. Pro x z intervalu (—oo; —\%) a taktéz i pro z z in-

tervalu (\/Lg, oo) je hodnota prvni derivace funkce f zaporna, tudiz funkce f je

na tomto intervalu klesajici. Pro x z intervalu <_\/L§; \%) ma f" kladnou hodnotu

a funkce f je pro tato x rostouci. Z grafu pak lehce pozname, kde ma funkce f
kladnou, a kde zapornou ¢ast. Z ¢ehoz lze jednoznacné urcit smeér sipek v fazovém

portrétu funkce f.

11
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Obr. 1.3: Graf funkce f (A =0)

Obr. 1.4: Fazovy portrét rovnice (1.4) (A = 0)
Pro A = 1 se graf funkce f posune po ose Y smérem nahoru a funkce f

ma pouze jeden nulovy bod. Tedy existuje pouze jedno equilibrium tj. jisty bod

xo > 1.
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BE
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Obr. 1.5: Graf funkce f (A =1)
Pro A\ = —1 se graf funkce f posune po ose Y smérem dolu a funkce f ma

opét pouze jeden nulovy bod. Tedy existuje pouze jedno equilibrium tj. jisty bod

Ty < —1.
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Obr. 1.6: Graf funkce f (A = —1)
Pro funkce, kde je A = 1 nebo A = —1 jsou fazové portréty témeér stejné,

akorat pro kazdé A\ bude jiny bod z.

Obr. 1.7: Fazovy portrét rovnice (1.4) (A =1, A = —1)

Druha metoda vychéazi z pouziti funkce F'. Fazovy portrét pro A = 0 urcime
pomoci druhé metody.

Funkce F' mé tvar

a jejim grafem je kiivka 4. stupné s nulovymi body —+v/2,0, /2. Funkce F' ma
lokdlni maximum v 0 a lokalni minima v —1,1. Tyto tii body jsou equilibria
rovnice (1.4). Sipky na fazovém portrétu mezi eqiulibrii uréuji smér v némz klesa

F.
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Obr. 1.9: Fazovy portrét rovnice (1.4) (A = 0)
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1.2 Stabilita equilibrii

V této kapitolce se budeme v kratkosti vénovat stabilité equilibrii.

Definice 11 Rekneme, ze equilibrium # rovnice (1.1) je stabilnd, jestlize Ve > 0
30 > O0Vzy € R, jestlize |xo — Z| < J, potom FeSeni p(t,zo) dlohy (1.1), (1.2)
spliuje nerovnost |p(t, xg) — Z| < €,Vt > 0.

V opacném priipadé fekneme, ze je bod z nestabilny.

Definice 12 Rekneme, 7e equilibrium Z je asymptoticky stabilnd, jestlize Ir > 0 :

tlim lo(t, zo) — Z| = 0 pro kazdé xy splaujici |zg — z| < r.
—00

Nésledujici véta umozinuje uréeni stability equilibria rovnice (1.1) z vlastnosti

funkce f(z).

Véta 2 Predpoklddejme, Ze funkce f je tridy C' a T je equilibrium rovnice (1.1)
tj. f(z) = 0. Ddle predpoklidejme, ze f'(Z) # 0. Pak equilibrium T je asymp-
toticky stabilni, jestlize f'(Z) < 0 a nestabilni, jestlize f'(z) > 0.

Dukaz 2 Viz lit. [3]

Poznamka 2 Rovnici % = f'(Z)x nazyvdme linedrni variac¢n{ rovnici. Muzeme
ale také rici, ze se jednd o linearizaci vektorového pole % = f(z) v okoli equilibria
Z. Véta 2 ukazuje, ze je-li f'(Z) # 0, pak typ stability equilibria Z rovnice (1.1)
je stejny jako typ stability nulového equilibria v odpovidajicim linearizovaném

vektorovém poli.
Definice 13 Rekneme, Ze equilibrium z rovnice (1.1) je hyperbolické equilibrium,
jestlize f'(z) # 0.

Je-li f'(x) =0, pak se T nazyva nehyperbolické equilibrium.

15



Piiklad 2 Na rovnici (1.4) ukazeme bifurkaci, avsak A bereme z intervalu (0, 1).

Pro A = 0 spocitdme prvni derivaci funkce f(z) =z — 3.

fllz)=1-32>=0

—37% = —1
0=
3

V3

Ti/2 = i?

Nynf uréime hodnotu minima a maxima funkce f(z). Dosazenim z; do rovnice

—r 423 =\
dostaneme hodnotu minima A = _%g a dosazenim z, dostaneme hodnotu

maxima\ = %g‘

Ziskali jsme dvé hodnoty bifurka¢niho parametru A. Pro hodnoty tohoto parametru
nastala bifurkace, neboli zména fazového portrétu. Dvé equilibria ze tii se seskupila
v jedno a na fazovych portrétech jsou vidét uz jen dvé equilibria. Equilibrium,

které vzniklo splynutim dvou equilibrii, je nehyperbolické.

Obr. 1.10: Graf funkce uvedené v rovnici (1.4) (A = %3)
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Obr. 1.11: Fazovy portrét rovnice (1.4) (A =

[\
<

w

~—

Obr. 1.12: Graf funkce uvedené v rovnici (1.4) (A = —%‘5’)

Obr. 1.13: Fazovy portrét rovnice (1.4) (A = —%g)
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2 Klasifikace jezer

2.1 Rovnovazné stavy a hystereze

Jezero je velmi slozitym ekosystémem. Abychom dokazali sestavit kompletni
model urcitého jezera, museli bychom vzit v iivahu jeho rozméry, hloubku a teplotu
a v neposledni fadé koncentraci rozlicnych organickych a anorganickych materidli
piitomnych v jezete, vSechny druhy vegetace, ryb a jinych zivocichu vyskytujicich
se v ném.

Umime dobte popsat dva druhy jezer - oligotrofickd a eutrofickd jezera. Oligotro-
fickym jezerem rozumime jezero, jehoz stav je charakterizovan nizkym pfisunem
zivin a snizenou rostlinnou produkci s relativné ¢istou vodou. Naopak eutrofické
jezero je charakterizovano vysokym piisunem zivin, zna¢nou rostlinnou produkei,
znecisténou vodou a mnohdy i toxicitou.

Eutrofizace jezera je obvykle zpusobena nadmérnym obsahem zivin v jezerni
vodé. Nejvétsi podil na tomto procesu maji producenti zemédélstvi a lesnictvi.
V soucasné dobé je nejsledovanéjsi latkou zpusobujici eutrofizaci fosfor, ktery se
do vody dostava predevsim podzemnimi a povrchovymi vodami ptimo ze zemédeél-
sky obdélavanych poli. Fosfor se usazuje na dné jezera a ze sedimentu se neustéale

uvolnuje do vody.

S. R. Carpenter, D. Ludwig a W. A. Brock studovali funkci p(t) uddvajici
mnozstvi fosforu ve vodé a ménici se v zévislosti na case t.

Vyslovili nasledujici hypotézy:
1. 7 povodi pritéka do jezera konstantni mnozstvi fosforu L.

2. Ubytek fosforu ze sedimentace, odtoku, absorbce konzumenty a vegetaci je
pfimo tmérny mnozstvi fosforu ve vodé a je dan vzorcem sp(t), kde s je

konstantni koeficient zavisejici na podminkédch v konkrétnim jezete.

3. Na zédkladé studia limnologickych mechanizmu tito panové predpokladaji,

18



ze recirkula¢ni odhad je dan esovitou funkci

.

ma + p’
kde funkce p(t) je sledované mnozstvi fosforu v jezete, exponent ¢q (¢ > 2)
popisuje strmost funkce v inflexnim bodu. Exponent ¢ muze nabyvat hodnot
od 2 pro hluboké, studené jezero do 20 pro teplé, mélké jezero. Parametr r
je maximalni recyklujici odhad fosforu a m je koncentrace fosforu, na které

je recirkulace v poloviné svého maximalniho odhadu.

Protoze zména studované funkce p(t) (tj. jeji rust nebo klesani) je charakteri-
zovano derivaci p/(t), 1ze kolisani mnozstvi fosforu v jezere vyjadrit nésledujici
diferencialni rovnici

dp rp?

R S - 2.1
dt P (21)

ménici se v zavislosti na case t.

Nulové body funkce f(p) = L — sp+
vyjéditme f(p) = fi(p) — f2(p), kde

q . oy .
iy 1ze nalézt napriklad takto:

rp?
ma + pq

fa(p) = sp. (2.3)
Hleddme body splnujici rovnici fi(p) = fa(p), tj. pruseciky kiivky y = fi(p)

predstavujici piisun fosforu s piimkou y = fo(p) vyjadiujici odtok fosforu.

Abychom ukazali, Ze existuje alespon jeden takovy prusecik, vySetfime prubéh
funkce f; na (0, c0).
Funkce f; nema zadné nulové body, je kladnd a z prvni derivace je vidét, ze je

i rostouci na celém intervalu (0, 00).

rqmipd—!

(ma + p7)?
19
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Najdeme jediny inflexni bod.

(g — 1)mIp?2 + (—q — 1)p*1~2
(ma + p1)3

" __ q
1 = rgm

(¢ — )mip2 + (=g — 1)p** 2

—0
(m + p?)?

rqm?

rgm?((qg — 1)mip?? 4+ (=g — 1)p* %) =0

(q _ 1)mqpq—2 + (_q o 1)p2q—2 —0

. q (q - 1)mq
B 1+¢q
Funkce f; je shora ohranicena.
rp?
lim fi(p) = lim (L + )=L+r

Cely graf funkce f; vidime na obrazku (2.1).

x10°

Obr. 2.1: funkce f; s konkrétnimi parametry pro jezero Mendota
Protoze piimka (2.3) za¢ind v bodé 0 pro p = 0 a neni omezend, zatimco
kiivka (2.2) mé nezapornou hodnotu L pro p = 0 a je ohrani¢end pro p — oo,

tak vzdy existuje alespon jeden prusecik. Pritom v zavislosti na vzajemné poloze
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a tvaru grafu funkei f; a fo mohou existovat také dva nebo tii pruseciky (coz je
maximalni mozny pocet).

Lezi-li pruseéik A = (py, fi(p1)) v levé casti grafu funkce fi, tj. hodnota p; je
mala, hovotime o oligotrofickém equilibriu.

Lezi-li prusecik B = (pa, f1(p2)) v pravé ¢asti grafu funkce fi, tj. hodnota ps je
velka, hovoiime o eutrofickém equilibriu.

Typickou situaci pii malé hodnoté L je existence oligotrofického equilibria. S velkou
hodnotou L najdeme eutrofické equilibrium a pfi stfedni hodnoté L existuji tti
equilibria: oligotrofické, eutrofické a prostredni nestabilni.

Sprava kvality vody vyzyva ke kontrole jezer s eutrofickym equilibriem ve snaze
prevést jej na oligotrofické. V nékterych piipadech lze jezeru pomoci regulaci
prisunu fosforu, avsak u spousty jezer, z duvodu velké recirkulace, pouha redukce
prisunu fosforu z okoli nestaci. U téchto jezer je tieba snizit recirkulaci a zvysit
sedimentaci.

Pro nase ucely budeme predpokladat, ze jezero lze zachranit pouze omezenim
piisunu fosforu.

V modelu (2.1) najdeme equilibrium jako prusecik kiivky (2.2) a piimky (2.3).
Pokles piisunu fosforu z vnéjsiho okoli odpovidd posunu kiivky (2.2) dolu.

Na obrazku (2.2) vidime eutrofické equilibrium pro velké L, pro malé L oligotro-
fické equilibrium a pro stiedni hodnotu L najdeme obé equilibria a navic nesta-

bilni equilibrium mezi nimi.
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Obr. 2.2
Ve snaze dosdhnout u jezera oligotrofického equilibria v pripadé, ze jsou
piitomny obé equilibria, je nezbytné dostat koncentraci fosforu nize pod nesta-
bilni equlibrium. Coz muze byt v mnohych piipadech velmi obtizné a vyzaduje
dalsi zasahy do jezera.
Na obrazku (2.3) je zndzornéno mnozstvi fosforu, pii kterém eutrofické a nesta-
bilni equilibria splyvaji. Pro tento ptipad je pfimka te¢nou ke kiivce.
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Obr. 2.3

V pripadé, ze snizime mnozstvi L pod vyse zminénou kritickou uroven, objevi
se pouze oligotrofické equilibrium. Pak je zastavena eutrofizace jezera. Ztrata

equilibria je zndma jako hystereze a jezero vykazujici takové vlastnosti se nazyva
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hysterezni.

Minimélni pfisun fosforu do jezera je ovlivnén ruznymi faktory (napt. pudni
chemie) a nesmi byt prilis nizky na to, aby hysterezni jezero opustilo své eutrofické
equilibrium. Mohlo by se totiz stat, ze i v piipadé, kdy by se hysterezni jezero
dostalo do oligotrofického equilibria, zmény v podminkach by zptsobily narust

minimélniho ptipustného fosforu a vedly k eutrofizaci.

Je-li hysterezni jezero, které je ve svém oligotrofickém equilibriu, naruseno ab-
normalnim prisunem fosforu, muze se dostat do stavu, kdy se eutrofické equilib-
rium zmeéni na eutrofické pritazlivé equlibrium. Muze pak rychle prejit z oligotro-
fického do eutrofického equilibria a je velmi obtizné tento proces vratit. Tyto
zmény v jezete mohou byt velkym problémem pro okoli jezera a mohou mit

vazné nasledky. Jednim z nich je napt. zanik rybolovu.

2.2 Urceni fazovych portréta reverzibilniho, irreverzibilniho
a hysterezniho jezera

Zajimavy piipad nastane, je-li sklon primky (2.3) vétsi nez nejvétsi sklon
kiivky (2.2). Systém (2.1) méd pak pouze oligotrofické equilibrium, jak vidime
na obrazku (2.4).
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Obr. 2.4
V tomto piipadé jezero odolava eutrofizaci a i velky ptisun fosforu muze
byt jezerem absorbovan bez zavaznych skodlivych nasledku. Tento typ jezera

nazyvame reverzibilni.

V jiném piipadé se muze stat, ze pro nejmensi mozny piisun fosforu je piimka
(2.3) pod kiivkou (2.2) (pro malé p) a systém (2.1) ma pouze eutrofické equilib-
rium, coz tentokrat vidime na obrézku (2.5). Tento typ jezera se nazyva irreverzi-
bilni. V tomto pripadé neni mozné pouze snizenim piisunu fosforu dostat jezero

na oligotrofické equilibrium.
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Obr. 2.5

Poznamka 3 Jednoduse feceno, jezero je reverzibilni, jestlize smérnice s piimky
(2.3) reprezentujici miru ztraty fosforu je dostatecné velka. Je-li s dostatecné
malé, je jezero irreverzibilni. A jestlize méa s stfedni hodnotu, pak jde o jezero

hysterezni.

Klasifikace typu jezera tedy zavisi na s a na L, coz udava minimalni dosazitelny

prisun fosforu z povodi.

Fézovy portrét reverzibilniho jezera uréime z grafu funkce f(p). Tato funkce

je kladna, pokud f; > fo a zaporna, pokud f; < fo. Oligotrofické equilibrium je
24



asymptoticky stabilni.

AS

Obr. 2.6: Fazovy portrét reverzibilniho jezera

Analogicky uréime fazovy portrét irreverzibilniho jezera. Eutrofické equilib-

rium je opét asymptoticky stabilni.

AS

Obr. 2.7: Fazovy portrét irreverzibilniho jezera

Féazové portréty hysterezniho jezera jsou 3 typu, v zavislosti na tom, kolik

equilibrif a jakého druhu mé systém (2.1).

Obr. 2.8: Graf funkce znazornujici hysterezni jezero
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Obr. 2.9: Fazovy portrét hysterezniho jezera
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Obr. 2.11: Fazovy portrét hysterezniho jezera
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Obr. 2.12: Graf funkce znazornujici hysterezni jezero
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Obr. 2.13: Fazovy portrét hysterezniho jezera
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3 Jezero Mendota

Jednim z nejvice studovanych jezer na svété je jezero Mendota lezici ve Wis-
consinu ve Spojenych statech americkych. Detailni méfeni prisunu fosforu do jeze-
ra a mnozstvi fosforu v jezere se provadi jiz vice nez 20 let.

Rovnice (2.1) obsahuje parametry s, r, m a ¢, jimz muzeme nyni prifadit konkrétni

hodnoty z danych méfeni provedenych na jezere Mendota.

s = 0.817/rok

r = 731000kg/rok
m = 116000kg

g =788

Poznamka 4 Nanestésti ve skutecnosti existuje velky problém s rozsahem nameé-
fénych hodnot, 10-misty pro r a pro m dokonce 100-mistny. Stav jezera Mendota
zavisi na téchto parametrech a tudiz jeho model kolisa mezi reverzibilnim

a irreverzibilnim jezerem.

V nésledujicim textu budeme predpokladat, ze vySe uvedené hodnoty jsou
presné a spravné a pouzijeme je k urceni stavu jezera.

Parametr p vhodné vyjadiime

p=mz
a dostaneme:
dx mix? x4
m—=L—-—smr+———=L—smx+r
dt md + migd 1+ 21

Equilibrium urc¢ime z rovnice:

24
L—smx+r =
14 24
Polozime
L=ra



K urceni stavu jezera hleddme prusecik kiivky

v 3.1
A g (3:1)
a primky
y = bx (3.2)
Témito kroky jsme ziskali novy model
= 7n(a bx + ! ) (3.3)
T m 1+aze” '

Podil © ukazuje dynamiku systému (3.3). Equilibria zavisi na tfech ciselnych
parametrech a, b a q. Predpokladejme, Ze b a q jsou vlastnosti studovaného jezera
a a je Tidici parametr. Pfi pouziti konkrétnich parametru pro jezero Mendota
obdrzime b = 0.130. Minimalni piisun fosforu L je odhadem 3800 kg/rok, coz

odpovida hodnoté a = 73?880 = 0.0052. S témito hodnotami a, b a q, kde ¢ = 7.88,

muzeme nakreslit graf kiivky (3.1) a piimky (3.2). Pouzitim softwaru Matlab

uvidime na obrazku (3.1) tii equilibria.
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Obr. 3.1
Pokud obrézek (3.1) vhodné ptiblizime, vidime, ze kiivka opravdu protind

piimku na obrézku (3.2) v oligotrofickém equilibriu.
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Obr. 3.3: Fazovy portrét modelu (3.3) s konkrétnimi parametry jezera Mendota

Tyto equilibria muzeme ocenit hodnotami 0.04, 0.75 a 7.73, coz odpovida
hodnotdm fosforu 4640 kg (oligotrofické equilibrium), 87 000 kg (nestabilni equi-
librium) a 897 000 kg (eutrofické equilibrium).
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Jezero Mendota mé bézné equilibrium hodnoty 57 000 kg, ktera odpovida hod-
noté xr = 0.49.

To je méné nez nestabilni equlibrium systému s minimélnim pfisunem fosforu
a je zaroven v oblasti pritazlivosti oligotrofického equilibria. Coz ukazuje na to,
ze jezero je hysterezni, ale schopné prejit do oligotrofického equilibria.

V redlném svété vsak tyto hodnoty kolisaji a neni tedy mozné nakreslit presny

graf.

Aktivity jakymi jsou zemédélstvi, lesnictvi a urbanizace, které zvysuji nadmérny
prisun fosforu do jezer a vedou k jejich eutrofizaci, maji z procesu eutrofizace
piimy ekonomicky prospéch. Tyto vyhody jsou vSak v rozporu s myslenkami

na obnovu znicenych jezer.

V prikladech, které si nyni uvedeme, budeme uvazovat urcité zmeény, které

ovlivnily jezero Mendota, a budeme zkoumat reakci jezera na tyto zasahy.

Piiklad 3 Predpokladejme, ze hodnoty parametru s, » a m odpovidaji namérenym
hodnotam pro jezero Mendota, avsak stala se velka chyba v ohodnoceni parametru
q, (¢ = 2). Zjistéme, jaky je stav jezera po zméné, a jestli lze do modelu vratit

oligotrofické equilibrium.

Pomoci softwaru Matlab vykreslime graf funkce

73100022
13456000000 + 22

£, = 3800 +
dle vztahu (2.2). Najdeme prusecik funkce fia funkef
fo= 0,817z

ze vztahu (2.3). Na obrazku (3.3) vidime, ze se ztratily dvé equilibria a ztstalo
pouze jedno a to eutrofické. Na obrézku (3.4), ktery je pfiblizenim obrédzku (3.3)

vidime, ze funkce f; opravdu piimku f; neprotina.
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Obr. 3.5

Jezero Mendota se stava pii zméné parametru ¢ z 7,88 na 2 irreverzibilnim

jezerem. Oligotrofické equilibrium by se v nasem modelu objevilo v ptipadé, ze

v jezere stoupne teplota vody. Pokud se v jezere teplota nezvysi, bude fazovy
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portrét na obrazku (3.5) obsahovat jediné asymptoticky stabilni equilibrium a tedy
pro libovolnou poc¢ateéni hodnotu p(0) > 0 se bude jezero s rostoucim casem

dostavat do eutrofického equilibria.

Priiklad 4 Predpokladejme, ze hodnoty s a ¢ jsou spravné naméteny, ale ten-
tokrat budeme pocitat s jinymi hodnotami parametru r a m, kde m = 100000kg

a r = 800000kg/rok. Zjistéme jaky je stav jezera a zda-li jej lze zachrénit.

Opét pouzijeme software Matlab a vykreslime tentorkat graf funkce

800000278

= 3800 :
h 100000755 § 78

Vidime tfi pruseciky s primkou
fo=10,817zx,

mame zastoupeny vSechny tii equilibria. Rozdil je pouze u eutrofického equilibria,
které se ndm posunulo smérem nahoru, coz muzeme pozorovat na obrazcich (3.6)

a (3.7).

Obr. 3.6
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Obr. 3.8

Typ fazového portrétu se nezménil. M&-1i funkce p(t) svou pocéteéni hodnotu
mensi nez nestabilni equilbrium, dostava se jezero s rostoucim ¢asem do oligo-

trofického equilibria.

Priklad 5 Uvazujme spravné hodnoty parametru jezera Mendota. Vyvojati vsak

jednorazove vyvezli do jezera 40000kg fosforu. Jak se tato akce projevila na jezere?

Puzijeme software Matlab k nalezeni pruseciku kiivky

731000(x + 40000)788
116000738 + (z 4 40000)788"

£1 = 3800 +

s primkou

fo=0,817x.
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Na obrazku (4.9) (pfiblizeni na obrazku (4.10))si muzeme vsimnout, ze oligotro-
fické equilibrium je blize k nestabilnimu equilibriu nez jak bylo patrno na predeslych
modelech. Eutrofické equilibrium kleslo nize a oblast pritazlivosti oligotrofického

equilibria se zmensila.
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Obr. 3.11

Priklad 6 Uvazujme opét spravné hodnoty parametru jezera Mendota. Novy

vyzkum vsak zvedl hladinu minimdlniho ptisunu fosforu z 3800 na 8000kg/rok.

Jaky je efekt na jezero?

Pouzitim softwaru Matlab vidime na obrazcich (4.12), (4.13) vSechny tfi equi-
libria. Graf zustal stejny, jen kiivka

7310002758
= 8000
S 160007 1 27

se posunula nahoru po ose X a za¢ind na hodnoté 8000Kg/rok. Prvni dvé equi-

libria se oddalila a oblast pritazlivosti oligotrofického equilibria se zvétsila.

Obr. 3.12
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Obr. 3.14
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Zaver

Diplomova prace ukazuje zakladni postupy pii tvorbé a studiu matematic-
kého modelu eutrofizace. Pti vySetfovani konkrétniho modelu jezera Mendota
jsou ilustrovany reakce jezera na zasahy zvenci. Najdete zde vytesené priklady
ukazujici ruzné stavy jezera, které vychazeji z diferencialni rovnice sestavené
pany S. R. Carpenterem, D. Ludwigem a W. A. Brockem. Konkrétni hodnoty
parametru pro jezero Mendota, které se dosazuji do jiz zminéné diferencialni
rovnice, jsou mereny v roce 2001. V soucasné dobé muze byt situace v jezere

ponékud jind. Je nutno tedy brat tyto parametry pouze jako orientacni.
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