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Anotace
Diplomova prace se zabyva predevSim piiklady na téma kuzelosecky. Je

s w2z

rozdélena do dvou ¢asti. Prvni ¢ast obsahuje kapitoly s piiklady k tématiim probiranym
v predmétu Geometrie I. Ve druhé Casti jsou zminény afinni vlastnosti kuzelosecek,
které lze vyuzit v konstrukCnich ulohédch, Pascalova a Brianchonova véta a jejich
pouziti. Cilem diplomové prace je pfiblizit zdjemctim problematiku kuzelosecek na
typickych ptikladech a seznamit je se zajimavymi vlastnostmi, na které nezbyva v kurzu

Geometrie I prostor.

Annotation

Diploma thesis deals especially with practical examples on the topic of conics. It
is divided into two parts. The first part includes chapters with examples on the topics
discussed in the course Geometry I. In the second part affine properties of conics, which
can be used in construction tasks, Pascal’s theorem and Brianchon’s theorem and their
use are mentioned. The aim of this thesis is to ilustrate the conics on typical examples
for those interested and then to show them the interesting properties, for which there is

no space in the course Geometry I.
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Uvod

Mou diplomovou préci, ve které se vénuji kuZeloseCkdm, je mozné teoreticky

rozdélit do dvou ¢asti.

V prvni ¢asti se zabyvam kuZeloseCkami jako algebraickymi kiivkami druhého
stupné. Uvodni kapitola KuZelose¢ky jako algebraické kiivky 2. stupné Gtendfe seznami
se zédkladnimi definicemi, pojmy a pfiklady kuzZelosecek. Dalsi kapitoly s nazvy
Asymptoticky smér kuZeloseCky; Vzdjemnd poloha piimky a kuzelosecky; Stied
kuZelosecky, stiedové a nestfedové kuzelosecky; Singuldrni bod, singuldrni a reguldrni
kuzeloseCky; TeCna a poldra kuzeloseCky a Klasifikace kuZelosecek otevird strucna
teorie obsahujici zdkladni definice a véty k tématu, nasleduji feSené typické priklady a

zéaveérem jsou predloZzeny netfesené piiklady k procviceni s vysledky.

Druh4 ¢ast ptiblizuje nékteré vlastnosti kuZelosecek. V kapitole Afinni vlastnosti
jde o vyuziti vlastnosti pravodhlé afinity pro hleddni priusecikd piimky a elipsy,
sestrojovani teCen zbodu k elipse, teCen v bod¢ elipsy nebo teCen rovnobéZnych
s danou piimkou, aniZz bychom museli elipsu sestrojovat. Nasledujici kapitola Ctenaii
také ukazuje, jak hledat pruseciky pifimky s hyperbolou, nebo parabolou, aniZ by tyto
kuZelosecky opét musel sestrojit. Zde se ale vyuzivd hyperboly (resp. paraboly) jako
geometrického mista stiedii. Dalsi dvé kapitoly s ndzvy Pascalova véta a Brianchonova
véta se zabyvaji verifikaci téchto vét v DGS (Dynamic geometry system) a jejich
vyuzitim v geometrii. Kapitola pojmenovand Rovnoosd hyperbola uzavird mou
diplomovou prici a seznamuje se vztahem hyperboly a ortocentra trojihelniku, jehoz

vrcholy leZi na hyperbole.

Cilem préce je pfinést studentim PF JU dalsi materidly k procvic¢eni nékterych
témat probiranych v ramci pfedmétu Geometrie I. Dale pak upozornit na zajimavé
vlastnosti a véty tykajici se kuzelosecek, jimz se z Casovych diivodl nelze vénovat ve

zminéném kurzu, ale mohly by byt pro studenty nebo pro zdjemce velmi zajimavé.

Obrazky, doplnujici nékteré kapitoly, byly vytvoreny v programu GeoGebra 4.2.
K ovéfeni spravnosti vypoctu malych i velkych determinantli a k feSeni soustav

linearnich rovnic jsem vyuZila program Derive 6. Pokud nebude uvedeno jinak, pak



jsou veskeré definice a véty prevzaty zknihy KuZelosecky - v seznamu literatury

oznacené [1].



1. KuZelosecky jako algebraické krivky 2. stupné

1.1 KuZelosecka
Definice: Necht je ddna rovnice ve tvaru:

a11x2 + 2a12xy + azzyz + 2a13x + 2a23y + a33 == 0, (1)

s w2

kde koeficienty a;; jsou redlnd Cisla a alespot jeden z koeficientii u kvadratickych ¢lent
je razny od nuly, tj. (aiy,aq2, a32) # (0,0,0). Potom se mnozina bodi X
euklidovského prostoru E?, jejichz soufadnice [x,y] v n&jaké linedrni soustavé
soufadnic vyhovuji rovnici (1), nazyva algebraickd kiivka 2. stupné, pfesnéji
algebraickd kiivka 2. stupné uréena rovnici (1). Rovnici (1) nazyvame rovnici

kuzelosecky, nebo stru¢né kuzeloseckou.

Maticovy tvar kuzelosec¢ky:

Rovnici kuzelosecky (1) lze vyjadfit i v maticovém tvaru:
A1 Q12 413 x
(x,y,1) <a21 Az Q23 |- <y> =0,
az; a3z dzz 1
kdy plati a;; = aj;, proi,j = 1,2, 3.

Maly determinant:
Maly determinant kuzelosecky se znaéi § a je ve tvaru:

a1 Aago
5= | | 2
Y )

Velky determinant:
Velky determinant kuZeloseCky se znaci A a je ve tvaru:
a1 A1z Ag3

a1 Az dz3
31 dzz dsz

A= . 3)
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1.2 Priklady nékterych kuzZelosecek

e jeding bod [~2, 1]:
x+2)2+@-1%*=0

Obr. 1 a) Jediny bod

e dvojice riznobézek:

(x+3y—1)-B3x—2y+2)=0

Obr. 1 b) Dvojice riiznobezek
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e dvé splyvajici pfimky:

(Bx+3y+2)?2=0

Obr. 1 c) Dve splyvajici primky

® kruZnice se sttedem S = [—1, 2] a polomérem 3:

(x+1)2+(y—2)2%-9=0

Obr. 1 d) Kruznice



elipsa:

2x2+xy +4y*+2x+4y—12=0

Obr. 1 e) Elipsa

hyperbola:
x2—3xy—2y?+3x+4y—-1=0

Obr. 1 f) Hyperbola
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e parabola:

9x2 —18xy + 9y? + 24x — 84y + 86 =0

Obr. 1 g) Parabola

¢ prazdnd mnoZina:

4x2 +3y2+5=0

14



2. Asymptoticky smér kuzZelose¢ky
Definice: Smér, uréeny nenulovym vektorem # = (u, v), pro ktery plati
a u? + 2a,,uv + az,v? =0,
nazyvame asymptoticky smér kuZelosecky (1).

Véta:

Je-li 6 > 0, kuzelosecka (1) nemd Zadny asymptoticky smér - fikdme, Ze
kuzelosecka je eliptického typu.

Je-li 6 =0, kuZeloseCka (1) md jediny asymptoticky smér - fikdme, Ze
kuzelosecka je parabolického typu.

Je-li § <0, kuZelosecka (1) md dva rtizné asymptotické sméry - fikdme, Ze

kuzelosecka je hyperbolického typu.

2.1 Resené priklady

Piiklad: Urcete asymptotické sméry kuzelosecky:

a)x?—6xy+9y +4x+y—-7=0
Nejprve urcime rovnici asymptotickych sméra kuzelosecky:

u?—6uv+ 9?2 =0

(u—3v)2 =0,

rovnici feSi jediny asymptoticky smér, ktery spliuje rovnici u = 3v, tedy

napf. U = (3; 1).

K ovéfeni existence asymptotickych smérii. muzeme vyuzit i malého

determinantu &

protoze § = 0, ma dand kuZelosecka jeden asymptoticky smér.

15



2.2

b) 2x% +xy —4y?*+3x -5y +6 =0
Opét sestavime a upravime rovnici asymptotickych smért této kuzelosecky:
2u* +uv —4v* =0 N
2GY+3—4—0
v v -
diskriminant D ziskané rovnice:

D = b* — 4ac
D=12—-4-2-(-4)=1+32=33.
Diskriminant D je kladny, proto existuji dva rizné redlné kofeny, které jsou

feSenim. Tyto kofeny ziskdme ze vztahu:

_—b++VD
2=
po dosazeni
(u) _ -1 i V33
v 1,2 N 4 '

Asymptotické sméry vySetiované kuZzelosecky tedy jsou t; = (—1 + V33; 4)
al, = (—1—+33;4).

Priklady k procviceni

Piiklad: Urcete asymptotické sméry kuzelosecky:
a)5x2—3xy—8y*—3x+1=0

b)3x% +xy+2y2+3x—7y—11=0
¢)4x*+4xy+y* +5x—y=0
d)6x?+xy+3x+2y—13=0

e)8x2 +4xy +3y?—12x —5y+6=0

f)x? —3xy+8y>—10y+5=0

16
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Vysledky

Priklad:

169
4

a)6<0 (6 =— );2 rizné asymptotické sméry: u; = (8,5) au, = (—1,1)

b)d >0 (5 = 24—3) ; Zadny asymptoticky smér
¢) § = 0; 1 asymptoticky smér: U = (1,—2)
dd<o (5 =— %) ; 2 riizné asymptotické sméry: u; = (0,1) ai, = (1,—6)

e) 6 > 0 (6 = 20); zadny asymptoticky smér

Hoé>0 (5 = 24—3) ; Zadny asymptoticky smér

17



3. Vzajemna poloha primky a kuZelosecky

M¢&jme kuZelosecku (1) a déle ptimku p zadanou parametricky:

p:X=M+t-iU,kdeM =[m,n], U= (u,v):

x=m-+t-u

y=n+t-v

Dosazenim x,y do rovnice kuZeloseCky (1) ziskdme pro parametr t rovnici:

At? + 2Bt + C = 0, kde:

A = au? + 2a,uv + ay,v?,

B == u(allm + alzn + a13) + v(a21m + azzn + a23),

C = a11m2 + Zalzmn + azznz + 2a13m + 2a23n + a33.

Pak muZe dojit k ndsledujicim piipadiim:

rovnice plati pro vSechna t => cela pfimka
nalezi kuZzeloseéce (kazdy bod piimky je
i bodem kuzelosecky)

rovnice nema zadny kotfen => pfimka nema
s kuzeloseckou Zadny spole¢ny bod (piimka

je asymptotou)
—C

feSenim rovnice je jeden linedrni kotfen t = o5
=> primka ma s kuZeloseckou jeden
spole¢ny bod (piimka je rovnobézna s hlavni
osou, nebo s asymptotou)

feSenim rovnice jsou 2 rizné realné koteny =>
piimka ma s kuZeloseckou spole¢né 2 body
— je jeji se¢nou

feSenim rovnice je 1 dvojnasobny kofen =>
piimka ma s kuzelose¢kou spolecny 1
dvojnasobny bod - je jeji teCnou

A=0, B =0, C=0
A=0, B =0, C+0
A=0, B #0, C = libovolné
A=+0, B2 —AC>0
A+0, B2—-AC=0

A=+0, B2—AC<0

rovnice nema redlné kotfeny => piimka nema
s kuzelose¢kou Zadny spole¢ny bod — je jeji
nesecnou

18



3.1

Resené p¥iklady

Priklad: Urcete vzdjemnou polohu kuZelosecky k a piimky p:

a)k:16x% +25y2 —112x+96=0; p:x—2y—6=10

Z rovnice pifimky si vyjadiime napf. proménnou x:
x=2y+6.

Pro zjiSténi vzdjemné polohy piimky p a kuZelosecky k, dosadime vztah

x = 2y + 6 do rovnice kuZeloseCky k a ndsledné€ rovnici upravime:

p Nk 16(2y + 6) + 25y2 — 112(2y — 6) + 96 = 0,
89y2 + 160y = 0.

ProtoZe diskriminant D > 0 (D = 25600), m4 tato rovnice dv€ riznd redlna

feSeni. To znamen4, Ze piimka p kuZeloseCku k protind (je tedy jeji seCnou).

Vypo&teme-li rovnici 89y? + 160y = 0, ziskdme kofeny y; = 0 ay, = —%.
Po dosazeni do rovnice pfimky p, dostaneme x; = 6 a x, = %.

v 2 v v 214 160
Piimka p protind kuzelosecku k ve dvou bodech P; = [6,0] a P, = [E’ — E]'

Obr. 3.1 Priklad 1 a)
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b) k: 16x% + 25y% — 112x +96 =0; p:y =2
Op¢ét dosadime rovnici y = 2 do rovnice kuzelosecky k a upravime:

pNk: 16x%+25-22—-112x+96 =0
16x%2 —112x + 196 = 0.

Vypoéteme-li diskriminant D = b? — 4ac, zjistime, 7¢ D = 0. Jelikoz je
diskriminant roven 0, méd dana rovnice jeden dvojnasobny kofen x = g, a tudiz
se pifimka p kuZeloseCky k dotykd (je jeji teCnou). Bodu dotyku odpovida

bod P = Ez]

Obrdzek 3.1 Priklad 1 b)

¢) k:16x% + 25y —112x+96 =0; p:x+2y+7=0

Zrovnice piimky p si vyjadiime jednu z proménnych (napt. x = —2y —7)
a dosadime do rovnice kuzelosecky k:
p N K: 16(—2y —7)? + 25y2 — 112(-2y —7) + 96 = 0
89y? + 672y + 1664 = 0.
Diskriminant D je vtomto piipad¢ zdporny (D = —140800), neexistuje tak

zadny redlny kofen a piimka p nema s kuzeloseckou k zadny spole¢ny bod (je

jeji nesecnou).

20



Obr. 3.1 Priklad 1 c)

Piiklad 2: V rovnici y = x + q urCete Cislo g tak, aby piimka y = x + q byla
se¢nou, te¢nou nebo nese¢nou elipsy 9x2 + 16y? — 144 = 0. ([5], str. 272)

Znovu dosadime rovnici ptimky do rovnice kuzelosecky:

9x2 +16(x+q)>—144 =0
25x2 + 32qx + 16g* — 144 = 0.

Nyni pro nés bude dileZity diskriminant D:

D = b? — 4ac
D = —576q2 + 14400.

Pifimka je teCnou kuZelosecky (maji 1 dvojnasobny spole¢ny bod), kdyz D = 0,

tedy:

—576q% + 14400 = 0
q = *5.

Ptimka je se¢nou kuZelosecky (maji dva spole¢né body), kdyZ D > 0, tedy:

—576¢2 + 14400 >0  /:(=576)

q?—25<0
(g—5)-(@+5)<0

21



Pfimka je neseCnou kuZeloseCky (nemaji Zadny spole¢ny bod), kdyz D < 0,
tedy:
—576q% + 14400 < 0 /:(—576)
q>—25>0

(q—5)-(@+5)>0
q € (—o0,—5) U (5, ).

Piiklad 3: Ovéite, Zze piimka p:2x —y—14=0 ma s kuZeloseckou
K: x2+y? — 10x — 2y + 21 = 0 jeden spole¢ny bod.

Zrovnice piimky si vyjadiime napf. proménnou y = 2x — 14, dosadime do

rovnice kuzelosecky k a upravime:

X2+ (2x —14)2 — 10x — 2(2x — 14)) + 21 = 0
5x2 — 70x + 245 = 0.

Nyni ur¢ime diskriminant D:
D =(-70)2 —4-5-245 = 4900 — 4900 = 0.

Protoze je diskriminant D = 0, mé piimka p s kuzeloseckou k spolecny jeden

dvojnasobny bod - je jeji teCnou.

Obr. 3.1 Priklad 3
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3.2 Priiklady k procviceni

Priklad 1: Urcete pruseciky kuZelosecky k a piimky p:

a)k:x’+y?—4x—-2y—-5=0; p:3x—y+5=0

b)rk:x?+y?—12x+2y+11=0; p:5x—y+5=0

OKk:x’+y>—12x+2y+1=0; p:y—5=0

dDr:x?—4y—-4=0; p:y+1=0

Ky’ —2x=0; p:x—2=0

Hr:x>+2y2—-8=0; p:y+2=0

g Kk:9x2+5y2—45=0; p:—4x+5y—20=0

Piiklad 2:

a) Vrovnici y = x + q urcCete ¢islo g tak, aby dand pifimka byla secnou, te¢nou
nebo neseénou paraboly y2 — 10x = 0. ([5], str. 272)

b) V rovnici y = %x + m urcete Cislo m tak, aby dand pfimka byla se¢nou,
te¢nou nebo nese¢nou hyperboly 4x? — y2 — 36 = 0. ([2], str. 74)
3.3 Vysledky

Piiklad 1:

a) D =0; maji jeden spolecny dvojndsobny bod => piimka je tecnou
kuzeloseCky => bod dotyku T = [—1, 2]

b) D <0 (D = —2480); nemaji zadny spoleény bod => pfimka je nese¢nou
kuzelosecky

¢) D =0; maji jeden spole¢ny dvojnasobny bod => piimka je tecnou
kuzeloseCky => bod dotyku T = [6, 5]

d) D=0; maji jeden spolecny dvojndsobny bod => piimka je tecnou

kuzeloseCky => bod dotyku T = [0, —1]
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e) D > 0 (D = 16); maji dva spole¢né body => piimka je se¢nou kuzelosecky
=> pruse¢iky P; = [2,2] a P, = [2,—-2]

f) D =0; maji jeden spolecny dvojndsobny bod => piimka je tecnou
kuZeloseCky => bod dotyku T = [0, —2]

g) D <0 (D =-17100); nemaji Zadny spolecny bod => piimka je nesecnou

kuzelosecky

Priklad 2:

a) teéna—DzOproqu—Ozz,S
v 10
secna—D>0pr0q<T

neseCna-D < (0 proq > %

b) teéna—D=0prom=i§=i4,5
~ 9 9
secna-D > 0 prom € (—00,—5) U (5,00)

nesecna-D < 0 prom € (—;,g)
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4. Stied kuZzelosecky, stifedové a nestiedové kuzelosecky

4.1 Stied kuzelosecky

Definice: Bod M nazveme stfedem kuZelosecky (1), jestlize pro libovolny bod

X kuZeloseCky existuje bod Y kuzelosecky takovy, ze bod M je sttedem usecky XY.

Véta: Bod M = [m, n] je stiedem kuZelosecky (1), prave kdyz plati:
allm + alzn + a13 = O

a21m + azzn + a23 = 0. (4)

4.2 Stredové a nestiredové kuzelosecky

Definice: KuZelosecka, kterd mé jediny stied, se nazyva sttedova kuzelosecka.

Véta: Kuzelosecka je sttedovd, praveé kdyz § # 0.

4.3 Resené piiklady

Piiklad 1: Urcete, zda jsou nasledujici kuzelosecky stiedové, ¢i nestiedové.
V piipad¢ sttedové kuzelosecky urete soutadnice stiedu.

a)4x?+4xy+y?—8x—4y—21=0 ([2], str. 88)
Sestavime a vypoc¢teme maly determinant § (2), tedy:
I ]
5_|2 1|_4 4=0.
Vidime, Ze § = 0, a jedna se tak o kuzeloseCku nestiedovou.
Miizeme ale zjistit, zda stfed neexistuje, nebo existuje piimka plna stiedi.

Dosadime-li do vztahu (4), ziskdme soustavu linearnich rovnic:

dm+2n—-4=0
2Zm+n—-2=0.
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Nyni muiZeme napiiklad pomoci Gauss-Jordanovy eliminace tuto soustavu
vyresit:

(LZL ﬂ‘z}) ~ (g S g) => h(A) = h(Aroz) < n.

Z Frobeniovy véty vime, Ze pokud se hodnost matice rozSitené rovna hodnosti

matice nerozsifené, pak ma soustava linedrnich rovnic feSeni. Je-li hodnost

matice mensi nez pocet neznamych, pak existuje nekone¢né¢ mnoho feseni.

V tomto piipadé¢ ma tedy vySetifovand soustava nekone¢né mnoho feSeni, coZ
muzeme interpretovat tak, Ze dana nestiedova kuZeloseCka ma celou piimku

plnou stfedti o rovnici 2x +y — 2 = 0.

b)3x2 +5xy +y?—8x—11y—7 =10 ([2], str. 88)

Nejprve urc¢ime maly determinant § (2), v tomto piipadé bude ve tvaru:

Nl W
= Nu
N
vl
[E=y
w

ProtoZe § # 0, jednd se o kuzelosecku stfedovou.

Pomoci vztahu (4) ur¢ime soufadnice stfedu. Dosadime vySetfovanou

kuzelosecku do vztahu (4) a ziskdme soustavu linedrnich rovnic:

3m+§n—4=o

Néslednym vyfesenim soustavy linedrnich rovnic dostaneme:
m=3

n=-2.

Hledanym stfedem kuzelosecky je M = [3, —2].
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Priklad 2: Pii jakych hodnotich nezndamé a a neznamé b urcuje rovnice
2x%2 +8xy +ay*+6x+by+5=0 nestiedovou kuZelose¢ku, u které stied

neexistuje?

Nejprve urc¢ime hodnotu a tak, aby se jednalo o nestiedovou kuzelosecku.

Vime, Ze v piipad¢ nestiedové kuzelosecky plati § = 0, tedy:
_ |2 4_
s=|; °]=o
odtud plyne rovnice:

2a—16 = 0.

Jednoduchou tpravou zjistime, Ze pouze v piipadé a =8 bude uvedena

rovnice nestiedovou kuzeloseckou.

ProtoZe chceme, aby stied neexistoval, nesmi mit ndsledujici soustava linedrnich

rovnic feSeni:

2m+4n+3=0

4m+8n+§=&

Vidime, Ze pokud by hodnota nezndmé b byla rovna 12, je druhd rovnice
dvojndsobkem prvni. V takovém piipadé¢ bychom pfii feSeni soustavy ziskali
vysledek 0 =0 (event. h(A) = h(Aroz) <n ) a existovalo by nekone¢né
mnoho feSeni této soustavy. Proto tato soustava nebude mit Zddnd redlnd feSeni

(a bude se jednat o pfipad, kdy stfed neexistuje) pro vSechna b # 12.

4.4 Priklady k procviceni

Piiklad 1: Rozhodnéte, zda jsou néasledujici kuzeloseCky stfedové, ¢i
nestiedové. V pripadé€ stiedové kuzeloseCky nezapomente urcit soufadnice stiedu.

a)2x% +4xy —y* +6x—4y+5=0

b)5x?+xy—6x+7y—2=0

€)2x? —8xy +8y?—4x+2y—1=0
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d) x?+6xy+9y?—18x — 54y +72=0
e)3x%+8xy -2y —x+3y+5=0

f)2xy +3y> -7y +5=0

g) 4x% + 16xy + 16y> —5x+1 =0

h)x? —12xy +y? —6x+2=0

i) 9x% — 30xy + 25y2 — 66x + 110y + 105 =0
Dxi+y?—6x+2y+1=0

Priklad 2: Urcete hodnoty nezndmé m a neznamé n, pro které bude rovnice
mx? + 12xy + 9y? + 4x + ny — 13 = 0 rovnici: ([2], str. 89)

a) kuzelosecky stredové

b) kuzelosecky nestiedové - stfed neexistuje

¢) kuzelosecky nestiedové - piimka plna stiedil

4.5 Vysledky

Piiklad 1:

a) stiedova kuzelosetka (8 # 0,8 = —6); M = [z, —2]
b) stiedova kuzelosecka (§ # 0,6 = —i); M =[-7,76]

¢) nestiedova kuzelosecka (6§ = 0); stied neexistuje

d) nestiedova kuzelosecka (6 = 0); ptimka plnd sttedi x + 3y —9 =0
5 13
22"l

f) stiedovd kuzelosecka (§ # 0,6 = —1); M = [, 0]

e) sttedova kuzelosecka (6 # 0,6 = —22); M = |

g) nestiedova kuZelosecka ( § = 0); stfed neexistuje
h) stredova kuZelosecka (8 # 0,8 = —35); M = [-—, -]
i) nestfedova kuzelosecka (§ = 0); pfimka plnd stfedit 3x — 5y — 11 =0

J) stitedova kuzelosecka (6 # 0,6 = 1); M = [3,—1]
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Priklad 2:
aam+4,n€ER
bpm=4,n#6

com=4n==6

29



5. Singularni bod, singularni a regularni kuzelose¢ky

5.1 Singularni bod

Definice: Singuldrnim bodem kuZelosecky (1) nazveme takovy bod X = [x,y],

pro ktery plati:

a1 X + apy + a3 = 0
az1XxX + az,y + ar3 = 0

az1 X + aszpy + azz = 0.

Véta: Singularni bod kuZeloseCky je bodem kuzeloseCky a zdroven jejim

stfedem.

Definice: Bod kuzelosecky, ktery neni singularni, je regularni.

5.2 Singularni a regularni kuzZelosecky

Definice: KuZelosecka (1) se nazyva singularni, jestli plati A= 0. Jestlize A+ 0,

pak se kuZelosecka (1) nazyva reguldrni.

Véta: Obsahuje-li kuzelosecka singularni bod, potom je kuZelosecka singularni.

5.3 ReSené priklady

Priklad: Rozhodnéte, zda jsou nésledujici kuzelosecky singularni, nebo

regularni.

a)2x% +4xy+5y*+3x+2y—4=0

Nejdiive vypocteme A:

125

= (—40+3+3) (45+2 16)—
B 4 4

3
2
A= 1

2
5
1

NlwN N

—4
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Protoze A+ 0, jde o kuZelosecku reguldrni.

b) 2x? +2xy +y2— 6y +18 =0

Opét vypocteme A:

2 1 0
A=11 1 -3[=36-(0+18+18)=0.
0 -3 18

Ur¢ili jsme, ze A= 0, a tudiZ se jednd o singularni kuzelosecku.

Nyni zjistime, zda existuje singuldrni bod. Dle definice musi jeho soutadnice

byt feSenim ndsledujici soustavy linearnich rovnic:

2x+y =0
x+y—3=0
-3y +18 =0.

Z prvnich dvou rovnic ziskdme soufadnice stfedu vySetiované kuzelosecky,

tedy X = [-3; 6].

Aby bod X = [—3;6] byl singuldarnim bodem, musi na kuZeloseCce zdroven

lezet. To ovéfime dosazenim jeho soufadnic do posledni rovnice:

—-3:6+18=0
0=0.

Bod X =[-3,6] je sttedem kuZelosecky a zaroven na ni lezi, proto je

i singularnim bodem kuZelosecky.

Priklad 2: Urdete hodnotu nezndmé k tak, aby kuZeloseka o rovnici kx? +

4xy — 8x + 4y — 1 = 0 byla singuldrni.

Nejprve zjistime A:
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k 2 —4
A=12 0 2|=0-16—-16—(0+ 4k —4) = —28— 4k.
-4 2 -1

KuzZelosecka je singularni pravé tehdy, kdyz A= 0, proto:

—28—4k =0
k=-7.
Pfi hodnoté k = —7 bude uvedena kuZeloseCka singularni.

5.4 Priklady k procviceni

Piiklad 1: Rozhodnéte, zda jsou uvedené kuzeloseCky singuldrni, nebo
regularni.

a)3x2+6xy—y?+5x+5y—3=0

b) 2x% + 6xy —3x + 2y =0

O)x?—y?—4x+2y+3=0

d)5x?—6xy+y +4x—-1=0

e)2xy+y?—6x+3y+5=0

f)9x? —4xy+y>2—7x—-3=0

Priklad 2: Urcete hodnotu nezndmé g tak, aby uvedend rovnice byla rovnici
singularni kuZelosecky:

a)gx?—6xy+6x—2yF5=0

b) 2x% + gxy + 3y +4x +2y =0

5.5 Vysledky

Piiklad 1:

a) regularni kuzelosecka (A# 0,A= 61)

b) regularni kuzelosecka (A# 0,A= —11)

¢) singularni kuzelosecka (A= 0); singularni bod X = [2,1]
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d) singuldrni kuZelosetka (A= 0); singuldrni bod X = [%E]

e) regularni kuZelosecka (A+# 0, A= —23)

f) reguldrni kuzelosecka (A# 0, A= — %)

Priklad 2:
a)g =-—-27
b)g=7
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6. Tecna a polara kuzelosecky

6.1 Tecna kuzelosecky

Definice: Tecna kuZelosecky je piimka, kterd ma v bod¢ dotyku s kuZeloseCkou

dvojnédsobny prasecik.
Véta: Piimka t: X = M +tu je teénou kuZeloseCky (1) v reguldrnim bodé
M = [m,n], pravé kdyz vektor 4 = (u, v) spliuje:
u(allm + an + a13) + U(a21m + a;,n + a23) = 0.

Definice: Piimka t o rovnici:
t: (agym+ a;on + a3)x + (ayym+ azon + ays)y + azym+ azon+asz; =0
prochézejici bodem M = [m, n] kuzelose¢ky se nazyva te¢nou kuZelosecky (1) v bodé

M.Bod M = [m, n] je bod dotyku.

Pro ptehlednéjsi vypocet se pouziva maticovy tvar tecny t:

aj; Q12 dg3 X
(m,n,1)-|az1 Q22 az3 -<y>=0.

az1 A3z 04zs 1

pozn.: Na stfedni Skole se vyuZiva pro urCeni teCny t kruznice vbod¢ T =
[x0, ¥o] rovnice (xo— 1) (x —s1)+ (Vo — S2) - (¥ — s3) = r?. Kterou Ize odvodit
y y y

nasledovneé:

Obr. 6.1 Tecna ke kruznici - odvozeni vzorce
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Obecna rovnice kruznice: (x — s;)? + (y — s3)% = 2.
Vektory: ST = (%0 — S1; Yo — S2), SX = (x—s;;y —s32).
Skaldrni soucin vektort |ﬁ| a |§()| ST-SX = |ﬁ| : |§| * COSQ.

Protoze je trojuihelnik STX pravouhly, plati: cosg = %

Po dosazeni zpét do rovnice skaldrniho soucinu vektort ziskame:

ST 5% = [5T]- [s%] - 2|

—_— — —,2
po upravé pak: ST - SX = |ST| .
|ﬁ| je vSak polomérem dané kruznice, proto: ST-SX=12%a tedy:

(xo—51) (x=5)+ o —52) (y—52) =772

6.2 Polara kuzelosecky
Definice: Pfimka p o rovnici:
(ap1r + a35 + a3)x + (a7 + a5 + azs) + azr + asys +az; =0

se nazyva poldra bodu R = [r,s] vzhledem ke kuZelosecce (1). Bod R se nazyva pol

piimky p vzhledem ke kuZelosecce (1).

Véta: Lezi-li bod P na polare bodu R, leZi bod R na poléte bodu P.

Pro vypocet je vyhodné&jsi pouZzit maticovy zapis polary p:

a1 Q412 Qg3 X
(r,s,1) - <a21 azz a23> . <y> = 0.

azy Az dass 1
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Resené piiklady

Priklad 1: Napiste rovnici teényke kuZeloseéce x%+ y? =5vbodé T =
[—1,7].

Nejprve zjistime dosazenim do kuzelosecky y-ovou soufadnici bodu dotyku T

tak, aby leZel na dané kuZzelosecce:

1-(-1)2+y2=5
y =4
y =2

Ziskali jsme tedy dva body dotyku te¢ny: T; = [—1,-2] a T, = [—1,2].

L. zpisob - vypocet rovnice te¢ny podle definice:

Bod dotyku T; dosadime do maticového tvaru pro rovnici te¢ny:

1 0 O x
tl:(—l,—Z,l)'(O 1 0 ><y> =0
0 0 -5 1

—x—2y—5=0.

Stejnym zplisobem zjistime rovnici tecny i v bod¢ T,.

1 0 0\ s«
tZ:(—l,Z,l)-(O 1 0)-()/):0
00 -5/ \1

—x+2y—5=0.

I1. zptsob - podle véty o te¢né:

: p:X=T+d-u; U= (uv)d-parametr
! Dosadime T; = [—1; —2]:
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p:x=-1+du
y=-2+dv

Vypocitame prasecik piimky p a kuzelosecky k:

p NK: (-14+duw)?+(-2+dv)?-5=0
d’u? = 2tu+1+4—4dv+d*v?>-5=0
dA?(w?+v¥)+d(-2u—4v)+5-5=0
d?(u?+v3)+d(—4v—-2u) =0
dldw? +v?) —4v—-2u]=0
d=0=>u=—-2v=>napi.:u=(2;—-1)
Nyni dosadime:

tl:X:T‘}'d‘ﬁ

x=—-14+2d
y=-—2-—-d.

22)+ (1) 2y+x=-5
ti:—x—2y—-5=0.

Obdobn¢ vypocitame i t, v bod¢ T, = [—1; 2].

Hledané te¢ny maji rovnice —x — 2y —5=0a—x+2y —5=0.

II1. zpiisob - dosazeni do vzore¢ku znamého ze SS
Prot; vbodé T, = [—1; —2]:

(xo—51) (x=5)+ o —52) (y—53) =77
(-1-0)-(x—-0)+(-2-0)-(y —0) =5,

po upraveé dostaneme:
ti:—x—2y—5=0.
Prot, vbodé T, = [—1; 2]:

(o =51) " (x=5)+ o —$2) (¥ —52) =717
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(-1-0)-x-0+2-0)(¥y—0)=5
po upravé ziskdme:
t:—x+2y—-5=0.

Hledané te¢ny maji rovnice —x — 2y —5=0a—x+ 2y —5=0.

Priklad 2: Urcete rovnici teen vedenych k hyperbole x? —y? = 16 z bodu
A=[-1-7]. ([2], str. 74)

Nejprve potifebujeme ziskat rovnici polary p v bod¢ A:

1 0 0 x
(-1,-71)-l0 -1 o0 |- <y> =0,
0 0 -16 1

po vypoctu tedy p: —x +7y — 16 = 0.
Poléra p je ptimka, kterd spojuje body dotyku teCen vedenych ke kuzelosecce.

Nalezneme-li priseciky polary p a kuZelosecky k (v tomto piipad¢ zadané

hyperboly), pak jsme nalezli 1 body dotyku hledanych tecen.

Z rovnice poldry si vyjadiime napiiklad proménnou x = 7y — 16, dosadime

do rovnice kuzelosecky a upravime:

p Nk: (7y—16)2—y2—-16=0
49y2 — 224y + 256 —y?> —16 =0
48y? — 224y + 256 = 0.
Protoze diskriminant D > 0, ma tato kvadraticka rovnice 2 ruzna realna feSeni -
L 5
po vypoctu: y; = 3,y, = 3

) v 2 2 v . 13
Snadno jiz dopocitdme x-ové soutadnice: x; = 5, x, = -5 Body dotyku

hledanych teéen a hyperboly tedy jsou T; = [5,3] a T, = [— 13—3, 2].

Rovnici teény v bodé T; = [5, 3] ziskdme vypoctem pies vzorec pro tecnu:
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1 0 0 x
tl:(5,3,1)-(0 -1 0 )(y) =0
o 0o -16/ M1

5x+3y—16 =0,

stejnym zpusobem pak ziskdme i druhou te¢nu v bodé T, = [— 13—3,2]:
1 0 0
t,: (—?,2,1)-(0 1 0 )z 0
0 0 -16

13 5
—?x+§y—16 =0,

po uprave:
13x — 5y +48 = 0.

Hledané te¢ny maji rovnice t;: 5x + 3y —16 = 0 at,: 13x — 5y + 48 = 0.

Priklad 3: Najdéte rovnice tecen k elipse x? + 4y? — 20 = 0, které jsou kolmé
k pfimce 2x — 2y — 13 = 0. ([2], str. 65)

Normalovy vektor zadané piimky je 7 = (1, —1).

ProtozZe je tato pifimka kolma k hledanym te¢ndm, musi byt normélovy vektor
hledanych te¢en kolmy k normélovému vektoru zadané piimky, tedy 7, L 7.

Proto 7, = (1,1).

VSechny pfimky ve tvaru x + y + ¢ = 0 jsou kolmé k zadané pfimce. Oznacme
t:x +y + ¢ = 0 a urCeme parametr c¢ tak, aby pifimka méla se zadanou elipsou

jeden (dvojnédsobny) spolecny bod a byla tak jeji teCnou (tzn. diskriminant

D = 0):
tNk:y?+2yc+c>+4y>—-20=0
5y% 4+ 2yc +c? +20 =0,
D=0 4¢c?2 —20c2+400=0

c=+5.
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6.4

6.5

Hledané te¢ny k elipse x? + 4y2 — 20 = 0 kolmé k ptimce 2x —2y — 13 =0
jsouti:x+y+5=0at,x+y—5=0.

Priklady k procviceni

Piiklad 1: Urcete rovnici teény v daném bod¢ kuzelosecky:
a)Kk:x?+2xy+2y*—4x+6=0; T =[2,—1]
b)k:x?+y?—12x+2y+12=0; T = [6,4]

¢) k: 63x% + 6xy + 55y% — 72x — 168y — 720 = 0; T = [4,0]

Priklad 2: Napiste rovnice te¢ny kuzelosecky jdouci bodem L:
a)k:y?>—36x =0; L =[2,9] ([2], str. 81)
10 5

b) k: x? + 4y —20=0; L = [—,=] ([2], str. 65)

3’3

Piiklad 3: Najdéte rovnice teCen kuzelosecky rovnobéznych s danou piimkou:
a)K:x2+y2—4x+§=0; p:i—x+y+5=0

b) k: 4x% + 5y? + 24x — 20y +36=0; p:x+y—6=0

Ok:y?=8x; p:2x+2y—3=0 ([2], str. 80)

Priklad 4: Urcete rovnice teCen kuzelosecky, které jsou kolmé k dané piimce:
a)k:x?—4y—16=0; p:x=0

b) k: 4x% + 5y% + 24x — 20y +36=0; p:x—y+2=0
OKk:x?—4y2—-20=0; p:4x+3y—-7=0 ([2], str. 74)

Vysledky

Priklad 1:
a)t;:x—2=0
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b)t;i:y—4=0
¢)ti:3x—y—12=0

Piiklad 2:
at:3x—2y+12=0,t,:3x—y+3=0
b)ti:x+4y—-10=0,t,:x+y—-5=0

Piiklad 3:
at;:—x+y+3=0,t,:—x+y+1=0
b)ti:x+y+4=0,t,;x+y—2=0
o)ti:2x+2y+4=0

Piiklad 4:

atiy+4=0
b)ti:—x+y—2=0,t,:—x+y—8=0
¢)t1:3x—4y+10=0;t,:3x —4y—10=0
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7. Klasifikace kuzelosecek

7.1 Charakteristicka rovnice

Definice: Charakteristickou rovnici kuzelosecky (1) nazyvame rovnici:

a;; — A ai»
= 0. 5
azy Az — A ®)

7.2 Klasifikace kuZelosecek - stiredové kuzelosecky

A 0 0
0 O a
)

Kanonick4 rovnice kuzelosecky: 1;x2 + 1,y + % = 0.

2 2
Resulécni kugelosetk % 2’_2 =1; vSechna vlastni ¢isla majf stejna
egularni kuZelosecky: 3 .
5> 0 znaménka => elipsa
Ay, 25 #0,
8 :/: 0, A:/: 0 2 2
Z_Z — 2’_2 =1 vlastni ¢isla maji riznd znaménka =>
5<0 hyperbola
Singularni kuzZelosec¢ky: 5>0 jediny bod
Ay, 45 #0,
6+0,A=0 <o <
6<0 dvé riznobézky

42



7.3 Klasifikace kuzZelosecek - nestiredové kuzelosecky

Regularni kuZelosecky:
alespon jedno

z vlastnich &isel = 0, y? = 2px parabola

A+0,6=0

dvé rovnobézky
Singularni kuZelosecky:

alespoii jedno e G er
splyvajici (totozné, identické) primky
z vlastnich ¢isel = 0,

A=0,6=0

prazdna mnoZina

7.4 ReSené piiklady

Priklad: Vysetiete kuZelosecku:

a)9x?+6xy+y2—30x—10y +24=0

Nejprve vypocteme velky determinant A:

9 3 -=15
A=| 3 1 —5]|=(216+ 225+ 225) — (225 + 216 + 225) =0,
—-15 -5 24

protoze A= 0, jde o kuZeloseCku singularni.

Nyni pomoci malého determinantu § zjistime, zda se jednd o kuZeloseCku

stfedovou, nebo nestredovou:
_19 3|_g_q-—
0= |3 1= 9-9=0,

jelikoz 6 = 0, jedna se o kuZelosecku nestiedovou.
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Singuldrni nestfedovou kuzeloseCkou jsou dv€ razné rovnobézky, dvé

splyvajici pfimky nebo prazdna mnoZina.

Urc¢ime asymptoticky smér kuzelosec¢ky (protoze § = 0, ma kuzelosecka jediny
asymptoticky smér) - prvni fddek velkého determinantu A je ndsobkem druhého,

proto:
Bx+y—5)2= 9x*+y*+ 25+ 6xy — 10y — 15x = 0,

tento tvar porovname s rovnici zadané kuzelosecky a zjistime, Ze se 1isi pouze ve

¢lenu as;.
Po upravé tedy:
Bx+y—-52%*-1=0.

Rozlozime-li tento tvar podle vzorce A2—B?2=(A—B)-(A+B) =0,

dostaneme:
Bx+y—-5?2-1=Bx+y—-5—-1)-Bx+y—-5+1) =0,
po uprave:
Bx+y—-6)-Bx+y—4)=0.

Resenim jsou tedy dvé riizné rovnob&zky o rovnicich 3x +y—6=10 a

3x+y—4=0.

b) x? + 5y> —8x — 10y + 16 =0

Nejprve opét vypocteme velky determinant A:

1 0 —4
A=10 5 —5|=(80)—(80+25) =-25,
-4 -5 16

protoze A+ 0, je dand kuZelosecka regulérni.

Daéle urc¢ime maly determinant §:
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o=lp 9-s

vidime, Ze § # 0, proto jde o kuzelosecku stiedovou a v tomto piipadé se jedna

o elipsu, protoze § > 0.
Vypocteme soutradnice stfedu:

m—4=0
5n—-5=0,

tedy stfed vysetfované kuZelosecky ma soutadnice S = [4, 1].

Pomoci charakteristické rovnice (5) zjistime vlastni ¢isla:

1-1 0 |_
0o s5-a17"
(1=2)-G-2)=0
ll=1,12=5.

Dosazenim vlastnich ¢isel uréime kanonickou rovnici elipsy:
X2+ 2y +2=0
1X 2y i

2 +5y% + (= 2) =0

25
x'?2 +5y'? = =
5xr2  25yr2 1
25 25

5 1

x'2 g2 1

Vime, Ze elipsa mé stted v bodé¢ S = [4, 1], proto:

(r=9? | gre1?
5 1
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7.5 Priklady k procviceni
Priklad: Vysetiete kuZelosecku:

a)3x2+6xy—5y2—12x + 12y =0

b) 4x2 +2xy + 3y  +4x+y+1=0

¢)4x? +4xy +y*>—20x — 10y +21 =0

d x>+y2+2x—-6y+8=0

e)4x? +5y2 +24x — 20y +36 =0

f) 8x% — 24xy + 18y? + 72x — 108y + 162 = 0
g) 2x%2 — 9xy + 9y? + 24x — 45y + 54 =0

h) 5x% + 4y? — 20x — 24y +36 =0

i) 49x% — 14xy +y*+49x — 7y + 10 =0

7.6  Vysledky

Priklad:
r_1\2 1_352
&) hyperbola: “—g2- — £~

5

b) bod: [—%,0];A= 0:6 =11

=1;A=—-144;6 = —24

¢) dvé rizné rovnobézky: 2x +y—7)2x+y—-3)=0;A=0;6 =0
d) dvé riznobézky: (x +y —4)(—x+y—-2)=0;A=0;6 = —1

' 2 I _9\2
@+3)* | O 42> =1;A= —400;6 = 20

f) dvé splyvajici piimky: (—2x + 3y — 9)(—4x + 6y —18)=0; A=
0;6=0

e) elipsa:

g) dvé riznobézky: (—2x + 3y — 6)(—x + 3y — 9)=0;A=0;6 = —-

I _5\2 I _2\2
h) elipsa: =2 + @22 = 14 = —400; 6 = 20

J) dvé rizné rovnobézky: (7x — y + 2)(7x —y + 5)=0;A=0;6 =0
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8. Afinni vlastnosti elipsy

Nasledujici kapitola byla zpracovédna s oporou publikace Deskriptivni geometrie:

prirucka pro pripravu na vysokou skolu, v seznamu literatury oznacené [3].

Véta: Elipsa k o poloosich a,b je pravouhle afinni se soustfednou kruZnici
k o poloméru a, pfiCemZ osou afinity je spole¢ny prumér AB obou kiivek (tj. osa x)

. - y b
a charakteristikou afinity pomér q = p

Obr. 8 Afinita elipsy a kruznice

Jak je patrné z obrazku Obr. 8, odpovidd v pravouhlé afinité stfedu jedné
kuzelosecky stied druhé kuzelosecky. Ddle Ize libovolnému bodu X kruznice pfitradit
bod X' elipsy, ktery lezi na rovnobéZce s osou y, proto maji oba body X a X' shodné

x-ové soufadnice, tzn. x = x'. Z trojihelnikové konstrukce elipsy plati pro y-ové

¥ . , , . f 1 4 b
soufadnice y = asing, y' = bsing, odkud tpravou ziskdme y’ = Y.
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V pravouthlé afinit¢ tedy odpovidd kruznici o rovnici x2 + y? = a? kiivka

2 2 2
.. b “1s . .. L1 .ooxt /
o rovnici x'? + (Z y') = a?. Vydé&lime-li tuto rovnici a?, ziskdme rovnici =+ 3;—2 =
1, cozZ je rovnice elipsy.
Toho, Ze obrazem kruZnice v pravouhlé afinité je elipsa, 1ze vyuZit ke konstrukci
teCen elipsy v bod¢ elipsy, tecen elipsy z bodu ¢i priseciki piimky s elipsou, aniz by

bylo nutné elipsu sestrojovat.

8.1 Priklady uziti afinity

Priklad 1: Elipsa k je dana hlavni poloosou a, vedlejsi poloosou b a bodem T.

Sestrojte te¢nu v bod€ T elipsy k.

Obr. 8.1 a) UZiti afinity - tecna v bode elipsy

Nejprve k dané elipse k sestrojime afinni kruZnici k (S; a). Osou pravouhlé
afinity je osa x. Pomoci kolmice na osu x jdouci bodem T ziskdme afinni bod T’ k bodu

T. Bodem T’ vedeme te¢nu t' ke kruZnici k. Prise¢ik te¢ny t' s osou afinity ozna¢ime
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0. Te¢na t' je afinni k hledané te¢né t elipsy k, tudiZ je jejich prise¢ikem samodruzny
bod O na ose afinity. Spojenim bodu T a bodu O ziskdme hledanou te¢nu t jdouci

bodem T elipsy k.

Priklad 2: K elipse k zadané hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b ved'te

te¢ny z bodu P.

Obr. 8.1 b) Uiti afinity - tecna z bodu k elipse

K elipse k opét sestrojime afinni kruznici k (S; a). Kbodu C elipsy k ptifadime
afinni bod C' na kruZnici k. Pfimka PC protne osu afinity (osu x) v bodé 0. Nyni
vyhleddme afinni bod P’ k bodu P. Pfimka P'C’ je afinni k pfimce PC, a proto je jejich
prasecikem bod 0. Spojime-li bod O s bodem C’ ziskdme piimku, na které leZi bod P’.
JelikoZ se jednd o pravouhlou afinitu, je bod P’ prise¢ikem této pi{mky s kolmici
vedenou bodem P. Zbodu P’ vedeme teény t'; a t', ke kruZnici k (napf. pomoci
Thaletovy kruznice T (S'p,s; |P'S'pis|), jejiz priseciky T'; a T', s kruZnici k jsou body
dotyku tecen t'; a t',). Te¢na t'; (pfimka P'T’;) protne osu afinity v bodé 0, timto
bodem musi prochédzet i hledand te¢na t;. Sestrojime-li piimku PO;, bude se jednat

o hledanou tecnu t;. Obdobnym zpiisobem nalezneme i tecnu t,.
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Bod dotyku T, teény t; s elipsou k ziskdme spusténim kolmice z bodu T'; na
osu afinity. Tam, kde se kolmice protne s teCnou t;, lezi bod dotyku T; tecny t;

s elipsou k. Stejnym zptusobem uré¢ime i bod dotyku T, tecny t, s elipsou k.

Priklad 3: K elipse ¥ dané hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b najdéte

te¢ny rovnobézné s piimkou p.

Obr. 8.1 c¢) UZiti afinity - tecna elipsy rovnobéznd s primkou

Kelipse k znovu sestrojime afinni kruznici k (S; a). Kbodu C elipsy k
pfifadime afinni bod C' na kruZnici k. Bodem C vedeme piimku ¢ rovnob&Znou
s piimkou p. Pifimka q protne osu afinity (osu x) vbodé¢ O. ProtoZze se jednd
o pravodhlou afinitu, bude pfimce g odpovidat pfimka q’, kterou sestrojime spojenim
bodu O a bodu C'. Nyni sestrojime te¢ny k afinni kruZnici k rovnobé&zné s pifmkou q'.
Nejprve nalezneme body dotyku T'; a T', pomoci pfimky kolmé na pifmku g’
a prochdzejici sttedem kruZnice S. Tena t'; je rovnobézna s pfimkou q' a prochdzi
bodem T';, te¢na t’, prochdzi bodem T', a je také rovnob&znd s piimkou q'. Te¢na t';
protne osu afinity v bod¢ 0, timto bodem musi vést i hledana tecna t;. Tu ziskdme tak,
Ze sestrojime rovnobéZzku s pfimkou p prochdzejici bodem 0O;. Obdobnym zplisobem

najdeme i te¢nu t,.
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Body dotyku T; a T, uréime spusténim kolmic z bodu T'; (resp. T',) na osu x.
Tam, kde se kolmice protne s te¢nou t; (resp. t;), se nachdzi hledany bod dotyku

s elipsou k.

Priklad 4: Najdéte priseciky piimky p a elipsy k zadané hlavni poloosou a

a vedlejsi poloosou b.

DI

Obr. 8.1 d) UZiti afinity - priiseciky primky s elipsou

K elipse k nejprve nalezneme afinni kruZnici k (S, a). Pifimka p se s osou afinity
(osou x) protind vbod¢ 04, ten je samodruznym bodem a prochdzi jim piimce
p v afinité¢ odpovidajici pfimka p’. Sestrojime piimku g rovnobé&Znou s ptimkou p.
Pruse¢ik pifmky g s osou afinity ozna¢ime O,. K bodu D nalezneme afinni bod D'.
Body D' a 0, vedeme pifmku q’, kterd je afinni k pifmce q. Piimka p' je rovnobé&Zna

s pfimkou g’ a zdroven prochédzi bodem 0;. Prise¢iky pifmky p’ s kruZnici k oznacime
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X'"aY'. Jim odpovidajici body X a Y (tj. prase¢iky pfimky p a kolmic spusténych z bodl

X' a Y’ na osu) jsou hledané pruseciky piimky p s elipsou k.

Piiklad Kk procviceni: K elipse k (a = 5,e = 3) ved’te teCny zbodu P na

vedlejsi ose (PS = 6). ([3], str. 95)

Obr. 8.1 e) Jedno z moznych reseni
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9. Kuzelosecky jako geometricka mista stiedi kruznic

Véta: Mnozina stfedd vSech kruznic, které se dotykaji dané kruznice
k a prochazeji pevné¢ danym bodem M, jenz lezi uvniti kruznice, je elipsa s ohnisky ve

stiedu O kruZnice k a v bod¢ M, jejiz délka hlavni poloosy je rovna %

Obr. 9 MnoZina stredii kruznic - elipsa

9.1 Prusecik piimky a hyperboly

Podobné jako u elipsy Ize i u hyperboly zjistit praseciky pfimky a hyperboly,
aniZ bychom museli hyperbolu rysovat. Na rozdil od elipsy se ale vyuZiva hyperboly

jako geometrického mista stiedli kruznic.

Véta: Mnozina stfed vSech kruZnic, které se dotykaji dané kruznice k a
prochdzeji danym bodem M, jenz lezi vné kruZnice, je hyperbola s ohnisky ve stitedu O

kruZnice k a v bod¢ M, jejiz délka hlavni poloosy je rovna g
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Obr. 9.1 a) MnoZina stredii kruznic - hyperbola

Piiklad 1: Najdéte priseciky pifimky p a hyperboly h, kterd je ddna ohnisky

F;, F, a délkou hlavni osy a.

<:h.|

h i
Obr. 9.1 b) Priiseciky primky s hyperbolou
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Nejprve sestrojime kruznici k(F;,2a) a bod F',, jenZ je osové soumérny podle
piimky p s bodem F,. KruZnice k se dotykaji kruZnice, které maji stfedy na hyperbole
h a prochdzi druhym ohniskem F,. Stfedy téchto kruznic (oznac¢ime je k; a k), které

jdou i bodem F',, jsou zdroven hledanymi pruseéiky X, Y piimky p s hyperbolou h.

Poté zkonstruujeme libovolnou kruZnici k', kterd prochdzi body F, a F’,
a protind kruZnici k. Priseciky kruZznice k' s kruZnici k ozna&ime I a II. KruZnice k'
protina kruZnici k v chordéle I II a kruZnice kq, k, v chordéle F,F’,. Priseik chordal
oznac¢ime 0. Z bodu O vedeme teCny t; a t, ke kruznici k napiiklad pomoci Thaletovy
kruznice 7. Bod dotyku T; je zaroven bodem dotyku kruznice k s hledanou kruznici k;,
bod T, pak urCuje bod dotyku kruZnice k shledanou kruZnici k,. Sestrojime-li
praseciky piimky p s ptimkou T;F; a s ptfimkou T,F;, nalezneme body X a Y, které

jsou hledanymi praseciky piimky p s hyperbolou h.

9.2 Pruseciky primky s parabolou

Vyse bylo uvedeno, jak najit priseciky pifimky s elipsou ¢i hyperbolou, aniz by
bylo nutné kuZelosecky rysovat. I v pfipadé hledani priseciki piimky a paraboly neni
nutné kuZeloseCku sestrojovat. Stejné¢ jako u hyperboly se uZziva paraboly jako

geometrického mista stiedu kruZnic.

Véta: MnoZinou stiedi vSech kruznic, které se dotykaji pfimky d a prochazeji

bodem F, je parabola, kterd ma ohnisko F a fidici piimku d.
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Obr. 9.2 a) MnoZina stredii kruZnic - parabola

Piiklad 1: Naleznéte priseciky piimky q a paraboly p, kterd je zadand fidici

piimkou d a ohniskem F.

Obr. 9.2 b) Pruseciky primky s parabolou
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Vzhledem k vété o parabole jako geometrickém mistu stiedii kruznic, je
jasné, ze hledané priiseCiky piimky q a paraboly p jsou zdroven stfedy kruZnic, které
prochdzeji ohniskem F a dotykaji se fidici pfimky d. Prochdzi-li tyto kruznice ohniskem
F, pak musi prochdzet i bodem F’, ktery je s bodem F osové soumérny podle pifmky q.
Prise¢ik pfimky FF' sf¥idici pfimkou d pak ozna¢ime P. JelikoZ chceme sestrojit
kruZnici, kterd prochdzi dvéma riznymi body (F a F') a kterd se dotyka dané piimky
(d), vyuzijeme mocnosti bodu ke kruZnici. Pokud ozna¢ime bod dotyku hledané
kruZnice s ptimkou d jako X' (resp. Y'), pak vzhledem k vlastnostem mocnosti bodu ke
kruZznici plati: |PX’|?> = |PF| - |PF’|, resp. |PY’|? = |PF| - |PF’|. Proto lze bod dotyku
sestrojit. Zkonstruujeme Thaletovu kruZnici nad dseckou |PF’|. Vedeme-li kolmici
bodem F, pak prasecikem této kolmice s Thaletovou kruznici ziskdme vrchol R
pravothlého trojihelniku PRF', ise¢ka RF je vySkou pravoudhlého trojihelniku PRF'.
Z Euklidovy véty o odvésné pak plyne vztah: |PF| - |PF’| = |PR|?. Nasledn& pomoci
kruZnice se sttedem P a polomérem |PR| sestrojime body dotyku hledanych kruznic

a fidici ptimky d, které ozna¢ime X" a Y’

Sttedy hledanych kruZnic a tedy i prasecCiky paraboly p s piimkou g jiz
nalezneme velmi snadno. Bodem dotyku X' (resp. Y') vedeme kolmici k ¥dici pfimce d.
Bod, ve kterém se kolmice protne s pitimkou g, je prase¢ikem piimky g a paraboly p.

MiiZzeme jej oznaclit X (resp. Y).

Vyse uvedenym postupem jsme tedy nalezli priseciky piimky a paraboly, aniz

bychom museli parabolu sestrojovat.
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10. Pascalova véta

Véta: Praseciky protéjSich stran Sestidhelnika kuZelosec¢ce vepsaného jsou tfi

body, které leZi na jedné piimce (tzv. Pascalové piimce), viz Obr. 10., [6].

Pascalova piimla

Obr. 10 Pascalova véta

10.1 Verifikace Pascalovy véty v DGS

Verifikace byla provedena v programu GeoGebra. Verifikace je pouhé ovétend,
tudiZ tento postup nemuzeme povazovat za diikaz, ale je mozné fict, Ze dané tvrzeni je

s vysokou pravdépodobnosti pravdivé.

Elipsa k byla zaddna dvéma ohnisky a bodem elipsy. Strany Sestithelnika
vepsaného elipse k jsou oznaceny AB, BC,CD, DE,EF,FA. Ptimky p4, P2, P3, P4, Ps, Pe
jsou piimky prochdzejici jednotlivymi stranami Sestitihelnika. Bod G je prusecik strany

Vev s

AB (ptimky p,) s protéjsi stranou DE (piimkou p,). Bod H je prusecik strany CD
(ptimky p3) s prot&jsi stranou FA (pifimkou pg). Bod I je prisecik strany BC (pifimky
p,) s protéjsi stranou EF (pfimkou pg). Body G a H lezi na jedné piimce p, tzv.
Pascalové piimce, pro verifikaci ukdzeme, zZe bod I také lezi na Pascalové piimce.
VyuZijeme néstroje “vlozit text” a ndsledné jej ve vlastnostech pro pokrocilé doplnime

o podminku, Ze vzdalenost bodu I/ a pifimky p je rovna 0, tj. vepiSeme podminku
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zobrazeni objektu Vzdalenost[l, p] = 0. To znamend, Ze text “Body G,H,I jsou

kolinearni* se zobrazi pouze tehdy, bude-li tato podminka splnéna, viz Obr. 10.1 a).

Body G, H, | jsou kolinearni.

B

Pascalova pfimka

Obr. 10.1 a) Verifikace Pascalovy véty

Vyuzijeme-li ndstroje “pfipojit/odd¢€lit bod* a klikneme-li na jakykoliv bod
oznacujici vrchol vepsaného Sestithelniku, pak tento bod jiz nebude lezet na elipse.

Pascalova véta prestane platit a text “Body G, H, I jsou kolinedrni* zmizi.

Pascalova piimka

Obr. 10.1 b) Interaktivita textu
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Klasicky dikaz Pascalovy véty se pak provadi pomoci Menelaovy véty.

10.2 Vyuziti Pascalovy véty

Pascalovu vétu lze vyuzit k ziskdvani (generovani) bodii kuzelosecky, aniz

bychom ji museli rysovat.

Zvolme 5 libovolnych bodu napt. 4, B, C, D, E, které nebudou kolinearni. Pfimky
11,15, 13,1, jsou postupné spojnice bodi AC, BD,BC,ED. Bodem A vedeme libovolnou
pfimku a. Prusecik pifimek l; a [, nazveme P;, prusecik piimky a s ptimkou [, pak P,.
Pitimku vedouci body P; a P, ozname p, jedna se o Pascalovu piimku. Prusecik piimek
[; a p pojmenujme P;. Spojenim bodl P;a E ziskdme piimku [s, jejiz prusecik
s pifimkou a ndm vygeneruje dalsi bod kuzelosecky - bod F. Nastrojem “KuZeloseCka
dana péti body* pak mlizeme urcit i tvar dané kuZelosecky a ndstrojem ‘“Vztah mezi

dvéma objekty* lze ovéfit, zda bod F opravdu lezi na kuzelosecce.

'5\."‘-1
s |/Pascalova pfimka
ezl
E
B Y
o ®
R A
ez NE
— b,
—p2 \_
—
- =
c® D
p Py

Obr. 10.2 a) VyuZiti Pascalovy véty - Elipsa
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Obr. 10.2 b) VyuZiti Pascalovy véty - Hyperbola
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11. Brianchonova véta

Véta: Usecky spojujici prot&jsi vrcholy Sestitihelnika opsaného reguldrni
kuzelosecce jsou tii tsecky prochdzejici jednim bodem, ktery se nazyva Brianchonlv

bod - B, viz Obr. 11., [7].

Obr. 11 Brianchonova véta

11.1 Verifikace Brianchonovy véty v DGS

Verifikace byla provedena v programu GeoGebra.

KruZnice k je zaddna stiedem S a polomérem r. Strany Sestithelnika opsaného
kruZnici k jsou oznadeny IJ,JK, KL, LM, MN, NI. Use¢ky spojujici prot&jsi vrcholy jsou
IL,JM,KN. Bod B je prusecikem usecek ILa JM, pro verifikaci dokdZzeme, Ze KN také
prochézi bodem B. Usetku KN pojmenujeme napiiklad u; a vyuZijeme nastroje “vloZit
text, nasledné jej ve vlastnostech pro pokro€ilé doplnime podminkou, Ze vzdélenost
bodu B a useCky KN je rovna 0, tzn. vlozili jsme podminku pro zobrazeni ve tvaru
Vzdalenost[B, u_3] = 0. To znamen4, Ze text “3 pficky se protinaji v jednom bodé* se

zobrazi pouze tehdy, je-li splnéna dana podminka, viz Obr. 11.1 a).
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J 3 pficky se protinaji v jednom bodé.

Obr. 11.1 a) Verifikace Brianchonovy véty

Pomoci néstroje “pfipojit/odpojit bod* oddélime jeden z bodii dotyku opsaného
Sestithelnika tak, aby nelezel na kuZelosecce. Nyni se jiZ nejedna o opsany Sestithelnik,

Brianchonova véta tak neplati a text “3 pficky se protinaji v jednom bodé* nebude

zobrazen, viz Obr. 11.1 b).

N

Obr. 11.1 b) Interaktivita textu
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Klasicky dikaz Brianchonovy véty se provadi pomoci Cevovy véty.

11.2 Vyuziti Brianchonovy véty

Brianchonovu vétu Ize vyuzit k ziskdvani (generovani) teCen kuzelosecky, aniz

bychom ji museli rysovat.

Zvolme 5 riznych libovolnych tecen (pfimek) napft.: tq, to, t3, ty, ts. Na tené t;
libovolné zvolime bod A, kterym bude prochazet hledand tecna t4 - bod A je prusecikem
t; a tq. Prusecik teCen t; a t; nazveme P, prisecik tecen t; a t, pak P,. Spojnici
praseciki P; a P, oznaCme jako p;. Prusecik teCen t; a t, nazveme P;. Spojnici
praseciku P; a bodu A nazveme p,. Nyni miiZeme sestrojit Brianchoniiv bod = bod B -

je prusecikem piimek p; a p,.

Prusecik tecen t, a t, pojmenujme P,. Prisecik ptimky ps, kterd spojuje bod B s

prasecikem Py, a teCny ts nazveme M. Spojenim bodu M s bodem A ziskdme tecnu t.

Obr. 11.2 PouZiti Brianchonovy veéty
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12. Rovnoosa hyperbola

12.1 Trojahelnik, jehoZ vrcholy lezi na rovnoosé hyperbole

M¢jme trojihelnik KLM, jehoZ vrcholy leZi na rovnoosé hyperbole h. Pak
prisecik vysek O trojuhelniku KLM leZi také na této hyperbole h (viz Obr. 12.1).

T T o T T T T T — 7 T T T T T
-9 -8 -F = =5 -4, -3 -2 L o] 1 2 3 4 S

R 14
0=(1.04"-00%)

Ym

Obr. 12.1 Trojiihelnik, jehoZ vrcholy leZi na rovnoosé hyperbole

12.2 Verifikace problému v DGS

Verifikace byla provedena v programu GeoGebra.

Hyperbola h byla zaddna funkci y = % Body K, L, M jsou vrcholy trojuhelniku

a lezi na hyperbole h. Bod O je pruseCikem vysek vy, v, v, trojihelniku KLM. Pro
verifikaci ukdzeme, zZe bod O také lezi na hyperbole h. Vyuzijeme ndstroj “vlozit text*
a nasledné jej ve vlastnostech pro pokrocilé doplnime podminkou, Ze vzdalenost bodu O

a hyperboly h se rovnd 0, tj. zaddme podminku zobrazeni objektu:

65



Vzdalenost[O, h] = 0. To znamen4, ze text “Prisecik vySek O lezi na hyperbole.“ se

zobrazi pouze tehdy, je-1i splnéna dand podminka, viz Obr. 12.2 a).

Praseéik vysek O lezi na hyperbole.

Obr. 12.2 a) Verifikace

Pomoci néstroje “pfipojit/odpojit bod* odpojime jeden z bodli oznacujicich
vrcholy trojihelniku KLM tak, aby nelezel na hyperbole h. Nyni jiz prisecik vySek
O nelezi na hyperbole h, a tak text “Prusecik vySek O lezi na hyperbole.”“ nebude

zobrazen, viz Obr. 12.2 b).
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_i|=.0

Obr. 12.2 b) Interaktivita textu

12.3 Pocitacovy dikaz (analyticky dikaz s vyuzitim pocitace)
K pocitacovému diikazu vyuzijeme program CoCoA.

Zékladem je pievedeni této geometrické situace do algebraickych rovnic.
Rovnice hyperboly hje y =§, tj. xy —1=0. Poté si ur¢ime soufadnice bodl

v pravouhlé soustavé soufadnic: K = [kq,k,], L = [l3,1,],M = [my,m,],0 = [p,q].

Vime, Ze body K, L, M leZi na hyperbole h, proto plati:
Mi:Ke€ehe kik,—1=0,
My:L ehe 11, —1=0,
M;:M €hoe mm,—1=0.
Dale sestavime rovnice vySek pomoci kolmosti vektortii:
M,:OM L KL < OM-KL =0,

po dosazeni ziskdme:
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My:OM L KL & (p—my) - (k1)) + (@ —my) - (k; — 1) = 0.

M::OL L KM < OL-KM = 0,

po dosazeni tedy ziskdme:

Ms:OL L KM & (p—1) - (y—mp) +(q=1) " (kp —m;) = 0
Zaroven musi prusecik vySek O leZet i na hyperbole h, tedy:

C:0eEh ©pg—1=0.

Pomoci programu CocoA a rovnic My, M,, M3, M,, Ms, C, zjistime, zda tato

tvrzeni opravdu plati. UZijeme piikazi, viz Obr. 12.3 a):

Interactive (0) @ Seminarni prace GSA (1)
Use R::=Q[k[1..2],1[1..2],m[l..2],prast,s5];

Ml:= k[11k[2]-1;

MZ:= 1[1]11[2]-1;

M3:= m[1lm[2]-1;

Md:=(p—m[1]) (k[1]-1[1])+(gm[2]) (k[2]-1[2]);
M5:=(p-1[1]1) (k[1]-m[1])+(g-1[2]) (K[2]-m[2]);
C:=pag-1;

I:=Ideal (M1,M2,M3,M4,M5, (pg-1)t-1);
——NF(1,I);

1;
Elim(p..t,I);

Obr. 12.3 a)

V ptikazu “Use R::=Q* do hranatych zavorek napiSeme vSechny nezndmé, se
kterymi pracujeme. V piikazu “l:=Ideal” uvedeme do kulatych zdvorek rovnice
My, M,, M5, M,, M5, od sebe je oddélime pouze Carkami a za n¢ doplnime polynom
(pq — D)t — 1. V ptikazu “Elim* do kulaté zdvorky uvedeme, které nezniamé chceme

s M2z

eliminovat. V horni ¢asti okna se pak objevi vysledek, viz Obr. 12.3 b).
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File Edit CoCoA CoCofServer Settings Help

D2 0oBES DCXBB¥ «» 23K
::=Q[k[1..2],1[1..2],m[1..2],p.q,t,5];
k[11k[2]-1;

[111r21-1-

m[1]m[2]-1;

:={p-m[1]) (k[1]-1[1])+(g-m[2])} (k[2]-1[2])+
i=(p-1[11) (k[1]-m[1])+(q-1[2]} (kIZ]-m[2]);
C:=pg-1;

I:=Ideal (M1,M2,M3,M4,M5, (pg-1)t-1);
—-NF{1,I};:

Elim(p..t,I);

3

Ideal (m[1]m[2] - 1, 1[111{2] - 1, k[1]k[2] - 1, k[2]1[1] - k[1]1[2] - k[2]m[1] + 1[2]m[1] + k[1]m[2] - 1[1]m[2], k[1]1[2]"2 + k[2]1[2]m
[1] - 1[21"2m[1] - k[1]1[2]m[2] — k[2] + m[2], k[11°21[2] - k[1]11[2]m[1] - k[1]"2m[2] + k[111[1]m[2] — 1[1] + m[1], k[11"21[1] - k[1]Ll[
112 - k[1]*2m[1] + 1[11"2m[1] + k[1Im[1]"2 - 1[1]m[1]°2, -k[2]"21[2] + k[2]1[2]"2 + k[2]"2m[2] - 1[2]"2m[2) - k[2]m[2]"2 + 1[2]Im[2]"2)

Obr. 12.3 b)

Do piikazu “Factor* vepiSeme do kulaté zavorky jeden z polynomdu, ktery se
objevil v horni ¢asti okna po zadani piikazu “Elim“. Opét vyjde polynom a tato
podminka znamend, Ze body K, L, M jsou po dvou razné. Do piikazu “J:=Ideal” nyni
vepiSeme znovu rovnice My, M5, M3, My, M5, za né prepiSeme polynom, ktery vysel po
zadani piikazu “Elim“, a cely jej jeSt€ vyndsobime vyrazem s — 1, nésledné zavorku
opét doplnime o polynom (pq — 1)t — 1. Na zavér vyuZijeme piikaz “NF(1,J), viz
Obr. 12.3 ¢).

File Edit CoCoA CoCoAServer Settings Help

DEoBHEG 20BN « &0K

Use R::=Q[k[1..2],1[1..2],m[1l..2],p,q,t,5];

Ml:= k[11k[2]1-1;

M2:= 1[1]1[2]-1;

M3:= m[1]m[2]-1;

M4:=(p-m[1]) (k[1]-1[1])+(g-m[2]) (k[2]-1[2]);
M5:=(p-1[1]) (k[1]-m[1])+(g-1[2]) (k[2]-m[2]):
C:=pg-1;

I:=Ideal(M1,M2,M3,M4,M5, (pg-1)t-1);
--NF(1,1);

1;

Elim(p..t,I);

Factor (-k[2]1"21[2] + k[211[2]1"2 + k[2]1"2m[2] - 1[2]1"2m[2] - k[2Im[2]"2 + 1[2Im[2]"2);
J:=Ideal(M1,M2,M3,M4,M5, (1[2] - m[2]) (k[2] - 1[2]) (k[2] - m[2])s-1, (pg-1)t-1);
NF(1,J):

1

Ideal(m[1lm[2] - 1, 1[111[2] - 1, k[11%[2] - 1, K[211[1] - k[L11[2] - k[2Im[1] + 1[2]m[1] + k[1Im[2] - 1[1Im[2], k[111[2]"2 + k[2]1[2
Im[1] - 1[2]%2m[1] - K[1]1[2]m[2] - k[2] + m[2], K[1]°21(2] - k[1]1[2]m[1] - k[L1]*2m[2] + k[1]1[1Im[2] - L1[1] + m([1], k[1]"21[1] - K[
1110112 - k[1]*2m[1] + L[1]"2m[1] + K[LIm[1]*2 - L[1]m[1]*2, —k[2]*21[2] + K[2]1[2]"2 + k[2]*2m[2] - 1[2]"2m[2] - k[2]m[2]*2 + 1[2]m
[2172)

[rrizl - mz1, 11, k(21 - mf21, 11, [k[2] - 121, 11, [-1, 11]

0

Obr. 12.3 ¢)

Dokazali jsme, Ze prisecik vysek O trojuhelniku KLM, jehoz vrcholy lezi na hyperbole
h, také lezi na hyperbole h.
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Zavér

Svou diplomovou praci jsem vénovala kuZeloseCkam. Zamérem bylo podat
pfipadnym zdjemcim o tuto problematiku uceleny soubor s typickymi vyfeSenymi
piiklady, na které pak navazovaly piiklady k procvi¢eni a upevnéni dané latky. Tato
diplomova prace v mnohém souvisi s mou bakaldfskou praci Sbirka piikladi na
kvadratické plochy a spole¢né témét pokryvaji veskery obsah pfedmétu Geometrie 1.,
amohou tak studentim kurzu piipadné pomoci s doméci piipravou, ¢i opakovanim

probirané latky.

Nadstavbou jsou zdvcérecné Kkapitoly tykajici se zajimavych vlastnosti
kuZeloseCek. Byly pro mé piinosné predev§im svym piesahem do deskriptivni
geometrie a vyuzitim DGS k verifikacim. Samozfejmé nejsou zminény vsSechny
vlastnosti, protoze je to téma velmi Siroké a samo by vydalo za n¢kolik diplomovych

praci.
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