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Uvod

Diferenciélni rovnice maji nepieberné vyuziti v praxi. Umoznuji nam sesta-
vovat matematické modely, které slouzi k popisu a predvidani riiznych jevi
ze spousty obori pfirodnich, ekonomickych ¢ technickych véd. Cilem této
prace bude popsat a prozkoumat vybrané modely z elektrotechniky prostied-
nictvim oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Bude se zejména jednat o modely
elektrickych obvodt, které budou popsané obycejnymi linearnimi diferenci-
alnimi rovnicemi 1. a 2. fadu.

V prvni kapitole je stru¢né popsana nejnutnéjsi teorie k obycejnym di-
ferencialnim rovnicim. Obsahuje popis dvou analytickych metod k hledani
feSeni obycejnych linearnich diferencialnich rovnic 1. a 2. fadu s konstant-
nimi koeficienty.

Druha kapitola se vénuje zakladnim pojmim z elektrotechniky. Zaméiuje
popis a zékladni vlastnosti ¢tyT elementarnich elektronickych soucastek, které
jsou pouzity v modelech elektrickych obvodi v posledni kapitole.

Tteti kapitola obsahuje popis péti elektrickych obvodi. étyfi z nich jsou
variace obvodu skladajici se z rezistoru, civky a kondenzatoru. Posledni ob-
vod, kromé téchto soucastek, obsahuje i diodu. K piislusnym obvodim je
vzdy odvozena diferencialni rovnice, ktera je posléze vyresena. Na konkrét-
nich piikladech (s realnymi hodnotami parametrii) jsou poté feseni piislus-

nych diferencialnich rovnic vizualizovany na grafech.



1 Teorie diferencialnich rovnic

V této kapitole uvedeme zakladni pojmy z teorie obycejnych diferencialnich
rovnic potiebné pro dalsi kapitoly. Nejprve uvedme obecnou definici diferen-
cialni rovnice n-tého radu.

Definice 1.1 Necht n € N,D Cc R**2 F': D — R. Oby¢ejnou diferencialni

rovnici n-tého radu rozumime rovnici ve tvaru
/ 1 n
F(t,x,x,x,...,x( )):O. (1.1)

Déle uvedeme pojem tesent rovnice (1.1).

Definice 1.2 Rikime, 7e funkce h: R — R je feSenim rovnice (1.1) na in-
tervalu J, jestlize:
(i) vVt e J: (t, h(t), B'(t),h"(t),..., B (t)) eD,
(i) Vt € J: F (t,h(t), ' (), h"(t),..., K™ (t)) = 0.
Pokud k rovnici (1.1) uvazujeme podminky, které musi funkce = spliiovat,

mluvime o tzv. pocdtecni loze.

Definice 1.3 Pocatecni ulohou rozumime tlohu najit feSeni rovnice (1.1)

spole¢né s podminkami
l’(to) = 2o, I/(t0> = T, l’”(to) =T, ... ,J](n_l)(to) = Tn-1,

kdetoe J, wi,i:0,1,2,...,n—1 € R.

Specialnim piipadem rovnice (1.1), ve které z, 2/, ..., 2™ vystupuji line-
arné, se 1ika linearni diferencialni rovnice. My budeme uvazovat jesté special-
néjsi pripad, a sice rovnice s konstantnimi koeficienty, viz nasledujici definice.

Definice 1.4 Obycejnou linearni diferenciélni rovnici n-tého fadu s kon-
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stantnimi koeficienty rozumime
apz™ + a1z + - 4 a2 + a7 = g(1), (1.2)

kde ag,a1,...,a, € R ag # 0 a ¢ je spojita funkce v jistém otevieném inter-

valu J.

V piipadé, ze ¢(t) = 0 pro vSechna t € J, dostavame tzv. homogenni
roUNICL

apr™ + a;z" Y + - 4 a2 + e = 0. (1.3)

V této praci se budeme zabyvat prevazné linearnimi rovnicemi s konstantnimi

koeficienty, které budou nejvyse druhého radu, tzn. n < 2.

1.1 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Uvazujme pocatecni tlohu
' +ax =q(t), x(to) = xo. (1.4)

K nalezeni feSeni této pocatecni tlohy pouzijeme metodu integra¢niho fak-
toru. Uvazujme feSeni x pocatecni tlohy (1.4). Pokud diferencialni rovnici v

(1.4) vynésobime funkef exp ([ adt) = e, dostaneme
2 (t)e™ + ax(t)e™ = q(t)e™. (1.5)

Na levé strané rovnosti je derivace soucinu funkei x(t) a e*. Rovnost (1.5)
pfepiSeme na

[z(t)e™] "= q(t)e™.
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Integraci vySe uvedené rovnosti od ¢y do t ziskdme
t t
/ [z(s)e™]" ds = / q(s)e* ds.
to to

z(t)e™ — z(ty)e™ = / q(s)e® ds.

to

Dale plati

Osamostatnénim funkce x(t) dostaneme
t
z(t) = x(ty)e* o™ 4 e_“t/ q(s)e* ds, (1.6)

to

coZ je FeSeni pocatecni ulohy (1.4).

1.2 Linearni diferenciidlni rovnice druhého radu

Méjme rovnici

apr” + a1z’ + agr = q(t), (1.7)

a jeji prislusnou homogenni rovnici
apx” + a2’ + axx = 0. (1.8)

Poznamka 1.1 Mnozina vSech feSeni rovnice (1.8) tvori dvoudimenzionélni
podprostor prostoru funkei majicich spojité derivace druhého fadu. Bazi to-

hoto podprostoru nazyvame fundamentdlnim systémem FeSeni (dale FSR)
Nésledujici véta popisuje vztah mezi FeSenimi rovnic (1.7) a (1.8).
Véta 1.1 Je-li u feSent rovnice (1.8) na J a je-li & néjaké TesSeni rovnice

(1.7) na J, potom u+ & je resent (1.8) na J.

Dikaz. viz [1], str. 75. O

Z Poznamky 1.1 a Véty 1.1 vyplyva, ze kazdé feSeni rovnice (1.7) lze psat
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ve tvaru

z(t) = c1x1(t) + caxa(t) + &(t) prot € J,

kde ¢1,cp € R, funkece z1, 22 tvori FSR homogenni rovnice (1.8) a = je né-
jaké konkrétni feseni rovnice (1.7) (partikularni). Tedy, abychom nasli feseni
nehomogenni rovnice, je tfeba najit FSR piislusné homogenni rovnice a né-
jaké partikulérni feseni nehomogenni rovnice. Resenf rovnice (1.8) hledame
ve tvaru z(t) = eM, kde A € C, které kdyz dosadime do homogenni rovnice
(1.8) a pokratime eM dostaneme tzv. charakteristickou rovnici, viz nasledujici

definice.

Definice 1.5 Charakteristickou rovnici k rovnici (1.8) rozumime kvadratic-

kou rovnici

CL0>\2 +a1)\+a2 =0. (19)

Podle kotenti charakteristické rovnice rozliSujeme nékolik moznosti jak
urcit FSR.
Véta 1.2 Méjme diferencidlni rovnici (1.8). Jestlize pro kofeny A\, Ag rov-
nice (1.9) plati:
(i) A1, Ao € R, A1 # Ao, pak

rovnice (1.8) md tento fundamentdlni systém FeSent

e)\lt, te)\Qt,

(Z’L) )\1 = )\2 S R, pak

rovnice (1.8) md tento fundamentdlni systém Fesent

e/\lt, te)\lt,

(1) A2 € C, A\ = Mg, \io = a £ i3, kde o, B € R, pak

13



rovnice (1.8) md fundamentdlni systém teseni ve tvaru:

e® cos t, ™ sin St.

Diikaz. Jedna se o specialni pripad Véty 2.19 pro rovnici druhého fadu z [1],

str. 93. O

K urceni obecného feseni (1.7) potiebujeme nalézt jesté partikuldrni ie-
geni z. Ve treti kapitole budeme uvazovat rovnici (1.7) s pravou stranou ve
specidlnim tvaru, proto budeme hledat partikuldrni reseni & pomoci metody

neurcitych koeficienti. Uvazujme rovnici (1.7) s pravou stranou ve tvaru
q(t) = e (Py(t) cos Bt + Py(t) sin ft) , (1.10)

kde o, 5 € R, Py, P, jsou polynomy stupiii m, n (pro nulové polynomy polo-
zime m,n = —1). Oznacme k jako nasobnost ¢isla a+ i jakozto kofene cha-
rakteristické rovnice (1.9) (pokud « + if8 nenf kofenem (1.9), potom k = 0).

Pak feSeni rovnice (1.7) hledame ve tvaru

&(t) = t*e™ (Q(t) cos ft + Qo(t) sin ft) (1.11)

kde @1, Q2 jsou polynomy stupinu nejvyse max {m,n}.
Staci tedy nalézt koeficienty polynomu @)1, Q2. Ty ziskame dosazenim vztahu
(1.11) do zadané diferencialni rovnice a porovnanim levé a pravé strany rov-

nosti ziskame vztahy pro koeficienty polynomi ) a Q5.
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2 Zaklady elektrotechniky

Ve v

které zde budeme potiebovat.

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1 Elektricky naboj je fyzikalni veli¢ina, ktera vyjadiuje schop-
nost materidlu pusobit elektrickou silou.

Elektricky naboj se zna¢i (Q a méfi se v Coulombech [C]. Mimo jiné plati
zdkon o zachovdni elektrického ndboje, ktery rika, ze naboj nelze vytvorit ani
znicit, 1ze ho pouze premistit. Castici se zaporné nabitym nabojem se ik
elektron.

Definice 2.2 Elektricky zdroj je elektrotechnicka soucastka, ktera obsahuje
dvé vodivé elektrody. Elektricky zdroj udrzuje mezi témito dvéma elektro-

dami trvalé elektrické napéti.
Definice 2.3 Elektrické napéti je tvoreno rozdilem ndboji mezi dvéma misty.

Pokud k elektrickému zdroji pfipojime vodi¢, za¢ne prochazet elektricky

proud.
Definice 2.4 Elektricky proud je usporadanym pohybem elektrickych né-
boji ve vodici.

Elektricky proud se znaéi I a jeho jednotkou je Amper [A]. Vyjadiuje jaké

mnozstvi ndboje projde vodi¢em za jednotku ¢asu, popsédno rovnici

it) = ¢'(t),

kde i(t) je velikost proudu v ¢ase t a ¢(t) vyjadiuje mnozstvi ndboje v ¢ase
t. Pii analyzach obvodu plati konvence, Ze jako tok proudu je bran pohyb

kladnych nosi¢ii naboje (ve skute¢nosti je tvoren elektrony). My se této do-
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hody budeme ve treti kapitole drzet.

Pokud se proud v ¢ase neméni a je tedy konstantni, mluvime o stejnosmér-
ném proudu. V opatném piipadé mluvime o stridavém proudu. Stiidavym
proudem se nejcastéji proud se sinusovym prubéhem, ktery popiseme vzta-
hem

u(t) = Uasin(wt),

kde U, je amplituda a w = 27 f je thlova frekvence.
Definice 2.5 Elektricky odpor je charakteristickd vlastnost kazdého vodice
a zabranuje prichodu elektrického proudu.

Elektricky odpor se zna¢i R a ma jednotku Ohm [Q].
Definice 2.6 Elektricky obvod je tvofen zdrojem a spotiebicem, ktery je
ke zdroji pfipojen pomoci vodi¢t. Spotiebi¢em miize byt napiiklad zarovka,
elektromagnet nebo motor.

Na Obrazku 1 je znazornéno co znamend, kdyz rezistory (nebo jiné elek-

trotechnické soucastky) zapojime do série, pfipadné paralelné. Navic plati,

Ry
Ry Ry
o— i —o o—¢ o
Ry
(a) Sériové zapojeni (b) Paralelni zapojeni

Obrazek 1: Zptsoby zapojeni rezistoru.

Ze pri sériovém zapojeni dvou a vice soucCéastek prochézi vsemi soucastkami
stejny proud. Pti paralelnim spojeni je na vSech soucastkach stejny tbytek

napéti.
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2.2 Elektrotechnické zakony

Vel viv s

kapitole.
Definice 2.7 Ohmuv zakon 1iké, Ze pomér tbytku napéti na vodici a proudu

protékajiciho timto vodi¢em je konstantni. Matematicky vyjadieno

R:

U
= (2.1)

V analyzach obvodt si ¢asto nevystac¢ime pouze se zakonem popsanym
v definici 2.7. Nicméné spolecné s Kirchhoffovymi dvéma zékony ziskame

dostatecnou sadu néastroji pro analyzu ruzné slozitych elektrickych obvodi.

Definice 2.8 (Prvni Kirchhoffav zakon pro proudy v uzlu) Algebraicky sou-

¢et vSech proudu v uzlu se rovné nule. Matematicky vyjadieno

> i =0, (2.2)
k=1

kde n je pocet vodi¢i pripojenych k uzlu a iy je k-ty proud vstupujici (nebo
vychazejici) z uzlu.
Jinymi slovy, soucet proudii vtékajicich do uzlu musi byt roven souctu

proudu vytékajicich z uzlu. Pro uzel na Obrazku 2 plati rovnost
i1+ iy +i5 = i3+ g + ig .

Definice 2.9 (Druhy Kirchhoffiv zdkon pro napéti kolem uzaviené smycky)
Algebraicky soucet napéti kolem uzaviené smycky je roven nule. Vyjadieno

rovnici

> u =0, (2.3)
k=1

17



(5 ill i3
— —
VAN
Jia

Obrazek 2: Priklad pouziti Prvniho Kirchhoffova zékona.

kde n je pocet ibytku napéti ve smycce a uy je k-té napéti v smycce.

R
()1
L | U

i T UR, -« UR,

Obrazek 3: Priklad pouziti Druhého Kirchhoffova zakona.

Pro ilustraci Definice 2.9 uvazujme obvod na Obréazku 3. Obvod obsahuje
dva zdroje Uy, Uy, rezistory Ry, Ra, Rs tvoii spotiebice. Ubytky napéti na
téchto rezistorech maji smér proudu prochazejictho obvodem. Pti prichodu

smyckou ve sméru hodinovych rucicek plati rovnost

uRl—U1+URQ+uR3—U0:0.

2.3 Zakladni elektronické soucastky

V této casti popiseme zakladni elektronické soucéstky, které pouzijeme ve

treti kapitole.
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2.3.1 Rezistory

Rezistory jsou elektronické soucéstky, jejichz charakteristickou vlastnosti je
elektricky odpor. Idealni rezistory maji konstantni odpor, nicméné v realném
svété se rezistor priuchodem proudu zahiivé, coz zvysi jeho odpor. Jak moc
se odpor rezistoru zméni vlivem zmény teploty, popisuje materidlova kon-
stanta Teplotni soucinitel odporu «, ktera byva pro rtizné materialy uvedena

v tabulkich. Na Obrazku 4 je znazornéna schématicki znacka rezistoru.

1 =

Obrézek 4: Schématicka znacka rezistoru.

2.3.2 Civky

Civky jsou elektronické soucéstky, jejichz charakteristickou vlastnosti je vlastni
indukénost L [H]|. Civka je tvofena navinutym dratem (nejcéastéji médénym,
aby méla co nejmensi odpor) kolem svého jadra, které byva nejcastéji ze
zeleza nebo feritu. Civka jadro obsahovat ani nemusi, v tomto pripadé mlu-
vime o civkach se vzduchovym jadrem. V obvodech se stfidavym proudem v
civee vznika elektrické napéti, které je indukované proménnym magnetickym

polem v okoli civky. Rovnice

u(t) = Li'(t), (2.4)

kde L je vlastni indukénost civky, popisuje vztah mezi napétim a proudem v
civce. Na Obréazku 5 je znazornéna schématickéd znacka civky se vzduchovym
jadrem.

Y'Y Y\

Obrézek 5: Schématicka znacka civky se vzduchovym jadrem.
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2.3.3 Kondenzatory

Kondenzatory jsou elektronické soucastky, jejichz charakteristickou vlastnosti
je kapacita C' [F]. Kondenzator se sklada ze dvou vodivych desek (elektrod),
které jsou oddéleny néjakou elektricky nevodivou latkou - izolantem. Nej-
Castéji se jednd o vzduch, papir nebo keramiku. Kondenzator je schopen
nakumulovat energii na svych elektrodéach a tu poté vydéavat do obvodu. Cim
vétsi ma kondenzator kapacitu, tim vice energie je schopen uchovat. Proud

kondenzatorem prochazi pouze pri ménicim se napéti, plati vztah
i(t) = Cu'(t), (2.5)
kde C' je kapacita kondenzatoru. Obréazek 6 znézornuje schématickou znacku

k-

Obrazek 6: Schématicka znacka kondenzatoru.

kondenzatoru.

2.3.4 Diody

Diody jsou polovodic¢ové soucastky, které maji dvé elektrody: anodu a katodu.
Dioda se skldda z tzv. PN pfechodu, ktery ma tu vlastnost, Zze propousti elek-
tricky proud pouze v jednom sméru. Proto ma dioda jiné voltampérové cha-
rakteristiky v propustném a zavérném smeéru. Na Obrazku 7 je znazornéno,
jak takova voltampérové charakteristika diody muze vypadat.
Voltampérové charakteristiky lze modelovat (s jistymi omezenimi) pomoci

Shockleyho rovnice, viz 2], str. 456:

Up.
Ip =1 (G”UT — ].) s (26)
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Ip
Forward T
Heverse Bias J Forward Bias
4 Vp
0.7
V
Breakdown! Reverse l

Obrazek 7: Voltampérova charakteristika diody. Zdroj: [9].

kde
Ip - proud prochazejici diodou;
Iy - saturacni proud v zavérném sméru, obvykle od 1A do 1fA;
Up - tbytek napéti na diodé;
n - emisni koeficient - konstanta urc¢ena konstrukei diody;
Ur - tepelné napéti, pii teploté PN prechodu 25°C : Ur &~ 25.7mV.

Vztah (2.6) nepopisuje velky zavérny proud, ktery je znazornén na Obrazku
7 ve tfetim kvadrantu. Pokud je dioda v propustném sméru a jeji prochéazejici
proud klesne na nulu (coz muzeme zafidit napf. aplikaci napéti opacné po-
larity), diodou pfesto bude chvili prochazet proud (ale uz opacné polarity),
nez se uvede do zavérného sméru. Shockleyho rovnice toto nebere v potaz
a predpoklada okamzité ,prepnuti mezi propustnym a zavérnym smeérem.

Obrazek 8 znézornuje schématickou znacku usmérnovaci diody. Sipka znazor-

21



nuje, kterym smérem musi prochazet proud, aby byla dioda v propustném

sSmeéru.

T

Obrazek 8: Schématicka znacka usmérnovaci diody.

22



3 Modely

3.1 Sériovy RL obvod

Sériovy RL obvod se sklada z rezistoru s odporem R a civky s indukénosti L
zapojenych v sérii. Nyni prozkoumame chovani tohoto obvodu pfipojeného

ke konstantnimu napéti Uy, viz Obrazek 9.

Obrazek 9: Sériovy RL obvod.

Predpokladejme, Ze jsme v ¢ase t = 0 pripojili k obvodu zdroj napéti. Pti
pfipojeném zdroji vznikaji na rezistoru a civce ubytky napéti ug(t), respek-
tive uy(t), a obvodem prochazi proud i(t).

7 11. Kirchhoffova zakona plyne

U() = uR(t) + UL<t)

Za upg(t) dosadime z Ohmova zakona a pro napéti na civee uy(t) pouzijeme
vztah (2.4):
U=R-i(t)+ L-i(t),

coz je linearni diferencialni rovnice prvniho fadu. Rovnici upravime tak, aby
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koeficient u ¢lenu s derivaci byl roven jedné. Dostaneme

i(0) =0, (3.2)

tzn. v ¢ase t = 0 obvodem neprochézi proud. Potom FeSeni poc. ulohy (3.1),
(3.2) je rovno

i(t) = % (1 - e—%t) , (3.3)

které jsme ziskali ze vztahu (1.6) dosazenim z = 0,7y = 0,a = ¥ a g(s) = L.
Vidime, Ze plati i(0) = 0, tedy proud je nulovy (coZ je ostatné nase poc¢ateéni
podminka). Protoze (3.3) je spojita rostouci funkce a
Uo R

lim i(t) = =2 - 1 (1— *ft>:—. 1-0)= 22 =

p i = e {1 -e =0
bude se velikost proudu s pribyvajicim ¢asem zvétSovat, pri¢emz nepiesahne
hodnotu %.
Na prikladu si ukazme jak vypada prubéh i(t) a jak se méni pfi zménach

hodnot R a L.

Priiklad 3.1 Uvazujme sériovy RL obvod, ve kterém odpor rezistoru R je
2() a indukcénost civky L je 50 mH. V3se je pripojeno ke zdroji konstantniho
napéti Uy = 10 V. Vykreslete pribéh proudu obvodem i(t) a provedte diskuzi
k hodnotam R a L.

Reseni.  Znamé hodnoty dosadime do (3.3) a dostévame

i(t) = % (1-et1) = 19 (1-eob) =5(1—e™),  (34)



viz Obrazek 10.

5 -
4_
< 31
=
3
e
a 7
1 4
0 T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
cas t [s]
Obrazek 10: Pribéh proudu v sériovém RL obvodu.
Nyni si zavedeme proménnou 7 = %, které budeme tikat casovd kon-

stanta. V nasem piikladé nam casovd konstanta 1ika, za jakou dobu dosahne
proud své nejvétsi hodnoty, pokud je jeho rychlost zmény konstantni (viz [3],
str. 207). V praxi to znamend, Ze za 7 sekund sledované veli¢ina nabyde pfi-
blizné 63 % svého maxima, coz si ilustrujeme na nasem piikladeé.

Spoc¢téme jak vypada rovnice tecny ke grafu funkce (3.4) v ¢ase t = 0, ktery

oznacime tq. Nejdiive vypocteme derivaci (3.4)

7(t) = [5(1—e )] =5 (e . (~40)) = 2001,
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potom tec¢na sestrojend v bodé £y se smérnicovym piedpisem

y(t)=k-(t—to) +q, kde k,q € R,

bude mit smérnici & rovnu ¢(0) = 200. Koeficient ¢ bude nulovy, protoze
pozadujeme y(0) = 0. Rovnice te¢ny v bodé ¢, = 0 ke grafu funkce (3.4)
vypada tedy nasledovné

y(t) = 200¢.

Na Obrazku 11 oranzova tsecka znazorhuje vypoctenou teénu, kterd v

L e ettt
1
]
1
1
1
4 4 1
1
i
]
<3 |
b i
3 1
o 1
22 i
1
]
1
1
]
14 !
1
1
1
1
0 f T ! T T T T
0.00 0.02 tl1 0.04 0.06 0.08 0.10
cas t [s]

Obrazek 11: Grafické interpretace casové konstanty v sériovém RL obvodu.

Caset; =T = % = 0.025 s dosahuje hodnoty i, = % = % = 5, pritom i(t)

je rovno

i(t1) =5(1—e*09) =5(1—e') =3.16.
Podil % nam potom dava

5(1—e1)

= 0.632.
5
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Pokud vodorovnou osu na Obrazcich 10 a 11 prepiSeme pomoci proménné

7, dostaneme Obrazek 12.

99.3 %

98.2 % {====== === === mmmm e m e m oo
95 % === === === mmmmmmmmmmmmmm e

86.5 % === ————=—== ===

63.2 % |-——————-——--

i [A]

B et it T e T

i e e e E e P P PP

o
=

2T 3T

~

5T

Obrazek 12: Hodnoty casové konstanty v sériovém RL obvodu.

Napriklad vidime, Ze v ¢ase 57 = 0.125s, velikost proudu dosahla 99.3 %
hodnoty i4 = 5 A, coz je priblizné 4.97 A. Od tohoto ¢asu je relativni chyba
od nového ustaleného stavu mensi nez 0.7 %, coz povazujeme za ukonceni
prechodného déje. Rozhodnuti o ukonceni prechodového jevu se fidi dle po-
zadavk kladenych na velikost relativni chyby.

Zatim jsme se zabyvali pouze priibéhem proudu, ktery tece celym obvodem.
Funkce, ktera jej popisuje ma tvar (3.4). Jejim vynasobenim hodnotou R,

ziskame pribéh napéti na rezistoru, dostaneme

u(t) = Uy (1 - e—%t> ~ 10 (1 - e—%> , (3.5)

kde jsme za Uy dosadili 10V a pouzili vztah 7 = %. Pomoci rovnosti Uy =
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ug(t)+ur(t) a vyse uvedeného vztahu ziskame pribéh napéti na civee up (),
které ma tvar

up(t)=Upe L =10e (3.6)

kde jsme opét dosadili za Uy a %. Funkce (3.5) a (3.6) si vykreslime, viz

Obréazek 13.

10 4
3 -
6 -
u [V] — UR
— UL
4 |
2 -
0 T T T T T T T T
0 1T 2T 3T 4T 5T BT it

Obrazek 13: Prubé¢h napéti ug(t) a ug(t) v sériovém RL obvodu.

Jak se zméni prabéhy napéti ug(t) a ur(t) pti zménach hodnot R a L7 Pii
fixni hodnoté odporu R a rostouci indukénost civky L se bude casovd kon-
stanta T = £ zv&tsovat, tedy napéti ug(t) (respektive uy(t)) nabyde 63.2%
(respektive 36.8 %) své nové ustalené hodnoty mnohem pozdéji. Podobné pro
fixni hodnotu induktance L a klesajici hodnotu R. Naopak, pokud fixujeme
L a zvysujeme hodnotu odporu R, bude hodnota 7 pfili§ mala a prechodny
déj rychle skon¢i. Na Obréazku 14 jsou znazornény tii charakteristiky pri-

_ 005

béhit napéti ug(t) a ug(t) pro rizné hodnoty 7. Konkrétné 7 = %5 = 5ms,
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T = 2 = 25ms a konetné 73 = 222 = 125 ms.

T1<T2<T3

Pribéh napéti na rezistoru Ug

n

-—- T3

T T T T T T T T T T
0 112 273 313 4T3 5T3 673 712 813 913 10713
Pribéh napéti na civce Uy

n

-——- T3

5 T T T T T T T T T
0 112 273 313 4T3 5T3 673 712 813 913 10713

Obrazek 14: Prubéh napéti ug(t) a ur(t) pro rizné hodnoty 7 v sériovém RL
obvodu.

O
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3.2 Sériovy RC obvod

Podobné jako sériovy RL obvod se i sériovy RC' obvod skladé z pasivnich elek-
trotechnickych soucastek zapojenych do série. Namisto civky s indukcénosti
L se zde nachazi kondenzator s kapacitou C' spole¢né s rezistorem s odporem
R, které opét pripojime ke zdroji konstantniho napéti Uy, viz Obrazek 15.

R
—

T UR
1

@) | v UCJ —cC

Obrézek 15: Sériovy RC obvod.
Opét vyjdeme z II. Kirchhoffova zdkona, ziskdme
Up = ug(t) + uc(t),
za up(t) dosadime z Ohmova zakona, dostaneme
Up=R-i(t) +uc(t),

Proud prochéazejici obvodem popiseme vztahem (2.5), ktery dosadime do

predchozi rovnice a dostaneme

U() = RC’u'C(t) +Uc(t),
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coz je opét linearni dif. rovnice 1. fadu, kterou pirepiSeme do tvaru

1 Uy
U (t) + —=uc(t) = —. 3.7
(1) + () = 2 (37
Nyni uvazujme dvé situace.
(i) Kondenzator C' je vybity a v ¢ase t = 0 pfipojime zdroj napéti, tzn.
uc(0) =0a Uy > 0.
(ii) Kondenzator je nabit na napéti zdroje Uy. Zdroj je v ¢ase t = 0 odpojen,

tzn. uc(0) = Uy a pro t > 0 je Uy = 0.

ad (i)
Dosazenim xg = 0,tp = 0,a = %, q(s) = % do (1.6) a upravenim ziskame
rovnici

ue(t) = Uy (1 - e—%> , (3.8)

ktera je FeSenim rovnice (3.7) s po¢. podminkou uc(0) = 0. V. RC' obvodech
je casovd konstanta T dana vztahem 7 = RC' a fika nam totéz co u RL ob-

vodu.

Piiklad 3.2 (viz [3], str. 205, Exercise 62/1) Vybity kondenzator C' s kapa-
citou 0.2 uF je zapojen do série s rezistorem R s odporem 100 k(2. K obvodu
ptipojime zdroj napéti Uy = 100 V. Vykreslete pribéh napéti uc(t) na kon-
denzatoru C. Jaka je hodnota napéti uc(t) 10 ms po pfipojeni zdroje? Za jak
dlouho se kondezator nabije na 75 % své ustalené hodnoty napéti?

Resent.  Znamé hodnoty dosadime do (3.8), ziskdme
ue(t) = 100 (1 - e—$> ,

kde 7= RC =100-0.2 =20ms = 0.02s.
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Pro néazornost si uré¢ime i tbytek napéti na rezistoru. Protoze plati Uy =

ugr(t) + uc(t), dostavame ihned
up(t) =100e" . (3.9)

Prubeéhy napéti uc(t) a ug(t) jsou znazornény na Obrazku 16.

100 -
80 -
60
s i
=] — Ur
40
20
0 T T T T T T T T T
0 1t 2T 3T ar 5T 6T T 8T

¢as 1[s]

Obrazek 16: Prubéhy napéti uc(t) a ug(t) v sériovém RC' obvodu.

Mizeme si vSimnout jisté (anti)symetrie s RL obvodem pii fyzikalné
stejné pocateéni tloze. (Dfive jsme uvazovali civku bez energie a pfipojeni
zdroje k obvodu v ¢ase t = 0). Zatimco napéti na civee ur(t) klesa s rostou-
cim ¢asem, napéti na kondenzatoru uq(t) roste, podobné pro rezistor (srovnej
pribéhy napéti na Obrazcich 13 a 16).

To je dano hlavnim rozdilem mezi civkou a kondenzatorem, a to tim, ze civka
pusobi proti zménam proudu, zatimco kondenzator ptisobi proti zménam na-

péti. Proud obvodem (ktery ziskdme vydélenim rovnice (3.9) hodnotou R)
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by mél tedy klesat, viz Obrazek 17.

0.0010 A

0.0008 ~

0.0006 A

i [A]

0.0004

0.0002 A

0.0000

1t 2T 3t aT 5T 6T Ay 8t
cas 1 [s]

Obrazek 17: Prubéh proudu v sériovém RC' obvodu.

Nyni ur¢ime velikost napéti uc(t) v ¢ase ¢t = 10ms. Sta¢i jen dosadit do

vzorecku pro uc(t), dostavame

_10x1078

ue(t) = Uy (1 - e*%> — 100 (1 e ) =3935V,

Kdy bude kondenzéator nabit na 75 % napéti zdroje 7 Hledame cas t; pro

ktery plati nasledujici rovnost
75 =100 (1—e %),

ktera je ekvivalentni s rovnosti

Cas t; je tedy piiblizné roven ¢; = —0.02 - In(0.25) = 27.8 ms = 1.47. O
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Nyni se podivame na situaci vybijeni kondenzatoru.
ad (ii)
P1i odpojeni zdroje vypada schéma obvodu nésledovné, viz Obrazek 18.

R

—

Ucl —__C

Obrazek 18: Sériovy RC obvod bez zdroje napéti U,.

Vsimnéme si opacnych polarit napéti ug(t) a uc(t). Pokud dosadime do

(1.6) o = Uy, to = 0,q(s) =0,a = %, dostaneme
uc(t) = er_f,

kde 7 = RC. Druhy Kirchhoffiiv zdkon pro obvod na obrazku 18 fika, ze
plati rovnost ur = —uc. Dokazeme tedy ihned urcit vztahy pro napéti na

rezistoru ug(t) a proud tekouci obvodem.

up(t) = —Uge = a  i(t)= = e 7, (3.10)

kdeT:RCaIO:%.

Piiklad 3.3 (viz [3], str. 205, Exercise 62/4) Kapacitor je zapojen do série
s voltmetrem a baterii. Vnitini odpor voltmetru ¢ini 750 k(2. Jakmile se udaj
ukazany na voltmetru ustéli, je z obvodu odpojena baterie. Urcete kapacitu
kondenzéatoru, pokud trva 17s, nez udaj zobrazeny na voltmetru klesne na

dvé tfetiny své pivodni hodnoty.
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Resent.  Voltmetr je zafizeni, které méri velikost napéti na néjakém spo-
trebici. Nejcastéji se zapojuje paralelné k mérenému spotiebic¢i. Musi mit
proto velky vnitini odpor (idealné nekoneény), aby nim prochazel co nejmensi
proud. Protoze tim na voltmetru vznika tubytek napéti a zmensuje presnost
méreni. Tedy, ¢im mensi vnitini odpor, tim vétsi je chyba namétreného elek-
trického napéti.

V nasem ptipadé je voltmetr zcela netradi¢né zapojen v sérii s kondenza-
torem. Chova se tedy jako bézny rezistor s odporem, ktery oznacime R,;.

Zpocatku obvodem tece proud Iy = Y& = __Us

o = =05, kde Up je napéti baterie.

Tento proud bude diky voltmetru zpravidla maly az postupné klesne na nulu.
Mezitim se kondenzator nabije na napéti Upg, které bude navic zobrazeno na
voltmetru. Po odpojeni baterie se zacne kondenzator vybijet podle vztahu

uc(t) =Usp e~7, kde 7 = R;C. Ze zadan{ vime, 7e ma platit

2 S S
§UB =uc(17) = Upe m0x103:C

napéti Ug se nam zkrati. Na rovnost aplikujeme funkci In, dostaneme

3 750x103-C°

Kapacita kondenzatoru je potom pfiblizné rovna C' = 55.9 nF. O
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3.3 Dolni propust

Dolni propust (Low-pass filter) je frekvenéni filtr, ktery propousti signal o
nizsich frekvencich. Sklada se z rezistoru a kondenzatoru. Vyuzijeme tedy po-
znatky z predchozich tivah, kde tentokrat budeme uvazovat ¢asové proménny
zdroj signalu. Méjme tedy rezistor R a kondenzator C' zapojeny do série. Na-
péti u;, (t) znézornuje ¢asové proménny vstupni signél, napéti u,,(t) potom

signal vystupni, viz Obréazek 19.

R
o II II o)
—
UR
Uim, C :: Uout
o o)

Obrazek 19: Dolni propust.

Diferencialni rovnice popisujici tento obvod je rovna

uout(t) + Rcuout(t) - RC 5 (311)

0

out je Teseni rovnice (3.11) ve tvaru

potom pro po¢. podminku wue,(tg) = u

0 L (to—t L tuin(s) L
o (t) = 10, e t0—0) 4 o~ 7o / UintS) Fos ds. (3.12)
o RC
Uvazujme, ze zdrojovy signal je ve tvaru
Uin(t) = Uy sin(wt), (3.13)

tedy sinusoida s amplitudou U, a tuhlovou frekvenci w. Potom lze pomoci

dvojnésobného pouziti metody integrace per partes odvodit nésledujici vzo-
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rec:

L ot (sin(Bt +v) — £ cos(Bt + 7))
L (2)

/eo‘t sin(ft + ) dt = + K, (3.14)
kde K € R, ktery nam poslouzi pro vypocet integralu v rovnosti (3.12).
Pokud je tedy napéti u;,(t) v (3.12) uréeno rovnosti (3.13), mizeme integral v

(3.12) vypocitat pomoci vzorce (3.14), kde a = RC’ B = w, v =0, dostaneme

(g ., Us RCere! [sin(wt) — RC w cos(wt)]
uout(t> = gute e (to=) Te RCtRC ' 1+ (RCW>2 :

Upravenim ziskdme vztah pro vystupni napéti w gy, (t)

U [sin(wt) — RC w cos(wt)]
1+ (RCw)?

_ 0 Las(to—t)
uOUt(t> = Ugyy €7¢

(3.15)

Tento vztah se da jesté upravit na pro nas vyhodnéjsi tvar pomoci néasledu-

jictho lemmatu.

Lemma 3.1 (Harmonicky soucet) Necht A, B € R. Pak pro kazdé t € R

plati ndsledugici rovnost:
Asint + Bcost = VA2 + B2sin(t + ¢),

kde ¢ = arctan (%) a¢e [—%, %} Specidlné

©-
I
|

pro A=0ANB>0; qb:—g pro A=0AB<O.

Dikaz. VA, B € R, A2 + B? # 0 plati:

B
Asint + Bcost = VA% + B? (\/7328111 +\/ﬁcost). (3.16)
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Jelikoz
A 2 B 2
— ) 4 [ ——) =1,
(,/A2+B2> (1/A2+B2)

lezi bod ( 7 AéAJrB?’ 7 A2B+B2> na jednotkové kruznici a tedy existuje ¢ € R

takové, ze plati

A B

coSp = ——— A sing = ———
=R Py

Z (3.16) s vyuzitim (3.17) dale plyne

(3.17)

VA2 + B2 (cospsint + singcost) = vV A2 + B?sin(t + ¢).

Pritom,
1. je-li A=0, pak

(a) je-li B> 0, pak cos¢ =0 A sing = 1, tedy ¢ = § + 2km, k € Z;

(b) je-li B < 0,pakcos¢ =0Asing = —1, tedy ¢ = —5+2km, k € Z;

2. je-li A+#0, pak

. B

sing  Jmip B
_ Y 2

SO T

tan ¢ = ,
tedy
B
o= arctanz + km, k € Z.

g

Vystupni napéti ue,(t) v (3.15) prepiSeme pomoci vyse uvedeného lem-

matu na
i t 1
uout(t) _ UA Sln<w + ¢> + USUt eﬁ(toft)’ (318)
1+ (RCw)?
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kde ¢ = arctan(—RCw). V8§imnéme si, Ze pro nulovou po¢atec¢ni podminku je

vystupni napéti uy(t) jen fazové posunuty vstupni signal u,,(t) s faktorem
1 v . o . . , . . .

W evomER U frekvencnich filtri nés ¢asto zajima podil amplitud vystupniho

a vstupniho signélu, tzv. pfenos obvodu G, ktery tzce souvisi s tzv. preno-

sovou funkci H o které se ¢tenal muze dozvedét vice v [1], str. 614. Pfenos

obvodu je v nasem piipadé roven

G = Your _ ! (3.19)

Un /14 (RCw)?

kde jsme za Uy, resp. Uy, dosadili amplitudy z (3.18), resp. (3.13). Tento

podil amplitud vySetfujeme v zéavislosti na w. Pfi pohledu na rovnici (3.19)
je zfejmé, ze pro w — 0 jde podil k jednicce, tedy obé napéti maji skoro
stejné amplitudy. Pro w — oo jde amplituda vystupniho napéti k nule.

Prenos obvodu se Castéji pocita v decibelech nésledujicim zptusobem (viz [1],
str. 617)

PO’lL
Gap =10log L

in

kde P,,; je amplituda vykonu na vystupu obvodu a P, je amplituda vstup-
niho vykonu (dodavaného). My v naSich uvahach ale po¢itame s napétim.

Tedy vzorec upravime na nasledujici tvar

U2

P Uout! —out Uvpa
Gap = 10log P’t =10log -7 tj = 10log - = 20log i L.
mn m # m

Frekvenci, pti které vykonovy pienos klesne na polovinu své maximalni hod-

noty, fikime mezn7 frekvence (cutoff frequency), znacime f. (viz [1], str. 639)*.

Pout 1 Upur _ 1
P — 2 Uin — V2°
n-krat zmensime vykon, napéti se zmensi y/n-krat.)

1To znamen4, e pro meznd frekvencs f. plati:

(P= % = pokud
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V fteci decibelti to znamenéa pokles priblizné o 3dB, protoze

1
Gas = 20log — = —3.
V2

Jak lze ur¢it mezni frekvenci? Pohledem na rovnici (3.19) vidime, Ze pro

mezni frekvenci musi platit RC27 f, = 1, tedy

Lo b (3.20)

Je= 27 RC - 2rT

Piiklad 3.4 (viz [3], str. 174, Exercise 52/3) Mé&jme pasivni RC filtr jako na
Obréazku 19. Necht je obvod bez energie a vstupni signal je popsan vztahem
Uin (t) = 250 sin 800¢. Velikost rezistoru je R = 30 Q2 a velikost kondenzétoru je
C' = 50 pF. Urcete vystupni napéti u,(t), mezni frekvenci f. a fazovy posun
¢ mezi vstupnim a vystupnim napétim. Nakreslete pfislusné charakteristiky.
Reseni. Napéti Uoyt (t) uréime jednoduchym dosazenim piislusnych hodnot

do vztahu (3.18), ziskame

@ 250 sin(800¢ + ¢) 1250
U’Ou = =
! V1 +1.22 V61

sin(800t + ¢).
Jak velky je fazovy posun ¢? Plati
¢ = arctan(—RC w) = arctan(—1.2) = —0.88 rad = —50°.

Jesté urcéime mezni frekvenci f., dostavame

1 1

_ ~ 106 Hz.
orr  2r-15-103 g

fc:

Vykresleme si ¢asovy pribéh napéti ue,(t), viz Obrazek 20.
Ze vztahu (3.18) je zfejmé, Ze s rostouci frekvenci klesa amplituda vy-

stupniho napéti wu.,(t) a roste i velikost fazového posunu ¢. Pii velkych
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— Uout(t]
200 - Uin(t)
\
100 -
J
b 04 /
=1
—100 - \
—200 -
57T —-4T -371 27 -1t 0 1Tt 2T 3T aTt 5T
Cas T [s]

Obrazek 20: Casové prubéhy napéti U,,; a U;, Low-pass filtru.

hodnotach f je vystupni signél zpozdén oproti vstupnimu limitné o 7 rad,
viz Obr. 21. Podobné to plati i pro velké hodnoty R a C. Na Obr. 21 mimo
jiné vidime, Ze pro mezni frekvenci f. je fazovy posun presné —7 rad, coz lze
ovefit vypoctem ¢ = arctan(—RC 27 f.) = arctan(—1) = —7.

Zavislost zesileni obvodu na frekvenci popisuje modulové frekvenc¢ni cha-
rakteristika, zndzornéna, spole¢né s mezni frekvenci f., na Obrazku 22. RC
obvod z naseho prikladu tedy propousti signal o frekvencich v rozmezi (0, f. =
106) H z. Vstupni signal s frekvenci vétsi nez je f. uz obvod velmi tlumi. Pti-

tom z Obréazku 22 lze odhadnout, Ze zesileni obvodu, v pasmu frekvencich

vétsich nez f., klesa stejné rychle, konkrétns 20 dB/dekadu®. Skuteéné, pro-

?Dekada je interval mezi dvéma frekvencemi s pomérem 10; nap¥. mezi 10 a 100 Hz.
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—0.2 1

-0.4

—0.6

¢ [rad]
|
‘=-||='

10° 101 102 103 104 10°
f[Hz]

Obrazek 21: Fazova frekvencni charakteristika Low-pass filtru.

0

-3 4
_5_

710 4

_15 4

-20 4

G [dB]

_25 4 fC
_30 4
_35 4

_40 4

e = T e T e s\ L=
100 101 102 103 104 105
f [Hz]

Obrazek 22: Modulova frekvencni charakteristika Low-pass filtru.

toze pro 7w > 1 plati

AG 201 ! 201 L 201og YL F (T10)°
ek = 20log ———= — 2010 =201lo
ek & /Tt (7o) & /Tt (r100)? 5T /Tt rw)

(110w)?

vV (Tw)?

~ 20log = 201log 10 = 20.
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Na zavér si jesté ukdzeme jak se méni frekvenc¢ni charakteristiky pri zménach
hodnot 7, tedy zménéch hodnot R a C. Na Obrézku 23 jsou znazornény tii
rizné frekvencni charakteristiky pro hodnoty 71,7 a 73, kde 11 < 7 < 73.
Na modulové frek. charakteristice si lze v8imnout, Ze pro malé hodnoty 7
je pasmo propustnosti® §irsi, fazovy posun ¢ mezi vystupnim a vstupnim
signalem se méni mnohem pozvolnéji. Pro velké 7 je sitka pasma propustnosti

mala a velikost fazového posunu roste rychleji.

Fazova frekvencni charakteristika

T

-—- T3

@ [rad]

F_""I T T Trrrrry T T TrrTTTT T T T T T T T T Trororrr
100 101 o102 100 10f 105
Modulova frekvencni charakteristika

T

-——- T3

G [dB]

_45_""I T T rrrrrryg T T rrrrrry T T rrrrrry T * rrrrrry
10° 10! 102 103 104 109
f[Hz]

Obrazek 23: Frekvenc¢ni charakteristiky Low-pass filtru pro rizné hodnoty 7,
kde 11 < 1y < 73.

O

3Pasmem propustnosti rozumime rozdil mezi nejvyssi a nejnizsi frekvenci pienaseného
signalu. V naSem pripadé to jsou frekvence pro které plati f < f..
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3.4 Pasmova propust

Péasmova propust (Band-pass filter) je frekvenéni filtr, ktery propousti signal
v uréitém rozmezi frekvenci. My ho budeme implementovat pomoci sérioveé-
paralelniho zapojeni rezistoru, kondenzatoru a civky. Méjme tedy rezistor R,
ktery je zapojen do série s paralelnim zapojenim civky L a kondenzatoru C'.
Napéti ug,(t) je Casové proménny vstupni signal, napéti u,,(t) potom signal
vystupni, viz Obrazek 24.
R 7 19
—1 1 1 °
i)

Uin Cc— L Uout

O & O

Obréazek 24: Pasmova propust.

K sestaveni diferencialni rovnice pro obvod na Obr. 24 potiebujeme urcit
vztah mezi vystupnim napétim u,, () a vstupnim napé&tim g, (t).
Z 1. Kirchhoffova zakona pro proudy i,i;,i na Obr. 24 plati vztah i(t) =
i1(t) + i2(t), pro jehoz derivaci dale plati

L (t 1
i'(t) = () +i5(t) & u}}g ) = Cup(t) + T ur(t), (3.21)
kde jsme za proud ¢ dosadili z Ohmova zékona i(t) = “’}(t), pro proudy iy,

resp. 4o prochazejici kondenzatorem, resp. civkou jsme pouzili vztahy z 2.
kapitoly i;(t) = Cugp(t) a ur(t) = Liy(t). Z druhého Kirchhoffova zakona
plati

Uin(t) = ug(t) + uc(t), (3.22)

pti¢emz, kdyz si uvédomime, Ze plati rovnosti uc(t) = ur(t) = uew(t), (C a
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L jsou zapojeny paralelné), mizeme vyjadienim ug(t) z (3.22) upravit vztah

(3.21) na
uzn<t) — uout(t) _ CU”

R out

(1) + 7 (),

vynasobenim % rovnice vyse a usporadanim ¢lent dostaneme diferencialni

rovnici, kterd modeluje pribéh vystupniho napéti ., () obvodu na Obr. 24.

" 1 / 1 o L /
uout<t) + % uout(t> + LC uOUt(t> - RC uzn(t) (323)

Jedné se tedy o linearni diferencialni rovnici 2. faddu. Pokud bude vstupni
signal urcen vztahem wu;,(t) = Uy sinwt, muzeme k nalezeni partikuldrniho
Fesent Uy rovnice (3.23) pouzit metodu neurcitijch koeficienti, viz (1.11).
Nejdrive ale najdeme fundamentdlni systém tesSeni vySe uvedené rovnice.

Charakteristickd rovnice k rovnici (3.23) vypada nasledovné

1 1
M4+ —A+—=0 3.24
tReM T e =Y (3:24)

jejiz TeSeni je ve tvaru

1 1 1 4

AMog=—o b e — —
27 9re T 2\ (RO?  LC

(3.25)

Mame tedy tii situace, a to v zavislosti podle znaménka vyrazu pod odmoc-

ninou.

(i) —(RIC)Q — % <0:

ReSeni rovnice (3.24) je ve tvaru

1 1] 1 4
M2 = opa * Z5\/‘ (RO~ E' ’
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fundamentdlni systém FeSend rovnice (3.23) je tvoren funkcemi uy, us

up(t) = e* cos Bt, usy(t) = e sin fBt, (3.26)
_ _ 4
kdea——ﬁ,ﬁ—% ‘(Rlc)Q_ﬁ'

(i) meyz — 76 =0

Regeni rovnice (3.24) je jeden kofen

1
2RC’

fundamentdlni systém Tesent je tvoren funkcemi

up(t) = e 7wt uy(t) = te 7mOL. (3.27)

(i) meyr — 76 > 0
Rovnice (3.24) mé dva ruzné realné koteny Ai, A\o. Fundamentdlni systém

reSent se sklada z funkef
At _ Aot
ur(t) = e, us(t) = e, (3.28)

kde A1 2 je rovno (3.25). Nyni hledejme partikularni feSenf @, rovnice (3.23).

Pro w;,(t) = Uy sinwt je prava strana rovnice (3.23) rovna

EWUA cos wt.

Muzeme tedy pouzit metodu FeSeni se specialni pravou stranou (viz (1.10)),
kde

1
a=0, P(z) = %wUA, B =w, Py(x) =0,
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navic plati: £ = 0,m = 0,n = —1. Partikularni feSeni ,,; tedy hledame ve
tvaru

Uout(t) = a coswt + bsin wt, (3.29)

kde a,b € R. Tento tvar feSeni dosadime do rovnice (3.23). Aby platila rov-

nost, musi pro koeficienty a, b platit

Resenim této soustavy dostavame

. UsLRw (1 — LCw?) b UaL*w?
L2w? + R? (1 — LOw?)*’ L2w? + R? (1 — LOw?)*’

Kdyz tyto vztahy dosadime do (3.29) a pouzijeme Lemma 3.1, dostaneme

B UALU)
VIL2? + B2 (1 - LCw?)

Ut (t) sin(wt + ¢),

R(1-LCw?) e e o : .
kde ¢ = arctan | ————= |. Obecné TeSeni diferencialni rovnice (3.23) je

rovino

UsLw
t) +
VL2 + B2 (1 - LOw?)?

Uout (1) = cruq (t) + cous( sin(wt + ¢), (3.30)

kde ¢1, ¢y € R a funkce uy(t), us(t) jsou bud (3.26), (3.27) nebo (3.28). Pro

tplnost jesté ur¢ime prenos obvodu G, dostavame

Uout . Lw

G p—
Un 2w + R (1 - LOw?)?

: (3.31)
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kde U;, je amplituda vstupniho napéti a U, je amplituda vystupniho napéti
v (3.30) (jelikoZ jsou realné ¢asti kofenu charakteristickd rovnice (3.24) za-
porné, funkce v (3.26), (3.27) a (3.28) se limitné blizi k nule pro ¢ — oco. Proto
uvazujeme amplitudu pouze partikularniho feseni). Z (3.31) uz asi tusime, ze
meznich frekvenci bude vice. Resfme rovnici pro neznamou w (pripomeiime,

ze pro mezni frekvenci plati, Ze napétovy prenos je roven \%)

L 1
d =, (3.32)
\/L2w2 + R (1 — LOWw?)? V2
ktera je ekvivalentni nasledujicim dvéma rovnostem
RLCwW? + Lw — R = 0. (3.33)

Jedna se o kvadratické rovnice, proto jsou fesenf w5, w34 rovnic z (3.33) ve

tvaru
L+ VI 4RLC L+ VI*T4RLC
w12 = 9RLC S 9RLC ‘

Rovnost (3.32) je splnéna pouze pro w > 0, proto z rovnice (3.33) uvazujeme

feseni w,, , w.,, kterd jsou kladna. Mezni frekvence f.,, f., jsou rovny

_ L+ VI?FIRLC [+ VIZFIRLC
_erve s fo, =2V S . (3.34)

Jex drRLC ’ 2 AdrRLC

Jiz jsme se zminili, Ze Pasmova propust propousti signal v urcitém pésmu
frekvenci, nyni uz vime, ze toto pasmo ma sitku B = f., — f.,. Jak uréime

frekvenci f,, ktera je ,uprostifed” pasu B? Jedna se o frekvenci pii které je
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prenos obvodu maximalni. Hledame tedy fy, pii které plati

a— LCL)O _ 1’

\/L%}g + R2(1 — LOW?)?

co7 je ekvivalentni rovnosti R? (1 — LOW?)® = 0 < w} = 7. Frekvence f,

je tedy rovna
1

2omvV LC

Poznamenejme jesté, ze plati fo = \/fe, fe,, tedy, ze stredni frekvence fy je

Jo= (3.35)

geometrickym pramérem meznich frekvenci f., a fe,.

Priklad 3.5 (hodnoty soucéstek z [1], str. 617, Example 14.2) Mé&jme obvod
znazornény na Obr. 24. Hodnoty soucastek jsou R =4Q,C =0.5F, L = 2H.
Urcete vystupni napéti wy(t), mezni frekvenci f.,, f.,, $itku pasma B a fa-
ZOVY posun ¢ mezi vstupnim a vystupnim napétim, pokud je vstupni napéti
popsano rovnici u,(t) = 120sin 3t. Nakreslete modulovou a fazovou frek-
venc¢ni charakteristiku.

Reseni.  Abychom uréili jak vypadaji funkce u;(t), us(t) z (3.30), potiebu-
jeme vypocitat diskriminant charakteristické rovnice k rovnici (3.23), dosta-
vame

1 4 1 4

p-_Lt _4_ _ _ 375
(RCZ IC _ (d-05)2 2.05 7

Tedy, fundamentdlni systém feSeni rovnice (3.23) se sklada z funkci
up(t) = e cos Bt, uy(t) = e sin Bt,

kde = -1 8 = @. Dosazenim znamych hodnot do (3.30) dostaneme
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predpis pro vystupni napéti ey (t)

: . V15 T24/265

¢ V15
Uout(t) = c1e” 1 cos Tt + coe” 1 sin 1 t+ =3 sin(3t + ¢), (3.36)

kde ¢1,c0 € R, ¢ = —79.38° = —1.39 rad. Pokud zvolime pocatecni podminky
jako gy (0) = 0,4 ,(0) = 0, dostaneme z (3.36) vztahy pro ¢y, ¢z

out

724/265 24159 288v/159

cL = — sing, co=— sin ¢ —

93 23 93

oS ¢. (3.37)

Na Obréazku 25 je znazornén Casovy priubéh napéti ue(t) z (3.36) spoletné

s vstupnim signalem wu;,(t), kde ¢, ¢y jsou uréeny vztahy (3.37) .

301
100
201
10 50
= 07 o %
= =)
-10 A
r—50
—-20 A
r—100
-30 A
0.0 2.5 5.0 1.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
¢as t [s]

Obrazek 25: Casové pribehy napéti e (t) a i, (t) Band-pass filtru.

Lze si vSimnout pusobeni funkei wuy(t),us(t) pro malé hodnoty ¢. Pro

t — oo se tento vliv vytraci, protoze napf. pro u;(t) plati

t V15
lim uy(t) = lim e” 4 cos —t = 0,
t—00 t—o00 4

podobné pro uy(t). Mezni frekvence f.,, fe, uréime snadno pouhym dosazenim
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zadanych hodnot do (3.34). Dostaneme

244271442205

_ - 0.124H

Jex Ar-4-2-05 0 %
24/2244-42.2.05

- = 0.204 Hz.

Jea Ar-4-2-05 0204 Hz

Stika pasma propustnosti je potom B = fes — fer, = 0.08 Hz. Nam tedy vyslo
velmi tzké rozmezi propustnosti. Sirku pasma miizeme zvétsit napt. zmense-
nim hodnoty odporu R. Na Obréazku 26 je zndzornéna modulové frekvencni

charakteristika, spolecné s meznimi frekvencemi f.,, fe,.

=10 4

—-15 4

G [dB]

—20 4

—25 4

—30 1

_35 -
1073 102 1071 100 101
f[Hz]

Obrazek 26: Modulové frekvencéni charakteristika Band-pass filtru.

Ukazme si jesté jak vypada fazova frekvenéni charakteristika. Z Obrazku 27

vycteme, ze pasmova propust ma fazovy posun v intervalu (—%, %), na rozdil
od dolni propusti, kde ¢ € (—%, 0) (viz Obr. 21). Zaroven plati, Ze ¢ = 7 pro
Je, a9 = —7 pro f.,. Na Obr. 27 je zaznacend i stredni frekvence fo, pro kte-

rou je fazovy posun mezi vstupnim a vystupnim signélem nulovy. Skutecné,
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pro fo muzeme psat

1 — LOw? 1-1
¢ = arctan u = arctan M = arctan (0 = 0,
Luwy Lwg

kde jsme vyuzili vztahu wy = \/%

—1.2

T T T
10-3 10-2 10-! 10°
fHz]

Obréazek 27: Fazova frekvencni charakteristika Band-pass filtru.
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3.5 Dvoucestny mistkovy usmeérnovac

Usmérnovace slouzi pro prevod stiidavého signalu na stejnosmérny. My se

budeme zabyvat mustkovym diodovym usmérnovacem, viz Obrazek 28.

:: C |::| RZ Uout

Obrézek 28: Dvoucestny mustkovy usmérnovac.

Uvazujme vstupni stiidavy signal ve tvaru
Ui (t) = Uy sinwt.

Nas bude zajimat ¢asovy prubéh vystupniho napéti wy,(t). Zaméime se nyni
na ¢asovy interval [0, %), kde T je délka periody w;,(t). V takovém pripadé
teCe proud pouze jednim smérem (uvazujme smér nahoru od zdroje u;, na
Obrazku 28). Proud prochazi prvky R a L pies diodu Dy, pokracuje pies
rezistor Ry a vraci se diodou D3 zpatky do zdroje u;,(t). Diody Dy a Dy
jsou v zavérném sméru. Tato ¢ast obvodu je znézornéna na Obrazku 29.

Dle prvniho Kirchhoffova zakona pro proudy 7,1, plati

i(t) = i1 (t) + ia(t).
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R L i2

| >

— i
(4]

(~) Ucl ——C R, D un,

Obrazek 29: Dvoucestny mistkovy usmérnova¢ - chovani obvodu pro
te [0,2).

Piedpokladejme, ze Dy = Ds, tedy Ze diody maji stejné parametry (v realité
toho nikdy nedosdhneme, nicméné jsme schopni se tomuto pozadavku aspon
priblizit). Za i dosadime vztah (2.6), za i; dosadime vztah pro prochazejici

proud kondenzatorem (2.5) a za i dosadime z Ohmova zakona, dostaneme

up(t)
Iy (e nUr — 1) = Cup(t) + uRZ(t). (3.38)
Rz

Podle druhého Kirchhoffova zakona pro ubytky napéti v obvodu na Ob-
razku 29 plati

Uin(t) = ur(t) + ur(t) + up, (t) + uc(t) + up,(t), (3.39)

pti¢emz predpokladame, ze up,(t) = up,(t) = up(t) pro vSechna t. Navic,
kdyz si uvédomime, ze uc(t) = ugr,(t) = U (t) pro kazdé t, z rovnice (3.39)

vyjadiime ubytek napéti na diodé a ten nasledné dosadime do (3.38), dosta-
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neme

L {exp (uma) ~ ) (;TuR@) - uL(t)) ) 1] _odin+ ”"};f)-

(3.40)

Dale plati

Uout (t> out

=R (C’ugut(t) + R, > + L (C’ugut(t) + Rz,

ur(t) +ur(t) = Ri(t) + Li'(t)
o (t)) (3.41)

kde jsme v prvni rovnosti vyuzili Ohmiv zédkon a vztah (2.4), ve druhé rov-
nosti jsme za i(t) resp. i'(t) dosadili rovnost (3.38) resp. jeji derivaci s vy-
uzitim faktu, Ze uc(t) = ug,(t) = e (t) pro kazdé t. Dosazenim (3.41) do

(3.40) a upravenim ziskdme

]O 1 ] . . / - i o "
E{QXP Uy (um(t) uout(t) Rcuout(t) Ry, uout(t) LCuout(t)
L,
- R_Zuout(t))] - 1}
. Ugut (1) o
CRZ - U’out<t>7

(3.42)

coz je nelinedrni diferencialni rovnice druhého tadu, ktera popisuje chovani
obvodu na Obrazku 29. Poznamenejme, Ze tato rovnice modeluje chovani

obvodu na Obrazku 28 pro t € [O, %) Nicméné analogicky muzeme odvodit

model i pro t € [%,T). Pro tento ¢as by se v obvodu na Obr. 29 zménil
smér proudu a diody Dy, D3 bychom nahradili diodami Dy, a D4 a vSechny
odvozené rovnosti by porad platily. Za predpokladu, ze vSechny ¢tyii diody

maji stejné parametry, bychom mohli v modelu (3.42) pro t € [%, T) zmeénit

55



Uin () na —u;, (t). Mizeme tedy psat, ze pro kazdé ¢ > 0 rovnice

_[0 ]_ / R "
E{GXP M (‘uzn@” — Uyt (t) — RCuL,, (1) Ry, Uout (1) — LCU,,(t)
L,
- R_Zu’out(t))] - 1}
_ Uout (1) .
CRZ - uout(t)7

(3.43)

modeluje pribéh vystupniho napéti v obvodu na Obrazku 28. Jelikoz je tato
rovnice nelinearni, je velmi obtizné najit jeji analytické feSeni, my ji proto
budeme fesit numericky. Budeme postupovat tak, Ze rovnici (3.43) zdiskreti-
zujeme, tedy interval, ve kterém hledame feseni, rozdélime pomoci kone¢ného
poctu bodt, ve kterych splnime diferenciélni rovnici priblizné, a to tak, ze
derivace nahradime diferen¢nimi formulemi. Tento zpusob TeSeni se nazyvé
metoda konecngch diferenci. Nasledné si ukazeme, jak se tato zdiskretizovana

rovnice da vytesit pomoci Lambertovy funkce W, viz Appendix (A).

(i),,Klasicka* metoda kone¢nych diferenci:

Uvazujme rovnici (3.43) s po¢ate¢nimi podminkami

Uout(0) = 4, ,(0) = 0. (3.44)
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Rovnice (3.43) roziesené vzhledem k w!

" () ma tvar

2 t
alt) == 2k m (e

¢,
LC I, Ry, + I_Ouout(t> + 1)
1 R\,
- (CRZ + Z) uout<t>

(R 1 @
LCR, ' LC )"

1
+ m|um(t)|-

(3.45)

"

Nyni aproximujeme u, ,

(t) vyuzitim dopredné diference, vyjadiené pomoci

!/

L ut(t), dostaneme

U

ul(t+ At —ul (1)
" ~ _out out
uout( ) At ’

(3.46)

pro né&jaké malé At. Pokud takto vyjadienou druhou derivaci v ,(t) dosa-

dime do rovnice (3.45), ze které vyjadiime u ,(t + At), dostaneme

out

2N
u:mt(t "’ At) ~ — L[JT ln (uout(t) C ,

— 1
LC IORZ + Iouout(t)+ )

_( At _1+RAt)u, "

CR, L) e
RAL At

_ (LCRZ + E) ot (1)

At
+ E|Uz‘n(t)|-

(3.47)

Mame tedy urcen explicitni vztah pro u],,(t+ At). My ale chceme uréit hod-

out

noty ey (t), ne jejich derivace. K tomu nam opét poslouzi doptednéa diference

uout<t + At) - uout(t)

() ~ - ,

out

(3.48)

ze které vyjadiime oy (t + At). Vztahy (3.47) a (3.48) nam urcuji iteracni
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metodu

U (i4+1)

out

pro: = 0,1,2,...

vSechna 1.

_(Rm_+m)U”

—y'®

out CUISUt
IyRy I

 2AtnUr ( o
In

CRy L

A A
_( t_1+Rt)U

out

LCR; LC
At
LC

At + U

out»

— o,

out

")

(3.49)

, N s délkou kroku At, kde hodnoty Um jsou dany pro

K jiné iteracni metodeé se lze dostat pomoci Lambertovy funkce W, viz [3].

(ii) Metoda koneénych diferenci a Lambertova funkce W:

V rovnici (3.43) nahradime derivace piislusnymi diferencemi, tentokrat pou-

zijeme zpétné diference. V rovnici (3.43) tedy nahradime u] ()

sledujicimi vztahy

/ Uoy t) — Uy t— N\t
uout<t) ~ t< ) Att( >7
-2 — A —2A
ul! (1) r Youtl) = 2tounll = D) F tou(t = 248)

At

Po par tpravach se dostaneme k nésledujici rovnici
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Ry (At)? ) tou(t = A1)
B (1 L (Lt RAD(R,C + At)) 0

Ry (At)?
el . 1} _
(At)

B 1 At + RzC
= — Euout(t — At) + <m) Uout (1)

1 (U " (RZRCAt+2LCRZ + LAt

LC it — 2At)>

(3.50)

Vynasobenim rovnosti (3.50) faktorem % a definovanim novych proménnych

vztahy
_ 1 () <RZRCAt + 2LC}2%Z + LAt) ot — A1)
2nUT RZ (At)
LC
— ——— U (t — 248 3.51
iy o >) o
1 L At At
b= <1+( R )(RZ§+ )) (3.52)
2nUT RZ (At)
C
ci=1-— muout(t — At) (353)
At + RzC
= — .04
d Rzt (3:54)
prejde rovnice (3.50) na
exp (a — bupue(t)) = ¢+ dupu(t). (3.55)
Pokud rovnici (3.55) vynéasobime 2 exp (buu(t) + %) dostaneme
gexp (a + %C) = {b Uout () + %c} exp (b Uout () + %C) : (3.56)
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Jelikoz je leva strana vyse uvedené rovnice vzdy kladna, musi byt i vyraz %C +
by (t) kladny. Proto miZeme na obé strany rovnice aplikovat Lambertovu

funkci Wy. Dostaneme

b be be
W() |:C_Z exp (CL + E):| = E + buout(t).

Vyjadienim wy,(t) ziskdme

c 1 b be
Uout(t> = _8 + EW(] la exp <(Z -+ E>:| . (357)
Vzorec (3.57) je zakladem pro itera¢ni metodu
ti =ti1+ At
{ (4) 1 1 b b (3.58)
Uit = =5+ 3Wo[Gexp (a+ )],

proi = 2,3,..., N s délkou kroku At, kde a, b, ¢, d jsou uréeny vztahy (3.51)
- (3.54). Kody, psané v programovacim jazyce Python, k obéma itera¢nim
metodam (3.49) a (3.58) jsou soucasti prilohy.

Na nasledujicim pitikladé si ukazeme jak vypadé prabéh napéti uy,(t) pro
konkrétni hodnoty soucéstek v obvodu na Obr. 28.
Piiklad 3.6 Uvazujme obvod na Obr. 28 s hodnotami souc¢astek R =5, L =
2H,C = 1mF, Ry = 15Q. Diody Dy, Dy, D3, D, maji stejné parametry:
Iy = 1pA,n = 1 a predpokladame, ze teplota PN pfechodu je 25°C, tzn.
Ur =~ 25.7mV. Urcete priabéh napéti u.,(t), pokud ma zdroj napéti sinu-
sovy pribéh wu;,(t) = sin(27t).
Regendi.  Uvazujme k rovnici (3.43) nulové po¢. podminky urceny vztahem
(3.44), tedy obvod bez energie ke kterému v ¢ase ¢t = 0 pfipojime zdroj na-
péti Uy,. Potom itera¢ni metoda (3.49), s délkou kroku At = 0.001, nam, pro

¢asovy interval [0, 5] sekund, da nasledujici graf feseni, viz Obrazek 30.
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1.00 1 — Uy
0.75 1
0.50 1
0.25 1
ulVlg oo |
~0.25
~0.50
~0.75

—1.00 A

=g
=
%]
(")
S
w4

cas [s]

Obrazek 30: Pribéh napéti u,,,(t) mistkového usmérnovace - metoda konec-
nych diferenci.

Vidime, Ze vystupni napéti u.,(t) je porad kladné. Obvod tedy slouzi jako
prevodnik st¥idavého signalu na stejnosmérny (AC/DC pievodnik). Pokud si
graf feseni na Obr. 30 priblizime, muzeme si vSimnout jistych nedokonalosti,

viz Obr. 31.

0.175
0.150 —— Ut
0.125 1
0.100

u[Vlp.o7s 4
0.050
0.025 1

0.000 A

—0.025

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
¢as [s]

Obrazek 31: Priblizeny pribéh napéti w,,(t) mistkového usmeérnovace - me-
toda kone¢nych diferenci.
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Nicméné tyto véci se daji vyresit zmensenim délky kroku. Napf. pro de-

setkrat mensi délku kroku se tyto problémy jiz nevyskytuji, viz Obr. 32

0.175

_UJ:IT

0.150 Ut
0.125
0.100

u [V]0.075
0.050 -
0.025 -

0.000 4

—0.025 A

T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
cas [s]

Obrazek 32: PribliZzeny pribéh napéti ., (t) mistkového usmérniovace - me-
toda kone¢nych diferenci s délkou kroku At = 0.0001.

Graf feSeni pomoci itera¢ni metody (3.58) (s Lambertovou funkei W) ma
totozny tvar jako na Obr. 30. Navic neobsahuje nedokonalosti znazornény na
Obréazku 31. Na Obrazku 33 jsou vykresleny oba grafy feseni pomoci iterac-
nich metod (3.49) a (3.58) se shodnou délkou kroku At = 0.001153. (Tato
délka kroku je nejmensi 7ciferné ¢islo, pii kterém Python nehlasil ,,overflow*
funkce exp v (3.58).) Lze si v8imnout, Ze oba grafy feSeni témér splyvaji.

Nejvetsi absolutni chyby dosahujeme v ¢asech, viz Tabulka 1:

cas t 31.1ms 30 ms 32.3ms | 28.8ms | 33.4ms
abs. chyba | 0.01414 | 0.01412 | 0.01403 | 0.01395 | 0.01381

Tabulka 1: Absolutni chyba mezi metodou kone¢nych diferenci a Lamberto-
vou funkei W.

Tyto chyby se vzdy opakuji pti pfibliZzeni vystupniho napéti k nule. M-

zeme si v8imnout, ze chyby jsou v fada desitek mV, navic, ¢im mensi bude
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délka kroku u metody konec¢nych diferenci, tim blize bude jeji graf feseni ke

grafu feseni urceny Lambertovou funkei W, viz Obrazek 34.

0.5 T

— Up

—— Metoda konecnych diferenci
=== Lambertova funkce W

0.4

0.3

u[V]

0.2

0.1

0.0

T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
cas [s]

Obrazek 33: Srovnani metody kone¢nych diferenci s Lambertovou funkei W
- délka kroku At = 0.001153.

0.5 T

— Ui

—— Metoda konecnych diferenci
0.4 7 ——- Lambertova funkce W

0.3 4
u [V]
0.2 1
0.1
0.0 - T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
cas [sl

Obrazek 34: Srovnani metody koneénych diferenci (At = 0.00001153) s Lam-
bertovou funkei W (At = 0.001153).
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Na zavér si ukdzeme jak se bude ménit pribéh vystupniho napéti we, (t)
pii zménach hodnot soucéstek. Pokud bychom naptiklad zvétsili kapacitu

kondenzatoru na C' = 50 mF, dostali bychom priibéh znazornény na Obr. 35.
1.00 T — Un
0.75 - Yeut
0.50 -
0.25 1
UlVlgoo{ |

~0.25 1

~0.50 -

~0.75 -

~1.00 T

2 3 4 5

T T
0 1

¢as [s]

Obrézek 35: Pribéh napéti u,,, () mistkového usmérnovace, kde C' = 50 mF.

Kondenzator C' se nazyva filtracni kondenzator a ma za tkol stabilizovat
vystupni napéti wy,(t). Pribéh napéti na Obr. 35 je uréité vhodnéjsi pro
AC/DC prevodnik nez pribéh na Obréazku 30, zejména proto, Ze napéti kmitéa
s mnohem mensi amplitudou.

Rezistory R a Rz méni velikost amplitudy napéti u,,(t), viz Obréazek 36.
Cim vetsf je velikost odporu Ry, tim vétsi je amplituda napéti Uout(t). Nao-
pak, ¢im mensi je velikost odporu R, tim vétsi je maximalni hodnota napéti
Uout ().

Civka L v obvodu na Obr. 28 mé stejnou funkeci jako filtra¢ni kondenzator
C. Tedy, ¢im vétsi je indukénost civky, tim stabilnéjsi je vystupni napéti

Uout (t), viz Obréazek 37.
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1.00 4 — U,
0.75 — Uout
0.50 -

0.25 - ! !
uVlg oo | |
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—0.50 4
—0.75 4
-100 | | | | |
0 1 2 3 4 5

cas [s]

Obrazek 36: Prubéh napéti wuy,(t) mustkového usmériovace, kde
R; = 10012.
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0.50 -
0.25 -

uVlp g0 A
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-0.50 -
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—1.00 4

¢as [s]

Obrazek 37: Priubéh napéti u,,;(t) mustkového usmérnovace, kde L = 20 H.

O
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Z.aveér

V praci jsem se vénoval nékolika modelim riznych elektrickych obvodii. Nej-
prve jsem se zaméril na obvody obsahujici civku a kondenzator. Pochopil
jsme, zZe tyto soucastky se v stejnosmérnych obvodech pfi sériovém zapojeni
s rezistorem chovaji zcela odlisné, ¢ehoz jsem si v§iml na casovych pribézich
napéti na civce a kondenzatoru.

P1i nahrazeni stejnosmérného zdroje za stiidavy zdroj, jsem ze sériového
RC' obvodu ziskal jednoduchy frekvené¢ni filtr hojné pouzivany napft. v audi-
otechnice. Déale jsem se vénoval frekvencénimu filtru, ktery se sklada z paralel-
niho zapojeni rezistoru, civky a kondenzatoru. Byly zavedeny nové pojmy a
odvozeny vztahy se kterymi se ve frekven¢nich filtrech pracuje. Ukézal jsem
jak vypadaji prislusné charakteristiky k témto filtrim a jak se méni v zavis-
losti na zménéch hodnot soucastek.

Posledni model, kterému jsem se vénoval, byl, na rozdil od predchozich,
nelineérni, a proto jsem ho fesil numericky. Zajimal mé ¢asovy prubéh napéti
na vystupu obvodu, pokud jsem uvazoval stiidavy zdrojovy signal. Zjistil
jsem, ze vystupni napéti je pouze jedné polarity, a proto obvod slouzi jako

prevodnik stiidavého signalu na stejnosmeérny.
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A Lambertova funkce W

Uvazujme funkci f(z) = xe®, x € R. Derivace funkce f je rovna
Fw) = e (142).
Navic plati
flx)<0 & z<—-1, fl(2)>0 & z>—1.

Tedy, existuji funkce Wy = (f|[_1,oo))_1 aW_, = (f|(_oo7_1])_1, pro které
plati

W {—%,oo) S -100), Wi [—%,0) s (=00, —1].

Funkci Wy nazyvame zdkladni Lambertovou funkci W. Na Obrazku 38 jsou
znazornény funkce Wy a W_;. Vice k Lambertové funkci W najdete napf.

v [7].

-1 0 1 2 3 < 5 6

Obrazek 38: Graf Lambertovy funkce Wy a W_y. Zdroj: [10].
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