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Pouzité znaceni

mnozina vsech redlnych cisel

dvourozmeérny prostor

mnozina vsech prirozenych cisel

mnozina vsech prirozenych cisel véetné nuly
bod v dvourozmérném prostoru

realny polynom stupné nejvyse n

defini¢ni obor funkce f(x)

obor hodnot funkce f(z)



Uvod

Cilem této bakalaiské prace je nastudovat tlohu interpolace racionalnimi
funkcemi a jeji feseni. K pochopeni této problematiky je potieba, aby cCtenar
jiz znal nékteré pojmy, proto byla zafazena pfipravna kapitola. Ta obsahuje za-
kladni pojmy tykajici se polynomii, racionalnich funkeci, atd. véetné prikladt pro
lepsi porozumnéni.

Poté se jiz budeme vénovat tloze interpolace racionalni funkci. Nejprve bude
tato tloha nadefinovana a pak budou rozebrany moznosti jejiho reseni. Bude ukéa-
zano, zZe interpolac¢ni racionédlni funkci lze nalézt metodou neurcitych koeficientt.
Dale bude ¢tenar seznamen se dvéma dalsimi metodami feSeni dané tlohy inter-
polace racionalni funkci. Je to metoda Newtonova typu a metoda Nevillova typu.
Kazd4 z téchto metod fesi danou tlohu jingym zptsobem (algoritmem), coz bude
v praci ukazano. Kazdy konkrétni zptsob feseni dané tulohy interpolace bude
demonstrovan na vlastnich ptikladech.

Dalsim tkolem této préce je sestaveni programt v softwaru Matlab. Sestavené
programy pro metody Newtonova a Nevillova typu, a také priklady jimi fesené
budou tedy prezentovany v samostatnych podkapitolach.

V poslednich jiz méné rozsahlych podkapitolach této prace se budeme vénovat
vhodné volbé uzlii a srovnani metod Newtonova a Nevillova typu.

V této praci jsou pro oznaceni konce prikladii resp. diikazti pouzity symboly

& resp. [,



1 Pripravna kapitola

V této kapitole jsou uvedeny pojmy, jejichz znalost je potfebna pro pocho-
peni dalsiho textu. Budou zde definovany polynom, racionalni funkce, inverzni
a reciproké diference. Také budou zopakovany pojmy spojitost funkce a bod od-

stranitelné nespojitosti.

Definice 1.1. Necht jsou dana ¢isla ag, a4, ...,a, € R an € Ny, pak funkce
P*(z) = a,2" +a, 2" '+ +ax+a, kde a,#0,

se nazyva polynom n-tého stupné v proménné x s koeficienty a,,, a,,_4,...,a,,a,

7 Ciselného oboru R.

Definice 1.2. Rekneme, Ze polynomy P™(x) a P"(x) jsou soudélné, jestlize
jsou délitelné stejnym polynomem alespon prvniho stupné. V opacném piipadé

hovofime o nesoudélnych polynomech.

Priklad 1.1. Necht jsou dany polynomy
PYz)=2"—-22+1, Q*z)=2>+2-6, R(z)=2"—52"+ 6.

Ukazte dle definice 1.2, Ze plati nasledujici tvrzeni.
(a) Polynomy P?(z) a Q*(x) jsou nesoudélné polynomy.
(b) Polynomy Q?(z) a R3(z) jsou soudélné polynomy.

(a) Aby toto tvrzeni platilo, nesmi existovat polynom stupné alespoii prvniho,
ktery déli souc¢asné oba polynomy P?(z) a Q?(x). Pokud polynomy upravime na

soucin kotenovych cinitelti dostavame
Plr)=(z—1(z—1) a Q*x)=(xr—2)(x+3).

Je tedy zfejmé, ze neexistuje polynom stupné alespon prvniho, ktery by délil sou-

¢asné P%(z) i Q*(x) a tudiZ jsou tyto polynomy nesoudélné.



(b) Aby toto tvrzeni platilo, musime nalézt polynom stupné alespon prvniho,
ktery déli soucasné oba polynomy Q?(z) a R*(z). Pokud polynomy upravime na

soucin kotenovych cinitelti dostavame
Q*(z)=(z-2)(x+3) a R(z)=az(x—2)(z-3).

Je tedy zfejmé, Ze polynom D'(z) = (x — 2) je polynom prvniho stupné, ktery

déli soucasné Q*(z) i R3(x) a tudiz jsou tyto polynomy soudélné. O
Definice 1.3. Racionalni funkci nazyvame kazdou funkci danou predpisem

Pri(z)  aat +a, 2" 44 axtag

MY (z) = =
(=) Q" () bya¥ +b, a7 4 b+ by

kde p,v € Ny, a ., Qy,09,b,,b ..., b;,by € R. Defini¢ni obor funkce

u?auflv" vy Yv—1»

d/¥(x) je mnozina vSech takovych x € R, pro kterd plati Q¥ (z) # 0.

Je zfejmé, ze pro volbu v = 0 bude racionalni funkce ®*°(x) z definice 1.3
ve tvaru polynomu stupné p. Pokud bude zaroven platit © = 0 a v = 0, pak bude
funkce ®%9(x) ve tvaru konstanty.

Nésledujici definice se tykaji racionalnich funkci a jejich vlastnosti.

P (x)
Q¥ (x)

Definice 1.4. Rekneme, Ze racionalni funkce ®*¥(x) = je v zakladnim

tvaru, jestlize polynomy P*(z) a Q¥(z) jsou nesoudélné.
Priklad 1.2. Necht jsou dany funkce

(I)l,l(x):glgii :Il—l a (I)372(x):g2gi§ :Ix—gl‘

Ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni.
(a) Funkce ®'(x) je v zédkladnim tvaru.

(b) Funkce ®3?(z) neni v zakladnim tvaru.

(a) Je zfejmé, Ze polynomy P'(z) =z + 1 a Q'(z) =  nejsou délitelné stejnym
polynomem stupné alesponi prvniho. Z definice 1.2 tedy plyne, ze P!(z) a Q*(x)

jsou nesoudéIné a tudiz funkce ! (z) = £ je v zakladnim tvaru.
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b) Polynomy P3(x) a Q?(z) rozlozime na soué¢in kofenovych éinitelt
( ynomy y
P)x)=x(2*+1) a Q*(z)=21".

Je zfejmé, Ze polynomy P3(z) a Q*(z) jsou dle definice 1.2 soudélné, nebot jsou
oba délitelné polynomem D'(x) = x. Funkce ®*2(z) = 242 tedy neni v zdklad-
nim tvaru. %

Definice 1.5. Rekneme, Ze racionalni funkce ®4"(x) = g{:g; je ekvivalentni
1

Py(z)

) coz zapisujeme O (x) ~ (I)g,k(x), jestlize
2

vyjadieni funkce &5 (z) =
plati

P (x)Q5(z) = Py (2)QY ().
Nékdy také fikime, ze funkce @ (z) a &5 (x) jsou ekvivalentni.

Priklad 1.3. Necht jsou dany funkce

~1 . PYx) w43 2y Px)  2®+3x
q)ll(x) - él(x) - .CL"—FQ’ @22(;5) - QQ(x) - .T2+2.T’
7 _ Pl(z) x+1
P =G T

Ukazte, ze plati nasledujici tvrzeni.
(a) Funkce ®'1(z) a ®22(z) jsou ekvivalentni.

(b) Funkce ®11(z) a ®'(z) nejsou ekvivalentni.

(a) Aby funkce ®!(x) a ®22(z) byly ekvivalentni, musi splitovat dle definice 1.5
rovnost P(2)Q%(x) = P*(x)Q" (x), tj. (x+3)(2?+2x) = (22 +3x)(x +2). Po vy-
tknuti = dostavame z(x + 3)(x + 2) = z(x + 3)(x + 2). To znamend, Ze funkce

L1 (z) a ®22(z) jsou ekvivalentni.

(b) Kdyby funkce ®11(z) a ®11(z) byly ekvivalentni, spliiovaly by dle definice 1.5
rovnost PH(2)Q(x) = PX(x)Q(x), tj. (z + 3)(z) = (x + 1)(x + 2). KdyZ rozné-
sobime zavorky, dostaneme z% 4 3z # 22 + 3z + 2 a tedy funkce ®1!(z) a ®1(x)

nejsou ekvivalentni. &



Nyni uvedeme ptiklady ,nejjednodussich” racionélnich funkci, jejich defini¢ni
obory a obory hodnot. Zjednoduseni spociva v tom, Ze uvazujeme pouze nasle-
dujici ptipady tj. P*(x) = 2" a zéroveni Q°(z) = 1, nebo P°(z) = 1 a zaroveri

Q" (x) = z¥. Funkce tedy maji nasledujici tvary

0 " 0w 1
@“’(m):T:x“,ueN a ®(r)=—, veN.
I-V

Tyto funkce nazyvame mocninné funkce a dle definice 1.3 jsou racionalnimi
funkcemi. Jsou to ale pouze ,nejjednodussi” pripady. Také zde nepfipoustime
soucasné rovnost p = 0 a v = 0, nebot vime, Ze funkce ®*° je funkce konstantni.
odhadnout dle urcitych pravidel. Jak budou vypadat grafy mocninnych funkci,
l1ze odhadnout z jejich predpisu, presnéji feceno z hodnoty p resp. v. Nyni si tedy
uvedeme zakladni mocninné funkce. D(®) budeme znacit definiéni obor a H(®)

obor hodnot funkce ®(z).

(A) Necht plati p € N a Q°(x) = 1. Pak graf funkce ®*°(z) = z* je zndzornén
na obrazku 1. RozliSujeme g lichd a suda.

(1) p je liché (2) p je sudé
D(®) =R, H(®)=R D(®) =R, H(®) = [0, +00)

Bx)=x°
lI’(x):x3

D(x)=x

L L
-2 -1 1 2 -3

Obrazek 1
9



(B) Necht plati v € N a P%(z) = 1. Pak graf funkce ®*¥(z) = - je znédzornén

na obrazku 2. Rozlisujeme v licha a suda.

(1) v je liché (2) v je sudé
D(®) =R - {0}, H(®)=R - {0} D(®) =R — {0}, H(®)=(0,+00)

Obrazek 2
Nyni se podivejme blize na racionédlni funkci ®**(x) = gzgz; Tuto funkci lze
zapsat také takto
1
MY (z) = PH(x .
D=

Vime, ze definiéni obor D(®*") = R—{nulové body jmenovatele Q" (z)}. Graf

funkce ®*¥(x) = g‘:gg bude tedy mit asymptoty bez smérnice v bodech x, pro
které plati Q”(z) = 0. Nyni si ukdZeme, jak pro urcitou volbu Q" (z) bude vypa-

dat graf funkce ®¥(z) = 5.

Necht je ddna funkce tvaru ®%"(x) = Q,}(x).
1) Necht v = 1, potom Q'(x) = ayz + ag lze psat ve tvaru soucinu kofenovych
ciniteldl, tj. Q' (z) = a1(z —xy), kde 2y = —22. Pak funkce ®'(x) m4 nésledujici
1
tvar ®%!(z) = m, kde z¢ € R. Je zfejmé, ze funkce ®%!(z) neni pro x = x,
definovana, nebot ®%!(z,) = ¢ a to je nedefinovany vyraz.

10



Pifkladem jsou funkee @) (z) = 135, kde a; = 1> 0, a 9y (2) = —5, kde
a; = —1 < 0. Grafy téchto funkci jsou vykresleny na obrazku 3. V bodé zy =1

maji oba grafy asymptotu bez smérnice, kterd méa rovnici z = 1.
-
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Obrézek 3

2) Necht v = 2, tj. Q*(z) = ayz® + a,z + ag. Ma-li Q*(z) redlné koteny, lze jej
psat ve tvaru soucinu kotfenovych ¢initeli, tj. Q*(z) = ay(x — zy)(x — z,). Pak

funkce ®%%(z) ma nasledujici tvar ®%2(x) = m, kde zg, z; € R. Je
2 0 1

ziejmé, Ze funkce ®°2(x) neni pro = z, a x = x, definovana, nebot ®°?(x,) = %
a (1)0,2(x1) = %'

” . 02(n) — 1
Piikladem je funkce ®%%(z) = @ +2)(

na obrazku 4. V bodech zp = -2 a x; = 3 mé graf asymptoty bez smérnice, které

, kde a, =1 > 0 a jejiz graf je vykreslen
maji rovnice z = —2 a x = 3.

Pokud mé polynom Q*(z) = a,z* + a,z + a, dva komplexné sdruzené koieny,

plati, Ze Q*(z) # 0, pro Vz € R. Graf funkce ®*?(x) = ——-—— tedy nebude

ay 932+a z+ay

mit asymptoty bez smérnice a defini¢ni obor budou tvotit vsechna x realna. Pri-

kladem jsou funkce ®)*(x kde a, = 1> 0, a ®)*(z) = kde

(z) = 2++1’ ﬁ’

a, = —1 < 0. Jejich grafy jsou vykresleny na obrazku 5.

11



Obrézek 4

92(x)

Obréazek 5

3) Necht v = 3, potom Q5(z) = a3z + a,x* 4+ a2 + ay 1ze psat ve tvaru sou-

¢inu korenovych ciniteld, pokud jsou vsechny kofeny tohoto polynomu realné,

tj. Qs(z) = ag(x — x)(z — z,)(x — x,). Funkce ®%?(z) ma nésledujici tvar
03(,) — 1 NITINp . 0,3

P03 () = P e ey B kde zg, x1, x2 € R. Je zfejmé, Ze funkce ®°(z)

neni pro x = xy, * = &, a & = x, definovdna, nebot ®%*(zy) = §, ®*3(z,) =5 a

@0,3(%) =

1
o

12



Pitkladem je funkce ®%3(z) = ——3——, kde a3 = 1 > 0. Graf této funkce je

3 —2x2 —z+2)

vykreslen na obrazku 6. V bodech zyp = —1, x; = 1 a 5 = 2 méa graf asymptoty

bez smérnice, které maji rovnice x = -1,z =1 a x = 2.

N )

T P N T S A
- S N S T

Obrazek 6

MuZe nastat i moznost, Ze polynom @;(x) bude mit jeden realny kofen a dva kom-

1

« v , > vz « / 0,3 o
plexné sdruzené kofeny. V tomto pfipadé mé graf funkce ®%°(z) = PR ——

asymptotu bez smérnice v bodé x, tj. redlny kofen polynomu @5(x). Graf funkce
®03(z) je vykreslen na obrazku 7. Je ziejmé, Ze graf je vykreslen pro volbu x, > 0

a ag > 0.

Obrézek 7

4) Je zfejmé, Ze pro libovolnou volbu v bude mit graf funkce ®%¥(z) =

13



asymptot m € N, a to v bodech xg, z1,..., x,, € R, tj. v nulovych bodech poly-
nomu Q" (x) = a,x”+a,_ ;2" '+ -+a;x+a,, které patii do oboru redlnych ¢isel.
Cislo m je tedy pocet realnych kofent polynomu Q" () po¢itano bez nasobnosti,
tedy pokud x; je n;—nésobny kofen polynomu Q”(z), pocita se pouze jako jeden
realny koten. Je také ziejmé, ze plati m < v.

Zmnalost bodt xg, x1,. .., z,, bude dilezita pro volbu uzli interpolace viz. podka-

pitola 3.3.

V dalsim textu a také v prikladech se setkdme s nespojitosti a odstranitelnou

nespojitosti racionalnich funkci. Proto nyni uvedeme definici spojitosti.

Definice 1.6. Funkce f(x) je spojitd v bodé x, jestlize

lim f(z) = f(zo).

Ilf-’(lfo
Funkce f(x) je spojitd na D(f), jestliZe je spojita v kazdém bodé D(f).

Body z, pro které je polynom ve jmenovateli racionalni funkce ®**(x) ro-
ven nule, jsou jeji body nespojitosti, tj. v téchto bodech neni dana racionalni
funkce spojita. Existuji vSak i body nespojitosti, z nichz lze vhodnym zptsobem
udélat body spojitosti. Tyto se nazyvaji body odstranitelné nespojitosti a

jsou definovany v nasledujici definici.

Definice 1.7. Bod 2, € D(f) nazveme bodem odstranitelné nespojitosti,
jestlize lze nespojitost funkce f(z) v tomto bodé odstranit vhodnou tpravou nebo

dodefinovanim funkce f(z) v tomto bodé.

Vhodnou tpravou je zde mysleno pro racionalni funkce naptiklad vytknuti
a vykraceni stejného vyrazu v polynomech v citateli a jmenovateli. Pokud lze
vytknout a zkratit vyraz (x — z,), odstranime tim nespojitost v bodé xz,. Toto je

ukazano v prikladu 1.4.
Piiklad 1.4. Necht je ddna racionélni funkce ®*3(z) nasledujicim predpisem

22 +2x—3
x3 4+ 4x2 — by
14

O3 () =



Ukazte, ze bod x = 1 je bodem odstranitelné nespojitosti a body r =0ax = —5

jsou body nespojitosti.

Nejdiive ovérime uzitim definice 1.6, ze bod z = 1 je bodem nespojitosti. Vy-

poctéme tedy uzitim L’Hospitalova pravidla limitu

224+ 2x—3 . 2+ 2 4 2

lim— 7Y T 2
123 4 42? — By 1o1322487—-5 6 3

a plati ®>*(1) = #2=2 = B, tj. nedefinovany vyraz. Bod x = 1 je bodem nespo-

jitosti, nebot
lim ®*?(x) # ®>3(1).

r—1

Funkci ®23(z) = % Ize také zapsat takto ®*?(z) = % Vykréce-

nim vyrazu (z — 1) dostdvame ekvivalentni vyjadieni funkce ®23(z), které zde
oznacime ®23(z), tj.
~ T+ 3
O3 (1) = —F.
(z) 2?2 + 5z

Nyni vypocteme ®%3(1), tj. ®23(1) = 2 = ¢ = 2. Vypocteme limitu

. 2.3 T T+ 3 _é_g
i ™) = I 5, T T 3

Bod z =1 je tedy bodem odstranitelné nespojitosti, nebot jsme vhodnym upra-
venim, tj. vykrdcenim vyrazu (z — 1), odstranili nespojitost v tomto bodé.
Nyni ukdzeme, ze body x = 0 a x = —5 jsou body nespojitosti. Vypocteme uzitim

L’Hospitalova pravidla limity pro x — 0 a z — —5 funkce ®*3(z) , tj.

2z + 2 2 ) 2r + 2 8 4

lim ————— = , im ————  — = _
2—0 322 4+ 8x — 5 5 2->-531x2+8x—5 30 15
Funkéni hodnoty funkce ®%3(x) v téchto bodech nejsou definovény, nebot

®23(0) = 2 a D*3(—5) = £. Je ziejmé, Ze

lim ®*3(z) # ®**(0) a  lim ®*3(z) # ®*(-5),

z—0 r——5

15



a proto jsou body z = 0 a # = —5 body nespojitosti. Zaddnou vhodnou tpravou
¢i dodefinovanim funkénich hodnot v téchto bodech nelze odstranit nespojitost.

Na obrézku 8 je graf funkce ®23(z) a na obrézku 9 je graf funkce ®23(z).

4
3t

2k
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. | I
6 -4 W 2 4 6
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o

Obrazek 8

4
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L 1 1
-6 -4 W 2 4 6
b
s
\\ 37
i

Obrazek 9 &

Nyni zadefinujeme inverzni a reciproké diference. Ke kazdému typu diference

uvedeme ptiklad jejich vypoctu.

Definice 1.8. Necht jsou dany vzajemné rizné body z,,7 € Z a necht je funkce
f(z) definovana v téchto danych bodech, pfi¢emz ozna¢ime f; = f(x,).

Inverzni diference prvniho fadu funkce f(r) v bodech z;, 7, je definovand

16



vztahem

€T. — T
— J
So(xwx‘]) - f f )
i g
inverzni diference k-tého fadu funkce f(z) v bodech v, ...,z 5 7, 1,75,

k € N,k > 1 je definovana vztahem

T, — T
i+k—1 J
(T, . » Ligk—2> Lipk—1s xj) = :

(g, ... y Ly k2 371‘+k71) — (T, .. y Lt k—2 xj)

Poznamka 1.1 Vypocet nejéastéji pouzivanych inverznich diferenci muzeme za-

psat do nasledujici prehledné tabulky

il x| f;

0]z | fo

Loy | fy | e(xg,7p)

2| 2y | fo | p(Tg,23) @0, T4, T3)

3| as | fs| plwg,x3)  @(wg, 21, 73) P20, 1, To, T3)

Tabulka 1

Piiklad 1.5. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), proi=10,1,2,3

i |0 1 2 3
x, |1 2 4 5.
fil12 4 6 7
Vypoctéte inverzni diference.
Vypocty provedeme dle Definice 1.8.
Ty — T 1-2 1
0 1
Ty — & 1-4 3
QD(.Z'O,[BZ): fO_fQ = 26 :Z
0 2
Ty — T 1-5 4
QD(.Z'O,[B?)): fo_f?) = 2_725
0 3
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plxg, T, xy) = = ~ 2=3
07 ‘P(%axl)_ﬁo(xo:%) %_% %
Ty — T 2—-5 =3
(,0(55,517,1’): - :T:1O
0 o(Tg, 1) — p(x0, T3) %_g %

(p(x(),xl’IZ,Ig) B @(I07I17x2) - QO(‘TOVID‘IB) N 8 — 10 - 5

Vysledky lze dle Poznamky 1.7 zapsat do tabulky.

i x| fi | e, ) w(xg, 2y, 7;) oy, Ty, Ty, T,)
01112

1124 z

2146 3 8

35 |7 4 10 3

&

Definice 1.9. Necht jsou dany vzajemné rizné body z;,i € Z a necht je funkce
f(z) definovana v téchto danych bodech, pfi¢emz oznacime f; = f(x,).

Reciproka diference nultého fadu funkce f(z) v bodé z; je definovina

vztahem
px;) = f;.
Reciproka diference prvniho fadu funkce f(z) v bodé z; je definovina
vztahem
Ty —Tipq
(3, 2i) = 7——
L= fi

Reciproka diference k-tého fadu funkce f(z) v bodé z; je definovina

vztahem

Ty — Tiyg

Py, ... ’xi—f—k—l) - P(%Ha e Ty

P(T4 iy Tipy,) = ) +p(Tis e T )-
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Poznamka 1.2 Vypocet reciprokych diferenci mizeme zapsat do nasledujici pre-

hledné tabulky

Lo | fi | pley,2) p g2 y,7) p(T g% 9,7 4, T;)
0]z | fo

Lag | fi| plxg, o)

2| wy | fo | plxy,29) p(Tg, Ty, o)

31 xy| f3| plzg,xs) p(y, Ty, T3) p(g, Tq, Ty, T3)

Tabulka 2

Priklad 1.6. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), proi=0,1,2,3

ilo 1 2 3
z, |1 2 3 4
5 10 17
Lil2 5 5 %
Vypoctéte reciproké diference.
Vypocty provedeme dle Definice 1.9.
_ TomTy _ 1-2 _
p(xg, T1) = fgffll ~ 2 T 2
- 2-3 —1 6
p($1,$2) - 9}1,22 - gig = 15520 =5
- 3-4 —1 12
p($2,$3) - g}szi - %7% 0-5T — 11

(g, 21, 12) = Gty +P) =3 HE = 5 =0

_ L1773 _ 24 10 =2 10 _ —=55410 __ 45

Ty, Ty, Ty) = —8 4 () = Ll -2 10 _ 55410 _ 45

p( 2y 3) p($1,$2)—p($2,$3) p( 2) g—l—i 3 7665560 3 3 3
To—T3

p(zg, 21, Ty, 24) = ) + pay, @) = D +g 5

p(@g,m1,75)—p(T1,T9,T3
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Dle Poznamky 1.2 1ze vysledky usporadat do tabulky:

Ll | fi [ pEig2) p(@g@iy,%) p(Tig, Ty, Ty, ;)
0] 1] 2

112132 2

2|3 |3 2 0

s|afu| o > !

Vztah mezi inverznimi a reciprokymi diferencemi uvadi nasledujici véta.

Véta 1.1. Necht p € N, pak plati

©(wg, Ty, s x,) = p(Tgs -, 1,) — p(Xg, -+ Ty )

Pro p=1 klademe p(zy,...,z, 5) = 0.

p—2

Dukaz: viz [3], strana 66.

Priklad 1.7. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), pro i = 0,1, 2,3 stejné jako
v prikladu 1.6, tj.

i |01 2 3
|1 2 3 4

7
fil2 5 3 7

Vypoctéte inverzni diference a ovéite platnost vztahu (1).

Nejprve provedeme vypocet dle definice inverznich diferenci, tj.

P(xg,21) = = =7 =2
T L=k 2= F
(p(l‘,x): = :T:_:_
0 Jo— 1 _% ?4 42
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3

So(x7x): - :_—:—:
o fo—1s —1747 Tg 9
Ty — Ty 2-3 -1
QD(IB,.Z',.CE): = = __ =_9
O o(wg,ay) —pleg,w,)  2-3 3
Ty — T3 2—4 =2 6
o(xg, Ty, x5) = — -2 __~_ _3
oo @(xg, 71) — o(29, 73) 2—% % 2
- 3—4 -1
Ty — Tg _ -1

90(3:07%’1)27%3) B 90(1’07%’552) - 90(1’07$1>$3) - 243 B 1

Nyni ovéfime platnost vztahu (1), pficemz vyuzijeme jiz vypocitanych hodnot

reciprokych diferenci z prikladu 1.6

p(xg, 21) = p(2g, ;) —0 =2
p(xg, Ty, 3) = p(Tg, 21, T5) — plag) =0 —2= -2
(2o, Ty, Ty, T3) = p(Tg, Ty, Ty, T3) — p(Tg, 1) =1 —-2=—1
Je zirejmé, ze takto vypocitané hodnoty inverznich diferenci odpovidaji hod-

notam vypocitanym dle definice inverznich diferenci 1.8 a tudiz vztah (1) plati.<

Definice 1.10. Trividlnim FeSenim soustavy m rovnic o n neznamych
nazveme vektor, ktery obsahuje n nul, znac¢ime jej (0,0,...,0), m,n € N. Pokud

neni feSeni trivialni, je netrivialni.
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2 Interpolace

Interpolace je diilezitou souc¢asti numerické matematiky. Uloha interpolace se
objevuje ve dvou moznostech zadani. V prvnim p¥ipadé mame urcenu funkci f(x)
slozitym predpisem a chceme ji aproximovat funkci s jednodussim explicitnim vy-
jadrenim. Tedy nalezneme tuto ,,jednodussi” funkci, kterd ma s ptivodni zadanou
funkci stejné hodnoty v urcitych bodech, které nazyvame uzly interpolace. V dru-
hém piipadé mame dany funkéni hodnoty funkce f(z), jejiz explicitni vyjadieni
nemusi byt znamo, pouze v nékterych bodech (uzlech). Ukolem je nalézt funkei,
ktera by umoznila odhadnout chovani funkce f(x) mimo tyto body, napiiklad
vypocitat funkéni hodnoty v jinych nez zadanych bodech, a méla stejné hodnoty
s ptivodni funkci v uzlech interpolace. V obou ptipadech se ziskana funkce, ktera
aproximuje funkci f(x), nazyva interpolacni funkce. V této bakalarské praci bu-
deme uvazovat tilohu interpolace v R%. Tedy funkce f(z) i interpola¢ni funkce
budou funkcemi jedné promeénné.

Typt interpolace je hned nékolik. Hojné uzivana je polynomialni interpolace,
kdy dana data interpolujeme polynomem. Dalsimi typy jsou napiiklad trigono-
metrickd interpolace a interpolace racionalni funkci, kterou se tato prace bude
zabyvat. Tento typ interpolace se vyuziva v pripadé, kdy je polynomidlni inter-

polace nedostacujici.

2.1 Obecné vlastnosti interpolace racionalni funkci
Uvazujme druhy pripad zadani ulohy interpolace, tj. jsou dany hodnoty

(s f), pro 1=0,1,2,...,u+v, p,veN,,
xj#xk pro ]#k‘a j?k2071a27"'7ﬂ+y' (2)
Prvni pfipad, v kterém mame zadanu funkci f(z) slozitym predpisem a chceme
ji aproximovat funkci s jednodussim explicitnim vyjadienim, by se fesil podobné,
tj. ze zadaného explicitniho vyjadfeni f(z) bychom ziskali volbou z; hodnoty

f; = f(x;) a dalsi postup by byl stejny.
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Nyni feknéme, ze bychom chtéli pro interpolaci hodnot (z;, f;) pouzit racio-

nalni funkei tvaru

Pr(z) a,at+ aﬂ_lx“*1 + ... +ag

QY (z) B bx’ +b, v 1+ . +b]

() = (3)
kde p je nejvyssi stupen polynomu v citateli a v je nejvyssi stupent polynomu ve
jmenovateli. V racionalni funkci ®*¥(x) se tedy vyskytuje p + v + 2 neznamych
parametri ag, ay, ...a,, by, by, ...b,,.

O racionélni funkei tvaru (3) budeme hovofit jako o racionalni funkci typu
(i, v). Aby byla funkce ®*¥(z) interpola¢ni funkei funkce f(z), musi spliiovat
pro hodnoty (z;, f;) nasledujici podminky

MY () = =f pro 1=0,1,2,...,u+v, (4)

tj. chceme, aby platilo

-1
a,xy +a, T 4+ a
b’ +b, jxi b

=f,, pro Vi
Podminky (4) se nazyvaji interpola¢ni podminky a je jich u + v + 1. Body
x; nazyvame uzly interpolace. Dale pro zjednoduSeni budeme v celém dalsim
textu interpolac¢ni funkci minit racionalni interpola¢ni funkeci.

Je zfejmé, Ze pro volbu v = 0 je funkce ®*°(x) ve tvaru polynomu. V tomto
pripadé by se tedy jednalo o tlohu interpolace polynomialni funkci, ktera je jed-
noznacné fesitelnd, pravé tehdy kdyz jsou dany hodnoty (z;, f;) proi = 0,1,...,n
a hledand interpola¢ni polynomialni funkce je stupné n, tj. hodnoty (z;, f;) jsou
dény vztahem (2), pficemz p = n a v = 0. Tedy v tomto piipadé existuje prave
jedna polynomialni funkce, ktera interpoluje zadané hodnoty.

Z interpolac¢nich podminek (4) vyplyva, Ze vysledna interpolacni funkce ®** (x)

musi splnovat nasledujici vztah
PH(z,) = f,Q"(x;), pro i=0,1,2,...,p+ 1. (5)
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Kdyz tento vztah rozepiseme, dostaneme

pro 1=0,1,2,....,u+v

&“[B? + &,u,—le‘_1 T tay = fz(buxzy + bu—lx?_l i bO) (6)

Po tpravé dostavame soustavu g + v + 1 rovnic o o + v + 2 neznamych

pro 1=0,1,..,0+v

[B?CL“ + x?_lau—l +tay — zxzby - fix?_lby—l - fzbO =0. (7)

Soustava (7) mé tedy méné rovnic, nez je poCet neznadmych. To znamena, Ze
existuje netrividlni (nenulové) feSeni této soustavy. Na prvni pohled by se tedy
zdélo, ze pro kazdou ulohu interpolace racionalni funkci existuje interpolac¢ni
funkce, ktera interpoluje dané hodnoty (z;, f;), i=0,1,2,..., u + v, protoze vzdy
.y Qg, b, b ..., by. Tato

Ize ze soustavy (7) vypoctem ziskat hodnoty a,,a b1,

p=1r-
uvaha vsak neni spravna. Ne vzdy ma tloha interpolace feseni. Toto si ukazeme
na nasledujicich prikladech. Nejdrive vSak uvedeme dvé véty, které se nam budou
hodit k lepsimu pochopeni priklad.

S v PH(x) a,r”+a 71x”*1...+a0
wv — — _H I
Vyjadienim, ze ®""(z) = 575 R s s

je feSenim soustavy rov-

nic (7), budeme déle rozumét, Ze hodnoty jejich koeficientti a,,, a, i, ..., ay,b,,

b, 1, ..., by vyhovuji soustavé (7).

Véta 2.1. Pro kazdé reseni & (x) = gzgg soustavy rovnic (7) plati, jestlize
Q" (x) neni identicky rovno nule, pak ®"(z) urcuje raciondlni funkci.

Dukaz: viz [3], strana 60.

Z této véty vyplyva, ze budeme uvazovat pouze netrivilni feseni soustavy (7).
Kdybychom uvazovali feseni trivialni, tj. a, = 0,a, ; =0,...,a5 = 0,0, =0,
b, 1 =0,...00 =0 a tedy P*(x) =0 a zaroven i Q¥(z) = 0, po dosazeni do (3)

v—1

bychom ziskali ®*¥(z) = ¢ a to je nedefinovany vyraz.

- . A , o
Véta 2.2. Jestlize 1" (x) a ®57(x) jsou netrivialni feseni soustavy (7), pak
jsou tato teseni ekvivalentni. To znamend, Ze urcuji stejnou raciondlni funkci.

Dukaz: viz [3], strana 60.
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Tato véta nam zarucuje, ze at vezmeme jakékoliv libovolné feSeni soustavy

rovnic (7), tak hodnoty a ., Qg b,,b,_1, ..., by budou urcovat stejnou ra-

u?auflv" vy Yv—1»

cionalni funkei.

Priklad 2.1. Mé&me dany hodnoty (z;, f;) pro funkci f(z) nésledujici tabulkou

8

i

1
2

—

1

Nl DN
Wik QO

Naleznéte interpolacni funkci ®*¥(z) funkce f(x).

Protoze jsou zadany tii hodnoty (z;, f;), plati u + v = 2, mizeme hledat inter-
pola¢ni funkei typu (1,1), (0,2) nebo (2,0). Funkce typu (2,0) je funkce poly-
nomialni. Tuto tlohu polynomialni interpolace jiz v dalsich prikladech uvazovat

nebudeme. Zde si ale zkusime nalézt feSeni.

1) Nejprve uvazujme volbu =1, v =1.

Hledana funkce ®**(x) bude v nasledujicim tvaru

i -
1 0

a musi splnovat nasledujici interpolacni podminky

(I)l,l(xi) T+

- ~ f =0,1,2. 9

Po roznasobeni dostavame
ayz; + ag = f;(byz; +by).

Po tpravé a dosazeni hodnot (x;, f;) dostdvame soustavu t¥i rovnic o ¢tyfech

neznamych

3

4
3a, + ay — 4b, — §b0 =0. (10)
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Protoze je pocet neznamych vétsi nez pocet rovnic, existuje netrividlni reSeni

soustavy. Ekvivalentnimi upravami soustavy (10) dostaneme

bo - 0.

Odtud jiz dostéavame, Ze by = 0 a a; = ay = b;. Tedy funkce ®'!(z) bude tvaru

_ 0T + a,
ax

o () (11)
Z véty 2.2 je ziejmé, ze rtznou volbou a,, dostaneme pokazdé jiné ekvivalentni
vyjadreni stejné funkce. Ziskali jsme tedy tiidu racionalnich funkci, které jsou vza-
jemné ekvivalentni a urcuji stejnou funkci. Tato funkce mé tvar ®4!(z) = 2
a ziskali jsme ji vykrdcenim a,. Tato funkce spliiuje interpolac¢ni podminky (9)
a je funkei interpolujici zadané hodnoty (z;, f;). Na obrazku 10 jsou zobrazeny

interpolované body a interpola¢ni funkce ®'!(z) = £,

/

Obrazek 10
2) Nyni uvazujme volbu =0, v =2.
Hledand funkce ®**(x) bude v nasledujicim tvaru
g

P2 () = 12
(@) byx? 4+ byx + by (12)
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a musi splnovat nasledujici interpola¢ni podminky

302(3.) = o —f i —0.1.2. 13
() byx? + byx; + by fi pro i B (13)

Stejnym postupem jako v predchozi volbé parametrti pu, v dostavame soustavu

rovnic

3

ag — 6by — 3by — 5by =0
4
ag — 126, —4b; — 3y = 0,

kterou ekvivalentnimi tipravami upravime takto

g — 2by — 2b, — 2by = 0
6b, — 7by = 0.

Odtud dostavéame by = by, by = —1by, ay = 4b,. Tedy funkce ®*2(x) bude tvaru

P2 () =

Stejné jako v pfedchozi volbé parametri p a v jsme ziskali t¥idu racionalnich
funkci, které jsou vzajemné ekvivalentni a urcuji stejnou funkci. Tato funkce ma

tvar ®%2(x) = a ziskali jsme ji vykracenim b,. Tato funkce spliiuje

4
—%a:2+%a:+1
interpolacni podminky (13) a je tedy funkci interpolujici dané hodnoty (z;, f;).
Abychom koeficienty neméli ve tvaru zlomkt, mizeme vynasobit ¢itatel i jmeno-

vatel ziskané funkce ¢islem -6, to je stejné jako volba b, = —6 a dostaneme

—24

R e oy

4

Toto je pouze ekvivalentni vyjadfeni interpola¢ni funkce ®%2(z) = B e g
6 6

takové, ze koeficienty nejsou ve tvaru zlomkii.
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Na obrézku 11 je vykreslena interpolacni funkce ®%?(z) = ———.
6 6

Obrazek 11
3) Uvazujme volbu p =2, v =0.

Hledana funkce ®**(x) bude v nasledujicim tvaru
P*0(x) = ay2® + ayx + aq
a musi splnovat nasledujici interpolacni podminky
®*0(z,) = ayx? +ayx; +ag=f, pro i=0,1,2.
Stejnym postupem jako v 1) dostavame soustavu rovnic
ay + ay +ag =2
day + 2a, + ay =

9ay + 3a, + ay =

Wl DNl w

kterou ekvivalentnimi tipravami upravime takto

ay +a; +ay =2
4a, + 6ay, = 13
6a, = 17.
28

(15)



Ziskali jsme tedy regularni soustavu tii rovnic o tfech neznamych. Odtud jiz
dostévame, ze ay = &, a; = B = —1 a a, = ¢. Funkce ®*(z) tudiz bude

tvaru

1 1
“x?—z+ —7 (16)

(1)2,0 —

1

Tedy vysledkem je jedina funkce a to ®*°(x) = &

2? —x + 1. Tato funkce splituje
interpola¢ni podminky (15) a je funkei interpolujici zadané hodnoty (x;, f;).

V predchozich volbach p a v jsme vzdy ziskali tiidu vzajemné ekvivalentnich
funkci. Zde jsme ale ziskali konkrétni funkci, protoze tiloha polynomiélni interpo-
lace je v tomto pripadé jednoznac¢né fesitelna, nebot stupen hledané polynomiélni
funkce byl roven p = 2 a méli jsme dany hodnoty (z;, f;) pro ¢ = 0,1, 2. Jedno-
znacnost feseni plynula jiz z toho, Ze jsme dostali regularni soustavu tii rovnic o
tfech neznamych.

Funkce ®*%(z) = t2? — z + 4T je vykreslena na obrazku 12.

15

L L L L L L
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

10}

15—

Obrazek 12
Podivejme se na nasledujici priklad, v némz bude mit soustava rovnic
xgaujoékl%—l‘i" ctag— falb,— fid T, == fibg =0, i=0,1,..., ptv

auzv”+au71$“*1+...+ao

s ey e ktera ale nebude
v v—1 0

feSeni urcujici raciondlni funkci @ (z) =

interpolac¢ni funkei zadanych hodnot (z;, f;) pro Vi.
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Priklad 2.2. Mé&me dany hodnoty (z;, f;) pro funkci f(z) nésledujici tabulkou

| 0
1

&
[
L DN

Naleznéte interpolac¢ni funkci ®*¥(z) interpolujici dané hodnoty.

Opét budeme hledat interpola¢ni funkei typu (1,1) a (0,2), protoze plati

w+v =2

1) Nejprve uvazujme volbu p =1, v =1.

Hledan4 interpola¢ni funkce bude tedy ve tvaru ®%!(x) = abliigo stejné jako
1 0

v ptikladu 2.1 1). Déle musi funkce ®!(x) spliiovat interpola¢ni podminky (9).

Upravou a dosazenim zadanych hodnot dostdvame soustavu rovnic.

Z prvni a druhé rovnice soustavy (17) dostaneme a, = b, a b; = a,. Odtud pak z

dosazeni do t¥eti rovnice soustavy ziskdme vztah a, = —2a,. Tedy funkce ®!(x)
bude tvaru
oLl (z) = 0T — 20,
a,r — 2a,4

Opét jsme ziskali t¥idu vzajemné ekvivalentnich funkei viz. véta 2.2. Rtznou vol-
bou a,; dostaneme pokazdé jiné ekvivalentni vyjadreni stejné funkce. Tato funkce
mé tvar ®4!(z) = £=2. Je zfejmé, Ze pro x = 2 neni funkce ®''(2) = =2 defino-
vana, nebot ®1(2) = 3. Bod 2 je bod odstranitelné nespojitosti. Tim, Ze jsme
pokrétili (z — 2) a ziskali ®»!(z) = 1, jsme odstranili nespojitost v tomto bodé.
Ziskana funkce ®'!(x) = 1 vSak nespliiuje vsechny interpola¢ni podminky. Bod
2,3] neni bodem funkce ®!(x) = 1.

Na obrazku 13 jsou vykresleny interpolované body a hledand interpolac¢ni funkce

oll(x) = 1.
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Obrazek 13

2) Nyni uvazujme volbu p =0, v =2.

, . 0,2 o ag , v s . v s ,

Hledame funkci tvaru ®%4(x) = e ktera spliiuje interpola¢ni podminky
0,2 o ag o . < s 1.7 2

%2 (z,) = b fi; pro Vi. Stejnym postupem ziskdvame soustavu

rovnic

Z téchto rovnic dostavame a, = b, = 3b; a b, = —b;. Vysledna funkce ma tedy

tvar

3b 3
@0’2 = 1 - .

Na obrazku 14 jsou vykresleny interpolované body a hledand interpolacni funkce
0.2 ( [L’) _ _ =3

z2—2x—-3"

31



Obrazek 14

Je zfejmé, Ze funkce ®'!(x) = 1 neni interpola¢ni funkci zadanych hodnot,

3

zatimco funkce ®%%(x) = =>— zadané hodnoty interpoluje. O

Na prvni pohled se zdélo, Ze k feSeni tlohy interpolace racionalni funkci staci,
kdyZ si uré¢ime, jaky bude mit interpola¢ni funkce tvar, a vyfesime soustavu (7).
Piiklad 2.2 vak ukézal, Ze toto neni mozné. Uloha interpolace racionalni funkci
nemusi mit pro kazdé zadané hodnoty a kazdou volbu p, v teseni. V ptikladé
2.2 v 1) ziskan4 konstantni funkce ®'!(z) = 1 neprochézi bodem [2,3]. Uzel
interpolace 2 nazveme nepripustnym uzlem a stejné tak nazveme i bod [2,3]
nepripustnym bodem. Je vykreslen na obrazku 13 hvézdickou. Ostatni body
[z;, f;], které interpoluje funkce ®'*(z) = 1, nazveme pFipustnymi a r; nazveme
pripustné uzly.

Vsimnéme si nyni souvislosti mezi fesenim tlohy interpolace a soustavy rovnic

pro 1=0,1,... ., u+v

x?% + xéklaufl + o tag— fiwlb, = [y, — = fibp=0.  (18)
Z ptedchozich tvah je ziejmé, ze pokud &¥(z) = g‘:gg je vyslednou interpo-

Pr(z) + v v . Hslusné
Qv (z) je resenim prisiusne SOUStaVy

la¢ni funkei tlohy interpolace, pak ®**(z) =
rovnic (18).
Naopak tato ivaha vSak neplati viz ptiklad 2.2 volba 1), v kterém jsme feSenim

prislusné soustavy rovnic ziskali hodnoty a4, ay, by, by, které urcovaly konstantni

32



funkci 1! (z) = 1. Tedy ®!(x) = 1 byla Fesenim pifslusné soustavy, ale nebyla
interpola¢ni funkci tlohy interpolace, protoZe neprochazela bodem [2,3]. Uloha
interpolace racionalni funkci v tomto pripadé nebyla fesitelna.

Pokud je tloha interpolace racionalni funkci nefesitelna, znamena to, ze v za-
danych datech je obsazen jeden ¢i vice neptipustnych bodt, viz ptiklad 2.2 a bod
2,3]. Lze tedy fici, Ze tloha interpolace raciondlni funkei typu (u, ) je fesitelna,
pokud v zadéani nejsou zadné nepripustné body.

Pro zadana z; mohou nastat dva pfipady. Bud Q"(z;) # 0 nebo Q" (z;) = 0.
Pokud nastane Q”(x;) = 0 musi platit i P#(x;) = 0, protoze jinak by nebyla
splnéna rovnice P*(x;) = f,Q"(z;), pro Vi. Pravé takové uzly z; jsou nepii-
pustné. Vime tedy, Ze pro nepfipustné uzly x; plati Q”(x;) = 0 a P*(z;) = 0. To
znamend, ze lze z Q”(x) 1 P*(x) vytknout vyraz (x — z;). Tedy P*(z) i Q"(x)

obsahuji stejny vyraz (z — x;). Z definice 1.4 je zfejmé, ze takovéa racionélni

funkce ®**(x) = gigg neni v zédkladnim tvaru. Toto je ukdzano v ptikladu 2.2,

kde bod [2,3] je nepfipustny, protoZe pied vykracenim méla funkce ®'!(z) tvar

oll(z) = g‘:gg = 222 a tedy nebyla v zékladnim tvaru. Skutené zde platilo
Pr2)=0aQ"(2)=0

7 téchto uvah vyplyvaji nasledujici véty.

Véta 2.3. Jestlize soustava rovnic (7) md teseni ¥ (x), které je v zdkladnim
tvaru, pak mejsou v zadani ulohy raciondlni interpolace obsaZeny nepripustné
body [z;, [;], tj. dloha interpolace raciondlni funkci je Tesitelnd a vyslednou in-

terpolacni funkci je O (x).

Dikaz: Diukaz provedeme nepiimo. Dokazeme-li néasledujici tvrzeni, které je
tzv. obménou tvrzeni ptivodniho, dokazeme i tvrzeni ptvodni.
»Jestlize je v zadani tlohy obsazen alespon jeden nepfipustny bod [z, f;], pak

soustava rovnic (7) nemd FeSeni v zékladnim tvaru.”

Pi(z)
Qv (z)

stavy (7), pak pro nepfipustny bod [z, f;] plati, ze P*(z,) = 0 a Q"(z;) = 0.

fesenim sou-

Z uvah uvedenych pted vétou 2.3 je ziejmé, ze je-li ¥ (x) =

Déle vime, Ze lze z P*(x) i Q¥(x) vytknout vyraz (z — ;). Citatel i jmenovatel
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funkce ®*¥(x) tedy obsahuje vyraz (z — z;) a tedy dle definice 1.4 neni ®**(x)

v zakladnim tvaru a tim je tvrzeni dokazano. 0

Z této véty plyne nasledujici.

Véta 2.4. Necht funkce @ () je fesenim soustavy rovnic (7). Necht 4" (x) je
ekvivalentnim vyjdadrenim ®"" () a je v zdkladnim tvaru. Necht ®"(x) i @5 (x)
jsou funkce typu (u,v). Pak prislusnd dloha interpolace racionalni funkci je te-
gitelnd a O () je jejim Fesenim prdvé tehdy, kdyZ ®4"(x) je FeSenim soustavy

rovnic (7).

Dikaz: Dokazeme oba sméry ekvivalence.

Nejdiive dokazme implikaci ,,=”. Tedy tloha interpolace je fesitelna a &) (z) je
jejim Fesenim. Z toho plyne, ze ®}""(x) musi spliiovat rovnice P{'(z,) = f,Q%(z;)
pro Vi. Tento zapis je pouze jednodussi zépis soustavy (7). Déle necht ®)""(x)
a ®5(x) jsou ekvivalentni. Z ekvivalentnosti funkei ®)""(z) a @5 (x) plyne, Ze
plati

Pl (2)@3(x) = Py (2)QY (x).
Tato rovnost plati pro kazdé x z priniku defini¢nich obort funkci ®"(x) a
P4 (), a tedy i pro kazdé x;, nebot predpokladame Fesitelnost ulohy. Piseme
tedy
P(z)Q5(x;) = P5(z;)Q1(z;), pro Vi

KdyZ nyni dosadime za P}’ (z;) = f,QY(x,) dostaneme pro Vi
tj.

P (z;) = f,Q5(z;), pro Vi
Tedy plati, ze 4" (x) je feSenim (7).
Nyni dokdzeme implikaci ,<=”. Funkce ®5"”(z) je FeSenim soustavy (7) a je dle
predpokladil véty v zakladnim tvaru. Z véty 2.3 tedy plyne, Ze uloha racionalni
interpolace je fesitelnd a @5 () je jejim feSenim. Diky ekvivalenci funkei ®4""(z)
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a ®5Y(z) plati, ze 1 ®{""(x) je FeSenim tlohy interpolace, nebot @ (z) a &4 (x)
urcuji stejnou racionalni funkci.

Timto je dikaz hotov. 0

V nasledujicim prikladé bude pouzita véta 2.4 k nalezeni interpolac¢ni funkce
®41""(x) danych hodnot, kterd nebude v zdkladnim tvaru, za predpokladu, ze

zndme interpolacni funkci danych hodnot v zdkladnim tvaru, tj. &5 (z).

Priklad 2.3. Necht jsou dany stejné hodnoty jako v piikladu 2.1, tj.

|1 2 3
lil2 3 5

Interpola¢ni funkce téchto hodnot je ®3' (z) = ITH, viz piiklad 2.1 1). Uvazujeme

tedy u = v = 1. Tato funkce je feSenim soustavy rovnic

ay +ay —2b; —2by =0

3

4
3y + ay —4b; — 5by = 0.

Protoze je funkce ®,'(z) = £ v zdkladnim tvaru a je fesenim soustavy (19),
dle véty 2.4 je kazda funkce ®)'(x), ktera je feSenim soustavy (19) a je ekviva-
lentni s &3 () = 2+l FeSenim tlohy racionalni interpolace. Naleznéte libovolnou
®1! () a ukaite, Ze je opravdu FeSenim tlohy racionélni interpolace, tj., Ze inter-

poluje zadané hodnoty.

» VIR . 11 +
Z prikladu 2.1 1) vime, Ze feSeni soustavy (19) je tvaru ;" (z) = % Po-
kud polozime a, = 2, ziskime funkci ®}'(z) = 242 kterd je FeSenim sou-

stavy (19), nebot pro feSeni plati by = 0 a a; = a, = by, viz. priklad 2.1 1).
Tato funkce je také ekvivalentni vyjadieni &3 (z) = IT“, nebot plati

Py (2)Ql(z) = Pl(x)Q(x), tj. (x +1)2z = (22 + 2)z. Nyni ukdzeme, Ze funkce
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oyl (z) = 22 interpoluje zadané hodnoty, tj. Ze splituje interpola¢ni podminky.

Dosazenim zadanych hodnot dostavame

242
=5 =

4+2 3 6+2 4
2 o= =5 e - -3

o1
(1) 4 2’ 6 3

Funkce @i’l(x) = % je tedy opravdu interpola¢ni funkce zadanych hodnot. <

Definice 2.1. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), i=0,1,2,3,..., u + v. Rekneme,
ze hodnoty (z;, f;) jsou ve specialni pozici, jestlize je lze interpolovat funkci

P (x) a zéroveil plati k + A\ < pu+ v. Cisla k, \, i, v € N,,.

Piiklad 2.4. Jsou dény hodnoty (z,

17

f:), pro i =0, 1,2, 3,4 nasledujici tabulkou

1

i|0 1 2 3 4
-1 0 1 2 3.
fill 01 49

Ovéite, zda zadané hodnoty (z;, f;) jsou ve specidlni pozici, kdyz vime, Ze inter-

polaéni funkce t&chto hodnot je tvaru ®*°(x) = 22

Budeme vychézet z definice 2.1. Je zfejmé, ze p+v =4, k = 2 a A = 0. Plati

tedy vztah Kk + A < p+ v a tudiz zadané hodnoty jsou ve specidlni pozici. &

Véta 2.5. Pripustné body neresitelné ulohy interpolace raciondlni funkct jsou ve

specialni pozici.

Dukaz: viz [3], strana 62.

Z predchoziho tedy plyne, ze ipravou ¢i vynechanim neptipustnych bodt, 1ze
dosdhnout fesitelnosti tloh ptivodné nefesitelnych. Ovsem vynechani téchto bodi
vede k degeneraci ulohy. Viz piiklad 2.2 volba 1), kde vysledna funkce interpoluje
pouze dva ze tii zadanych bodu a neni typu (1, 1), ale (0,0). P¥ipustné body této
tlohy jsou ve specidlni pozici, nebot 0 + 0 < 2.

Pokud je zaddno explicitni vyjadieni funkce f(z), 1ze uzly interpolace zménit
tak, aby tloha interpolace méla feseni. Tim se budu zabyvat v jedné z néasledu-

jicich kapitol.
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3 Metody reseni nedegenerovanych uloh
racionalni interpolace

Nedegenerovanou ulohou oznac¢ime tlohu, kterd ve svém zadani neobsa-
huje nepripustné body. Pro feseni takovéto tlohy jsou znamy dvé metody, které
jsou analogické k Newtonové a Neville-Aitkenové metodé pro polynomialni inter-

polaci.

3.1 Metoda Newtonova typu

Tato metoda ve svém algoritmu vyuziva inverznich diferenci, které lze nahra-
dit diferencemi reciprokymi dle véty 1.1. S pomoci téchto diferenci je odvozen
vztah pro primy vypocet interpolacni funkce.

Vlastni vypocet interpolacni funkce ®**(x) u metody Newtonova typu vypada
tedy tak, ze se z predepsaného vztahu, ktery je uveden ve vété 3.1, primo vypo-
¢ita tato interpolacni funkce. Nasledujici tabulka urcuje nejvyssi mozné stupné
polynomu v ¢itateli a jmenovateli interpola¢ni funkce ®*¥(z), kterd interpoluje

hodnoty (x;, f;), pro i = 0,1,2... 4 + v a kterou ziskdme metodou Newtonova

typu.

_3 ]

Tabulka 3
Kazda ¢erna tecka v tabulce urcuje jednu zadanou hodnotu (z;, f;). Tedy

napiiklad pokud jsou zadany hodnoty (z;, f;), pro ¢ = 0,1,2,3, postoupime od
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shora vyznacenou cestou na ¢tvrtou (pocet zadanych hodnot) ¢ernou tecku a

z tabulky vycteme, Ze p se rovna dvéma a v jedné pro tento pocet zadanych
hodnot.

Néasledujici véta jiz obsahuje piimo vztah pro vypocet interpolacni funkce.

Véta 3.1. Necht jsou ddny hodnoty (z;, f;), proi =0,1,.

.+ v, pak
ractondlni funkce, kterd interpoluje tyto hodnoty, je tvaru
T —x
8z _ 0
® (‘I) - f0+ T—x, (20)
gp(x(” xl) + T—Ty
o(x,1,m5)+ (20,8, 05,85)F
+ T—L, 4, o
T
QO(IO,Il,,,,,x#_,'_U_l)“” W(IO"I;“"”"I}L+V)

Dukaz: Funkce & (z) jako interpola¢ni funkce zadanych hodnot musi spliiovat
interpola¢ni podminky

O ()

fiy pro i=0,1,...,u+r.

Toto 1ze ovérit jednoduchym dosazenim do ®¥(x,) za vSechna i.
Pro ¢+ = 0 plati

Ty — T
O (z0) = fo + . .

=f,+0=f,.
(g, 1) + - .. o o
Pro i = 1 plati
5 T, — T, —
(I)M (xl) = fO + ( ) :_ Oxlfxl fO + (70(1.% xO)
P\Zo, Ty (T sy Tg) - 0r-1

hot = =fot == =fo—ht+thHh=5h
0o—Jf1 —fot+f1

Proi=n,ne Nan < u+ v plati
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xr, —X
(I)My(xn) - f0+ = .

T, —T;
¢(zg, 1) + (T ,Tg )+
+ LTp=Tp_2
Tn—T, 1
P21 iy 1 ey
xT —XT ~v
Dosazenim vztahu o(zq, z, ..., 2, ) = n-l “n do pred-
SO( 0’ 1’ ) TL) QO(CCO,Il,...,In_z,In_l)7@(3707501,...,50"_2,50") p
chozi rovnosti dostavame
T, —
MY (x,) = fot n__ 0
n 0 (ZL’ T )+ Ty, —Tq
SO 071 90($07$1,$2)+
LTp=Tp_2
+ Infilln_l

4p(:l:07:l'117"":B'r](—l)—*— (En_lfﬁrn

(p(a:o,ml,...,zn_z,mn_l)*Ap(mo,ml,...,a:n_?mn)

Po vykraceni (z,, — z,,_,) a ode¢teni diferenci dostavame

xr, — X
"¥(z,,) = fot § :
QO(ZL’O, ‘Il) + P(xg,215T9)+

T,—T

+ n

So(xovxlv"'?xn_2)+

InTTn_2
AP(IO""EI"'"’InfT‘r")

Opakovanim stejného postupu, tj. dosazenim za diference, vykracenim rozdilu

(z, — 7;) a odectenim diferenci dostaneme nakonec

T, — I
(I)My(xn) = fO + S :
90(%:371) +

Lp—Ty
So(x()ﬂrl?xn)

Pokracujeme stejnym postupem a ziskdvame

x, — x, — &
OV (p )= f, L 0 g 0 £ f
( n) fO Qp(xo,xn) fO :Jvcoixn fO fO fn fn
0 n
Timto je platnost véty dokazana. 0
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Nyni si ukdzeme odvozeni tvaru interpola¢ni funkce (20) z véty 3.1. Toto
odvozeni je prevzato z [3]. Pro nazornost si jej uvedeme pouze pro interpola¢ni

funkci ®!(x). Interpolaéni funkce je tedy tvaru

PY(z)  ax+a,

OL(y) = — . 21
(z) QY (z)  byx+b, (21)
Funkce ®!(z) musi spliiovat interpola¢ni podminky
Pl(z;)
dhl(z,) = Y= f, pro i=01,2. 22
()= s 2

Nyni pristoupime k samotnému odvozeni. Uvazujme vztah

_ +a1x+a0_a1x0+a0
O bx+by by +by

Yag) _ ayzgtay

Je zfejmé, ze tento vztah plati, protoze gl(%) = baerhe = Jo- Dale prevedeme

dva posledni vyrazy v souctu na stejny jmenovatel, tj.

Pl(z)
Q'(z)

a,byxyx + agbyxy + abyx + agby — abyvor — agbyx — a,byxy — ayb,
(b1 + by ) (by 7 + by)

- fo+

Dalsi upravou dale dostavame

Pl(x) — 4 aghy (Tg — ) + ayby(z — x)
QL (z)  '° " blwgw + bybyx + bybyze + b3
tj.
Pl(z) — f+ (arby — aghy)(x — 1)
Q(x) % (bfwg + boby ) + bbyxg + B
Zkracené lze psat
P'(x) PO(z) (z — )
=jot@x—x =Jo+ ) 23
Ql(I) fO ( 0) Ql (ZL‘) fO Ql(ZL‘)/PO(ZL’) ( )
0 X al —aQ, 1 v . s v . . ’
kde 518 = (b§x0+b0bli0)x+%l;blxo+bg' Je tedy zfejmé, ze P°(x) a Q'(z) jsou jiné po-

lynomy nez ptvodni, protoze obsahuji jiné koeficienty. Kvili zjednoduseni ale
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ponechame ptivodni znaceni. Nyni ukdzeme, Ze plati rovnost

Ql(xz) _ Ly 2y
PO(z;) B fi— fo' (24)

Z Definice 1.8 je zfejmé, ze jde o inverzni diferenci ¢(x, ;). Platnost rovnosti (24)

1
ziskdme, pokud dosadime do pravé strany (ozn. P) rovnosti za f, vyraz glgg a
Pl(zy)

za f, vyraz Wzoy viz interpola¢ni podminky (22). Dostavame tedy
0

Pl(z,) . Pl(zg) GTitay  a;T5tag
Ql(z;) Ql(zy) byx;+b byzy+b
o Ly — Lo _

a0y 2,30 +a, 00T, +agby wotaghy—a by @, 10—a, byro—agh z;—agby
(b7 +by by ), +(boby 29 +b5)

Li — Ty Li — Ty
T agbgrFagb g —asbyrg—agbix, T (agby—agby )z +(aghy—aiby)zy
(bF 2 +b1bg ) +(byby 2 +07) (bF2g+by by )z ;+(byby 2 +b7)
2 2 1
B T; — Ty (bl + bybg)w; + (bobywg +b5) Q' ()
o (a4b9—agby)(z;—2) - a,b, — anb N Po(x.)’
i T (@109 — agby) (2;)

Pokra¢ujeme v odvozovéani za pouziti vztahu (24) pro i = 1, tedy

Qx)) _m — 7 _
POy f gy o)

a proto lze psat

(bizg + boby )z + byby g + b3 — (Vi + byby )z, — bybyzy — b3

- 90(‘7;07 $1)+ albo o aobl

(v — xl)(b%% + byby)
arby — agby

= p(xg, ;) +
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Tento vztah lze opét zapsat takto

Q' (z) — o T — I
Pie) P B o) 2

kde gﬁgg = Z;iojrzozl. Nyni stejnym postupem, jaky jsme pouzili k ziskani vzta-
10 0”1

hu (24) dostaneme

Po(xi)_ T, — Ty — e o
Pz~ ol z) —plagmy) P00 70T (26)

Tedy celkové ze vztahi (23), (24), (25) a (26) po vhodném dosazeni dostéavame
vysledny vztah

Ll(p) — Pl(f) _
P =0 TR e

(17—1131
‘:0(17071317132)

Pro 4 > 1 a v > 1 by se odvozeni dé¢lalo analogicky a ziskali bychom
vztah (20).
Nyni si uvedeme priklad, na kterém ukazeme, jak vysSe ziskany algoritmus

pracuje.

Priklad 3.1. Vypoctéte inverzni diference a urcete racionalni funkci interpolujici

dané hodnoty.

i]0 1 2 3
z,|-1 1 2 3
fil2 2 3 %

Inverzni diference vypocitame dle definice 1.8 a zapiSeme do tabulky.

i o | f; | elxgx;) olzg,z,) @(rg, 71,7y, 73)
0—-1|-2

1| 1] 2 :

JEAER R

3|3 | W i 8 3
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Je ztejmé, Ze p+v = 3, tedy dle tabulky 3 bude interpola¢ni funkce typu (2,1).
Nyni dosadime ziskané hodnoty do vzorce pro vypocet interpolacni funkce dle

Newtonovy metody, tj. dostavame

T —x
@2,1(x) — f() + 0 Tz, frd
90(950: 951) + @ty
So(x07xl712)+gp(zo,ml,a:?aﬁ)
r—(—1 2241
2 T grz2 t

Funkce ®*! = % je vyslednou interpolaéni funkei. Tato funkce a interpolované

body jsou vykresleny na obrazku 15.

Obrazek 15 O

3.1.1 M-soubor pro metodu Newtonova typu

Nalézt interpolacni funkci pomoci metody Newtonova typu lze nejen ruc¢nim
vypoctem, ale také pomoci jednoduchého programu vytvoreného v matematic-
kém softwaru Matlab. Nyni si uvedeme m-soubor tohoto programu, ktery jsem
sama vytvorila, a na prikladech si ukazeme, jak se s danym programem pracuje.
Vystupem budou vektory obsahujici koeficienty polynomu v Citateli resp. ve jme-
novateli vysledné interpolacni funkce sefazené od nejvyssi mocniny. Vystupem
bude také racionalni interpolac¢ni funkce Phi, se kterou muze uzivatel déle li-

bovolné pracovat tj. pocitat funkéni hodnoty, vykreslit graf, zjistit predpis této
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funkce, atd. Tento m-soubor piimo i vykresli graf interpolacni funkce Phi a body
interpolace.

Text m-souboru newton.m:

function [a,b,Phil= newton(xi,fi)
% vstup xi...vektor hodnot xi
yA fi...vektor odpovidajich hodnot fi

% vystup a...vektor koeficientl® polynomu v Citateli vjysledné

yA interpolacni funkce sefazenych od nejvySSi mocniny
yA b...vektor koeficientd polynomu ve jmenovateli vysledné
yA interpolacni funkce sefazenych od nejvySSi mocniny
yA Phi...vyslednd interpolacni funkce

syms x phi p; % zavedeni symbolickjch proménnjch
% zavedeme posun, protoze urlité diference jiZ nelze spolitat
posun=0;
pocetuzlu=length(xi);
Jkontrola spravnosti zadani uzld interpolace
nejsouruzne=0;
for i=1:pocetuzlu
for j=i+l:pocetuzlu
if xi(i)==xi(j)
disp(’Chyba! Uzly interpolace musi bjt vzajemné ridzné.’);
nejsouruzne=1;
break;
end
end
if nejsouruzne
break;
end

end
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if pocetuzlu“=length(fi)
disp(’Chyba! Délky vektord xi a fi musi byt stejné.’);

end

% vypoCet inverznich diferenci i:= ¥ad diference,
% j:=index posledniho xj,
% kdyz fi(x1,x2,...,xj)
for i=1l:pocetuzlu
for j=2+posun:pocetuzlu
if i==
idif(i,j)=(xi(1)-xi(§))/(fi(1)-£fi(§));
else
idif (i, j)=(xi(1)-xi(j))/(idif(i-1,i)-idif(i-1,3));
end
end
posun=posun+1;

end

% vlastni vyjpolet interpolalini funkce
p=0;

for i=(pocetuzlu):-1:2
p=idif(i-1,1i)+p;

p=(x-xi(i-1))/p;

end

% simplify() upravuje vyslednou interpolacni funkci
/» na ,,nejjednodussi" tvar

phi=simplify(£i(1)+p);

[citatel, jmenovatel]=numden(phi) ;
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b=sym2poly (jmenovatel);

% dpravy potfebné k ziskani funkce Phi, s kterou miZe uZivatel
% pracovat (politat funkéni hodnoty, vykreslit graf, atd.)
c=char (poly2sym(a,x));

j=char (poly2sym(b,x)) ;

c=strrep(c,’/’,’./’);

c=strrep(c,’”’,’.7’);

c=strrep(c,’*’,’ .%’);

j=strrep(j,’/’,’./?);

j=strrep(j,’~’,’.77);

j=strrep(j,’*’,’ .%’);

Phi=inline(strcat(’ (’,c,’)./(,3,’)"));

% vykresleni grafu hledané interpoladni funkce
plot(xi,fi,’ko’);

hold on;
x1=[-max(abs(xi))-1:0.001:max(abs(xi))+1];
plot(x1,Phi(x1),’k’,’LineWidth’,1);

hold off;

Priklad 3.2. Pomoci vySe uvedeného m-souboru naleznéte v Matlabu racionalni
interpolac¢ni funkce zadanych hodnot.

1) Necht jsou ddny hodnoty nasledujici tabulkou

il 0 1 23
x| -1 -2 1 2.
il-z § 23

V prikazovém okné Matlabu zadame:

xi=[-1 -1/2 1 2];
fi=[-2 5/2 2 5/2];

[a,b,Phi]=newton(xi,fi)
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Stisknutim tlacitka Enter dostaneme

)
Il
w
(0]
\1

Phi =
Inline function:

Phi(x) = (7+8.*x+3.%x.72)./(4+5.%x)

a graf funkce Phi spolu s body interpolace viz. obrazek 16.

Obrazek 16
2) Necht jsou dany hodnoty néasledujici tabulkou

il0 1 2 3 4
-4 =2 0 2 3
Lls 5 —1 g i

V prikazovém okné Matlabu zadame:

xi=[-4 -2 0 2 3];
fi=[17/15 5/3 -1 5/3 5/4];

[a,b,Phi]=newton(xi,fi)

Stisknutim tlacitka Enter dostaneme
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Il
[
(@
[V

Phi =
Inline function:

Phi(x) = (1+x.72)./(-1+x.72)

a graf funkce Phi spolu s body interpolace viz. obrazek 17.

Obrazek 17
3) Necht jsou dany hodnoty néasledujici tabulkou

i |01 2 3
10 1 2 3
fil0 5 1 %

V prikazovém okné Matlabu zadame:

xi=[0 1 2 3];
fi=[0 1/5 1/4 3/13];

[a,b,Phi]=newton(xi,fi)
Stisknutim tlacitka Enter dostaneme

a = -1 6 0
b = 7 18
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Phi =
Inline function:

Phi(x) = (6.*x-x.72)./(18+7.%x)

a graf funkce Phi spolu s body interpolace viz. obrazek 18.

Obrazek 18
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3.2 Metoda Nevillova typu

Tato metoda stejné jako Nevillova metoda pro polynomialni interpolaci vyu-
ziva postupnych vypocti dle daného algoritmu. V tomto algoritmu se bude uzivat
tzv. castecnych interpolacnich funkci, které budou vzdy interpolovat pouze c¢ast
zadanych hodnot. Posledni ¢astecna interpola¢ni funkce bude vyslednou funkci
a bude interpolovat vSechny hodnoty. Nyni si tedy uvedeme definici ¢astecné

interpolac¢ni funkce a dale pak véty potfebné k odvozeni samotného algoritmu.

Definice 3.1. Nechf jsou dany hodnoty (z;, f;), proi =0,..., k. Pak funkci
_Pr)

o () W(x)’

(27)

kde k,m,n,s € N, jsou takové, ze plati s + m + n < k, nazyvame ¢astec¢nou

interpolaéni funkci hodnot (z,, f;), proi =s,...,s+m + n, jestlize plati
P (o
o (z;) = %(%) =f,, pro t1=5,...s+m+n.
s ()

Uziti hornich indextt m a n u polynomi P™"(z) a Q" (z) ve vztahu (27) je
potfebné pro pochopeni a zapsani nasledujicich vét, ve kterych se budou vyskyto-
vat polynomy P™"(z), Q7" (z) a jejich koeficienty vzdy v souvislosti s konkrétni
racionélni funkci ®™"(z). Tedy naptiklad P™"(x) a P™" () budou rtizné poly-
nomy v ¢itateli dvou riiznych racionalnich funkci a to ®7"(z) a ®7"~!(z). Budou
nejvyse stupné m. Index s znaci hodnotu indexu 7, od kterého jsou dané hod-
noty (x;, f;) interpolovany ¢aste¢nou interpolac¢ni funkei ®7"(x). Soucet s+m+n
urcuje hodnotu indexu i, kdy pro vétsi i jiz nejsou hodnoty (z;, f;) ¢asteénou inter-
pola¢ni funkei interpolovany. Tedy ¢astecna funkce ®7"(x) interpoluje hodnoty
(x;, f;) proi=s,s+1,...,s+m+n.

Pro zjednoduseni budeme pouzivat nasledujici znaceni

a(x) =r —x;

i
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Déle p?™ bude znagcit koeficient u nejvyssi mocniny x polynomu P™"(x), tj. u ™.
Stejné tak koeficient u nejvyssi mocniny = polynomu Q7" (z) oznacime ¢,
tj. koeficient u z".

Néasledujici véta uvadi vztahy, které plati mezi castecnymi interpolac¢nimi
funkcemi a které vyuzijeme v dalsim textu k dikazu vét vedoucich k odvozeni

algoritmu metody Nevillova typu.

Véta 3.2. Necht jsou dany hodnoty (z;, f,), proi =0,1,...,u+v, p,v € Ny a
m,n,s € Ny takové, Ze s +m +n < p+ v. Ddle necht P*°(z) = f,, Q%%(x) =1
pros=0,1,..., u+v. Pak vidy plati jeden z nasledujicich vztahi

P (x) = agql " P (@) = Oyt RN (),

(28)
QU™ () = g QUL () = gy @iy QT T (1),
nebo
m.n m,n— m,n—l m,n—l m,n—
Ps ’ (ZL‘) = QP 1Ps—|—1 (‘I) - as-l—m—f—nps—f—l Ps l(x)v
(29)

Q" (x) = ap™ QI (2) = apnliy QY ().

Dukaz: viz [3], strana 68.

Vztahy uvedené ve vété 3.2 sice plati, ale k vypoctu interpolac¢ni funkce ne-
vedou primo. Neni nam znamo, jak ¢astecné interpolacni funkce ziskat, ani jaké
budou jejich hodnoty i a v, véta pouze uvadi jaké vztahy mezi nimi budou platit.
Je tedy ziejmé, ze vétu 3.2 nelze pouzit k nalezeni interpola¢ni funkce pfimo jed-
nim dosazenim, nebot v rekurentnich vztazich (28) a (29) jsou obsazeny polynomy
castecnych interpola¢nich funkei, které obecné nezname. Slo by vsak postupovat
tak, ze bychom castecné interpolacni funkce hledali postupné vzdy pro urcitou
¢ast zadanych hodnot.

Nyni si pfiblizime tento postup. Necht jsou tedy dany hodnoty (z;, f;), pro

1 = 0,1,...,n. Nejdiive nalezneme c¢éastecné interpolacni funkce kazdé dvojice
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hodnot (x;, f;), pro ¢ = k,k+ 1, kde &k = 0,1,...,n — 1. Poté ze ziskanych
castecnych interpolac¢nich funkci ziskdme dalsi ¢astecné interpolacni funkce, které
jiz interpoluji trojice hodnot (z;, f;), proi = k,k+1,k+2,kde k =0,1,...,n—2,
atd. Tento postup je ale velmi slozity. Navic samotna volba stupnt polynomt
v Castecnych racionalnich funkcich mtze ¢init problém. Nikde neni dano, jak
postupné tyto stupné zvysovat. Bylo by vsak mozné postupovat pri této volbé
metodou pokus-omyl a tim nakonec najit vyslednou interpolacni funkci.

Samotny algoritmus metody Nevillova typu bude pracovat na tomto principu
postupného ziskavani castecnych interpolac¢nich funkci. Dojde ale ke zjednodu-
Seni jak znaceni, tak i vypoctu. Také v tomto algoritmu nebudou feSeny zvIast
polynomy v citateli a jmenovateli ziskdvanych racionédlnich funkei.

Predtim nez si uvedeme algoritmus metody Nevillova typu, uvedeme jesté
priklad, v némz budeme urcité ¢astecné interpolacni funkce jiz znat a vyuzijeme

vztaht z véty 3.2 k vypoctu vysledné interpolacni funkce.

Piiklad 3.3. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), proi = 0, 1, 2 nasledujici tabulkou

i |0 1 2
;|2 4 6.
fil1 2 3
Dale necht funkce ®)'(z) = _$4+6 interpoluje hodnoty (z;, f;), pro i = 0,1

a funkce ®%'(z) =

fxlim interpoluje hodnoty (z;, f;), pro i = 1,2. Pomoci

vztahu (28) z véty 3.2 vypoditejte vyslednou interpolacni funkci ®y'(x), ktera
jiz bude interpolac¢ni funkei vSech zadanych hodnot, tj. (z;, f;), pro i =0, 1, 2.
ProtoZe zname tvary Py (z), Py (x), QY (x) a QY (z), tj.

PP (x) =12, PM(x)=4, Q¥ (z)=—-z+10, QV'(x)=—x+6,

miizeme pouzit vztah (28). Také vime, ze " = —1 a ¢)"" = —1. Pro vypocet

interpolacni funkce vSech zadanych hodnot dosadime do vztahu (28) hodnoty
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s=0,m=1an=1. Tedy po dosazeni dostavame
1,1 0,1 50,1 0,1 50,1
Py (z) = (x—20)qy Py (2)—(2—25)qy Py (2) =

— (¢ —2)(=1)12 — (z — 6)(—1)4 = —122 + 24 + 4z — 24 = 8z,

o' (@) = (a—20)ay" Q1 (2) (2 —15)y" Qp' () =

=(x—2)(-1)(—x +10) — (x — 6)(—1)(—x + 6) =
=2 — 120+ 20 — 2% + 122 — 36 = —16
Vysledné racionalni funkce ®;'(z) je tedy tvaru

_—8x_x

'@ =5 =73

Jednoduchym dosazenim lze ovérit, ze interpola¢ni podminky plati pro vSechny

zadané hodnoty a tedy funkce & () = % je opravdu interpolac¢ni funkei danych

hodnot. &

Nyni si uvedeme dvé véty, které primo povedou k odvozeni algoritmu metody
Nevillova typu. Tvrzeni téchto vét vyuzijeme k urceni vztahu pro vypocet ¢astec-
nych interpolacnich funkci a tim i vysledné interpolac¢ni funkce nedegenerované
ulohy racionalni interpolace. Tento vztah bude dtlezity a bude plné vyuzit v

algoritmu metody Nevillova typu.

Véta 3.3. Necht jsou ddny hodnoty (z;, f;), proi =0,1,...,u+v a
wv,m,n,s € Ny, s+m+n < p+v. Pak plati nasledugici vztahy.

m—1.n m—l,n—l
O (@) — BT ) = (30)
_ _pm—l,n—lqm—lm ([L’ B strl) c ('CE B x5+m+n71)
- s+1 s m—1,n m—1,n—1
s (@)QAT ()
m—1n m—1n—1
BT () — BT ) = (31)
o _pmfll,nflqull,n ([L’ - xs—i—l) cet ('CE B xs-l—m—l—n—l)
- + + — —1,n—
s s szrll,n (x)szrll,n 1(:[‘)

Duikaz: viz [3], strana 69.
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Véta 3.4. Necht jsou ddny hodnoty (z;, f;), proi=0,1,...,u+v a
wrv,mmn,seNy, s+tm+n<pu+v. Pom>1an>1 plati:

ey, " (2) — @y (a)

(Dm’n _ (I)m—l,n 4 32
S (@) o1 () o [1_ oM ()0l (@) ] 1 (32
Xstm+n q)’;iill’n(x)ifbgill’nil(x)
(I)m,n—l ) — @m,nfl T
O (1) = B} () + L (33)

Qg |:1 _ q)grl?_l(x)iq);n,n_l(x) :| _ 1

(I;‘m,nfl (x)itbmfl,nfl (CU)

Xstm+n s+1

s+1

Duikaz: Dokazeme pouze vztah (32), vztah (33) by se dokédzal analogicky. Dikaz
povedeme tak, Ze si nejdiive ®7""(x) vyjadiime pomoci vztaht z véty 3.2 a poté
vhodné vynasobime, abychom mohli pouzit vztah z véty 3.3 a poté upravit na
dokazovany vyraz.

Podle vztahu (28) z véty 3.2 plati

_ Pr(a) _ ougl T PO () — g @ P ()

q)g%n(x) - m,n - m—1,nym—1,n m—1,n Sm—ln
s (1‘) Qs(s ' Qs+17 (ZL‘) — Qg iminYst1 7 s 7 (‘I)

Vyuzivame vztahu (28) z véty 3.2, nebof uzitim vztahu (29) z véty 3.2 by se
dokazoval vztah (33). Necht p """ # 0. Dale roznasobime éitatel i jmenovatel

funkce ®7""(x) vyrazem

m—1n—1 ([L’

—Psi1 - $s+1)(f’5 - 'Ts+2) N xs+m+n—1)

QUL (2)Q " () QL (2)

a pouzijeme tvrzeni veéty 3.3. Tedy dostavame

o [a] P75 () = Oy D127 (2)

@ (1) = ; ,

kde
[a] == @7 (z) — UL (2),

[b] = @V " (2) — @UL T (2),

[C] = a [CL] — X imn [b]
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A dale upravujeme tak, abychom dostali pozadovany vyraz, tj. zaCneme tak,

7e vytkneme vyraz [®7'""(x) + &7 (x)], upravime a dostaneme

O (@) + ()] + gy DRV (@) — 0 [a] BT (2)

gy _ |
@7 (z) -

Dale dostaneme

QL1 (@)[e] + gy [Py " () — a,[a] 971" ()

d

O (x) = " (x) +

Dalsi tipravou dostaneme

OV (2) — @71 (a)]
[c] '

b
(I):%,n(x) — (I):i—ll,n(m) + as+m+n[ ][

Dale podélime citatel i jmenovatel zlomku vyrazem «,,,, . .[b] a dostaneme

Ol " (@) = ()
Qg [a} T Ystmtn [b]
Ols-‘—rn-‘,—n [b}

" (x) = O (x) +

Y

t].
m—1n m—1.n
(I)s+1 (.T) B cI)s b (.T)
a, |:q>:gnfl,n($)_q>::jll,nfl($):| B 1
(

éﬁ—ll,n(w)_ém—l,n—l $)

" (1) = O () +

as+m+n s+1

Upravou nakonec dostavame

m—1n m—1,n
(I)erl (.CE) _ qi)s (.CE)
a, |:éﬁ—ll,n($)_¢ﬁ—ll,n—l($)+q>;n—1,n $)_q>*;1—11,n($)i| B 17

(I;‘gl—ll,n(x)iq)m—l,n—l CU)

" (2) = @ (x) +

(
as+m+n s+1 (

tj.
O () — oML (g)
m,n o m—1n s+1 s
q)s (x) - ®S+1 (x) + a, [1 B (b';r;fll,n(x)_q);nfl,n($) i| B 1
Xstm+tn q)zr_ll’n@)_(bﬁ_ll’n_l(:v)
a tim je dikaz hotov. 0
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Zvysovani stupnt m a n polynomt v Citateli a jmenovateli ¢astecnych inter-
polacnich funkci béhem vypoctu metodou Nevillova typu je znazornéno na ob-

razku 19.
(0,0) — (0,1) — (1,1) — (1,2) — (2,2) — (2,3) —

Obrazek 19
Tedy v prvnim kroku ziskdme ¢astecné interpolacéni funkce typu (0,0), tyto
funkce budou rovny zadanym funkénim hodnotam f; pro Vi dle definice vztahi
PY0(z) a Q%%(z) ve vété 3.2. V druhém kroku jiz ziskdme ¢astecné interpolacni
funkce typu (0, 1), atd.
Nyni kdyz vime, jak se v kazdém kroku metody zvysuji stupné m a n castec-
nych interpolacnich funkci, lze provést preznaceni téchto funkci a tim i zjedno-

duseni zapisu. Pouzijeme tedy nasledujici znaceni

Ty(x) =" (x), kde i=s+m+n, k=m+n.

(2

Tyto funkce T}, (x) jsou tedy pouze jinym oznacenim pro Castecné interpolacni
funkce. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), proi =0,1,..., L.

Pak algoritmus metody Nevillova typu vypada takto:

1) Polozme pro Vi =0,..., [, i, [ € N

zO(x) :fz
Tz‘,—l(x) =0
2)Prok=1,...,lak<i<lI k&N vypolteme
X xr
v b T—T;_ < o zk 1(I) —1,k— 1(x)> _
—=F (1 1
T—x; lk 1(93) C1k— 2(1”)

Funkce 7},(x) je vyslednou interpola¢ni funkei zadanych hodnot.
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Do nasledujici tabulky lze pirehledné zapsat vypocty.

(m,n) (0,0) (0,1) | (1,1) | (1,2)
fo = Too(z)
T ()
fi =To() Ty ()
Ty () T3()
fo = Ty(z) Ty () .
T3 () .
f3 = Ty() .
Tabulka 4

Kdyby byly napfiklad zadany hodnoty (z;, f;), pro i = 0,1, 2, 3, funkce Ty4(x)
by byla jiz vyslednou interpola¢ni funkei.

Na nasledujicim prikladé si ukazeme, jak dany algoritmus pracuje.

Piiklad 3.4. Necht jsou dany hodnoty (z;, f;), proi = 0, 1, 2 nasledujici tabulkou

T

1 |0 1
2 4
filt 2

W N

Naleznéte interpolacni funkci pro zadané hodnoty.

Nyni provedeme vypocty funkci 7}, (x) dle algoritmu metody Nevillova typu.

2—1 1 Q(x — 4) 4
ul?) =2+ ey oy 2 e o460
3—2 1 3r — 18 12
Ty (2) = 3 + — 34 o = 3+ =
21( ) g;_:4 (1 _ %) 1 2x738x:319é+18 —x + 10 —x 4+ 10
—8x+32
Ty (z) = 12 73314210 B 7;+6 _ 12 (*ng)(*x%) _
22 - _12 4 - z—2 (xz—10 o
—x+10
12 (r—4)(z—6) 2>—10x =

o110 (2110)(—2) 2@-10) 2
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Ziskané funkce lze zapsat do nasledujici tabulky.

(m,n) (0,0) (0,1) (1,1)
Too(x) =1
Tu() = =5
Typ(x) =2 b Ton(r) =3
Ty (x) = —2+10
Ty(r) =3
Funkce T),(z) = —' interpoluje body [2,1] a [4,2]. Funkce Ty () = —35;

interpoluje body [4,2] a [6,3]. Funkce T),(x) = 5 interpoluje jiz vSechny body

2,1],[4,2] a [6,3]. Navic je funkce Tyy(z) = 2

5 ve tvaru polynomu, k ¢emuz pri

urcitych zadanich vychozich hodnot mutze dojit. Toto vSak neni na Skodu. Jde
pouze o to, ze dané hodnoty lze polynomialni funkei (tj. zvlastni piipad racionélni
funkce) interpolovat a toto je pro urcitéd zadani hodnot metodou preferovéano.
Céastecné interpolacni funkce T, (x) a Ty, (x) jsou vykresleny spolu se zada-
nymi hodnotami na obrazku 20. Vysledna interpolacni funkce Th,(x) = F je

vykreslena na obrazku 21.

Obrazek 20
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Obrézek 21

3.2.1 M-soubor pro metodu Nevillova typu

Nalézt interpolacni funkci pomoci metody Nevillova typu lze nejen ruénim
vypoctem, ale také pomoci jednoduchého programu vytvoreného v matematic-
kém softwaru Matlab. Nyni si uvedeme m-soubor tohoto programu, ktery jsem
sama vytvorila, a na ptrikladech si ukazeme, jak se s danym programem pracuje.
Vystupem budou opét stejné jako v m-souboru newton.m vektory obsahujici ko-
eficienty polynomu v citateli resp. ve jmenovateli vysledné interpolacni funkce
Phi sefazené od nejvyssi mocniny. Vystupem bude také racionélni interpolac¢ni
funkce Phi, s kterou mtize uzivatel dale libovolné pracovat tj. pocitat funkéni hod-
noty, vykreslit graf, zjistit predpis této funkce, atd. Tento m-soubor také primo i
vykresli graf interpola¢ni funkce Phi a body interpolace.

Jesté nez si tento m-soubor uvedeme, chtéla bych upozornit, ze nékteré pri-
kazy, které v Matlabu musi byt na jednom radku, se nevejdou na Sirku stranky,
proto jsou v tomto textu rozcélenény na vice radk.

Text m-souboru nevill.m:

function [a,b,Phi] = nevill(xi,fi)
% vstup xi...vektor hodnot xi

b fi...vektor odpovidajich hodnot fi
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% vystup a...vektor koeficientld polynomu v Citateli vjysledné

yA interpolacni funkce sefazenych od nejvySSi mocniny
yA b...vektor koeficientd polynomu ve jmenovateli vysledné
yA interpolacni funkce sefazenych od nejvySSi mocniny
yA Phi...vyslednd interpolalni funkce

syms x phi T 7 zavedeni symbolickjch proménnjch
posun=0; % nastaveni vjchozi hodnoty posunu
pocetuzlu=length(xi);

Jkontrola spravnosti zadani uzld interpolace

nejsouruzne=0;

for i=1:pocetuzlu
for j=i+l:pocetuzlu
if xi(i)==xi(j)
disp(’Chyba! Uzly interpolace musi bjt vzajemné rdzné.
nejsouruzne=1;
break;
end
end
if nejsouruzne
break;
end

end

if pocetuzlu“=length(fi)
disp(’Chyba! Délky vektort xi a fi musi bjt stejné.’);

end

% vlastni algoritmus
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for i=1:pocetuzlu
T(1,2)=fi(1);
T(i,1)=0;

end

for k=3:pocetuzlu+l

for i=(2+posun): (pocetuzlu)

T(i,k)=simplify(T(i,k-1)+(T(i,k-1)-T(i-1,k-1))/
(((x-x1(i-k+2))/(x-xi(1)))*
(1-((T(1,k-1)-T(i-1,k-1))/(T(i,k-1)-T(i-1,k-2))))-1));
% simplify() upravuje ziskané Castelné interpolacni
% funkce na ,,nejjednodussi" tvar
end

posun=posun+1;

end

phi=simplify(T(pocetuzlu,pocetuzlu+l));
/» Matlab vyhodnocuje vyjraz 1/0 jako Inf - nekonecno,
/» miZe se stat, Ze ve vyjadfeni funkce Matlab pouzije Inf a
% vibec toto nevyhodnoti jako problém.
% PTi vypoltu T(i,k) miZe vyjit Inf, proto kdyz tato
% situace nastane, vypiSeme ndsledujici hlaSeni
phitest=char(collect(phi,x));
nekonecno=findstr(phitest,’Inf’);
if (length(nekonecno) "=0)

disp(’Nelze najit interpolalini funkci. Ve vzorci pro vypolet T(i,k)

nastava déleni nulou a Matlab’);

disp(’toto vyhodnocuje jako Inf - nekonelno.’);

end
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[citatel, jmenovatel] =numden(phi) ;
a=sym2poly(citatel);
b=sym2poly (jmenovatel) ;

% dpravy potfebné k ziskani funkce Phi, s kterou miZe uZivatel

/» pracovat (po¢itat funkéni hodnoty, vykreslit graf, atd.)

c=char (poly2sym(a,x));
j=char (poly2sym(b,x));
c=strrep(c,’/’,’./’);
c=strrep(c,’”’,’.");
c=strrep(c,’*’,’ .*’);
j=strrep(j,’/’,’./?);
j=strrep(j,’~’,’.77);
j=strrep(j,’*’,’ .%’);

Phi=inline(strcat(’ (*,c,’)./(’,3,’)?));

% vykresleni grafu hledané interpolacni funkce
plot(xi,fi,’ko’);

hold on;
x1=[-max(abs(xi))-1:0.001:max(abs(xi))+1];
plot(x1,Phi(x1),’k’, ’LineWidth’,1);

hold off;

Je zrejmé, ze hodnoty, kterych nabyvaji ¢ a k, musely byt upraveny, protoze
software Matlab indexuje pole a matice od pocatecniho indexu 1. Tedy i a k
nemohou nabyvat hodnot —1 ani 0, jak pozaduje ptivodni algoritmus metody

Nevillova typu. Proto byly hodnoty 7 a k upraveny.
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Priklad 3.5. Pomoci vysSe uvedeného m-souboru naleznéte v Matlabu racionalni
interpolac¢ni funkce zadanych hodnot.

1) Necht jsou déany hodnoty nésledujici tabulkou

i |0 1 2 3 4
|4 -2 0 2 3.
file 5 -1 5 3

V prikazovém okné Matlabu zadame:

xi=[-4 -2 0 2 3];
fi=[17/15 5/3 -1 5/3 5/4];
[a,b,Phil=nevill(xi,fi)

Stisknutim tlacitka Enter dostaneme

a = 1 0 1
b = 1 0 -1
Phi =

Inline function:

Phi(x) = (1+x.72)./(-1+x.72)

a graf funkce Phi spolu s body interpolace viz. obrazek 22.

10

Obrézek 22
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2) Necht jsou dany hodnoty néasledujici tabulkou

i |01 2 3
z; |0 1 2 3
L1054 1

V prikazovém okné Matlabu zadame:

xi=[0 1 2 3];
fi=[0 1/5 1/4 3/13];
[a,b,Phi]=nevill (xi,fi)

Stisknutim tlacitka Enter dostaneme

a = 1 0
b = 1 0 4
Phi =

Inline function:

Phi(x) = (x)./(x.72+4)

a graf funkce Phi spolu s body interpolace viz. obrazek 23.

0.8
0.6

0.4

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Obrazek 23
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3) Necht jsou dany hodnoty néasledujici tabulkou

il 0 1 23 4 5
| -3 -2 7 2 3 4
0 N N A S R

¢ 26 T 9 9 28 65

V prikazovém okné Matlabu zadame:

xi=[-3 -2 1/2 2 3 4];
fi=[-9/26 -4/7 2/9 4/9 9/28 16/65];
[a,b,Phil=nevill(xi,fi)

Stisknutim tlacitka Enter dostaneme

a = 1 0 0
b = 1 0 0 1
Phi =

Inline function:

Phi(x) = (x.72)./(x.73+1)

a graf funkce Phi spolu s body interpolace viz. obrazek 24.

Obrazek 24
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3.3 Vhodna volba uzli interpolace

V této kapitole bliZe rozebereme pfipad, kdy méame danu funkei f(z) slozitym
explicitnim vyjadienim a chceme ji interpolovat funkci ®*¥(z) s , jednodussim”
explicitnim vyjadienim. Abychom mohli interpola¢ni funkei funkee f(x) nalézt, je
tfeba zvolit uzly interpolace z; a dopocitat funkéni hodnoty funkce f(z) v téchto
bodech. Tim ziskdme hodnoty (x, f;), které budeme interpolovat a poté ziskame
hledanou interpolac¢ni funkci.

Pro zjednoduseni budeme v nasledujicim textu asymptotickym bodem na-
zyvat bod, v némz ma funkce f(z) asymptotu bez smérnice.

P1i volbé uzli interpolace se zamérime na to, aby graf vysledné interpolac¢ni
funkce ®**(x) mél asymptoty piiblizné ve stejnych bodech jako funkce f(x).
V tomto ptipadé predpokladédme, Ze zndme tyto asymptotické body funkce f(x).
Zabyvat se volbou uzli, kterd by zarucila co nejmensi chybu interpolace, by
bylo nad réamec této prace, nebot tuto chybu nelze tak jednoduse vyjadiit jako
napriklad v pfipadé polynomialni interpolace.

Na néasledujicim prikladé si ukazeme, jak bude vypadat vysledna interpolacni
funkce ®*¥(z) pii rizné volbé uzli interpolace. V tomto prikladé je explicitni

vyjadfeni funkce f(z) jesté relativné ,jednoduché”. Ve skutecnosti muze byt

vvvvvv

Priklad 3.6. Mé&jme danu funkci

207+ 1

f@) = ———.

sin

Necht jsou dany uzly interpolace:

J— ™ J— s T T

a) Ty =—%, Ty =-—3%, Ty=7%, T3=73

— s _ 1 _ 1 _ 7
C)To=—2, T =-2, Xy=—%, Tg=3% Ty=% XTg=2 Tg=2
0o— 2 11— 3 27 5 37 6 4 — 5 5 3> 6 — 9

Dopocitejte k nim prislusné funkeni hodnoty f;. Poté pomoci m-souborti
newton.m a nevill.m naleznéte koeficienty vyslednych interpolacnich funkci zis-

kanych témito metodami a porovnejte jejich grafy s grafem funkce f(z).
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Poznamenejme, Ze vSechny uzly interpolace jsou voleny v intervalu (—2, 2), nebot
se zaméiime na interpolaci funkce f(z) pouze na tomto intervalu.

V piikazovém okné Matlabu zadame nejdiive funkei f(x) takto

f=0(x) (2.*x.72+1)./sin(x)

a) Zvolime x; a vypocteme k nim f; napsanim

xi=[-pi/2 -pi/3 pi/4 pi/2];
fi=f(xi);

al) Nejprve nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Newtonova typu,

tj. m-souborem newton.m takto
[a,b]=newton(xi,fi)

a stisknutim tlacitka Enter dostaneme

1.0e+061 *
1.2856 4.4405 0.3765

1.0e+061 *
0.3806 1.1753

Vysledky interpretujeme tak, Ze napt. ¢islo 1.0e+061 * 1.2856 = 1.2856 * 105,
Na obrazku 25 je vysledna interpolacni funkce ziskané metodou Newtonova typu

a ¢arkované vykreslena funkce f(z).

a2) Nyni nalezneme koeficienty interpolacni funkce metodou Nevillova typu, tj.
m-souborem nevill.m zadanim

[a,b]l=nevill(xi,fi)

a stisknutim tlacitka Enter dostaneme

67



a =
1.0e+048 *
-1.0274 -0.0969
b =
1.0e+047 =
0.0326 -0.1039 -2.7995

Na obrazku 26 je vysledna interpola¢ni funkce ziskané metodou Nevillova typu a

¢arkované vykreslena funkce f(x).

Obrazek 26

Z obrazki 25 a 26 je ziejmé, ze pro tuto relativné nahodnou volbu uzli nebyla ani
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jednou metodou nalezena interpolacni funkce, kterd by meéla asymptotu v bodé

0 stejné jako funkce f(z).

b) Zvolime x; a vypo¢teme k nim f; napsanim

xi=[-pi/2 -1/5 1/5 pi/3];
fi=f(x1i);

b1) Nalezneme koeficienty interpolac¢ni funkce metodou Newtonova typu zadanim
[a,b]=newton(xi,fi)

a stisknutim Enter ziskdme

1.0e+062 *
2.5711 -0.4494 0.8014

1.0e+061 *
8.3166  -0.1653

Na obrazku 27 je vysledna interpolacni funkce ziskand metodou Newtonova typu

a Carkované vykreslena funkce f(x).

Obrazek 27
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b2) Nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Nevillova typu zadanim
[a,b]l=nevill(xi,fi)

a stisknutim Enter ziskdme

1.0e+050 *
4.1925 0.4974

(I

.0e+049 *
6.55614 4.5753 1.2804

Na obrazku 28 je vysledna interpolacni funkce ziskand metodou Newtonova typu

a ¢arkované vykreslena funkce f(z).

Obrazek 28

7 obrazkiu 27 a 28 je zfejmé, ze pro tuto volbu uzli metoda Nevillova typu
(obr.28) opét ,selhala”, tj. ignoruje asymptotu v bodé 0. Naopak interpolac¢ni
funkce ziskand metodou Newtonova typu (obr.27) jiz mé& asymptotu pfiblizné v
bodé 0 a na intervalu (0,1) je velmi ,podobna” funkci f(x).

V tomto pripadé byly uzly voleny tak, aby dva byly v blizkosti asymptotického

bodu 0 a dalsi dva potom ve vétsi vzdalenosti od né€j. Je ziejmé, ze metoda New-
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tonova typu na tuto zménu volby uzli kladné zareagovala.

¢) Zvolime z; a vypo¢teme k nim f; napsanim

xi=[-pi/2 -pi/3 -1/5 1/6 1/5 pi/3 pi/2];
fi=f(xi);

cl) Nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Newtonova typu zadanim
[a,b]=newton(xi,fi)
a stisknutim Enter ziskame

a =
1.0e+112 *
-0.0847 -9.4019 0.0151 -4.5314
b =
1.0e+112 *
0.6341 -0.0213 -4.5391 0.0013

Na obrazku 29 je vysledna interpolac¢ni funkce ziskand metodou Newtonova typu

a Carkované vykreslena funkce f(x).

Obrazek 29
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c2) Nalezneme koeficienty interpolacni funkce metodou Nevillova typu zadanim
[a,bl=nevill(xi,fi)
a stisknutim Enter ziskdme

a =
1.0e+070 *
-0.0215 -2.3838 0.0038 -1.1489
b =
1.0e+070 =*
0.1608 -0.0054  -1.1509 0.0003

Na obrazku 30 je vysledna interpolac¢ni funkce ziskand metodou Newtonova typu

a Carkované vykreslena funkce f(x).

Obrazek 30

Obrazky 29 a 30 ukazuji, Ze pomoci obou metod byly nalezeny interpolacni
funkce, jejichz grafy jsou velmi ,podobné” grafu funkce f(x). Tedy pro volbu
uzlt, kdy byly tii uzly zvoleny blizko asymptotického bodu 0 a zbyvajici rovno-
mérné ve vetsi vzdalenosti od néj, byly obé metody velmi tispésné.

%
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Shrnuti: V prikladé 3.6 byly riznymi zpisoby voleny uzly interpolace. Nejméné
se osvédéila ndhodné volba uzli a), kde nebyl zohledriovan asymptoticky bod 0.
V tomto pripadé jsme obéma metodami ziskali interpolac¢ni funkce, které nemély
asymptoty.

P1i volbé uzlt interpolace blize asymptotickému bodu viz. priklad 3.6 volba
b), byly vysledky jiz lepsi. P¥i volbé dvou uzli relativné blizko asymptotickému
bodu 0 méla interpolacni funkce ziskanad metodou Newtonova typu jiz asymptotu
pfiblizné v bodé 0. Metoda Nevillova typu nedodrzela monotonii funkce f(z) a
opét neméla asymptotu.

ProtoZe volba b) ptikladu 3.6 v pfipadé metody Nevillova typu ,selhala”, bylo
pii volbé c) zvoleno vice uzll relativné blizko asymptotickému bodu a byly pii-
dany i dalsi uzly pro vétsi presnost interpolace. Toto se ukazalo jako dobré feseni.
P1i této volbé uzlid byly grafy interpolacnich funkeci ziskanych obéma metodami
velmi ,podobné” grafu funkece f(x).

Z tohoto rozboru plyne, ze volba uzli blizko asymptotickych bodi funkce
f(z) je velmi dulezita, nebot ovliviiuje chovani vyslednych interpola¢nich funkei v
okoli téchto asymptotickych bodi, tj. touto volbou je mozné dosdhnout toho, aby
vysledné interpolacni funkce mély asymptoty ptiblizné nebo presné v asympto-
tickych bodech funkce f(z). Je zfejmé, ze v tomto pifipadé predpokladame, ze
asymptotické body funkce f(x) zname.

Volba zbylych uzli je ale také dilezita viz. obrazek 27. Na tomto obrazku je

vidét rozdil v chovani ziskané interpolaéni funkce na intervalech (-2,0) a (0,2). Je

s

jasné patrné, ze volba uzlu z; = % na intervalu (0,2) byla z hlediska podobnosti

grafu funkce f(x) a grafu vysledné interpolacni funkce vhodnéjsi nez volba uzlu

s

T, = —% na intervalu (-2,0).
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3.4 Porovnani metody Newtonova a Nevillova typu

V predchozich podkapitolach jsme si uvedli dvé metody pro feSeni nedege-
nerovanych tloh. Tyto metody jsou zcela odlisné ve zpiisobu vypoctu, ale také
ve tvaru vysledné interpola¢ni funkce. Kazda z téchto metod voli hodnoty 1 a
v jinak, viz. tabulka 3 a obrazek 19. Proto interpolac¢ni funkce zadanych hodnot
ziskana metodou Newtonova typu nemusi byt stejna jako funkce ziskand metodou
Nevillova typu. Otazkou tedy je, jestli néktera z téchto metod je ,efektivnéjsi”
a jestli by tedy bylo vhodné tuto metodu pfi reseni tilohy racionalni interpolace
preferovat. Zamétime se tedy na tvar vysledné interpolacni funkce u obou metod.
K tomuto porovnani vyuzijeme jiz sestrojenych m-souborii.

Nejprve se budeme zabyvat pripadem, kdy méame zadany pouze hodnoty
(x;, f;) pro Vi. Nésledujici pfiklady se budou zabyvat porovnanim obou metod

pravé pri tomto zadani tlohy.

Priklad 3.7. Mé&me dany hodnoty (z;, f;) néasledujici tabulkou

| -2 -1 3 4
13 2 16 .
fil=%5 -5 7 9

Pomoci m-souborti newton. a nevill.m naleznéte koeficienty vyslednych interpo-
la¢nich funkci ziskanych témito metodami a porovnejte jejich grafy.
V prikazovém okné Matlabu zadame hodnoty z; a f; takto

xi=[-2 -1 3 4];
fi=[-13/2 -2/3 16/7 5];

a) Nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Newtonova typu, tj.

m-souborem newton.m takto
[a,b]=newton(xi,fi)

a stisknutim tlacitka Enter dostaneme
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1.0e+021 *
0.5397 -0.6854 -1.1256

1.0e+020 *
2.2058 0.7130

Na obrazku 31 je vysledna interpolacni funkce ziskana metodou Newtonova typu.

b) Nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Nevillova typu, tj.

m-souborem nevill.m takto
[a,bl=nevill(xi,fi)
a stisknutim tlacitka Enter dostaneme

a:

-53090 -16090

7267 -19839 -82606

Na obrazku 32 je vysledna interpolac¢ni funkce ziskané metodou Newtonova typu.

30

20

@
A
@
|
N
-
w
IS
o

Obrazek 31
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Obrazek 32
Z obrazkt 31 a 32 je jasné€ patrné, ze grafy vyslednych interpola¢nich funkeci zis-
kanych obéma metodami jsou rizné a maji asymptoty v riznych bodech. Je zde
také patrny velky rozdil v hodnotach ziskanych koeficienti. Metoda Nevillova

typu dava koeficienty v podstatné nizsich fadech nez metoda Newtonova typu.

V piikladu 3.7 byly dény pouze ¢tyfi hodnoty (z;, f;). Podivejme se nyni na

nasledujici ptriklad, v které bude zadanych hodnot sedm.
Priklad 3.8. Mé&jme dany hodnoty (z;, f;) néasledujici tabulkou

z, |-6 -4 -3 0

, 19
i 2
fil3 -1 -3 2 3 4 -7°

Pomoci m-soubortt newton. a nevill.m naleznéte koeficienty vyslednych interpo-
la¢nich funkci ziskanych témito metodami a porovnejte jejich grafy.
V prikazovém okné Matlabu zadame hodnoty z; a f; takto

xi=[-6 -4 -3 0 1/2 2 5];
fi=[-3 -1 -3/2 -2 3 4 -7];

a) Nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Newtonova typu, tj.

m-souborem newton.m takto
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[a,b]l=newton(xi,fi)

a stisknutim tlacitka Enter dostaneme

a =
1.0e+034 *
-1.2437 -4.1269 4.7559  -4.0295
b =
1.0e+034 *
0.4049 0.5163 -6.2813 2.0147

b) Nalezneme koeficienty interpola¢ni funkce metodou Nevillova typu, tj.

m-souborem nevill.m takto
[a,b]l=nevill(xi,fi)

a stisknutim tlacitka Enter dostaneme

-1415667 -4697571 5413554 -4586688

460879 587663 -7149914 2293344

20

Obrazek 33
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Na obréazku 33 jsou vykresleny vysledné interpolacni funkce ziskané obéma me-
todami. Jejich grafy natolik splyvaji, Ze je od sebe na obrazku nerozezname,
tj. grafy téchto funkei jsou témér totozné. Pokud porovname koeficienty ziskané
obéma metodami, zjistime, ze metoda Newtonova typu opét dava koeficienty
vyssich fadd nez metoda Nevillova typu. Vzhledem k tomu, Ze obé interpolac¢ni
funkce maji témér stejné grafy a rozdil v fadech koeficientti je velmi vyrazny, jevi

se pouziti metody Nevillova typu jako vhodnéjsi. &

V prikladu 3.8 bylo déno vice hodnot (z;, f;) nez v prikladu 3.7 a grafy zis-
kanych interpolacnich funkei byly témér stejné. V dalsich prikladech, které jsem
fesila, byly grafy vyslednych interpolacnich funkci ziskanjch obéma metodami
velmi podobné, pokud bylo dano vice hodnot (z;, f;), tj. naptiklad Sest a vice,
ale presny pocet nelze jednoznacné urcit. Dale byly koeficienty ziskané metodou

Nevillova typu vzdy podstatné nizsi nez u metody Newtonova typu.

Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy znédme explicitni vyjadieni funkce
f(z) auzly interpolace volime. Opét porovname obé metody. K tomuto porovnani
vyuzijeme piikladu 3.6. VSimneme si volby c), kde byly uzly vhodné zvoleny
tak, ze interpolac¢ni funkce ziskané obéma metodami vhodné interpolovaly funkci
f(z), tj. obé mély asymptotu priblizné v bodé nula. Z obrazki 29 a 30 je ziejmé, ze
grafy obou ziskanych interpolac¢nich funkeci si byly hodné podobné, ale jejich koefi-
cienty se od sebe hodné lisily, tj. zatimco koeficienty ziskané metodou Nevillova
typu byly piiblizné v fddech 107, koeficienty ziskané metodou Newtonova typu
byly v fadech 10'!2. Toto je obrovsky rozdil vzhledem k tomu, Ze ob& ziskané
interpolac¢ni funkce mély velmi podobné grafy. Tedy pii vhodné volbé uzlu je jisté
vhodnéjsi pouzit metodu Nevillova typu, nebot koeficienty interpola¢ni funkce
ziskané touto metodou jsou podstatné mensi. K tomuto zavéru jsem dosla i pri

feSeni dalsich prikladii.

Shrnuti: Pii ,vétsim” poctu zadanych hodnot (z;, f;), pokud méme zadany

pouze tyto hodnoty, a pti vhodné volbé uzli, pokud mame déno explicitni vyja-
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dfeni f(z) a zndme asymptotické body funkce f(x), je vhodné&jsi pouzit metodu
Nevillova typu, nebot interpola¢ni funkce ji ziskand mé koeficienty podstatné
nizsich rada nez interpolac¢ni funkce ziskand metodou Newtonova typu a piitom
grafy obou téchto funkci si jsou velmi podobné.

Pokud méme déno ,méné” hodnot (x;, f;) nebo uzly interpolace nelze vhodné
zvolit, protoZze nezndme asymptoty funkce f(z), nelze jednozna¢né fici, ktera
metoda je vhodnéjsi. Resenim dalsich piikladt bylo pouze zjisténo, Ze i v téchto
pripadech dava metoda Nevillova typu koeficienty nizsich nebo priblizné stejnych
rad jako metoda Newtonova typu. To vSak neznamena, ze zde bude interpolacni
funkce ziskand metodou Nevillova typu vhodnéjsim feSenim zadané tlohy inter-

polace z hlediska asymptotickych bod nebo chyby interpolace.

Nyni se zaméfime na porovnani obou metod z hlediska ru¢niho vypoctu. V na-

sledujicim prikladé bude ukazano, ze ruc¢ni vypocet interpolac¢ni funkce metodou

déno tim, Ze vzorec pro vypocet Castecnych interpolacnich funkci T}, (z) v algo-
ritmu metody Nevillova typu je relativné slozity pro pocitani rucné.

Piiklad 3.9. Méjme dany hodnoty (z;, f;) nasledujici tabulkou

i o 1 2
z, -1 1 2.
AR

Naleznéte interpolacni funkci pro zadané hodnoty metodami Newtonova a Ne-

villova typu.

a) Nalezneme interpolac¢ni funkci metodou Newtonova typu. Nejdiive tedy vypoc-
teme potfebné inverzni diference. Vyuzijeme pfitom vypocti z prikladu 3.1, nebot
zadané hodnoty (x;, f;) jsou témér stejné, tj. dostavame

Pz, 1) = %a P(20, T5) = §7 o(xg, 1, 75) = 6.

Nyni dosadime ziskané hodnoty do vzorce (20) pro vypocet interpola¢ni funkce

dle Newtonovy metody, tj. dostavame
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+1 r+1 6r+6 dr+2
(I)l,l(x):_2_|_1x _1:_2+—2:_2+ = .
R —g”g T+ 2 T+ 2

b) Nalezneme interpola¢ni funkci metodou Nevillova typu. Tedy provedeme vy-

pocty Casteénych interpolacnich funkei 7}, (x) dle ndm znamého algoritmu.

242 20 — 2 20 — 2x + 2 2
Ty (z) =2+ = —94 - -
1 gc—i“}(l—g%g)—l —T T T
5 52 5 5(z—2)
Ta(@) = s+ 7t = 5+ e =
_—5x+30+5x—10__ 10
B —2(z — 6) - r—6
10 — - 2
Toy(z) = — 6 + 7610 2 -
X I_H 1_ x—6 T _1

10 (4o —4)(x —2) 42?—-220—-12 4o +2
=6 @+2@-06) (@-06@+2 w42

Interpolacni funkce je tedy tvaru ®'(z) = 22 tj. ma stejny tvar jako in-
terpolacni funkce ziskanad metodou Newtonova typu. Poznamenejme, Ze zapisy
vypoctl ¢astecnych interpolac¢nich funkei T}, (z) byly vyrazné zkraceny, tj. byly

zde zapsany pouze urcité mezikroky. &

V prikladu 3.9 bylo ukazano, Zze vypocet ¢astecnych interpolacnich funkeci
T,.(z) v pfipadé metody Nevillova typu je podstatné slozitéjsi nez vypocet in-
verznich diferenci a dosazeni do vzorce (20) pfi pouziti metody Newtonova typu.
Nésledujici priklad tuto hypotézu také potvrdi. Pfidame v ném hodnotu (x5, f5)
a vyuzijeme vypoctu z prikladu 3.9 k ziskani interpolacni funkce. Zamétime se
tedy na pripad, kdy jiz mame spoctenu interpolac¢ni funkci pro dané hodnoty a

chceme dalsi hodnotu pridat.
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Priklad 3.10. Mé&jme dany hodnoty (z;, f;) néasledujici tabulkou

i 0 1 2 3
|1 1 2 4.

5 17
fil-2 2 5 7

Naleznéte interpolacni funkci pro zadané hodnoty metodami Newtonova a Ne-

villova typu. Vyuzijte pfitom vypoctu z prikladu 3.9.

a) Nalezneme interpola¢ni funkci metodou Newtonova typu. Nejdiive tedy do-

pocteme potfebné inverzni diference.

Nyni dosadime ziskané hodnoty do vzorce (20) pro vypocet interpola¢ni funkce

dle Newtonovy metody, tj. dostavame

r+1 r+1 (x41)2
@1’1($):—2+ﬁ:—2+ﬁ:—2+72
2 T 62 2 T 2(z+1)

2

2422 +2x+1 _x2+1
x o

b) Nalezneme interpolac¢ni funkci metodou Nevillova typu. Tedy provedeme vipo-

¢ty zbylych ¢astecnych interpola¢nich funkei 7}, (x) dle ndm znadmého algoritmu.

17 _3 17 119(z — 4
T31($):—+ - 1725 = L:
4 i—j (1 _ T%E) 1 4 A(-Tr+43)
_ —1192 + 816 + 119z — 476 85
4(—Tx + 48) 7w —48
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85 10
85 Tx—48 + z—6

T _ — + p—
32(ZL’) Tx — 48 r—1 <1 _ ’7x87548+11706> -1
o —moa s
—152+30
_ 8 T a9 _
- —1 6x—12 -
Tr—48  =(1- ($—6)$(7a:—14)) -1
8 (—4Y(Tz-14) -—x-13
T —48 (T —48)(z —8) x -8
O - s 12
T) = =
3 r—8 $_+1<1_ *;:;3—4;:;>_1 22 — 6z —8
v—4 = +7%
Interpolaéni funkce je tedy tvaru ®1?(z) = =22 Opét byly zapisy vypocta

¢asteénych interpolacnich funkei 7T}, (x) vyrazné zkraceny. Napiiklad u vypoétu
funkce Tys(x) jsem uvedla pouze vysledek, nebof zapis vypoctu by byl prilis

dlouhy a neni pro nas az tak dulezity. &

V piikladu 3.10 bylo ukézano, Ze pokud ptidame dalsi hodnotu (z;, f;) k hod-
notam, pro které byla jiz interpolacni funkce ziskana urcitou metodou, nemusime
pocitat znovu od zacatku, ale mizeme vyuzit jiz ziskanych vypoctia. Toto plati
pro obé metody. V piipadé metody Newtonova typu dopocitame potiebné in-
verzni diference a dosadime do vzorce (20), tj. tento vypocet jiz musime provést
cely znovu. U metody Nevillova typu pouze dopocitame chybéjici ¢astecné inter-
polac¢ni funkce a tim ziskame vyslednou interpolacni funkci. OvSem tento vypocet

vvvvvv

typu.

Uvazujme dale ptripad, kdy nepotiebujeme znat predpis interpolacni funkce, ale
chceme pouze spocitat jeji funkéni hodnotu v bodé riizném od uzlu. Postup vy-
poctu si ukdzeme v nasledujicim prikladu 3.11. Vsimneme si, ze v tomto prikladu
jsou zadany stejné hodnoty (x;, f;) jako v piikladu 3.9, kde interpola¢ni funkce
ziskané obéma metodami byly stejné. Méla by nam tudiz vyjit stejna funkcéni
hodnota v zadaném bodé rizném od uzlu. Obecné toto vsak neplati, protoze in-

terpolacni funkce ziskané obéma metodami mohou byt riizné. Pro porovnani obou
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metod je ale tato volba vhodné. Ukaze se, ze vypocet provedeny metodou New-
tonova typu je vyrazné kratsi a jednodussi nez vypocet pomoci metody Nevillova

typu.

Priklad 3.11. Mé&me dany hodnoty (z;, f;) néasledujici tabulkou

i ]lo 1 2
z, | -1 1 2.
fil2 2 3

Vypoctéte hodnotu interpolac¢ni funkce v bodé x = 3, je-li tato funkce dana pred-

chozi tabulkou.

a) K vypoétu pouzijeme metodu Newtonova typu. P¥i dosazovani do vzorce (20)
vyuzijeme jiz spoctenych inverznich diferenci z prikladu 3.9. Postupujeme stejné

jako pfi vypoctu interpolacni funkce s tim rozdilem, Ze dosadime x = 3, t;j.

3+1 4 —-104+24 14
1,1 _ _ _ _
P (3)——2+W——2+?62—T—€.

Ziskdvame tedy vysledek ®!(3) = .
b) K vypoétu pouzijeme metodu Nevillova typu. Postupujeme obdobné jako
v predchozim pripadé, tj. jako bychom chtéli ziskat interpolac¢ni funkce, ale do-

sadime x = 3.

@) =2+ %(12+22+T2) [ =27 =5 =3
5 52 _5 3 _5 5 _ 5,5 _ 10
T21(3)—§+ “<2252)1 5—}—2(172%)71 —§+ 10—2275 _§+6—?
3—-2 2
2
Tp(3) =10 4 =i _l0, 3 08 _ 42 _ 14
22(9) = 3 ﬂ(l_%_a_l T8 A T3 15 155
32 o,
Ziskévame tedy vysledek ®11(3) = Th,(3) = X O
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Shrnuti: Pro ru¢ni vypocet interpolacni funkce se vice hodi metoda Newtonova
typu a to i v ptipadé, ze pouze chceme ptidat dalsi hodnotu (z;, f;). Je to zptl-
sobeno relativné slozitym vzorcem pro vypocet castecnych interpolac¢nich funkci
v metodé Nevillova typu. Pouziti metody Newtonova typu je vhodnéjsi i v pri-
padé, Ze nas nezajima tvar vysledné interpolacni funkce, ale chceme pouze znat

jeji funkéni hodnotu v bodé riizném od x; pro Vi. Toto plati opét ze stejného

diivodu, tj. slozitost vzorce v metodé Nevillova typu.
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Zavér

Cilem této prace bylo nastudovat tlohu interpolace racionalnimi funkcemi a
jejl Teseni, dale pak sestavit vlastni programy v Matlabu a doplnit text vlast-
nimi ptiklady. Dle mého nazoru bylo tohoto cile dosazeno. Byla definovana tloha
racionalni interpolace a byly prezentovany i riizné zptiisoby jejiho feseni. Tyto me-
tody Teseni byly doplnény o mé vlastni priklady nejprve rucné fesené a poté byly
pridany také m-soubory vytvorené v Matlabu. Vyskytl se zde problém v podobé
nepripustnych bodt. To jsou body, které pri feseni tlohy racionalni interpolace
jsou vynechany a vysledna interpolac¢ni racionalni funkce ziskana vypoctem jimi
neprochézi. Proto jsem pii zkoumani metod Newtonova a Nevillova typu predpo-
kladala, ze v zadani tlohy nejsou nepiipustné body obsazeny, tj. iloha racionalni
interpolace je nedegenerovana. Udinila jsem tak proto, nebot zabyvat se tématem
volby uzlti, ktera by zamezila tomu, aby v zadani byly obsazeny nepiipustné body,
by bylo velmi slozité. Navic pri testovani metod bylo zjisténo viz. podkapitola o
vhodné volbé uzli a také dalsi priklady ruc¢né i softwarem fesené, ze situace, pii
které je v zadani obsazen nepripustny bod resp. nepripustné body, nastava velmi
ziidka.

P1i psani této prace jsem ziskala spoustu novych znalosti a zkusenosti. Naucila
jsem se, jak je definovana tloha racionalni interpolace a jak tuto tulohu fesit
riznymi metodami. Tyto metody jsem mezi sebou v ramci moznosti i ¢astecné
porovnala. Zabyvala jsem se i vhodnou volbou uzlt interpolace, coz byla velmi
zajimava zkuSenost. Také jsem se zlepsila v praci s matematickym softwarem

Matlab a typografickym softwarem TEX.
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