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Uvod

K vysetteni zavislosti mezi vysvétlujici a vysvétlovanou proménnou se nejcas-
téji pouzivaji linedrni modely, které jsou oblibené diky své jednoduché interpretaci
a explicitnim vztahum pro odhadované parametry. Ve skutecnosti se ale malokdy
setkavame s typickou linearni zavislosti a téz chyby modelu ¢asto nejsou normalné
rozdéleny. Proto je lepsi v takovych pripadech pouzit obecnéjsi modely. Ukolem
této prace je tedy popsat metody, které nejsou zalozeny na linearité, zejména pak
metodu GAM, neboli zobecnény aditivni model.

V prvni kapitole se seznamime se splajnovou aproximaci a splajny samotnymi,
které jsou zakladnimi kameny GAM a jsou tedy potiebné k jejich definovani.
V dalsi kapitole si pripomeneme zaklady z regresni analyzy, které by mél znat
kazdy, ktery prosel zakladnim kurzem matematické statistiky. I kdyz se tedy
jednd o pojmy znamé, jejich uvedeni je nezbytné pro ucelenost prace a jeji
prehlednost. V této kapitole ptfipomeneme i logistickou regresi, ktera je zaroven
nejjednodussim piikladem GLM (zobecnéného linedrniho modelu), takze ply-
nule pfejdeme k posledni teoretické kapitole. Ta popisuje nelinearni regresi, jez
parametricky modeluje nelinearni zavislost mezi vysvétlujici a vysvétlovanou
proménou. Klicovy je zde popis modelu GAM, u kterého si uvedeme i algorit-
mus pro odhad parametri v tomto modelu.

V zavéreéné kapitole je popsana aplikace GAM na konkrétnich piikladech,
které jsou teSené ve statistickém programu R. V tomto programu jsem zaroven
provadéla vSechny vypocty a tvortila i vSechny obrazky, které jsou doplnény v mé
praci. Tato ¢ast obsahuje tti ptriklady, prvni je vlastni a vysledky dalSich dvou

jsou prevzaté z literatury.



1 Metody rozsirujici bazi

Pii tvorbé této kapitoly jsem cerpala hlavné z [5], [3], [10]. Hlavni myslenka
spoc¢iva v tom, ze vstupni p-rozmérnou proménou X = (21, ..., z,)" pomoci trans-
formaci dale rozsitujeme nebo nahrazujeme tak, abychom v novém prostoru mohli
uzit standartn{ linedrn{ regresn{ model. Necht h,,(x) : R, — R je m-t4 transfor-

mace X, kde m = 1,..., M. Linearni rozsiteni baze v x se modeluje takto:

(%) = St Bl (%)
Piiklady pro rozsiteni baze:

e hy,(x)==x, m=1,...,p ...popisuje vicendsobny regresni model,

o h,(x)=a7 ... kvadratickd transformace,

o hp,(x)=In(z;) ...nelinedrni transformace,

o hy(x)=I(Ly <z, < Uy) ...indikdtorova funkce vede k modelim s kon-
stantnim ptispévkem pro xp v intervalu [L,,,U,,) resp. po ¢astech kon-

stantnim v piipadé, ze bude definovano vice se neprekryvajicich oblasti.

1.1 Interpolace pomoci splajni

[ kdyz se diky své jednoduchosti a relativné rychlé konstrukei pro popis vztahu
mezi vysvétlujici a vysvétlovanou proménnou (resp. proménnymi) nejvice pouziva
linearni regrese, nékdy je potieba ptresnéjsiho popisu, kterého lze dosahnout diky
splajnum.

Nézev splajn pochézi od specidlniho pruzného kiivitka, které se pouzivalo pri
konstrukei trupu lodi a pozdéji letadel. Je to 1zka ohebnd tyc, ktera se zavazim
zafixuje v urcitych bodech a svou vlastni pruznosti se prohne tak, ze vytvori
krivku takového tvaru, ktery vyhovuje konstruktérum. Jeji tvar je mozno pak
jesté regulovat pomocnymi zavazimi.

Kdybychom tedy chtéli splajn popsat jednoduchou matematickou formulaci,
tak splajn je kfivka, ktera vznikne spojenim vice na sebe navazujicich poly-

nomu. Diky své jednoduchosti jsou tedy polynomy stavebnim kamenem pro tyto

8



splajny. Zakladatelem matematické teorie splajnu byl rumunsko-americky mate-
matik Isaac Jacob Schoenberg (1903-1990).
Nejdiive popiseme strukturu splajnovych funkei a pak si ptiblizime obvykly

systém pouzivany pro jejich konstrukei, a to B-splajnovy systém.

Obrazek 1: Po ¢astech konstantni polynom (zelené)

Prvnim krokem k definici splajnu je rozdéleni intervalu, pres ktery je funkce
aproximovana, do k 4+ 1 podintervalu, rozdélené hodnotami &;,7 = 1, ...k, které
se nazyvaji uzly. Na obrazku 1 vidime, ze dva uzly rozdéluji interval do tii pod-
intervalu. Ptes kazdy interval (—oo,&1), [€1,&2), - - [Ek—1, k), [€k, 00) je definovan
polynom stupné nejvyse M. Po c¢astech konstantni funkce jsou nejjednodussi
slozené polynomy. Slozené polynomy stupné M = 1,2,3 se postupné nazyvaji
slozené linearni, kvadratické a kubické polynomy. Stupném polynomu se mysli
jeho nejvyssi mocnina a je tedy o jedno mensi nez fad, ¢imz se mysli pocet kon-
stant potfebnych k jeho definovani. K urceni slozeného polynomu stupné M s k
uzly &, ..., & potiebujeme (M +1)(k+ 1) nezndmych parametri, protoze mame
dohromady k 4 1 polynomu a kazdy méa M + 1 koeficientu. Napiiklad tedy na
obrazku 3 jsou 3 polynomy stupné 1, to znamend, ze v tomto piipadé mame

3 X 2 = 6 neznamych parametru.



Obréazky 1-5 ukazuji funkei sinus (modre) a k ni vytvorend simulovana data.
Na obrazku 1 se na kazdém podintervalu data aproximuji konstantni funkci a je-

jich bazové funkce maji tento tvar:
hi(z) = I(z < &), ho(z) = I(§ <z < &), hy(z) = I(§2 < ).

Vidime, ze metodou nejmensich ¢tvercu, kterou si z duvodu nasledné lepsi
navaznosti podrobné popisSeme az v dalsi kapitole, je pro model
flz) = Zizl Bmhm(x) vysledkem odhadu parametru aritmeticky prumeér

Bm = 9, hodnot y v kazdém podintervalu.
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Obrazek 2: Po ¢astech linedrni nespojita funkce (zelené)

Kdyz pokroc¢ime dale k obrazku 2, vidime, ze daty je prolozena po ¢astech
linearni funkce. To stejné je i na obrazku 3, s tim rozdilem, Ze je zde navic
podminka, a to takova, ze polynomy musi byt v uzlech spojité. To znamena,
ze funkéni hodnoty téchto polynomu se musi v bodé jejich spojeni rovnat. Tato
omezeni vedou k omezenim tykajicim se odhadu parametru. Napiiklad pokud se
u prvniho uzlu pozaduje, aby f(£7) = f(&), znamena to, Ze plati 3 + &84 =
B + &1P5. Tim padem se snizuje pocet parametru o jeden, tedy u dvou uzlu,

které tu mame o dva. Pak z puvodnich Sesti volnych parametru nam zbyvaji
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Obrazek 3: Po ¢édstech linedrni spojita funkce (zelené)

pouze ¢tyti, o kterych uvazujeme jako ostupnich volnosti.

V praxi pozadujeme, aby derivace az do fadu M —1 byly v uzlech také spojité.
To muzeme vidét na kubickém splajnu (tetiho stupné) na obrazku 5. Césteéné
polynomy, které jsou celkem tii, jsou kvadratické, tedy maji 4 koeficienty, coz
dava 3 x 4 = 12 koeficientu celkem. Nicméné od nich musime jesté odecist 6,
protoze v kazdém uzlu jsou 3 omezeni (funkéni hodnoty, prvni a druhd derivace
jsou spojité) a mame dva uzly. Takze jsme dostali 12— 3 x 2 = 6 stupnu volnosti.

Pravidlo je jednoduché: Celkovy pocet stupnu volnosti se rovna poctu kon-
stant polynomu (¥4d polynomu) plus pocet uzla, tedy M + 1 + k.

Kdyz zde nejsou uzly, splajn se znovu stava jednoduchym polynomem.

Jak si muzeme povsimnout, kdyz porovname obrazky 1, 2, 3 a 4, 5, vidime, ze
pri zvySovani stupné se nam zlepsuje aproximace dat. Kdybychom ve skutecnosti
zvysili stupen na Ctyfi nebo vice, tak by to nevedlo k lepsim vysledkum. Nejen
z tohoto duvodu, ale i diky svym pocetnim vyhodam, jsou také kubické splajny
nejpouzivanéjsi.

Na obrazcich 4 a 5 vidime slozené kubické polynomy. Na prvnim z nich je
funkce v uzlech nespojita, pak by nasledovala funkce, ktera by byla spojita, po

ni funkce se spojitou prvni derivaci a funkeci kterda ma spojitou i druhou derivaci
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Obrazek 4: Po c¢astech kvadratickd nespojitda funkce (zelené)

vidime na obrazku 5, kde uz jde vlastné o kubicky splajn. Poznamenejme, ze
oblibenym typem kubickych splajnu jsou prirozené splajny, vyuzivajici podminky,
aby byla funkce v krajnich bodech intervalu linedrni (tedy nulova druhd derivace).
Toho dosdhneme za cenu ¢tyt stupiu volnosti (dvou na kazdém konci).

Jesté jednou si tedy shrneme, ze splajn stupné M s uzly &,@ = 1,...,k je
slozeny polynom stupné M a ma spojitou derivaci az do stupné M — 1. Bazové

funkce splajnu jsou dany rovnicemi:

hi(x) =271, j=1,...,M+1,
ha(z) = (=&)Y, 1=1,.. k&

Potom plati: Pocet bazovych funkci = pocet parametru (=df, tj. stupnu vol-
nosti).

U kubickych splajnu (M = 3) méame tyto nésledujici bazové funkce:

hi(z) =1, hs(z) = 22, hs(z) = (z — &)3,
ha(z) =z, ha(z) = °, he(z) = (x — &)



Obréazek 5: Po ¢astech kvadratickd spojita funkce (zelené)

Pfedem musime mit urceny tedy tyto parametry:
e stupen splajnu M,
e pocet uzlu,

e pozice uzlu: urcené uzivatelem, mohou byt ekvidistantni ¢i 1épe napt. na
percentilech z-ovych hodnot (pro k = 3 by se jednalo o doln{ kvartil, median

a horni kvartil).

1.2 Bazové splajny (B-splajny)

Vyse popsané splajnové baze nejsou v praxi tolik numericky uzivané, narozdil
od B-splajnu, které jsou numericky vhodnéj$i a poskytuji ekvivalentni formu
znazornéni baze. Systém B-splajnu byl vyvinut americkym matematikem Car-
lem de Boorem (narozen 1937). Za timto tc¢elem uréime systém béazovych funkei

or(t),r =1,..., R, ktery bude mit nasledujici vlastnosti:

e kazdd béazovéa funkce ¢,(t) je sama o sobé splajnovou funkei definovand

stupném M a posloupnosti uzlu &,2=1,...,k;
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e vzhledem k tomu, ze nasobek splajnové funkce je opét splajnova funkce
a soucet a rozdil splajnu jsou také splajny, tak kazdd linearni kombinace

téchto bazovych funkcei je splajnova funkce;

e kazda splajnova funkce definovand stupném M s uzly &,7=1,...,k muze

byt vyjadiena jako linearni kombinace téchto bazovych funkei.

Obrazek 6 ukazuje tiinact B-splajnovych funkei tfetiho stupné definovanych
deviti rovnomérné rozlozenymi uzly, které jsou na obrazku znézornény svislymi
prerusovanymi carami. VSimnéme si, ze kazda ze sedmi bazovych funkei ve stiedu
je kladna nad ¢tyimi ptiléhajicimi podintervaly. Protoze kubické splajny maji dvé
spojité derivace, kazda bazova funkce umoznuje hladky piechod do oblastikde
jsou nulové. Tyto stiedové bazové splajny maji stejny tvar kvuli stejnému rozmis-
téni uzli; naopak nerovnomérné rozmisténi uzlu by ndam vytvotilo splajny lisici

se svym tvarem.
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Obrazek 6: B-splajnové funkce tretiho stupné

Tii levé bazové funkce a jejich tii pravé protéjsky se lisi tvarem, ale jsou
nicméné opét kladné nejvyse nad ¢tyfmi priléhajicimi podintervaly. Je to vlast-
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nost kompaktniho nosice, ktera spociva v tom, ze B-splajnova funkce tadu M
je kladnd nejvyse nad M + 1 sousednimi podintervaly. Jeji vyznam spociva
v efektivnim vypoctu. Protoze kdyz mame R B-splajnovych funkci, pak matice
skalarniho souc¢inu téchto funkci fadu R, ktera se za timto ucelem vyuziva, bude
mit pouze M vedlejsich ihlopticek umisténych nad a pod hlavni diagonalou, které
obsahuji nenulové hodnoty. To znamena, ze pro vypocetni efektivitu nezalezi na
tom, jak velké je R, ¢ehoz se v praxi hojné vyuziva.

Vidime, ze na obrazku 6 jsou tfi bazové funkce nalevo a napravo rozdilné.
Je to z toho duvodu, ze kdyz prechazime od okraju do sttedu, prechody splajnu
do nulové oblasti maji vzdy spojité druhé derivace, tedy jsou hladké. Na druhou
stranu ptrechod ze stredu do kraju se u tif krajnich splajnu lisi. Splajn nejvice
nalevo je nespojity, dalsi je jen spojity a tfeti ma spojitou prvni derivaci. Je to
logické, protoze vétsinou nemame piehled o tom, co se déje za hranicemi nasich
dat (napf. véetné vyskytu nespojitosti), takze to muzeme jen predpovidat.

Zapis B,.(z, ) znaci hodnotu B-splajnové funkce definované posloupnosti uzlu
¢ v bodé z. Index r oznacuje nejvétsi uzel v x nebo bezprostiedné vlevo od x.
V souladu s timto zapisem je splajnova funkce S(x) s diskrétnimi vnitinimi uzly

definovana jako:
M+1+k

Sx)= Y B(x.9).

r=1

Ted uz si jen staci urcit, kam umistit uzly £. Jak jiz bylo zminéno diive,
pokud mame rovnomérné rozlozena data, muzeme udrzovat rovnost rozestupu.
Pokud jsou data nerovnomeérnd, je vhodné uzly umistit na j-ty datovy bod, kde j
je pfedem stanovené, tedy na kvantilech z rozdéleni x-ovych hodnot. Specidlnim
pripadem jsou hladké splajny, u kterych jsou uzly umisténé v kazdé hodnoté

argumentu.
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2 Regresni analyza

Jak uz bylo fe¢eno v uvodu, regresni analyza je metoda, kterd studuje vzajem-
né zavislosti mezi jednotlivymi proménnymi. Jejim dalsim cilem je predikce hod-
not jedné zavislé proménné, za predpokladu, ze jiz zndme hodnoty nékolika
jinych nezavislych proménnych. V dalsim se zaméiime predevSim na prvni z na-
znacenych tkolu. V této ¢asti, pro kterou bylo ¢erpdno z [1], [0], [7], [12], si tak
popiseme a definujeme regresni model, odhad regresnich koeficientii pomoci me-
tody nejmensich ¢tvercu a zminime téz specidlni logistickou regresi, ktera nam
poslouzi v nadchazejici kapitole.

Regresni funkce je definovana jako podminénd stredni hodnota urcité nahodné
veliciny vzhledem k ruznym hodnotam nezavisle proménnych, které jsou ty-
picky nendhodné. V nejjednodussim piipadé (piimkové regrese) se jedné o jednu

nezavisle proménnou, ktera je linearni funkci parametru,

Regresni model muzeme obecné pro dvojice pozorovani nezavisle a zavisle

proménné (z;,y;) uvazovat ve tvaru
Y, =g(z;,8)+€,i=1,2,..,n,

kde g(z, B) je néjakd hladka funkce. Nahodné odchylky od idedlni regresni zavislo-
sti souhrné oznacujeme €; a bereme je za rusivou slozku, Sum neboli chybu. Vektor
B = (Bo, b1, --.. Bp)" je vektor regresnich parametru (koeficienti).

Pro popis struktury dat neboli vysvétleni dat chceme odhadnout neznamé
parametry 3, coz se v pripadé linearni funkce parametria provadi pomoci metody

nejmensich ¢tvercu. Vysledny odhad zna¢ime nasledné B

2.1 Linearni regresni modely

Linearni zjednoduseni (tzn. vyjadieni regresni funkce jako linedrni funkce pa-

rametru) je velmi oblibené predevsim pii vétsim poctu vysvétlujicich proménnych.
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V tomto modelu se predpokladéd souctovy vliv vSech ¢initelu a regresni funkce je

tak v nasledujicim tvaru:

EY (1,72, ..., 2p)) = Bo + Brx1 + Baza + ... + By

nebo

p
Yi=fo+ injﬁj +e,0=1,2,....n,
j=1

kde 3y je absolutni clen a f, ..., 3, jsou tzv. diléi regresni koeficienty. Souhrnné
casto hovotime o vicenasobné regresi.
Model regresni pirimky
E(Y|z) = fo + bi

nebo

}/; = 50+61xi+6i7i - 1a27"'7n7

maticovée Y = X3 + € pro

Y 1z €1

Y=|: [.X=]: ,ﬁ=<§°),e= L
Yn 1z, ' €n

je pak specidlnim piipadem pro jednu vysvétlujici proménnou. Pritom €;,7 =
1,...,n je posloupnost nekorelovanych ndhodnych velic¢in s nulovou stfedni hod-
notou a koneénym kladnym rozptylem o2, tj. E(¢;) = 0 a var(e;) = o . Za icelem
statistické inference (intervaly spolehlivosti, testovani hypotéz) pak navic ¢asto
predpokladame, Ze veli¢iny ¢; maji stejné, a to normélni rozdéleni.

V tomto modelu Ize linearitu chapat z hlediska neznamych koeficienti regresni
funkce. Casto se ale vyuzivaji i regresni modely, které jsou linedrn{ z hlediska vsech
kvadraticky regresni model, ktery je v pripadé jedné vysvétlujici proménné ve
tvaru:

E(Y|z) = Bo + Bix + Baz”.
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2.2 Metoda nejmensich ¢tverca

U primkové regrese a analogicky nasledné i u vicendsobné regrese ¢i obecné re-
gresni funkce odhady g, 51 neznamych parametru 3y, 5 uré¢ime metodou nejmen-

ich ¢tvercu, kterou si definujeme.

Definice 2.1. Ndhodné veli¢iny BO, Bl, které pro dané Yi,...Y, minimalizuji

vyraz

n

S(Bo, 1) = Z(Yz —Bo — ﬁlxi>2a

i=1

nazyvame odhady parametru [y, f; uré¢ené metodou nejmensich ctvercu.

Jinak fec¢eno, touto metodou pozadujeme, aby soucet ¢tvercu odchylek pozo-
rovanych hodnot Y; a odhadnutych hodnot Sy + S12; byl minimélni. S vyuzitim
diferencialniho poctu tedy provedeme parcialni derivaci tohoto vyrazu podle obou
koeficientu a vysledky polozime rovny nule, tak dostaneme stacionarni body.
Vzniklé soustavé rovnic se ¢asto iika normélni rovnice, které maji v maticovém

zapise tvar
(X'X)3=X"Y.
Ty maji jediné Teseni
B =(X'X)'X'Y,

které je soucasné bodem minima funkce S(5y, £1).

Nevyhoda metody nejmensich ¢tvercu spoéiva v citlivosti na mozné odlehld
pozorovani ve vysveétlovanych i vysvétlujicich proménnych.

Rezidua neboli chyby vyrovnani hodnot jsou dany jako rozdil e; = Y; — Y.

Rezidua e; lze povazovat za odhady hodnot rusivé slozky €;. Veli¢ina

RSS =Y ¢ = 3 (- Vi
=1

=1

se nazyva rezidualni soucet ¢tvercu. Pro odhady B regresnich koeficientu 3 plati,

ze minimalizuji RSS.
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Potize pti vypoctech a zhorseni kvality odhadu (kvuli velkému rozptylu od-
hadt koeficientu regresni funkce) mohou nastat v ptipadé, ze matice X'X je re-
guldrni a tedy existuje (X’X)™!, ale je tzv. §patné podminénd, tj. je na , pokraji
singularity. To znamend, ze sloupce X jsou ,témeér“ linedrné zavislé a mluvime
pak o problému kolinearity. Pro jeho eliminaci nam poslouzi hiebenova regrese,
pii které se k diagonale matice X'X pficte m-nasobek jednotkové matice B =
(X'X) + mI)"'X"Y. S rustem konstanty m klesé kolinearita a rozptyl odhad-

nutych koeficientu se blizi nule; vhodnou volbou m se zabyva napt. [13].

2.3 Logisticka regrese

Doposud jsme predpokladali, ze jak vysvétlovana, tak vysvétlujici velicina
jsou spojité, ale setkavame se i s proménnymi, které jsou diskrétni povahy. Nize
uvedeny model, predstavujici nejjednodussi piipad tzv. zobecnénych linearnich
modelu, nam pak bude inspiraci pro uvahy v néasledujici kapitole.

Uvazujeme tedy alternativni znak Y na n statistickych jednotkach. Nezavislé
veliciny Yi,...,Y, s alternativnim rozdélenim s parametry p;,7i = 1,...,n popi-

suji hodnoty znaku Y. Plati
PYi=0)=1-p;, PYi=1)=p; EY)=p; var(¥i)=pi(l—p).

Regresni zavislost bude ve tvaru tzv. logistické funkce

ePotPrim
pi =EY;) = W7 z; =0,1.
Odtud lze vyjadrit
1
I —p

1 4+ ePotPuzy’
diky ¢emuz muzeme z logistické funkce vytvorit funkci novou, kterd se nazyva
Sance a porovnava pravdépodobnosti realizace Y; v jednic¢ce a nule (nastoupeni

a nenastoupeni jevu). Sance ma tvar

=

Di _ eﬁo—i—ﬁll‘i — P( i — 1)
(1—pi) P(Y; =0)
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Zlogaritmovanim Sance dostavame opét novou funkci, kterd se nazyva logit
a v dalsi kapitole, kterd se bude tykat i zobecnénych linearnich modelu, ndm tato
funkce bude predstavovat tzv. spojovaci funkci. Spojovaci funkce urcuje vztah

mezi vysvétlovanou proménnou a regresni funkei. Logit ma tvar

logit(p;) = In ( bi ) = By + Bix;.
1 —p;

Obecnéji pro vice vysvétlujich velicin se d4 logit napsat jako

In (%) = Bo + Bix1 + Boxo + ... + Bpxp,

kde p znaci analogicy jako diive pravdépodobnost, ze ocekdvany jev nastane

a muze byt popsan nasledovné

_ exp(Bo + i1 + Boxa + ... + Bpxp)
1 + exp(ﬁo + 511’1 + BQZEQ + ...+ Bpxp) '

Poznamenejme, ze v kontextu dalsiho textu si p oznacime jako p(x).
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3 Zobecnény aditivni model - GAM

V této kapitole si popiSeme vyhlazujici splajny, které jsou zakladem pro od-
had parametru u GAM. Déle si popiseme, jak se od zobecnéného linearniho mo-
delu dostaneme k zobecnénému aditivnimu modelu a naznacime, jak funguje tzv.
backfitting algoritmus pro odhad parametru v modelu GAM. Pro sepséni této
kapitoly jsem cerpala z [3], [5], [9].

3.1 Vyhlazujici splajny

Vyhlazujici splajny predstavuji urcity ,,vyhlazovator® jako uziteény nastroj,
ktery nam shrnuje trend zavislé proménné Y jako funkce jedné nebo vice nezavis-
lych proménnych x4, ..., z,. Diky nému nésledné budeme schopni lépe analyzovat
vztah mezi Y a vysvétlujicimi proménnymi.

Nejdulezitéjsi vlastnosti je jeho neparametricka podoba. Coz znamend, ze
hladka funkce je také neparametricka, takze nemusi mit pevnou podobu. To nam
umozni aproximaci se souctem funkci a ne pouze jednou funkci, coz jak uvidime
dale, bude nejveétsi rozdil od GLM.

Kubicky vyhlazujici splajn je takové funkce, kterd ze vsech funkei f(x), které
maji spojitou druhou derivaci, minimalizuje ,,penalizovany“ rezidualni soucet

¢tvercu pro n-tici pozorovani hodnot zavislé a nezavislé proménné (x;,y;)

PRSS(f. ) Z{yz flay [ (7o, )

kde A je pevné zvolena konstanta. Prvni ¢len ndm ptredstavuje metodu nejmensich
¢tverci, takze pouze s touto casti bychom dostali ,,aproximacéni® kiivku, ktera
by nebyla viibec hladka. Tento ¢len ndm zarucuje co nejlepsi prizpusobeni neboli
tésnost k dattiim, zatimco druhy ¢len ,,penalizuje zaktiveni funkce. Integral u to-
hoto ¢lenu méii krivost funkce, takze linearni funkce by meéla hodnotu integralu
nulovou, zatimco nelinearni funkce by méla nenulovou hodnotu.

Volba vyhlazujicitho parametru A, tak predstavuje kompromis mezi presnosti

aproximace dat a krivosti funkce. Mame zde dva krajni ptipady:
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e A = 0: penalizace se stava nedulezitou, takze dostaneme funkci, ktera

prochézi daty;

e )\ = 00 : role penalizovaného vyrazu je klicova, takze vysledkem je linearni

funkce, neboli ptimka uréend metodou nejmensich ¢tvercu.

Vétsi hodnoty A nam davaji vyhlazenéjsi kiivku, zatimco s mensimi hodno-

VVVVVV

Jako feSeni dostanu ptirozeny splajn, ktery muzeme popsat téz takto,

f(z) = Z N;(x)8;,

7j=1
kde N; jsou prvky R-dimenziondlni mnoziny bazovych funkei, které reprezentuji
ptirozené splajny. Vztah (1) ze zacatku kapitoly tedy muzeme maticové napsat
jako
PRSS(0,\) = (y — NO) (y — NO) + M0 Qn0
s tim, ze {N},; = Nj(z;) a {Qn};, = [ Nj(t)N,(t)dt. Vysledek ziskdme zo-

becnénim hiebenové regrese
6 = (N'N +\Qy) 'N'y.

Vysledny vyhlazujici splajn pak ziskame jako

3.1.1 Vybér vyhlazujiciho parametru

Zatim jsme si netekli, jak se voli parametr A ve vyhlazujicich splajnech. Zde se
vyuziva techniky kiizové validace. Tato kiizova validace je pocitana softwarem,
proto si zde jen priblizné vysvétlime, jaky je zakladni princip.

Ktizova validace spociva v tom, ze nase datova mnozina, kterou mame k dis-

pozici, se rozdéli na nékolik podmnozin. Z nich se vybere jedna, ktera se nazyva
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trénovaci mnozinou a zbytek jsou testovaci mnoziny. Pomoci trénovaci mnoziny
se ,,natrénuje“ model, potazmo jeho parametry, a pomoci testovaci mnoziny tes-
tujeme presnost a vykonnost tohoto modelu. Tento proces se nékolikrat opakuje,
pokazdé s jinym vybérem trénovaci a testovacich mnozin.

Kiizova validace nam pak tika, jak dobfe bude model s nami odhadnutym
A, které jsme natrénovali pomoci dat z trénovaci mnoziny, pracovat na datech

z testovaci mnoziny.

3.2 0Od GLM k GAM

Linearni regresni model uvazovany z kapitoly 2.1. je vlastné téz zobecnénym
linedrni modelem (generalized linear model, GLM), kde predpoklddame, ze vysvét-
lovana proménna Y m& normalni rozdéleni a identickou spojovaci funkci. Obecné
GLM zahrnuji i ostatni typy rozdéleni z exponencidlni rodiny rozdéleni (expo-
nencialni, gama, linedrni, Poissonovo a dalsi) a zahrnuji spojovaci funkci, ktera
se vztahuje k prislusné stiedni hodnoté .

Jestlize uvazujeme vicendsobnou linearni regresi ve tvaru
P
E(Y|zy,...,z,) =a+ E Bjx;,
J=1

pak zobecnény aditivni model nahrazuje soucet vysvétlujicich proménnych
>_%_) Bjx; souctem nelinedrnich, ale hladkych funkef 27, f;(z;) a mizeme jej

vyjadrit ve tvaru
P
EY|zy,...,2,) =a+ Z fi(xj).
j=1

Jako dalsi muzeme uvazovat logistickou regresi ve tvaru

px N~
lnl_—lu(x)—oz—l-jzlﬁjxj,

kde u(x) = P(y = 1|x). Zobecnénim, coz predstavuje opét nahrazeni souctu

vysvétlujicich proménnych souctem hladkych funkci, dostaneme takzvany adi-
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tivni logisticky regresni model
n———— =a« ().
1= p(x) =

U zobecnéného linedrniho modelu, respektive u zobecnéného aditivniho mo-
delu nahrazujeme levou stranu ruznymi spojovacimi funkcemi a prava strana
zustava ve tvaru linearni kombinace vstupnich vysvétlujicich proménnych
(u GLM), respektive nelinedrnich funkei vstupnich vysvétlujicich proménnych
(u GAM).

Obecné u GAM je p(x) propojena s aditivni funkei vysvétlujicich proménnych

diky spojovaci funkci g:
p
g(px) =a+>_ fix;).
j=1

Priklady klasickych spojovacich funkci jsou:

e g(p) = p: u aditivnich linedrnich modelu s normélni rozdélenim se uzivé

identity, jak uz jsme zminili v ivodu této kapitoly,
e g(u) = logit(u): logitova spojovaci funkce se uziva u alternativniho rozdélent,

e g(p) = log(p): log-linedrnich nebo log-aditivnich modelu se uziva u Poisso-

nova rozdéleni.

3.3 Odhad parametra u GAM

Neparametrické funkce, kterymi jsme nahrazovali soucty vysvétlujicich promén-
nych, muzeme odhadnout pouzitim kubického vyhlazujiciho splajnu, pomoci itera-
¢ni metody zvané backfitting algoritmus.

V nasledujicim textu budeme uvazovat aditivni linedrni model v tomto tvaru

po naméteni hodnot vysvétlované a vysvétlujicich proménnych,

p
yi:O{—Fij(I’ij)—i‘Gi, izl,...,n,
7=1
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kde chyby méfeni ¢; jsou nezavislé na z; a jejich stiedni hodnota je nulové. Déle
fj jsou libovolné funkce jedné proménné. Pak pro pozorovani, kterd mame déana
jako usporadand dvojice (z;,y;), muzeme vyuzit ,,penalizovaného* reziduélniho

souctu ¢tvercu (PRSS) v tomto tvaru

n
=1

p 2 p
PRSS(a, fi, -, f) = {yz‘ —a- ij(%‘j)} "_Z/\j/f;(tj)thj-
j=1 Jj=1

Integrél [ f]/-' (t;)dt; v poslednim ¢lenu méfi, o kolik je druhd derivace funkce
vétsi nez nula, tedy kiivost dané funkce. Stejné, jako tomu bylo u vyhlazujicich
splajnu, tento integral ma pro linearni funkci nulovou hodnotu a nenulovou hod-
notu pro nelinedrni funkci. A\; > 0 jsou ladici parametry a ¢im vétsi je jejich hod-
nota, tim vice se funkce blizi k linearité. Vidime, ze aditivni model s kubickymi
vyhlazujicimi splajny minimalizuje PRSS. Kazda funkce f; ndm predstavuje ku-
bicky splajn pro danou proménnou z; s uzly v kazdé hodnoté z;;, ¢ = 1,...n.

Jednoznac¢nost tohoto feseni lze dosdhnout zavedenim dalstho omezeni:
Y filey) =0 Vi = a=-> y=7
i=1 '
a plnou sloupcovou hodnosti matice X = [(z;;)].
Iteracéni algoritmus pro odhad modelu GAM:

1. Zahdjeni & =7;, f; =0 Vi, j
2. Procyklus j=1,2,...,p,...1,2,...,p...

° fj<—Sj{[yi—o?—zk#jfk(xij)}},i:1,...,n
o i Fi—L2n filwy),

pokracujeme do doby, dokud se odhady funkef fj nestabilizuji. Funkce S;(z) =
Zle N;(x)0; oznacuji kubicky vyhlazujici splajn, ktery jsme méli v kapitole 3.1.
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4 Priklady aplikaci GAM na data v softwaru R

Praktickd ¢ast je zpracovana v softwaru R [11]. Tento software je volné sifitelny,
takze si ho muze dovolit kdokoliv, kdo disponuje pocitacem a navic je uzivatelsky
privétivy, coz jsou jeho nesporné vyhody oproti jinym statistickym softwartm.

V této casti si ukazeme tii praktické priklady, z nichz na prvnim si jed-
noduse ukazeme, jak GAM funguji. Jsou v ném pouzity data bodyfat prevzata
z knihovny mfp. Dalsi piiklad je ¢astécné prevzaty z [3]. Ten bude o néco kom-
plexnéjsi a tykd se védecké trovné ruznych zemi, kde vyuzijeme tato data [/]
a knihovnu mgcv. V poslednim ptikladu budeme pracovat s daty prostate z kniho-

vny ElemStatLearn, kterd se tykaji rakoviny prostaty.

4.1 Priklad 1: Télesné proporce muzi

Data, kterda pouzijeme v tomto piikladu, jsou z knihovny mfp, jak uz jsem
zminila a obsahuji odhady procent télesného tuku a namérené hodnoty obvodu
ruznych casti téla 252 muzi. Nejdiive si otevieme knihovnu a potom si na¢teme
data pomoci téchto prikazu:

>library(mfp)

>data(bodyfat)

Tato data obsahuji nékolik veli¢in, ale pro nase tucely budeme vyuzivat pouze

nékteré z nich, a to konkrétné:
e age — vék v letech,
e height — vyska uvedend v palcich (jeden palec je asi 2,54 centimeru),
e weight —hmotnost méfrend v librdch (jedna libra je asi 0,453 kilogramu),
e Dbrozek - procento télesného tuku uvedené dle [2].

Pred dalsi analyzou odstranime odlehld pozorovani u velicin height
a weight a vybereme si z puvodniho datového souboru pouze ¢tyii potiebné

veliciny. Ted', kdyZ mame definovany novy datovy soubor s ndzvem nnbodyfat1,
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zadame funkci pro pouziti GAM z knihovny mgcv, ale nejdiive vezmeme funkci
pouze jedné vysvétlujici proménné, a to height (vyska), zatimco nasi vysveét-

lovanou proménou zde bude brozek (procento télesného tuku).

>gaml=gam(brozek~s(height) ,data=nnbodyfatl)

Funkce s(.), ktera se pouziva ve specifickém modelu vzorce pro GAM, na-
znacuje, ze velicina height mé byt vyrovnana pomoci vyhlazujiciho splajnu.
Kdyz si pak zadame do R pouze gaml, dostaneme zakladni informace o této

funkei.

>gaml
Family: gaussian

Link Function: identity

Formula:

brozek~s(height)

Estimate degrees of freedom:

7.01 total = 8.01

GCV score: 6.655017

GCV, neboli skore zobecnéné kiizové validace, muzeme brat jako odhad sttedni
hodnoty chyby predikce na zakladé kiizové validace. Samo o sobé nam toto ¢islo
moc neiika, ale da se srovnavat s jinymi ukazateli z ostatnich modelu, a pak je
vhodnéjsi ten s nizsim skore.

Stupné volnosti pro kazdou veli¢inu jsou nalezeny pomoci zobecnéné kiizové
validace, pro tento piiklad je pouzito 7,01 parametru a celkovy pocet stupnu

volnosti v modelu je pak obecné dan jako soucet vSech stupnu volnosti plus 1,
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urceny pro regresni konstantu . V tomto piikladu 8,01.
Pitkaz plot() pro funkce gam v R vytvori néasledujici graf zobrazeny na
obrazku 7, na kterém muzeme vidét ¢arkované vyznaceny 95% interval spolehli-

vosti pro obdrzenou splajnovou funkei.

>plot (gaml)
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Obréazek 7: Regresni funkce pii aplikaci zobenéné aditivni regrese pouze s jednou
vysvétlujici proménnou

Nyni, kdyz vezmeme vice nez jen jednu vysvétlujici veli¢inu a vytvoirime no-
vou funkci, kde vysvétlovana velicina bude brozek a vysvétlujici veliciny budou

age, weight a height, bude vztah vypadat takto:

>gam2= gam(brozek~s(age)+s(weight)+s(height) ,data=nnbodyfatl)

>gam?2

Family: gaussian

Link Function: identity
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Formula:

brozek~s(age)+s(weight)+s(height)

Estimate degrees of freedom:

2.97 2.36 1 total = 7.33

GCV score: 24.42116

Z téchto informaci opét muzeme vycist, jaka je hodnota stupnu volnosti
a znovu si muzeme vykreslit grafy (obrézek 8), ale tentokrat dostaneme tfi.

>plot(gam2,page=1)
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Obréazek 8: Diléi regresni funkce pii aplikaci zobecnéné aditivni regrese (norméalni

rozdélent)

Ve vysledku vidime, Ze procento tuku nezavisi na véku, zato roste s vdhou

a klesa s vyskou.

Nyni zménime standardni nastaveni R, co se tyce pravdépodobnostniho rozdéle-

ni a namisto norméalniho rozdéleni pouzijeme gama rozdéleni. Abychom to mohli
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provést, musime zajistit, ze nase data budou kladna, proto odstranime jednu nu-

lovou hodnotu.
>telestuk = (nnbodyfatl[nnbodyfatl\$brozek>=0.1,])
Ted pomoci daného pifkazu zménime rozdéleni:
>gam3= gam(brozek~s(age)+s(weight)+s(height) ,data=telestuk, +
+ family=Gamma)

>gam3

Family: Gamma

Link Function: inverse

Formula:

brozek~s(age)+s(weight)+s(height)

Estimate degrees of freedom:

2.77 3.81 1.00 total = 8.57

GCV score: 0.1072288

Vidime, Ze zména rozdéleni méla vyznamny vliv na regresni zavislost oproti
situaci s normalnim rozdélenim. Podivejme se na piislusné grafy (obrézek 9) jed-
notlivych vysvétlujicich funkei.

>plot (gam3,page=1)

I z grafu je patrné, ze volba rozdéleni pravdépodobnosti zavislé proménné ma

také vyznamny vliv na tvar dil¢ich regresnich funkci.
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Obrazek 9: Diléi regresni funkce pii aplikaci zobecnéné aditivni regrese (gama

rozdélent)

4.2 Priklad 2: Védecké skore

Datovy soubor v dalsim prikladu se skladé z nasledujicich veli¢in: prumérného

védeckého skore podle jednotlivych zemi z programu pro mezinarodni hodno-

ceni studentu (PISA), spolu s hrubym narodnim dichodem na obyvatele (HND),

vzdélavacim indexem, indexem zdravi a indexem lidského rozvoje z databaze

OSN. Nacteme si potiebna data a otevieme si knihovnu mgev, kterd nam posky-

tuje funkce pro préaci se zobecnénymi aditivnimi modely:

>d

+ pisasci2006.csv")

>library(mgcv)

read.csv("http://www.nd.edu/ "mclarki9/learn/data/ +

Hlavni veli¢iny, které budeme potiebovat, jsou néasledujici:

e Overall - védecké skére (prumérné skére z vysledku veédeckého testu pro

patnéactileté studenty),
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e Income —velicina vyjadiujici bohatstvi, ktera vychazi z hrubého narodniho

duchodu na obyvatele,

e Edu — predstavuje vzdélavaci index, ktery se meéri jako prumérny pocet
let stravenych ve skole u dospélych ve véku 25 let a ocekavana délka skolni

dochazky u déti v predskolnim véku,
e Health - index zdravi.

Kdyz uz zhruba vime, jak s funkci gam v Rku pracovat, aplikujeme je na
tyto data s tim, ze jako vysvétlovanou proménnou zvolime velicinu Overall
a vysveétlujici proménné budou predstavovat tyto veliciny Income, Edu a Health.
Nové ted pouZijeme pifkaz summary a zjistime, co miZeme vy¢cist z obdrzeného

vystupu.

>mod_gaml <- gam(Overall ~ s(Income)+s(Edu)+s(Health),data = d)

>summary (mod_gam1)

Family: gaussian
Link function: identity

Formula:
overall ~ s{Income) + s{Edu) + s{Health)

Parametric coefficients:
Estimate std. Error t value Pri{=|t|)
(Intercept) 471.154 2.77 170 <2a-1f wwE

Signif. codes: 0O f#=%' 0 001 ***' Q.01 **° Q.05 *." 0.1 °* "1

Approximate significance of smooth terms:
edf ref.df F p-value
s{(Income) 7.593 §.415 B.826 1.33e-07 =#*%
s{Edu) 6.204 7.17E8 3.309 0.00733 =*=
s{Health) 1.000 1.000 2.736 0.10861

Signif. codes: © °“#*#*%° 0,001 °*®**' 0.01 **' 0.05 *." 0.1 * " 1
rR-sq. (adj) = 0.863 Deviance explained = 90.3%
GCV score = 573.83 5Scale est. = 399.5 n= 52
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Jako prvni vidime, Ze zde mame uvedené rozdéleni pravdépodobnosti a spojo-
vaci funkci, které jsou v tomto piipadé normalni a identita. Déle si povSimneme,
ze vystup je rozdélen na dvé ¢éasti, z nichz prvni je parametricka, coz zde predsta-
vuje absolutni ¢len (Intercept), ale nemusi tomu tak vzdy byt. Druha ¢ést se
tyka odhadnutych funkci a zahrnuje veliciny Income, Edu a Health . Zd4 se, ze
statisticky vyznamny vliv ma veli¢ina Income a Edu, zatimco Health nema. Hod-
nota efektivnich stupnu volnosti (edf) u Health se rovnd jedné, coz nasvédcuje
tomu, ze ma v podstaté tato proménnd jednoduchy linearni tucinek. O tom se
presvédcime i v nadchézejicich grafech.

Nyni si vykreslime grafy a podivame se na vizualni efekty jednotlivych vlivu.

Funkce jsou zobrazeny véetné 95% intervalu spolehlivosti (obrédzek 10).

>plot(mod_gaml, pages=1, residuals=T, pch=19, cex=0.25, +
+ scheme=1, col="#FF8000’, shade=T, shade.col=’gray90’)

0d
100

afincome,T.58)
#(EDU62)

INCOme Edu

s{Health, 1)

& ! T e —
07s 080 085 090 055

Healh

Obréazek 10: Diléi regresni funkce z aditivni regrese

Jsou tak vidét ucinky jednotlivych vliva a specidlné na tfetim obrazku avi-
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zovany linearni efekt veliciny Health. Utinek Income, jehoz vliv na védcké skére
nejprve rapidné roste, se z jeho nejvyssiho bodu potom postupné snizuje a Edu
méa celkové mirny pozitivni vliv na Overall. Vliv veliciny Health, jak jsem jiz

zminila, ma linearni charakter, ale prekvapivé mirné negativni.

4.3 Priklad 3: Rakovina prostaty

Posledni priklad se tyka prace s daty, které maji zkoumat vztah mezi tirovni
prostatického antigenu a nékolika klinickymi méfenimi u 97 muzu, kteii se chystaji
prijmout radikalni prostatektomii. U tohoto pirikladu pouzijeme jako vysvétlova-
nou proménnou veli¢inu 1psa, kterd predstavuje zlogaritmovany prostaticky anti-
gen a budu pozorovat vlivy ostatnich veli¢in (pouzijeme celkem Sest z piistupnych

dat). V roli vysvétlovanych proménnych budou veli¢iny:

lcavol — zlogaritmovany rozsah rakoviny,

e lweight - zlogaritmovana vaha prostaty,

e age — vék muze v letech,

e 1bph - zlogaritmovana velikost nezhoubného zvétseni prostaty,
e lcp - zlogaritmovana kapsularni penetrace,

e pggdbs — procento Gleasonova skére stupné 4 nebo 5 (Gleasonovo skére
je systém pouzivany k hodnoceni karcinomu prostaty na zakladé urcitého

nélezu).

Na zacatku si opét otevieme potiebné knihovny, a to mgcv a knihovnu

ElemStatLearn, ktera obsahuje data prostate.

>library(mgcv)
>library(ElemStatLearn)

>data(prostate)
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Ted uz muzeme zadat spravny tvar pifkazu pro aplikaci GAM na data a opét

zjistime zakladni informace, pomoci piikazu summary().

>mod_gam2<- gam(lpsa~s(lcavol)+s(lweight)+s(age)+s(1lbph)+s(lcp)+
+ s(pggdb), data=prostate, subset=train)

>summary (mod_gam2)

Ze souhrnu je ziejmé, ze statisticky vyznamné jsou pouze dveé veli¢iny. Prvni
z nich je lcavol, tedy rozsah rakoviny, jehoz vliv na prostaticky antigen ma
linearni charakter, stejné jako u vétsiny zbyvajicich veli¢in, coz odpovida téz in-
tuitivni predstavé o situacich mezi proménnymi. Druhou veli¢inou je lweight,
neboli vaha prostaty, u které je spo¢tena hodnota 7,491 efektivnich stupnu vol-

nosti.

Family: gaussian
Link function: identity

Formula:
Ipsa ~ s{lcavol) + s({Iweight) + s(age) + s{1bph) + s(1cp) + s(pgg45)

Parametric coefficients:
Estimate std. Error t value Pr{=|t|)
(Intercept) 2.45235 0.08149 30.09 <2e-16 #¥F¥

Signif. codes: 0 “##%° 0,001 *#*%' 0.01 *#*' Q.05 “." 0.1 ° " 1

Approximate significance of smooth terms:
edf ref.df F p-value

s{lcavol) 1.000 1.000 3B.961 4,33e-08 #%%

s{lweight) 7.491 8.418 3.102 0.00531 *#*

s{age) 1.000 1.000 1.667 0.20231

s{1bph) 1.665 2.037 1.924 0.15489

s{1cp) 1.000 1.000 1.363 0.24820

s{pgg45) 1.589 1.952 3.151 0.05211 .

Signif. codes: 0 “##%° 0,001 *#%' 0.01 *#** Q.05 “." 0.1 ° " 1

R-5q.{adj) = 0.695 Deviance explained = 73.9%
GCV score = 0.57048 sScale est. = 0.44494 n = 67
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Jesté si vykreslime grafy pomoci ptikazu:

>plot (mod_gam2, page=1, shade=TRUE, col='#FF8000’, shade.col= +
+ ’grey’)
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o
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o
L
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bph p pog4d

Obréazek 11: Diléi regresni funkce z aditivni regrese

Na obrazku 11 vidime, ze grafy odpovidaji naznacenému shrnuti a u vétsiny
z nich m4 jejich vliv téméf linedrni charakter, at uz pozitivni nebo negativni. Jen
velicina lweight je charakterizovana vétsi kiivosti a promeénlivosti. Zajimava je
zde role véku, ktery naznacuje spise slaby negativni efekt na proménnou lpsa,

coz by si jisté zaslouzilo podrobnéjsi odborné pozorovani.
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Zaver

Cilem mé bakalaiské préce bylo seznamit ctenafe s nelinearni regresi, konkrét-
né se zobecnénym aditivnim modelem. Vzhledem k tomu, zZe touto problemati-
kou se ceska literatura zabyva jen okrajové, muze tato prace slouzit k Sir§imu
seznameni s timto modelem a nésledné pomoci pii jeho dalsim studiu, prestoze
jsem se vzhledem k rozsahlosti problematiky musela dopustit ¢etnych zjednoduseni
pri popisu modelu.

Toto téma jsem si vybrala také kvuli tomu, ze mé zajimalo ucivo regresni
analyzy v kurzu matematické statistiky a tak jsem si chtéla rozsitit obzor v této
problematice a jit vice do hloubky. Nejvétsim ofiskem pro meé bylo pochopit danou
teorii, a to navic z cizojazycnych zdroju. Nicméné to byla vyzva a diky pomoci
mych pratel jsem zvladla jak piiklady, tak snad i hlubsi porozumeéni popisované
problematiky.

Musela jsem se také naucit pracovat v softwaru R, coz mé ale uz od zac¢atku ba-
vilo. Hodné jsem s programem pracovala a zkousela jeho ruzné funkce a moznosti.
Myslim si, ze mé to i dost obohatilo a beru jako velké plus, mit tyto dovednosti.
K psani mé prace jsem zvolila typograficky systém LaTeX, protoze je vhodnéjsi
pro sézeni praci s matematickymi vzorci nez jiné systémy.

Doufam také, ze ma prace poslouzi ostatnim studentum, jako dobry zdroj

informaci o zobecnénych aditivnich modelech a regresni analyze vubec.
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