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Uvod

Predmetom mojej bakalarskej prace je robustna regresnd analyza. Regresna
analyza je v dnesnej dobe popularnym nastrojom na sktimanie zavislosti dvoch
a viacerych premennych. Citatel, ktory absolvoval aspoii zakladny kurz matema-
tickej Statistiky by sa mal vedietf v tejto problematike orientovat. Hlavnym cielom
bakalarskej prace je zoznamit ¢itatela s regresnou analyzou ako takou a predsta-
vif mu robustné metédy v teoretickej podobe ale aj aplikované na konkrétnych
prikladoch.

KedZe v dnesnej dobe ide veda a technika rychlo dopredu, nepocitaji sa Statis-
tické vypocty manualne na papieri a za pomoci kalkulacky, pretoze by to bolo
nie len ¢asovo velmi ndrocéné. Aby sme sa nemuseli pracne trapit s réznymi vypo-
¢tami, bolo vyvinutych mnozstvo matematickych a Statistickych softwarov. Prva
kapitola je teda venovand matematicko - Statistickému softwaru R. Jej cielom
je strucne sa zoznamif s danym softwarom a so zékladnymi funkciami, pretoze
R poniika mnozstvo balikov, kniznic a funkcii, ¢o by bola téma pre samostatni
pracu.

V druhej kapitole sa venujem linearnemu regresnému modelu pre jednu a pre
viacero vysvetlujucich premennych. Velmi dolezitou ¢asfou tejto kapitoly, je me-
téda najmensich stvorcov, ktora sa pouziva pre odhady regresnych parametrov.

Tretia kapitola je venovana jednotlivym robustnym metodam, ktoré sa pou-
zivaju v pripade, ze klasickd metdda najmensich Stvorcov nie je efektivna. To sa
deje z dovodu vyskytu odlahlych hodnét, ktoré klasické odhady skresluji a zne-
hodnocujt.

V poslednej kapitole aplikujem niektoré metédy a postupy na konkrétnych
prikladoch. Vypocty a vizualne spracovanie bolo vytvorené pomocou softwaru
R a za pouzitia kniznice robustbase.

Préaca je napisana v typografickom systéme TEX, pretoze je vhodnejsi na pi-

sanie matematickych vzorcov a dokumentov oproti inym aplikaciam.



1. Statisticky software R

V prvej kapitole sa budeme venovat Statistickému softwaru R, pretoZe s nim
budem casto pracovat pri tvorbe ostatnych kapitol. Je velmi uzitoény pre mate-
matické a Statistické vypocty a grafické zobrazenia. Pri tvorbe tejto kapitoly boli
pouzité zdroje ¢. [12] a dve prirucky [11], [13], ktoré jednoducho popisuji ako
v R pracovat a st volne dostupné z internetovej stranky
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ kulich/vyuka/Rdoc/index.html. Vyhodou tohto
softwaru je, ze je volne S$iritelny (na hlavnej webovej stranke http://www.r-
project.org/ ) a funguje pod opera¢nymi systémami ako je Linux, Unix, Microsoft
Windows, MacOS a pod.

Pri pouzivani tohto programu sa mozeme stretnit s niekolkymi druhmi okien.
Ako prvé sa hned po spusteni zobrazi okno s ndzvom R Console, ktoré plni dve
funkcie: zad4vaju sa don prikazy (t.j. vstup) a zobrazuje textovy vystup. Druhé
okno sa zobrazi po zadani grafického prikazu a ide o okno s ndzvom R Graphics,
kde je zobrazeny graficky vystup, ktory sa da ulozif kamkolvek na disk. Dalsim
oknom je okno napovedy, ktoré sa zobrazi po zadani prikazu help(). Za kazdym
prikazom nasleduji gulaté zatvorky (), do ktorych sa pisu argumenty. Prikazy su
vkladané vzdy na novy riadok. Ak chceme zapisat viac prikazov za seba, je nutné
ich oddelit bodkociarkou.

Predtym ako zacneme v R pracovaf, mali by sme najskor:

- vytvorit pracovny adresdr, odkial budeme ¢erpat déata pri vypoctoch, alebo
kde budeme ukladat napr. grafy. Na vytvorenie tohto adresara sa pouziva
prikaz setwd(), kde sa ako argument pise do ivodzoviek celd cesta k adre-
saru. Pre zistenie v akom adresari sa prave nachddzame pouzijeme prikaz

getwd().
- odstréanit vSetky premenné (objekty), ktoré boli kedysi vytvorené, pouzi-

jeme funkciu rm(list = Is()).

Velmi dolezité je, ze R rozliSuje velké a malé pismend. Nazvy novych objektov
a premennych je mozné vytvarat len z pismen velkej a malej abecedy, z ¢islic

5



od 0do 9 a zo symbolov . a .. Nazvy nesmu zacinat Cislicami, musia zac¢inaft
pismenom a nesmu obsahovat medzeru. Teraz si uvedieme najcastejSie pouzivané

prikazové funkcie pri praci s R.
- Népovedu vyvola funkcia help(), resp. hypertextovi ndpovedu help.start().

- Objekt vytvorime priradenim pomocou operatora < —, resp. = (odportaca

sa pouzivat operator < —).
- Pre vlozenie komentara na prikazovom riadku pouzijeme symbol #.

- Pomocou prikazu 1s() sa vypisu mené uz existujtcich objektov. Ak chceme

okrem mena zobrazif aj iné informécie, pouzijeme ls.str().

- Pri praci v R sa vsetky vytvorené objekty ukladaji do paméiti a mozeme
ich tak kedykolvek pouzit (vytvaraju pracovny priestor, tzv. workspace).
Ak chceme tieto objekty pouzif pri nasledujiicom spusteni programu, mu-
sime ich ulozit a vytvorif stibor s koncovkou .R a to cez File — Save

workspace.

- Pre vytvorenie vektora sa pouziva funkcia c(). Funkcia seq() vytvori vek-
tor v tvare aritmetickej postupnosti. Ak pouzijeme operator :, dostaneme

vektor v tvare aritmetickej postupnosti s krokom 1.
- Jednotkovi maticu vytvorime pomocou prikazu diag().

- Maticu vytvorime pouzitim prikazu matrix, kde data matice st vyplio-
vané po stipcoch. Pre vypliiovanie matice po riadkoch musime nastavit jej

parameter byrow na hodnotu TRUE.
- Inverznt maticu ziskame pouzitim prikazu solve().

Konkrétne funkcie tykajice sa regresnej analyzy vzdy spomeniem v nasledu-

jacich kapitolach u prislusnej metédy.



2. Regresna analyza

Regresna analyza je ¢asto pouzivany nastroj v mnohych oboroch (napr. v me-
dicine, ekonémii a pod.), ktory sa vyuziva pri skiimani zavislosti dvoch alebo
viacerych kvantitativnych (Giselnych) premennych. Pri tvorbe tejto kapitoly som
Cerpala zo zdrojov [5], [6], [10] a [15]. Ide o model, v ktorom vystupuja dva druhy
premennych: zdvisld (vysvetlovand) premenna (oznaé¢. Y') a nezdvisla (vysvetlu-
jaca) premennd (oznaé. z). Zdvisld premennd (vysvetlovand) vystupuje ako vysle-
dok posobenia vysvetlujicej premennej a pokladdme ju za ndhodnu veli¢inu Y,
ktord ma pri danej hodnote vysvetlujicej veli¢iny z urcité rozdelenie pravdepo-
dobnosti. Jej chovanie chceme vysvetlit a popisat regresnou krivkou (priamkou).
Nezavislda premennd (vysvetlujica) svojim chovanim vysvetluje chovanie zavislej
premennej, je to tzv. pri¢inna premenna, pretoze v dosledku jej zmeny sa meni
aj zavisla premenna.

Pre regresny model plati predpoklad, ze nezavisla premenna x je nendhodnd
(dopredu zvolend) a zavisla premennd Y je ndhodnd (merand). Regresny model
delime na linedrny a nelinedrny. Linedrny je taky, ktorého regresné funkcie su
linearne z hladiska parametrov. Naopak nelinedrny regresny model je taky, ktory
ma regresné funkcie nelinedrne z hladiska parametrov. V tejto praci sa budeme
venovat linedrnemu regresnému modelu.

Podkladom pre regresni analyzu st data, ktoré ziskame meranim alebo po-
zorovanim (za predpokladu nahodného vyberu) u n jednotiek a povazujeme ich
za vyberove ddta. Regresna analyza je teda analyza zavislosti zavislej premennej
na nezavislej premenne;j.

Regresiu delime na jednoduchi a viacndsobni (mnohonésobni). O jednodu-
chej regresii hovorime vtedy, ak k odhadu zavislej premennej Y pouzijeme len

jednu vysvetlujicu premenni z. To znamend, Ze v jednom z najjednoduchsich

pripadov pre pozorované hodnoty (z1,Y1),. .., (x,,Y,) veliéin z a Y plati vzfah
Y = Bo + b + &, (1)
kde i = 1,...,n. Pritom ¢; je ndhodné chyba, veli¢ina ktorej rozdelenie pravde-
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podobnosti spliiuje nasledujice podmienky: strednd hodnota ndhodnej chyby je

2 a's nulo-

nulova E(g;) = 0, s konstantnym, nezdpornym rozptylom var(s;) = o
vou kovarianciou cov(g;, g;) = 0, Vi # j, i,j = 1,...n. Dalej By, 31 st nezname
regresné parametre modelu. Vztah (1) sa nazyva regresny model a jeho prava
strana sa nazyva regresnd funkcia. V tomto konkrétnom pripade tiez ¢asto ho-
vorime o tzv. regresnej priamke. Na zaklade pozorovani (z1,Y1),..., (2, Ys)
budeme chcief v tomto modeli odhadntt nezndme parametre regresnej funkcie.
Ak st vyssie uvedené podmienky splnené, mdzeme regresné koeficienty Sy, 51 od-
hadovat pomocou metody najmensich Stvorcov, ktorej sa budem venovat neskor
v tejto praci.

V pripade, Ze pouZijeme vysvetlujticich premennych viac, hovorime o viacné-
sobnej regresii. Od jednoduchej regresie prechddzame k viacnasobnej preto, aby
sa odhady hodnét vysvetlovanej premennej zlepsili. Neodporuca sa volit prilis
mnoho vysvetlujicich premennych, pretoze sa zvySuje riziko, Ze medzi vysve-
tfujice premenné zahrnieme aj nepodstatné (nevhodné) faktory. To by analyzu

skomplikovalo a ovplyvnilo vysledky, ktoré sa potom fazsie interpretuj.

2.1. Viacnasobna linearna regresia

K vytvoreniu tejto podkapitoly boli pouzité zdroje [4], [5], [6], [15]. Ako som
uz naznacila na konci predchadzajiceho odseku, viacnasobna linedrna regresia
chce pomocou viacerych vysvetlujucich premennych x4, ..., z; predpovedat hod-
notu zéavislej premennej Y. Teda hodnota premennej Y zavisina z;,j =1,...,k
a na nahodnej chybe e, danej volbou regresného modelu. O néhodnej chybe ho-
vorime, Ze je ndhodnym c¢lenom modelu, pretoze zahina chyby merani, alebo
vplyv premennych, ktoré sme do daného modelu nezahrnuli.

Jednoduchy regresny model (1) sa da analogicky rozsirif na viacnasobny, ktory

ma tvar

E(Y|(z1,...,2x)) = Bo+ Bix1 + Pota + ... + Bry, (2)

kde (3, 51, ..., [, st nezname regresné parametre, ktoré urcéuju funkény vztah,

na ktorom je model linearny. Ich hodnoty odhadujeme z n po sebe nasledujtcich
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pozorovani. Teda n nezavislych pozorovani premennej Y a zvolené vysvetluj-
uce premenné z;,j = 1,..., k urcuju cely viacndsobny regresny model, kde pre

vysledok ¢-tého pozorovania, ¢ = 1,...,n plati
Yi = Bo + Biza + Boio + ... + Brevir + &,

pritom xy;,...,%,; predstavuji i-té hodnoty k vysvetlujicich premennych a ¢;
je ndhodné chyba pri i-tom pozorovani. Prevedieme tento vzfah do maticového
zapisu:
Y =XB+e. (3)
Prvy stipec matice X obsahuje jednotky, pretoze je konstantnym nasobkom /3
(Bo sa nazyva ndhodny ¢len modelu). X je matica typu n x (k + 1).
Rozpisany maticovy zapis (3) vypada takto,

(1 Ly T2 ... g Bo €0
Y2 1 @oy o ... T o1 €1
= .. . . . + )
Yn 1 Tnl Tp2 - .- Tnk Bk En
kde
Y je n-rozmerny stipcovy vektor, ktory obsahuje namerané hodnoty
zavislej premennej,
X je matica rozmeru n X (k+ 1), ktora obsahuje pozorované hodnoty
nezavislych premennych,
B je stlpcovy vektor rozmeru k+1, ktor§ obsahuje skutoéné nezname
hodnoty regresnych parametrov,
e je n-rozmerny stipcovy vektor hodnot ndhodnej zlozky.
Uz vieme, zZe By, B .. ., Bk s nezndmymi parametrami regresného modelu. Ich

hodnoty sa odhaduji niektorou odhadovou metédou. Budem sa venovat metdde
najmengich $tvorcov (MNS) (oznacovanej aj ako OLS - Ordinary Least Squares).
Téato metéda vychadza z niekolkych predpokladov, ale tomu uz bude venovana

nasledujica podkapitola, v ktorej budem ¢erpat najmi zo zdrojov [4], [5], [0],



2.2. Metdéda najmensich stvorcov

Metdda najmensich Stvorcov je najcastejSie pouzivana numericka vyrovnava-
cia metoda. Uz vieme, Ze v regresnej analyze vystupuja dva druhy premennych.
Vztah medzi premennymi z a Y (resp. medzi z1,...,2; a Y) chceme vyjadrit
pomocou jednoduchej, lahko interpretovatelnej funkcie, ktora bude dobre charak-
terizovat pozorované hodnoty vysvetlovanej premennej a vysvetlujicich premen-
nych. K tomu pouzivame také metddy, ktoré sit vypoctovo nenarocné a vykazuja
dobré aproximacné vlastnosti.

Nech méme stiibor nameranych hodnét zavislej premennej Y. Vieme, ze vysled-
ky merani st zatazené chybou merania, musime preto hladat taka funkciu, ktora
zachové zavislost medzi veli¢inami z a Y a zaroven tak, aby chyba aproximacie
bola ¢o najmensia. Na to nam slizi metéda najmensich Stvorcov (dalej uz len

MNS), ktord musi vo svojej najjednoduchsej podobe spliiovat ur¢ité predpoklady

[17]:

1. Stredn& hodnota néhodnej chyby je nulova, takze plati E(e) = 0 (alebo
E(5) = 0,7 =1,...,n), kde 0 je n-rozmerny nulovy vektor. Podmienka
nam hovori, Ze ndhodna chyba nepdsobi systematicky na hodnoty zavislej

premennej Y.
2. Rozptyl ndhodnej chyby je konstantny , t.j. var(e) = o2.

3. Vsetky zlozky ndhodnej chyby st nekorelované, teda plati
cov(ei, ;) =0,Vi#j,i,j=1,...,n.

4. Matica X, ktorej prvky st nendhodné hodnoty vysvetlujicich premennych,
mé hodnost rovnt m = k+ 1 a plati, ze h(X) = m < n. Z toho vyplyva,

7e ziadne dva stlpce matice X nie st kolinearne.

Pri dodrzani danych predpokladov st odhady parametrov regresnej funkcie nevy-
chylené, no nadalej zostavaju citlivé na porusenie ¢asto uzivaného predpokladu

normality nahodnych chyb, ku ktorému pri praci s redlnymi datami dochadza.
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MNS spoéiva v hladani parametrov regresnej funkcie, pre ktoré je sucet stvor-
cov odchylok vyrovnanych hodnot vysvetlovanej premennej od hodndt namera-
nych miniméalny, tzn. ze je zaloZend na minimalizacii rezidualneho stc¢tu stvorcov,

ktory sa da vyjadrit ako

n

S(B) = Z(yz — Bo— Pixis — ... — Braw)? = (y — XB) (y — XB) = e'e, (4)

=1

o sa da vyjadrif ako S(8) = >_1 , £2(8).

i

Po roznasobeni rovnice (4) dostaneme
ele=y'y - 8'X"y —y'XB+p'X'BX = y'y - 26" X"y + B'X" X,

kde sme vyuzili toho, Ze s¢itanie je skalarne a ze plati 87 X"y = (8" XTy)" =
yIX3.
H(ETE)

Parcidlnou derivaciou podla parametra 3 z danej rovnice ziskame 3 =
=0 — 2XTy 4+ 2XTX3. Odhad metédou najmensich stvorcov pre 3 dostaneme
vyjadrenim neznamej z vyssie uvedenej zderivovanej rovnice, teda

p=X"X)"'X"y. ()

Odhadované (vyrovnané) hodnoty § vysvetlovanej premennej y vypocitame po-
mocou vektora B,

¥ =XB=XX"X)"'X"y = Hy, (6)

kde H = X(XTX)™'XT ozna¢ujeme ako hat matriz (pozri nasledujtcu podkapi-

tolu). Pozorované hodnoty zavislej premennej mozeme vyjadrit nasledovne
y =XB+¢,

kde € je vektor, ktorého prvky st hodnoty rezidualnych odchylok, vypocitané zo

vztahu

E=y-XB=y-7. (7)
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2.3. Posudenie kvality regresného modelu (diagnostika)

Pri tvorbe tejto kapitoly som pouzila zdroje [1] a [6].
Diagnostika tvori dolezitti cast regresnej analyzy. Jej cielom je overif, ¢i sme
zvolili vhodny regresny model (posudzujeme model ako celok), resp. ¢i sme po-
uzili vhodnt metédu pre odhad regresnych parametrov (testujeme vyznamnost
parametrov modelu). Chceme tak posudif intenzitu zavislosti (tesnosti) medzi
nezavislou a zavislou premennou. Vieme uz, ze v regresnej analyze ide o to,
aby odhadnuta regresna funkcia ¢o najlepsie kopirovala hodnoty pozorovanych
udajov. Teda ¢im budu realizacie (x1,41), . .., (s, yn) pozorovani blizsie koncen-
trované okolo odhadnutej regresnej funkcie, tym bude zavislost medzi zavislou a
nezavislou premennou silnejsia (teda aj regresnd funkcia bude lepsia). Naopak,
¢im viac budu realizacie pozorovani viac vzdialené od odhadnutej regresnej funk-
cie, tym bude tato zavislost slabsia ( to znamena, ze aj regresnd funkcia bude
menej kvalitnd). V tejto praci sa zameriame na diagnostiku odlahlych hodnét,
ktoré ovplyviiuju kvalitu regresného vztahu.

Najskor sa budem venovat jednotlivym druhom odlahlych hodnot, s ktorymi

sa pri praci s ddtami moZzeme stretnaf. Definicie st pouzité zo zdroja [3].

1. Extrémne odlahlé pozorovania (outliers) - st to odlahlé hodnoty pozorovani
vyskytujice sa u zavislej premennej Y, odlahlé hodnoty u vysvetlujicej
premennej sa nazyvaji vybocujice pozorovania (leverage points). Dalej sa

vybocujtce pozorovania delia na:

e Dobré vybocujice pozorovania (good leverage points) - su také vybo-
¢ujlce pozorovania, ktoré nie s sucasne extrémnymi odlahlymi po-
zorovaniami. Su relativne vzdialené od vicsiny pozorovani, ale lezia
blizko regresnej funkcie okolo ktorej je ststredené prevazné cast bo-
dov. Dobré vybocujtce pozorovania maji obmedzeny vplyv na kvalitu

regresnych odhadov.

e Zl€ vybocugice pozorovania (bad leverage points) - s také vybocujuce

pozorovania, ktoré maju hodnoty vysvetlujicej premennej vzdialené
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.....

zia daleko od regresnej priamky, ktora charakterizuje priebeh zavislosti
vicsiny bodov). Ich existencia vyrazne zniZuje presnost regresnych od-

hadov a sposobuje mylna informéaciu o tvare zavislosti.

2. Vplyuné pozorovania (influential points) - pozorovania, ktorych zaradenie
alebo vyradenie z regresného vztahu spésobi vyrazné zmeny vo vypocitanom

modeli (napr. zmena regresnych koeficientov, vyrovnanych hodnot).

3. K posudzovaniu robustnosti odhadov v pripade existencie odlahlych a vy-
bocujucich pozorovani bola navrhnutéa celd rada meradiel, napr. koncept
tzv. bodov zlyhania (breakdown points = body zvratu). Vyjadruju percen-
tudlne zastipenie chybnych hodnot, pre ktoré je este odhad ,spravny* (teda
neovplyvneny podstatnym vyskytom odlahlych hodnot). Pohybuje sa v roz-
medzi 0% — 50%.

Ako diagnosticky ndastroj v regresnej analyze pre detekciu odlahlych hod-
not slizi hat matrix, oznacovana aj ako projekénd matica. Zo vzfahu (6) vieme,
7e H = X(XTX)™1XT a y=Hy. To znameni, %e ¥ je projekciou vektora y
do priestoru nad stipcami matice X. Vyskyt vybocujticich pozorovani (Leverage
points) ma vyrazny vplyv na odhady regresnych parametrov. Diagonalne prvky
projekénej matice H slizia ako nastroj na vyhladévanie tychto vybocujucich po-
zorovani. Plati nerovnost, ze 0 < h;; < 1,4 = 1,...,n, pritom stopa matice H
mé tvar tr(H) = tr[XTX(XTX) ™| = tr(Ty11) = k+ 1. Ak h; = 0, nejde o vy-
bocujliice pozorovanie a naopak, ak h; = 1 ide o vybocujice pozorovanie. Na
identifikovanie odlahlych pozorovani slazi heuristické pravidlo h;; > % [4].

Dal$im diagnostickym néastrojom je regresny diagnosticky graf. O tiom sa viak
blizsie zmienime az v nasledujiicej kapitole venovanej robustnym metédam v re-

gresnych modeloch.
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3. Robustné metody

V pripade klasickej linearnej regresie sme odhadovali parametre pomocou
MNS. Délezitt tilohu tu hré éasto sa vyskytujici dodatoény predpoklad normality
rezidui, ale aj mnohé iné podmienky (napr. nezavislost, ndhodnost a pod.). Ak si
tieto podmienky splnené, odhady parametrov regresnej funkcie sit nevychylené,
to znamen4, Ze ich stredné hodnoty st rovné skutonym (teoretickym) hodnotam
regresnych parametrov. Navyse su tieto odhady najlepsie, teda medzi vsetkymi
ostatnymi odhadmi maji najmensi rozptyl. Casto viak st medzi skutoéné data
zahrnuté aj nezvycajné (netypické), ktoré tam evidentne nepatria. Vyskyt ta-
kychto chyb mdze byt sposobeny nespravnym prepisom dat pri spracovani (napr.
zle opisana desatinna ¢iarka), alebo cast dat je zo siboru s inym rozdelenim. Méze
sa ale staf, Ze v sibore dat mame pozorovania, ktoré si spravne, ale netypické pre
dany model. Chybné pozorovania, ktoré sa nedaju opravit, byvaju eliminované,
no nie vzdy je to vhodné riesenie. Takéto vybocujice pozorovania ndm mozu
znehodnotit kvalitu odhadnutych regresnjch parametrov ziskanych MNS. Pro-
blém s vybocujicimi pozorovaniami prispel k navrhnutiu mnohych metéd, ktoré
sa snazia obmenif (modifikovat) klasickti MNS tak, aby minimalizovala citlivost
na odlahlé pozorovania. Zaroven tieto metédy musia pri splneni podmienok kla-
sickej metédy poskytovat dobré odhady regresnych parametrov. Takéto metddy
sa nazyvaju robustné. Ich rozvoj je podporovany rychlym rozvojom vypoctovej

techniky a st zakomponované v réznych Statistickych softwaroch (napr. SAS, R).

3.1. Zakladné metody robustnej regresie

Vieme uz, ze odlahlé a vybocujice pozorovania spdsobuju klasickej MNS
mnohé problémy, preto boli vyvinuté robustné metédy, ktoré citlivost na tieto
pozorovania eliminuji. Zaroven, v pripade zachovania podmienok MNS a v pri-
pade nekontaminavanych déat, musia robustné metddy poskytnif rovnaké od-
hady regresnych funkcii, ako poskytuje klasicka regresia. Toto je zédkladny prin-
cip robustnych metéd. Teda robustné metédy potlacaja vplyv odlahlych hodnét

na datovom stubore. Teraz prejdem k jednotlivym robustnym metédam a popisem
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moznosti ich pouZitia. Informécie ¢erpam zo zdrojov ¢. [3], [4], [7], [¢], [9]-

3.2. Robustna linearna regresia

3.2.1. LS-regresia (Least Squares (LS))

V regresnej analyze mame n pozorovani zavislej premennej Y, ktoré odpove-
daji hodnotam nezavislych premennych xq, ..., xy, vid regresny model (3). Roz-
diel medzi hodnotami zavislej premennej a vyrovnanymi hodnotami nazyvame re-
zidualny. Zakladnym principom metédy najmensich Stvorcov je minimalizovanie
stctu stvorcov rezidui, ¢o mame vyjadrené vztahom (4). Symbolom Brs oznacu-
jeme vektor, ktory tento vztah minimalizuje a plati, Ze je odhadom regresnych
parametrov 3. Teda

Brs = (X"X)'X"y, (8)
podobne vypocitame aj vyrovnané hodnoty y z vy,
¥ = XPBLs = X(X'X) X"y = Hy, (9)

kde H je hat matrix (v slovenskej a ¢eskej literattre oznacovana ako tzv. klobt-
kova matica alebo projekénd matica) a plati H = X(X7X)"1 X7,

Pre odhadované rezidua plati
frs=y—-y=(1-H)y. (10)

V LS-regresii sa k odhadom parametrov pomocou MNS pouzivaji druhé moc-
niny rezidui. To vedie k tomu, Ze hodnoty ktoré sa neriadia linearnym trendom,
vyrazne ovplyvnia odhad.

V nasledujicom grafe mame zakreslené body, ktoré sa riadia linearnym tren-
dom. Prelozime ich LS-regresnou priamkou (grafy na lavej strane). V pripade, ze
sa nejaky z tychto bodov vychyli v y-vom smere, regresné parametre tym buda
silno ovplyvnené a tym sa posunie aj LS-regresna priamka (graf vpravo dole). Ak
sa vSak vychyli nejaky bod v z-vom smere, ma to na LS-regresiu este horsi dopad.
LS-regresia teda nie je najvhodnejSou metédou, pretoze berie do tvahy stvorce

rezidui, a preto aj jedna odlahld hodnota méze znehodnotit odhady parametrov.
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Obrazek 1: Bodové grafy prelozené LS-regresnou priamkou. Hore: zobrazenie
odlahlej hodnoty v z-vom smere. Dole: zobrazenie odlahlej honoty v y-vom smere.

Tomu hovorime, Zze ma bod zlyhania rovny nule, pretoze tato metéda nepripuista
ziadne odlahlé hodnoty.

Graf sme vytvorili v softwari R, kde sme si ITubovolne zvolili hodnoty vys-
vetlujicej a vysvetlovanej premennej. V Tavom hornom grafe stt hodnoty zavislej
premennej zapisané ako vektor y = (1,1.7,2.2,2.6,3.3,4)T a vektor nezavislej
premennej x = (3,3.5,4.2,4.7,5.5,6)7. V pravo hore je odlahlad hodnota v z-
vom smere, teda sme zmenili druhi hodnotu vo vektore x z hodnoty 3.5 na 9,
teda x; = (3,9,4.2,4.7,5.5,6)T. VIavo dole mame graf, ktorého vektor nezavislej
premennej mé hodnoty x = (3,3.5,4.2,4.7,5.5,6)7 a vektor zavislej premennej

y = (4,3.3,2.6,2.2,1.7, 1) . Vektor y pre graf s odlahlou hodnotou v y-vom
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smere sa zmenil v predposlednej hodnote z 1.7 na hodnotu 5. Vidime, Ze zv1ast
pri vyskyte odlahlych hodnot v z -vom smere dochiddza k dramatickej zmene

regresnej priamky.

3.2.2. L; odhady

Vyssie sme sa oboznamili s LS-regresiou a zdovodnili, Ze je citlivd na velké
hodnoty rezidui, pretoze z nich poc¢itame druhé mocniny. Problému tohto druhu
mozeme predist tak, ze Stvorce rezidui nahradime absolitnou hodnotou rezidui.
To znamena, Ze Li-regresia ndm minimalizuje sticet absolutnych hodnot rezidui,

¢o sa d& zapisat ako

Z|5i(ﬁ)|' (11)

Tak dostaneme odhady regresnych koeficientov BL1~ Pre ich vypocet musime
pouzit iterativny algoritmus, pretoZe neexistuje explicitny vzorec ako v pripade
MNS. Bod zlyhania je tu opét rovny nule, pretoze uz jedné odlahld hodnota méze
mat vazny dopad na regresné odhady.

Podobne ako u LS-regresie, ak na grafe vybocuje nejakda hodnota v y-vom
smere, Li-regresiu to neovplyvni. Ak vSak vybocuje v z-vom smere, sposobi to
preklopenie regresnej priamky. Hovorime, Ze Li-regresia je robustna voci odlah-
lym pozorovaniam v y-vom smere, ale nie voci vybocujiicim pozorovaniam a vplyv-

nym bodom.

3.3. Odhady s vysokym bodom zlyhania

LS-regresia aj Li-regresia bert do uvahy vSetky hodnoty pozorovani vysvet-
[ujicich premennych a vysvetlovanej premennej, teda cely subor o rozsahu n. Tak
ako LS-regresia, ani L;-regresia nam neposkytuje pozadované vysledky, pretoze je
citliva na vybocujice pozorovania a vplyvné body. Robustné metédy cheii prispo-
sobit model len na urcita cast dat a nie na cely sibor. Geometricky to znamena,

ze ide o najdenie najtesnejsiecho pasu, ktory pokryje uréiti ¢ast pozorovani.
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3.3.1. LMS-regresia (Least Median of Squares(LMS))

Jednou z metdd s vysokym bodom zlyhania je LMS-regresia, ktora je dana
vztahom

median; £;*(3) (12)

to znamend, Ze minimalizujeme medidn Stvorcov rezidui. Ide o rovnaky vztah
ako u LS-regresie, vid (4), akurdt sumu sme nahradili medidnom. K vypoctu
regresnych koeficientov Brums, ako u Ly-regresie, neexistuje ziaden explicitny
vzorec, preto je potrebné pouzit nejaky iterativny aproximacny algoritmus.

Bod zlyhania je 50%, teda az 50% datovych bodov mézeme presunit bez toho,
aby to vyrazne ovplyvnilo regresné odhady. To sa sice mozZe zdat na jednu stranu
velmi vyhodné, no v praxi vié§inou nepresahuje pocet odlahlych hodnot v da-
tovom subore 20-30%. Preto hladdme metddu, kde bude mozné nastavit velkost

bodu zlyhania ako parameter.

3.3.2. LTS-regresia (Least Trimmed Squares(LTS))

LTS-regresia nazyvana ako metoda najmensich useknutych Stvorcov je dana

minimalizaciou vyrazu
> (E(8)s (13)

pricom plati, Ze (€*(8))1 < (€(8))2 < ... < (B < ... < (€(B))n, Je
usporiadanie rezidui. To znamend, ze minimalizujeme sucet h najmensich us-
poriadanych rezidui. Aj v pripade LTS-regresie nemame pre odhady regresnych

parametrov BLTS explicitny vzfah, ako u MNS, je potreba pouzit aproximac¢né

met6dy [16]. Bod zlyhania v tomto pripade je 50% pre h = § a pre vicsie h sa
bod zlyhania znizuje na hodnotu "—;h Vdaka svojim vlastnostiam LT'S-regresia
predtsavuje v sucasnej dobe jednu z najpouzivanejsich robustnych regresnych
metod.

Existuje niekolko algoritmov pre aproximaciu odhadov regresnych koeficientov

pomocou LTS regresie a jeden z nich je uvedeny v ([8], str. 23).
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3.3.3. RLS odhady (Reweighted Least Squares (RLS))

Nakoniec pre tplnost spomenieme tiez RLS odhady - odhady metédou vé-
zenych stvorcov. RLS sliZi na zvysenie t¢innosti odhadov klasickou MNS. Va-
zend MNS minimalizuje stcet rezidui, kedy najskor odhady parametrov vypoci-
tame nejakou robustnou metdédou a stvorce rezidui vynasobime vahami w;, ktoré
nadobtidaji hodnotu 0 alebo 1 (napr. na zaklade robustnej diagnostiky o ktorej
sa zmienime dalej). Hodnotu 0 priradujeme odlahlym pozorovaniam a ostatnym
dame védhu 1. VaZena MNS je vlastne klasicka MNS, ktort aplikujeme na takto
zredukovany subor pozorovani s ciefom pouzit dalej vSetky vlastnosti odhadov,

ktoré tato metdda poskytuje.

3.4. Robustné mnohorozmerné odhady a regresna diagnos-
tika

V tejto kapitole sa budem venovat robustnym odhadom mnohorozmernej po-
lohy a kovariancie. Mnohorozmerné poloha a kovariancia st velmi dolezité pre
mnohé statistické metddy. V klasickom pripade je na zaklade ndhodného vyberu
X1, ...,Xn Z nejakého p-rozmerného rozdelenia takto odhadovana stredna hod-
nota pu s aritmetickym priemerom X = % >+ 1 X; a varianéni maticu X s vybero-
vou kovarian¢nou maticou S = -1 3" | (x;—X)(x; —X)”. Tieto odhady st citlivé
na odlahlé hodnoty, a preto pristupujeme k robustifikicii. Dalej sa zoznamime

s odhadovou metédou MCD, ktora sa v praxi pouziva zrejme najcastejsie.

3.4.1. MCD (Minimum Covariance Determinant) odhady

V tomto pripade budeme pouzivat namiesto klasickych vyberovych odhadov
aritmetického priemeru X a kovarianc¢nej matice S, robustné MCD-odhady pre
stredntt hodnotu @ a varianént maticu ¥. Uz z nazvu tohto odhadu plynie, ze
budeme hladat odhad, ktory m& minimalny determinant kovarian¢nej matice. Pri
tvorbe podkapitoly boli pouzité zdroje [4], [7], [3] a [9].

Skor ako sa zacnem venovat MCD odhadu, je potrebné vediet, ze MCD odhad

polohy, f1, a kovariancie, ﬁ], je affinne ekvivariantny, t.j. pri affinnej transformécii
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dat sa budu tieto odhady chovat analogicky ako vysSSie spomenuté ,klasické“

odhady. To znamena Ze plati

((Ax; +b,...,Ax, +b) = Afi(X1,...,Xn) + b (14)
3(Ax;+b,...,Ax, +b) = AX(x3,...,x,)AT, (15)

kde A je non-singuldrna matica radu p a b € R?.

MCD metéda hlada h pozorovani z celkovych n pozorovani (rozsah vyberu),
pre ktoré plati, ze ich vyberova kovarian¢né matica ma najmensi mozny deter-
minant. Plati, ze MCD odhad polohy f je centrum elipsoidy, ktorej determinant
vyberovej kovarian¢nej matice (obsahuje najmenej h pozorovani) je minimélny
a pocita sa ako aritmeticky (vyberovy) priemer danych h pozorovani. MCD od-
had kovariancie, ﬁ], je prenasobeny konstantou pre konzistenciu pri normalnom
rozdeleni. MCD odhady strednej hodnoty @ a variancnej matice 3 poskytuju
odhady s bodom zlyhania ~ (n — h)/n. Pre maximalny bod zlyhania 50% sa voli
h=[(n+p+1)/2].

Pretoze presny vypocet MCD by bol numericky velmi naro¢ny, pocitaju sa
MCD odhady pomocou vhodnych pribliznych algoritmov. Existuje niekolko ta-
kychto postupov, my si uvedieme jeden z nich a to FAST MCD algoritmus. Hlav-

nou zlozkou tohto algoritmu je tzv. C-krok.

Veta 1. ([12], str. 23) Vezmeme X = {x1,...,X,} a nech H; C {1,...,n} je
takd podmnozina, Ze |H,| = h (teda pocet jej prokov je rovny h). Vezmeme f11 :=

T e, Xi G 3= F e (Xi— 1) (x,—fun)". Ak det(31) # 0, uréime Mahala-

nobisové vzdialenosti dq (i) == \/(XZ — j)TETNx — fun), prei=1,...,n. Teraz
vezmeme Hy takid mnoZinu indexov, Ze {dy(i);1 € Ha} = {(d1)1m,-- -, (d1)nn},
kde (d1)1 < (d1)on <,...,(d1)pn st usporiadané vzdialenosti a pocitame fi,
a 3y zaloZené na H,. Potom det(fb) < det(f)l), kde rovnost plati vtedy a len
vtedy, ok fi, = f1; a 3, =3

A A

Ak vyjde det(3;) > 0 (podmienka, Ze det(X;) # 0 nie je skutoénym ob-
medzenim, pretoze determinant nemoze nadobudat zaporni hodnotu a tak mini-

malnu objektivnu hodnotu), potom C-krokom vyjde det(fJQ) také, pre ktoré plati
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det(3,) < det(3;). To znamena, e det(3y) ma mendi determinant. C-krok sa

teda pocita nasledovne, vezmeme tvodné odhady (1,4, Xoia)
e vypocitame vzdialenosti dyq(7), pre i = 1,...,n;

e usporiadame vzdialenosti do permutécie 7 pre kazdé dyq(m(1)) < dpa(m(2)) <

Ce S dold(w(n));
e vytvorime H,., := {m(1),7(2),...,m(n)};

e vypocitame prislusné fi,., ako vyberovy priemer pozorovani s indexmi

2z Hpew a e 0dpovedajice vyberovej kovariancénej matici.

A A

C-krok mozeme opakovat a to az dovtedy, kym sa det(3X,,.,,) = 0 alebo det(X,c) =
det(f)old). Pretoze existuje len konec¢ne vela h-prvkovych podmnozin, postupnost
takto ziskanych determinantov musi konvergovat ku koneénému ¢islu pouzitych
krokov (¢o nezarucuje, ze det(inew) je globalnym minimom podla definicie MCD
odhadu).

V inom predvolenom nastaveni FAST-MCD zasa pocitame odhady pomocou
jednokrokovijch vaZenych odhadov, ktory méa rovnaka hodnotu bodu zlyhania ako

zékladny MCD odhad. Na ich vypocet sa pouzivaju vzorce:

By = (Z wﬂ(z‘) / (Z wi) ; (16)

" . -1
2A31 = dpn (Z w; (X — fi1)(x; — ﬂl)T> (Z wi) ) (17)

kde

o w; =1pre duy, ., Suep) () < \/ X;Z),o.975 ;

o w; = 0 inak;

o dj, ,, je korekény faktor, v pripade datovych siborov s normalnym rozdelenim

pravdepodobnosti sa pouziva preto, aby sme ziskali eficientné odhady;
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e (ftyop, Eaep) st vichodiskové (predvolenéd) MCD odhady.

Tieto jednokrokové vazené odhady maja oproti vyssie uvednym MCD odhadom
ta vyhodu, ze su Statisticky viac eficientné. Preto sa vysledky iterativneho algo-
ritmu ¢asto pouzivaju prave ako vychodiskové odhady v jednokrokovej metdde.
MCD odhady mnohorozmernej polohy a kovariancie, f1 a 3, sa pouzivaja
v hodnoteni kvality regresného modelu ku konstrukcii regresného diagnostic-
kého grafu. Za tymto tcelom nahradime klasické odhady X a S v Mahalanobiso-
vej vzdialenosti pozorovani x; od centra distribicie g vzhladom ku kovariancéne;j

strukttre, danej kovarianénou maticou 32,

(i) = [ - 95 - %)] (18)

kde i = 1,...,n. Robustnymi odhadmi, fx a f], dostaneme robustné Mahalano-

bisové vzdialenosti (hovorime tiez len ako o robustnych vzdialenostiach),

o 12
dn) = (i — )" S i — )] (19)
Ak ndhodny vyber x;, i = 1,...,n pochidza z p-rozmerného norméalneho roz-
delenia, riadia sa §tvorce Mahalanobisovych vzdialenosti (klasickych aj robust-

.....

hrani¢nd hodnota (vécsinou v tomto ohlade berieme odmocninu z 0,975-kvantilu
2 . v > . 2 Vo 7 :
x“-rozdelenia o p stupnioch volnosti, /X5 975 ) povazujeme dané pozorovanie x;

za odlahlé.

Ako dalsi diagnosticky nastroj na zistenie odlahlych hodnot nam slazi dia-
gnosticky graf, kde su zobrazené standardizované LTS rezidua a robustné vzdia-
lenosti poc¢itané MCD metédou. Odlahlé hodnoty sa vyznacuju vysokou hodnotou
standardizovanych rezidui, to znamen4, Ze st vykreslené mimo rozsah +2.5, [4].
Dobré odlahlé pozorovania st také, ktoré maju velkt robustnt vzdialenost a za-
roven lezia v pase +2.5. ZIé odlahlé pozorovania leZia mimo dany péas a maju

vysoki hodnotu robustnej vzdialenosti, vertikdlne odlahlé hodnoty maja vysoku
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hodnotu standardizovanych rezidui a lezia mimo pas £2.5. Diagnosticky graf si

ukazeme v nasledujicej kapitole na konkrétnych prikladoch.
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4. Priklady

Na dvoch konkrétnych prikladoch budem aplikovat teoretické poznatky o jed-
notlivych metddach. Oba priklady st zpracované v Statistickom softwari R a da-
tové sibory pre obidva priklady cerpam z balika robustbase, ktory nacitame

pomocou prikazu library(robustbase).

4.1. Priklad 1: Hertzsprung-Russell (H-R) diagram hviezdo-
kopov Cyg OB1

V prvom priklade budem pracovat s idajmi o hviezdach pochadzajice z tzv.
Hertzsprung-Russell star ddtoveého suboru, ktory sa pouziva pri vytvoreni Hertz-
sprung-Russell (H-R) diagramu. Ide o 47 pozorovani, kde kazdé pozorovanie pris-
licha jednej hviezde. Po nacitani balika robustbase je nutné nacitat datovy
subor pomocou prikazu data(starsCYG). Nezavislou premennou z je logaritmus
teploty na povrchu hviezdy (T.), zévislou premennou Y je logaritmus intenzity
svetla hviezdy (L/Lg). Konkrétne hodnoty jednotlivych pozorovani st uvedené
v prilohe ¢.1, a ziskala som ich pouzitim prikazu starsCYG.

Na vytvorenie grafov bola pouzitd funkcia plot. Datovy subor vykreslim po-
mocou bodového grafu, vid Tavy graf na Obrazku 1. Vidime, Ze v lavom hornom
rohu su styri pozorovania, ktoré si vzdialené od hlavného trendu dat. V pra-
vom grafe je modrou priamkou vykresna LS-regresnd priamka. Vidime, zZe ma
klesajucu tendenciu, dokazom c¢oho je aj zaporna hodnota odhadu regresného
parametra Bl, vid tabulka 1. LT'S-regresné priamka je ¢ervend a ma4 rasttci cha-
rakter, pretoze jej odhad regresného parametera ﬁl vysiel kladny. Je zrejmé, ze
na rozdiel od regresnej priamky ziskanej pomocou MNS, charakterizuje robustna
regresna priamka trend vicsiny pozorovani.

Takto by sme urcili testovaciu statistiku 7' v pripade klasickej regresie. V pri-
pade MNS mozeme urobif testy vyznamnosti jedného regresného parametra podla

nasledujtcej vety.
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Veta 1. ([1], str. 84) Oznacme v;; proky matice (XTX)™! a nech

T; = M
V85
Potom pre kazdé j = 0,...,k plati T; ~ t,,_ (41, teda pre testovaciu Statistiku T

plati, Ze md Studentovo t-rozdelenie o n — k — 1 stuprioch volnosti.

V pripade robustnej regresie by sme rozdelenie, resp. prislusni p-hodnotu,
uvedenych testovacich Statistik 7} ziskanych pomocou prislusnych robustnych
odhadov, ur¢ili pomocou metédy tzv. cross validation [15]. Takto nakoniec pra-
cuju aj ostatné prislusné funkcie v statistickom softwari R.

Pouzitim funkcie summary sme okrem jednotlivych odhadov regresnych para-
metrov ziskali vysledky testovania, ich Statistické vyznamnosti pomocou (Stan-
dardnej) T-8tatistiky (vratane prislusnych p-hodnot), ¢o je zaznacené v tabulkach
1 a 2. Z tychto tabuliek je tiez vidiet, Ze smerodajné odchylky sa pre regresné

parametre pre LS a LTS regresiu vyrazne nelisia.

Odhad Smerodajna | Hodnota test. | p-hodnota
parametra odchylka Statistiky T
Bo 6.7935 1.2365 5.494 1.75x1076
b1 -0.4133 0.2863 -1.444 0.156

Tabulka 1: Vysledky testovania pre LS regresiu

Odhad Smerodajna | Hodnota test. | p-hodnota
parametra odchylka Statistiky T
Bo -8.5001 1.9263 -4.413 7.83x107°
ot 3.0462 0.4373 6.965 2.39x107%

Tabulka 2: Vysledky testovania pre LTS regresiu
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Obr. 2: VIavo: Vykreslenie datového stiboru. Vpravo: Data prelozené LS a LTS rgresnou priamkou.
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Obr. 3: MCD robustné vzdialenosti vs. standardizované LTS rezidua.

Na obréazku, je diagnosticky graf, kde je v pase +2.5 zobrazené dobré odlahlé
pozorovanie s vysokou hodnotou robustnej MCD vzdialenosti. V pravom hornom
rohu nad pasom +2.5 st vplyvné pozorovania, o ktorych mozeme povedat, Ze
zodpovedaju odlahlym pozorovaniam v favom hornom rohu na obrazku 2.

Tabulka 3 obsahuje udaje o Mahalanobisovych vzdialenostiach. Vzdialenos-

ti, ktoré pri danej hladine o = 0.025 prekrocili hodnotu odmocniny kvantilu
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XT.0.075 = 5.02390 st vyznacené tuénym pismom.

’ Index ‘ MD ‘ Index ‘ MD ‘ Index ‘ MD
1 0.2686 17 1.2321 33 0.2820
2 1.0391 18 0.0755 34 6.3251
3 1.0256 19 1.2321 35 1.2321
4 1.0391 20 6.3251 36 1.4520
5 0.7503 21 0.8192 37 0.8326
6 0.3508 22 0.8192 38 0.2820
7 3.9162 23 0.0755 39 0.8326
8 1.1079 24 0.5573 40 0.1444
9 1.0256 25 0.1998 41 0.1998
10 0.2686 26 0.0755 42 0.2820
11 6.3251 27 0.8192 43 0.6261
12 0.1444 28 0.1998 44 0.2820
13 0.4885 29 1.3009 45 0.9702
14 2.7462 30 6.3939 46 0.2820
15 0.8192 31 0.1998 47 0.0755
16 0.0755 32 1.0392

Tabulka 3: Mahalanobisové vzdialenosti
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4.2. Priklad 2: Doba obsluhy predajného automatu

V dalsom priklade budem pracovat s datami o dobe obsluhy predajného au-
tomatu. Data sa nazyvaju Delivery Time Data a pochadzaji z Montgomery
and Peck (1982), maji 3 premenné a 25 pozorovani. Ulohou je vysvetlif, ¢as
potrebny na obsluhu predajného automatu pomocou poc¢tu poniikanych produk-
tov automatom a prejdenou trasou (vzdialenostou) obsluhujtaceho personalu. Vy-
stupuju tu dve nezavislé premenné, kde z; je pocet produktov, xs vzdialenost
a mnezavisld premennd Y ako doba obsluhy. Linedrny model bude mat regresni
funkciu v tvare: E(Y|z1,22) = Bo + 121 + Soxe. KedZe v tomto priklade ide
o viacnasobnu regresiu, data som musela vykreslit pomocou 3D grafu pouZitim

prikazu scatterplot3d(), pozri obrazok 3.
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Obr. 4: 3D graf: Bodové vykreslenie datového siiboru o ¢ase dorucenia.
Opét prostrednictvom funkcie summary() som zistila informécie o testova-
nim a s v tabulkach 4 a 5. Odhady regresnych parametrov vysli pre LS aj pre

LTS regresiu kladné, ¢o znamen4 Ze regresnd primka bude mat rasttci charakter.
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Smerodajné odchylky sa opit vyrazne od seba nelisia.

Doba obsluhy predajného automatu

e}

Standardizované LTS rezidua

-2

MCD robustné vzdialenosti

Obr. 5: MCD robustné vzdialenosti vs. Standardizované LTS rezidua.
Na obréazku 5 je opét diagnosticky graf, z ktorého je vidiet, Zze v pase +2.5 s
zobrazené tri dobre odlahlé pozorovania a nad tymto pasom v pravom hornom

rohu je vplyvné pozorovanie. VIavo dole st dve vertikdlne odlahlé pozorovania.

Odhad Smerodajna | Hodnota test. | p-hodnota
parametra odchylka Statistiky T

Bo 2.3412 1.0967 2.135 0.0442
b1 1.6159 0.1707 9.464 3.25x107Y
Ba 0.0144 0.0036 3.981 0.0006

Tabulka 4: Vysledky testovania pre LS regresiu.

Tabulka 6 obsahuje tdaje o Mahalanobisovych vzdialenostiach. Vzdialenos-
ti, ktoré pri danej hladine @ = 0.025 prekrocili hodnotu odmocniny kvantilu

X3:0.075 = 7-37778 st vyznacené tuénym pismom.
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Odhad Smerodajna | Hodnota test. | p-hodnota
parametra | odchylka Statistiky T
Bo 3.7196 0.9101 4.087 0.0006
b1 1.4058 0.1313 10.708 1.73x107°
Ba 0.0162 0.0030 5.402 3.27x107°

Tabulka 5: Vysledky testovania pre LTS regresiu.

Tabulka 6: Mahalanobisové vzdialenosti

i [dr(i) | i [dr(i) |
1 | 1.2661 14 | 0.8675
2 | 0.8485 15 | 1.0615
3 | 1.0231 16 | 2.2850
4 | 0.8834 | 17 | 0.3179
5 | 0.5431 18 | 0.7794
6 | 0.3730 19 | 1.1661
7 | 1.2027 | 20 | 3.5094
8 | 0.4817 21 | 1.5198
9 | 7.8030 | 22 | 5.9339
10 | 1.6197 | 23 | 1.0661
11 | 3.1348 24 | 1.6008
12 1 1.3397 | 25 | 0.6676
13 | 0.5645
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Zaver

V teoretickej Casti tejto prace som zhrnula informacie o regresnej analyze ¢i uz
pre jednu alebo viacero vysvetlujucich premennych. Pri odhade regresnych para-
metrov sa standardne pouziva metoda najmensich stvorcov, ktora minimalizuje
sucet Stvorcov odchylok hodnot vysvetlovanej premennej od hodnot vyrovnanych
regresnou funkciou (rezidui). Je samozrejmé, Ze s meranim realizicii pozorovani
casto dochadza k chybam, a preto sa v datovych siiboroch vyskytuju pozorova-
nia, ktoré nenasledujia datovy trend. Na tieto pozorovania je metéda najmensich
Stvorcov citliva, preto som sa v dalSej teoretickej ¢asti venovala robustnym meto-
dam. Tie st uz menej citlivé na vyskyt odlahlych hodnot, a je mozné ich pouZitim
takéto pozorovania odhalif. Prakticka ¢ast bola venovand dvom konkrétnym pri-
kladom, na ktorych som aplikovala niektoré popisané metédy a postupy. Vsetko
bolo pocitané a vykreslené v statistickom softwari R, ktorému som venovala pries-
tor hned na Gvod tejto préce a stru¢ne som ho predstavila.

Préca mi prieniesla $irsi prehlad o tom, ako sa da s datovymi sibormi pracovat
a ako jednotlivé robustné metddy poméahaju pri detekcii odlahlych pozorovani.
Doplnila som si tak znalosti, ktoré sa na zakladnom kurze statistiky nevyucuju
a zaroven som sa naucila pracovat s dvoma, pre miia celkom novymi, softwarmi
ako je R a TEX. Dufam, Ze tato praca bude sluzit ¢itatelovi ako ndhlad do danej

problematiky a po jej precitani sa v nej bude vediet orientovat.
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Prilohy
Priloha 1

’ Index \ X \ y H Index \ X \ y ‘
1 4.37 | 5.23 26 4.42 | 4.66
2 4.56 | 5.74 27 4.29 | 4.66
3 4.26 | 4.93 28 4.38 | 4.90
4 4.56 | 5.74 29 4.22 | 4.39
5 4.30 | 5.19 30 3.48 | 6.05
6 4.46 | 5.46 31 4.38 | 4.42
7 3.84 | 4.65 32 4.56 | 5.10
8 4.57 | 5.27 33 4.45 | 5.22
9 4.26 | 5.57 34 3.49 | 6.29
10 4.37 | 5.12 35 4.23 | 4.34
11 3.49 | 5.73 36 4.62 | 5.62
12 4.43 | 5.45 37 4.53 | 5.10
13 4.48 | 5.42 38 4.45 | 5.22
14 4.01 | 4.05 39 4.53 | 5.18
15 4.29 | 4.26 40 4.43 | 5.57
16 4.42 | 4.58 41 4.38 | 4.62
17 4.23 | 3.94 42 4.45 | 5.06
18 4.42 | 4.18 43 4.50 | 5.34
19 4.23 | 4.18 44 4.45 | 5.34
20 3.49 | 5.89 45 4.55 | 5.54
21 4.29 | 4.38 46 4.45 | 4.98
22 4.29 | 4.22 47 4.42 | 4.50
23 4.42 | 4.42
24 4.49 | 4.85
25 4.38 | 5.02

Tabulka 7: CYG OB1 Star Cluster Data
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Priloha 2

Index Pocéet | Vzdialenost Doba
produktov obsluhy

1 7 560 16.68
2 3 220 11.50
3 3 340 12.03
4 4 80 14.88
5 6 150 13.75
6 7 330 18.11
7 2 110 8.00
8 7 210 17.83
9 30 1460 79.24
10 5 605 21.50
11 16 688 40.33
12 10 215 21.00
13 4 255 13.50
14 6 462 19.75
15 9 448 24.00
16 10 776 29.00
17 6 200 15.35
18 7 132 19.00
19 3 36 9.50
20 17 770 35.10
21 10 140 17.90
22 26 810 52.32
23 9 450 18.75
24 8 635 19.83
25 4 150 10.75

Tabulka 8: Delivery Data

33




Literatura

[1] Andél, J.: Zdklady matematické statistiky. Matfyzpress, Praha, 2005.
[2] Alfons, A.: Robust statistics in practice. Summer school, , Leuven, 2011.

[3] Blatna, D.: Robustni pfistup v linearni regresi [online|, dostupné
z http://www.panda.hyperlink.cz/cestapdf/pdf08c3/blatna.pdf,
[citované 14. 2. 2012].

[4] Filzmoser, P.: Multivariate statistik, Institut fir Statistik und Wahrscheinli-
chkeitstheorie. Wien, 2007.

[5] Hindls, R., Hronov4, S., Novak, 1.: Metody statistické analyzy pro ekonomy,
2. prepracované vydani. Management press, 'Praha, 2000.

[6] Hron, K., Kunderova P.: Regresni analyza - podpirng materidal. KMA, PiF
UP, Olomouc, 2011.

[7] Hubert, M.: Robust Multivariate Statistics. IASC Summer school, Leuven,
2011.

[8] Hubert, M., Rousseeuw, P. J., Van Aelst, S.: High-Breakdown Robust Mul-
tivariate Methods [online|, dostupné z http://arxiv.org/pdf/0808.0657.pdf,
[citované 3.4.2012].

[9] Cheng, T., Victoria-Feser, M. P.: High Breakdown Estimation of Multivari-
ate Mean and Covariance With Missing Observations [online|, dostupné

z http : | Jwww.hec.unige.ch/www/dms/hecen/victoriafeser /recherche/paper—
ertbs.pdf, [citované 4.6.2012].

[10] Jednoduch4 regrese [online], dostupné
z http : | /homel.vsb.cz/ dom033/predmety/statistika/ucebniext/15Regrese.pdf,
[citované 28.2.2012].

[11] Komaérek, A.: Hrdtky s R. Praha, Katedra pravdépodobnosti a matematické
statistiky, Matematicko - fyzikalni fakulta UK, Praha, 2009.

[12] Kone¢nd, K.: Vjuka jazyka R, Bakalafskd prace, PTF, Masarykova univer-
zita, Brno, 2010 [online], dostupné
z http : //is.muni.cz/th/270073/prif,/ Bakalarska,race.pdf,
[citované 29.4.2012].

[13] Kulich, M.: Struéng dvod do R [online], dostupné
z http://www.karlin.mff.cuni.cz/ kulich/vyuka/Rdoc/uvodrfpm.pdf,
[citované 16.3.2012].

34



[14] Linearni regresni modely, [online|, dostupné
z hitp : / /meloun.upce.cz/docs/research/chemometrics/methodology/6jedmetody.pdf
[citované 7.3.2012].

[15] Marcek, M.: Viacndsobnd Statistickd analyza dat a modely ¢asovijch radov v
ekonomii. FPF SU, Opava, 2009.

[16] Maronna, R., Martin, R.D., Yohai, V.J.: Robust Statistics: Theory and me-
thods. Wiley, New York, 2006.

[17] Metoda nejmensich ¢tverci [online], dostupné
z http : //herodes. feld.cvut.cz/mereni/mnc/mnc.php, [citované 7.3.2012].

[18] Zvara, K.: Regrese. Matfyzpress, Praha, 2008.

35



	Úvod
	Štatistický software R
	Regresná analýza
	Viacnásobná lineárna regresia
	Metóda najmenších štvorcov
	Posúdenie kvality regresného modelu (diagnostika)

	Robustné metódy
	Základné metódy robustnej regresie
	Robustná lineárna regresia
	LS-regresia (Least Squares (LS))
	L1 odhady

	Odhady s vysokým bodom zlyhania
	LMS-regresia (Least Median of Squares(LMS))
	LTS-regresia (Least Trimmed Squares(LTS))
	RLS odhady (Reweighted Least Squares (RLS))

	Robustné mnohorozmerné odhady a regresná diagnostika
	MCD (Minimum Covariance Determinant) odhady


	Príklady
	Príklad 1: Hertzsprung-Russell (H-R) diagram hviezdokopov Cyg OB1
	Príklad 2: Doba obsluhy predajného automatu

	Záver
	Prílohy
	Príloha 1: 
	Príloha 2: 

	Literatúra

