Jihotesks universita v Ceskych Budéjovicich

Pedagogické fakulta

Katedra matematiky

Pohled na elementarni funkce z hlediska teorie iteraci

ve vyuce matematiky na strednich skolach

Martina Amalie Malikova

28. dubna 2011



Anotace
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motivace pro usnadnéni vstupu do problematiky.



Anotation

This thesis deals mainly with introduction to iterations and with implementation pos-
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of understanding by students. There are prepared working sheets and propositions of mo-

tivation to ease making sense of this area of mathematics.
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1 Uvod

Matematika je velice zvlastni védni obor. Nékteti lidé, predevsim studenti, ji povazuji
za svuj oblibeny predmét. Ostatni, a téch je bohuzel vétsina, ji nemaji radi a je pro né
naopak neptijemna a obtézujici. Jak zmeénit tento stav a ptiblizit matematiku studentum
je otézka, jiz se zabyvalo jiz mnoho pedagogu. Jednu z cest k jejimu feseni by mohlo

nabidnout poc¢itani s iteracemi.

V prubéhu celého mého skolniho vzdélavani jsem zjistila, ze zajem o vyuku musi v Zacich
vzbuzovat hlavné vyucujici. I sebenepiijemnéjsi latku zaci pojimali snadno, pokud byla
podana piijemnym, ¢tivym nebo alespon zabavnym zpusobem. S matematikou to nebylo

nikdy jinak. Uciteluv zdjem a zapal ¢asto vzbuzoval podobné pocity u student.

Kdyz jsem si ale mohla vyzkouset, jak obtizné je tento zdjem a zapaleni vzbudit,
rozhodla jsem se alespon castecné pomoci a nabidnout alternativu. Vétsina uciteli nema
s iteracni teorii zkusenosti. Iterace, fraktaly a teorie chaosu, tii pribuzné obory matematiky,
si v8ak casto ziskaji pozornost i laiku. Materidlu k jejich prozkouma&ani vsak neni mnoho
a ani povédomi o jejich existenci neni prilis rozsitené.

Proto jsem se rozhodla pro diplomovou préci na toto téma. Jejim cilem bude predstavit
méné znamy a neobvykly obor, ktery vsak muze byt poutavy a zajimavy. Nastinit nékteré
cvicné priklady, které by ucitelé svym zaktim mohli nabidnout a pomoci zaclenit toto

odvétvi matematiky do vyuky.



2 Elementarni funkce

Nejprve si zopakujeme a sjednotime jednotlivé pojmy, kterymi se budu déle zabyvat a je-
jichz uptesnéni povazuji za dulezité. Nebude-li fe¢eno jinak, prace se tyka pouze funkci
jedné proménné a proto je budu oznacovat kratce ,funkce“. Jako prvni si zadefinujeme

pojem funkce a elementarni funkce.

Funkce je jednoznacné zobrazeni prvku z mnoziny M; do mnoziny prvkua (éisel, vek-
toru..) Ms. Jeho zakladni vlastnosti je, ze kazdému x € M, piitadi pravé jeden prvek

yGMg.

Definice 2.0.1. Reélnd funkce f jedné redlné proménné na mnoziné D(f) C R je zo-
brazeni z mnoziny D(f) do mnoziny R. Mnozina D(f) se nazyva definicni obor funkce.
Mnozina vsech hodnot, kterych funkce f na svém definicnim oboru D(f) nabyvé, se nazyva

obor hodnot funkce f a znaci se H(f). Je tedy

H(f) :={f(x);x € D(f)}.

Tato definice funkce ndm bude zcela stacit. Funkcemi jinymi nez redlnymi nebo funkcemi

vice proménnych se zde nebudeme vubec zabyvat, proto od jejich definice upoustim.

Funkce oznacujeme zpravidla (malymi i velkymi) pismeny latinské abecedy, nejcastéji
ovSem uzivame pismeno f. Oznaceni funkce je teba dusledné odlisovat od oznaceni hodnoty
funkce v daném bodé; oznaceni bodu piseme do zavorky za oznaceni funkce, obecné napft.

f(z). Konkrétné napt. f(4) znamend hodnotu funkce f pro x = 4; zapis ma smysl pouze

v piipade, ze 4 € D(f). [10]

Dovolim si jesté zminit definici funkce podle N. I. Lobacevského, ktera se pro funkci

jedné nezavislé proménné definuje:[4]

Definice 2.0.2. Je-li kazdému prvku x mnoziny M prifazen urcity prvek y mnoziny NV,

fikdme, ze je na mnoziné M definovana funkce a piseme y = f(z). Pfi tom se nazyvaji



jednotlivé prvky x hodnotami argumentu a prvky y hodnotami funkce.

Funkce se déli na elementarni a vyssi transcendentni. Jako elementarni funkce se oznacuji
funkce algebraické a nizsi transcendentni a vSechny takové funkce, které muzeme ziskat po-

moci koneéného poctu scitani, odcitani, déleni a nasobeni téchto zminénych funkei.

Algebraické jsou obecné mocniny pro kladna a zaporna k. Mezi nizsi transcendentni
patii exponencialni, logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolo-

metrické funkce. VSechny ostatni funkce se oznacuji jako vyssi transcendentni.

Rozdéleni funkei naznacuje obrazek (obr. 1), dalsi podrobnosti najdete v kapitole An-

alytické vyjadreni elementarnich funkci.

Iracionalni

Celé raciondlni
Raciondlni <

Lomené racionalni <

Algebraické

Elementarni funkce Ryze lomené

Nizsi transcendentni Neryze lomené

- logaritmické

- goniometrické

- cyklometrické

- hyperbolické,

- hyperbolometrické

Obréazek 1: Rozdéleni elementdrnich funkei

7 historického hlediska se jako elementarni funkce oznacuji takové funkce, které byly

popsany do konce 18. stoleti.
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2.1 Vlastnosti funkci

Abychom si mohli jednotlivé funkce urcit, zopakujeme si nékteré zakladni definice jejich

vlastnosti. Pro rozsiteni a prohloubeni tohoto tématu doporucuji [11] nebo [8].

2.1.1 Graf funkce

Graf funkce je s funkei spojen tak tzce, Ze ¢asto oba dva pojmy v nasi mysli splyvaji. [2]

Graf je zpusob vyjadieni funkeci obrazem.

Nejbéznéjsi zpusob je zachyceni kiivky funkce do soustavy dvou na sebe kolmych os
oznacenych meéritkem kazdé z nich. Tomu se 7iké soustava soutradna. Pokud je navic za-

chovan pomér méritek obou os 1:1, hovorime o kartézské soustavé souradné.

Obrazek 2: Soustava souradnd (vlevo) a kartézska soustava souradnd pro stejnou funkei.

Vodorovnou osu obvykle znac¢ime pismenem z, svislou y. Osa x nam representuje
defini¢ni obor funkceD(f), osa y obor hodnot H(f). Obé osy ndm déli plochu na 4 kvad-
ranty, které se znaéf fimskymi pismeny. Cislovan{ za¢ié v pravém hornfm rohu a pokracuje

proti sméru hodinovych rucicek.
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2.1.2 Spojitost

Definice 2.1.1. O funkci f(z) tekneme, Ze je spojitd v bodé a, pokud ke kazdému li-
bovolné malému ¢islu € > 0 existuje takové ¢islo § > 0, ze pro vSechna x, pro néz plati

|z —al < 9, plati také f(z) — f(a) <e.

Definice 2.1.2. Rekneme, 7e funkce f je spojitd na intervalu I, jestlize je spojitéd zprava
ve vSech bodech intervalu kromé koncového a zaroven spojita zleva ve vsech bodech inter-

valu kromé pocatecniho.

Spojitost byva casto nutnou podminkou mnoha dalsich definici, naptiklad primitivni
funkce, derivace a jinych. Zjednodusené si muzeme spojitou funkci predstavit jako takovou,
kterou jsme schopni nakreslit, aniz bychom museli zvednout tuzku z papiru. Jako priklad
jedné z nejjednodussich spojitych funkei na D(f) muzeme uvést f(x) = x. Piiklad funkce,
ktera neni spojitd je funkce celd cast f(z) = [z] (obr. 3), kterd je nespojitd v kazdém celém

Cisle.

Obrézek 3: Graf funkce celd ¢ést
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2.1.3 Monotonie funkci

Definice 2.1.3. Funkce f je rostouci na intervalu I, pokud Vi, zo € I plati

11 <@y = f(1) < f(22).

Definice 2.1.4. Funkce f je klesajici na intervalu I, pokud Vzq,xo € I plati

T < To = f(lCl) > f(l'g)

Definice 2.1.5. Funkce f je nerostouci na intervalu I, pokud Vx,,zo € I plati

Ty < x9 = f(x1) > f(22).

Definice 2.1.6. Funkce f je neklesajici na intervalu I, pokud Vzq,x, € I plati

T < Ty = f([El) < f(l'g)

Definice 2.1.7. Funkce f se nazyva monotonni na I, pokud je neklesajici nebo neros-

touct.

Definice 2.1.8. Funkce f se nazyva ryze monotonni na I, pokud je pouze klesajici nebo

pouze rostouci.

Snadno muzeme interval I rozsitit na cely definié¢ni obor, pak budeme hovorit o funkci
monoténni v celém D(f). Monotonii funkce pozndme nejsnaze z grafu funkce. Na (obr. 4)

muzete porovnat rostouci (vlevo) a neklesajici funkci. Na (obr. 5) nerostouci a klesajici.

13



Obrézek 4: Graf rostouci a neklesajici funkce

Obrazek 5: Graf nerostouci a klesajici funkce
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2.1.4 Prosta funkce

Definice 2.1.9. Funkci f nazveme prostou, pokud plati

Vo, xo € D(f); 21 # 29 = f(21) # [(22).

Véta 2.1.1. Necht je funkce f ve svém D(f) ryze monoténni, pak je prosta.

Diukaz: Predpoklddejme, ze funkce je rostouci. Vybereme-li zy, zo z D(f) tak, aby
splitovaly z; # x5, znamena to pro nés, ze bud z; < x5 nebo x; > 5. V prvnim pifpadé
je podle definice 2.1.3 f(x1) < f(x2). Ve druhém f(x1) > f(x2). Z uvedeného nam plyne,
ze f(x1) # f(x2).

2.1.5 Periodicka funkce

Definice 2.1.10. Funkce f se nazyva periodickd s periodou p € RT, jestlize pro vSechna
x € D(f) plati
(x £p) € D(f) A flz £p) = f(2).

Piikladem takové funkce je y = sin(x) s periodou p = 27 na (obr. 6).

perioda p

Obrazek 6: Graf funkce sinus
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2.1.6 Omezena funkce, minimum a maximum

Definice 2.1.11. Meéjme interval I C D(f). Funkce f je omezend shora na intervalu I,

pokud existuje j € R takové, ze pro vSechna x € I plati

flz) <.

Definice 2.1.12. Mgjme interval I C D(f). Funkce f je omezend zdola na intervalu I,

pokud existuje k € R takové, ze pro vSechna z € I plati

f(z) > k.

Definice 2.1.13. Rikdme, ze funkce f je omezend na intervalu I, pokud je omezend shora

i zdola. To znamena, ze existuje [ € R takové, ze pro vSechna x € I plati

[f(@)] <.

Stejné jako u monotonie, muzeme i zde rozsitit interval I na cely defini¢ni obor. Pak

budeme hovoriit o funkei omezené shora a nebo zdola na celém definiécnim oboru.

Definice 2.1.14. Nechf interval I € D(f). Rekneme, e funkce nabyva v bodé m € I

mazima, pokud pro vSechna x € I plati

f(z) < f(m).

Definice 2.1.15. Necht interval I C D(f). Rekneme, 7e funkce nabyva v bodé i € I

minima, pokud pro vSechna z € I plati

f(z) = f(0).
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2.1.7 Suda a licha funkce

Definice 2.1.16. Funkci f nazveme sudd, pokud pro viechna x € D(f) plati:

—z € D(f) A f(==) = f(x).

Definice 2.1.17. Funkci f nazveme lichd, pokud pro vsechna z € D(f) plati:
—z € D(f) A f(—z) = —f().

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y (obr. 7) vlevo, graf liché funkce je soumérny

podle pocatku (obr. 7) vpravo.

Obrézek 7: Sud4 a lichd funkce
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2.1.8 Inverzni funkce

Definice 2.1.18. Necht funkce y = f(z) je prostd na definiécnim oboru D(f) s oborem
hodnot H(f). Funkci x = g(y) nazveme inverzni funkci k funkci f jestlize plati D(g) =

H(f), H(g) = D(f) a f(z) =y < g(y) = . Znacime ji' [_(2).

Obréazek 8: Znazornéni inverzni funkce.

Véta 2.1.2. Je-li f(x) rostouct (klesajici), je i f-_1(z) rostouci (klesajici).

Diukaz pro funkci rostouci:

Zvolime libovolné xy1,xy € My, 11 < x9. Potom existuji yi,y2 € M tak, ze 1 = f(y1),
zy = f(y2), f(1) < f(y2). Déle plati yy = f_1(71), y2 = f-1(x2). Je-li f rostouci v M, pak
y1 < y2 (kdyby platilo y; > ys, platilo by také f(y1) > f(y2) a to by byl spor). Tedy f_;
je rostouci v My. Obdobneé je-li f klesajici v M, je y1 > yo (piipad y1 < yo vede opét ke
sporu), a tedy f_; je klesajici v M.

1V nékteré literatuie je inverzni funkce znacena f~'(z), ale protoze se tento symbol uzivd pro

prevracenou hodnotu, budeme pro znaceni inverzni funkce pouzivat spodni index.
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2.1.9 Funkce slozena

Definice 2.1.19. Necht mdme funkce z = f(x), s definicnim oborem D(f) a oborem
hodnotH(f), a y = g¢(z), s definitcnim oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Funkci

y = h(z) = g(f(z)) nazveme funkei sloZenou.

Skladani funkci neni komutativni. To znamend, ze zalezi na potadi. Uvedeme si pro
demonstraci piiklad dvou jednoduchych funkei f(z) = 2z a g(y) = y + 1. Pokud zvolime
y = f(x) a dosadime do funkce g(y), dostaneme novou funkei, kterou nazveme napiiklad
k(x) = g(f(z)) = f(z) +1 = 22 + 1. Pokud funkce vyménime a vlozime za x = ¢(y),
dostaneme funkci I(y) = f(g(y)) =29(y) =2(y + 1) = 2y + 2.

Slozenou funkci muzeme zapsat také jako h(x) = f(g(z)) = (g o f)(x), zkrdcené pak
h = go f. Slozime-li dvé stejné funkce f(x), vysledek zapiseme jako h(z) = f?(x). Skladat

funkce muzeme i opakované. Pii skladani jedné funkce vickrat se nam pouze zvysuje stupen.

2sin(z) + 1

sin(2z + 1)

Obrazek 9: Dvé puvodni funkce a dvé funkce z nich slozené.
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2.2 Analytické vyjadreni elementarnich funkci

Pomoci vlastnosti, které jsme nyni zavedli, popiSeme jednotlivé nejzakladnéjsi funkce.
Nejdulezitéjsi na této kapitole je peclivé a podrobné prozkoumani vlivu jednotlivych para-
metru funkei na jejich vlastnosti a grafické znazornéni. Budeme se zabyvat jen témi nejzé-

kladnéjsimi funkcemi.

Algebraickou funkci se rozumi takova funkce, jiz 1ze vytvorit z konstant a z proménné
x koneénym poctem algebraickych operaci (tj. s¢itdnim, odéitanim, ndsobenim, délenim a

umocnovanim raciondlnim exponentem). Kazd4 jind funkce se nazyva transcendentni . [5]

2.2.1 Konstantni funkce

Konstantni funkce mé v celém D(f) stejnou (konstantni) hodnotu. Predpis takové funkce

je f(x) = a, kde a je parametr.

Grafem funkce je pifimka rovnobéznd s osou x. D(f) = R, H(f) = a. Funkce je omezena

shora i zdola, neni rostouci ani klesajici a je spojitd ve vSech bodech D(f).

Obrazek 10: Graf konstantni funkce pro parametr a = 1,7
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2.2.2 Linearni funkce

Linearni funkce je predpis zavislosti primé imeéry. Je to takova funkce, jejiz hodnota v celém
D(f) rovnomeérné stoupa nebo klesa. Grafem této funkce je primka ruznobéznd s osou x.
D(f) =R, H(f) = R. Funkce neni omezend shora ani zdola a neni periodickd. Pro b = 0

je licha. Prostéa, pro a > 0 rostouci, pro a < 0 klesajici. Funkce je spojita ve vSech bodech

D(f).

f@) =Ltz +1

Obrézek 11: QGraf linedrni funkce

Funkéni predpis je f(x) = az + b, kde z je proménnd a a, b jsou parametry. Parametr
a urcuje uhel, ktery svird primka grafu s osou x. Plati, ze pro a > 0 je graf funkce rostouci,

pro a < 0 klesajici. Pro a = 0 je funkce konstantni.

Parametr b posouva prusecik s osou y. Pro b > 0 se posune vlevo, pro b < 0 vpravo.

Je-li b = 0, pak funkce prochazi pocatkem a je licha.
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2.2.3 Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce zobrazuje druhou mocninu proménné x. Grafem této funkce je parabola

s vrcholem V. D(f) = R. Funkce neni periodickd a je spojitd ve vSech bodech D(f).

—3z+1

Obrazek 12: Graf kvadratické funkce

Funkéni predpis kvadratické funkce je f(x) = az? + bx + ¢, kde x je proménnd a a, b,
¢ jsou parametry. Je-li parametr a > 0, pak je parabola omezend zdola, je-li a < 0, pak ze

shora. Vzdélenost tohoto parametru od nuly ndm meéni, jak ,tuzky“ graf bude. Cim je |al

N

Pokud je parametr b = 0, pak funkci nazveme ryze kvadratickou. Ryze kvadraticka

funkce je také suda.
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2.2.4 Polynomy

Polynom je kazdd funkce ve tvaru f(z) = a,2" + a,_12" ' + ... + ap pro n € N, kde
x je proménna a ag,...,a, jsou parametry. Plati, ze a, # 0. Takovy polynom nazveme
polynomem n-tého stupné. Mezi polynomy tudiz patii vSechny dosud zminéné funkce.

Funkce konstantni ma stupen 0, linedrni 1, kvadraticka 2, kubicka 3, atd.

flx) = 2t 4323 — 22+ 1

Obrazek 13: Graf polynomické funkce ¢tvrtého stupné

Kofenem mnohoclenu P(z) = >  a;z" " nazgvdme takové &islo a, pro néjz plati

Pla) = Siyaia™

Véta 2.2.1. (zdkladni véta algebry) Kazdy mnohoclen stupné n = 1 méa aspon jeden

koren.
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2.2.5 Linearni lomena funkce

Linedrni lomend funkce je funkce zapsana ve tvaru f(z) = zjis, kde parametry a, b, c,d € R
a ¢ # 0. Grafem této funkce je hyperbola se stredem v bodé [—%; 4]. Asymptoty hyperboly

jsou rovnobézné s osami x a y a prochéazeji jejim stfedem. Definiéni obor hyperboly je

D(f) =R — =%, oborem hodnot H(f) =R — <.

c

Obrézek 14: Graf linedrnf lomené funkce f(z) = 2t
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2.2.6 Funkce s absolutni hodnotou

Absolutni hodnota urcuje vzdalenost bodu od pocatku. Jako funkce s absolutni hodnotou
oznacujeme jakoukoliv funkci obsahujici absolutni hodnotu. Linearni funkce s absolutni
hodnotou mohou byt ve tvaru f(x) = |z + a| + b. Parametr a posunuje graf funkce o

hodnotu —a po ose z. Parametr b posouva graf o hodnotu b po ose y.

Obrazek 15: Graf linedrni funkce s absolutni hodnotou f(z) = |x + 1| — 2

VVVVVV

absolutni hodnotou, nebudu ani zde hloubéji rozvadét tuto problematiku.
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2.3 Didaktika elementarnich funkci

Podle docenta Hejného [3] muzeme ve vyvoji funkéniho mysleni jednotlivce vyclenit tii
titativnich vazeb kauzalnich jevu. Napiiklad posun packy hlasitosti méni intenzitu zvuku
televize, kohoutkem na vodovodu se reguluje proud vody, seslapnuti plynového pedalu

zpusobuje zvyseni rychlosti auta.

V [12] se muzeme docist, Ze na vyvoji tohoto stadia funkéniho mysleni v obecnéjsim
méritku se podili rodice jiz v raném détstvi naptiklad duslednosti nebo détskou literaturou,

kde zlo nebo neposlusnost jsou zpravidla trestany.

Druhé etapa by se méla vyznacovat intuitivnim vyuzivanim ziskanych zkuSenosti na
feSeni nékterych problému. U jednoduchych ptikladi by mél byt schopen najit zobecnéni
redlnych situaci. Modelovy piiklad je nastinén v [3] na strané 73. Touto etapou prochézi

zék v prubéhu studia na zakladni skole.

V posledni etapé na stfedni skole si student osvojuje systematickou praci s funkcemi.
Seznami se s elementarnimi funkcemi a jejich vlastnostmi, s pojmy jako je derivace, limita

a integral.

Podle bulharského autora Stolajara, citovaného v [8] muzeme formovani pojmu funkce
rozdeélit dokonce do Sesti obdobi, zacinajicich s nastupem do skolni dochézky. Prvni obdobi
neobsahuje zadné definice, ale mnoho ptikladi, které poukazuji na zavislost jedné veli¢iny

na druhé.

Na druhé drovni se zkoumaji funkce zadané pomoci tabulky hodnot, nazorné predstavujici

zavislosti, nebo koneé¢nym definiénim oborem a pravidlem nalezeni hodnot funkce.

I kdyz se na druhé urovni muzeme obejit bez zavedeni proménnych, ale ve treti trovni
se jiz objevuje jejich nutnost. Funkce se muze zadat pomoci rovnice a jeji definiéni obor
je mozné vyjadiit bud vyétem prvki nebo pomoci tabulky. Na étvrté trovni se rozsiiuje

moznost zadani funkce pomoci nékolika rovnic na ruznych c¢éstech definiéniho oboru.
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Pata uroven prechazi ke studiu funkei definovanych na nekoneénych mnozinach a zdiu-
razni se rozdil mezi zpusobem zadani obou moznosti. Zaroven je zde nutné rozsitit predstavu
o zadani funkce i o moznosti, kdy ji nelze vyjadrit pomoci algebry. Piikladem muze byt

funkce signum.

Na Sesté trovni by zak mél byt schopen nalézt aproximaci funkce na zakladé konecné

mnoziny ji odpovidajicich bodu.

2.3.1 Zavedeni pojmu funkce

Podle doc. Hejného [3] existuji dva zpusoby zavedeni funkeci. Prvnim z nich je klasicky
zpusob. Nejprve si studenti pripomenou ptiklady funkénich zavislosti zadanych ruznym
jinych predmétu. Meéli by se zabyvat konkrétnimi situacemi, které je presvédéi o ucelnosti

studia funkei.

Na zakladé ziskanych zkusenosti by si méli studenti uvédomit zménu vstupnich hodnot,
znacenych jako x, ve vztahu k vystupnim, oznac¢ovanym za y. Postupné prejit k poznani, co
je funkeni zavislost, jak funguji parametry, které se vyskytuji v rovnici a ziskat predstavu
o charakteristickych vlastnostech funkci. Na konec by se méli seznamit s dalsimi pojmy

jako defini¢ni obor, obor hodnot, graf, funkéni predpis.

Na zékladnich skolach se vétsina vlastnosti urcuje pravé z grafi, aby studenti ziskali
predstavu. S rozsitujicimi se znalostmi se prechazi na rozpoznavani vlastnosti funkce z pred-

pisu a zde se vyuziva diferencidlniho poctu.

Druhy je takzvany moderniza¢ni postup, kde se nejprve zavede pojem kartézského
soucinu mnozin A, B a pojem relace. Ve druhém kroku se zkoumaji vlastnosti relaci, diky
nimz se zavede zobrazeni z A na B jako relaci konkrétnich vlastnosti a az nakonec se

zadefinuje funkce jako zobrazeni v R.

O vhodnosti pouziti jednotlivych postupu se da jisté diskutovat, ale obecné plati, ze
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vhodnéjsim se zda byt postup klasicky, ktery odrazi prirozeny vyvoj chépani funkce a
zaroven dodrzuje sled jednotlivych ¢asti poznavaciho procesu. Pojem relaci je naopak casto

prijiman spisSe formalné a velice rychle zanika po zadefinovani funkci.
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2.4 Funkce v diskrétni matematice

Nasledujici ¢ast textu je prevzata z dizertacni prace H. Binterové ,,Charles Babbage a teorie
iteraci“ [1]. Zpracovani definic mi totiz pfislo srozumitelné a jejich citace lepsim fesenim

nez zanaseni nejasnosti vlastnim prepisem.

V iteracni teorii funkei jsou obvykle elementarni funkce popisovany jako algebry s jed-
nou unarni operaci. PfisluSnou monounarni algebru budeme nazyvat unarem. Pro popsani
unaru muzeme volit alternativni popisy. Lze je napr. povazovat za mnozinu s jednou binarni

operaci nebo je chépat jako orientované grafy.

Definice 2.4.1. Unar(A, f) se nazyva souwvisly, jestlize pro kazdé dva prvky a,b € A
existuje dvojice prirozenych ¢isel m,n € Ny s vlastnosti f"(a) = f™(b). V opaéném piipadé

se unar nazyva nesouvisly.

Definice 2.4.2. Unar (B, g) nazveme podunarem unaru (A, f), jestlize ) # B C A a

zobrazeni g je zizenim zobrazeni f na mnozinu B.

Na systému vSech podunart unaru (A4, f) lze ziejmé definovat relaci usporadéni < takto:

pro podunary (K, g), (L,h) unaru (A4, f) plati vztah (K, g) < (L, h), pravé kdyz K C L.

Definice 2.4.3. Maximalni souvisly podunar ve smyslu uvedené relace se nazyva kom-

ponenta unaru (A, f).

Je ziejmé, ze souvisly unar je tvoreny jedinou komponentou.

Definice 2.4.4. Minimélni podunar (pokud existuje) dané komponenty se nazyva cyklus.
Cyklus rddu k > 0, kratce k-cyklus zobrazeni f : A — A je mnozina {zo, x1, ..., xx_1} prvku

mnoziny A, pro které plati f(z,,) = Zmi1 pro 0 <m <k —1a f(zg_1) = wo.
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Komponenta se nazyva cyklicka nebo acyklicka podle toho, zda obsahuje nebo neob-
sahuje cyklus. Cyklus fadu 1 (tj. plati f(z) = x) se nazyva pevny bod zobrazeni f. Kazda
komponenta unaru ziejmé obsahuje nejvyse jeden cyklus. Nosi¢e komponent unaru (A, f)

se nazyvaji orbity funkce f. Kazda koneéna orbita je cyklicka.

Necht (A, f) je unar. Definujeme-li na A relaci a ~; b pravé kdyz existuji m,n € Ny
takové, ze f™(a) = f™(b), je relace = ziejmeé ekvivalenci na A a bloky piislusného rozkladu

jsou orbity funkce f.

Jak jsme jiz uvedli, 1ze unary povazovat za specidlni ptipady mnozin s jednou binarni
relaci. Je-li A # () mnozina a « bindrnf relace na A, lze dvojici (A, «) interpretovat jako
orientovany graf. Prvky mnoziny A se nazyvaji vrcholy nebo také wzly, dvojice (a,b) € «
se nazyvaji orientované hrany; vrchol a se nazyva pocdteéni a vrchol b koncovy uzel hrany
(a,b). Mezi dvéma ruznymi vrcholy tak existuji nejvyse dvé vzdjemné opa¢né orientované
hrany (a,b), (b,a). Necht je ddn orientovany graf (A,a) a (A, H) necht zna¢i prislusny
neorientovany graf (tj. zrusi se orientace hran a piipadna dvojice opacné orientovanych
hran mezi dvéma uzly se nahradi jednou neorientovanou hranou). Je-li (A, H) souvisly,

nazyva se (A, a) slabé souvisly.

Bud'te (A, a), (B, 3) orientované grafy. Zobrazeni f : A — B se nazyvd homomorfismus
grafu (A, «) do grafu (B, f), jestlize pro kazdou hranu (a,b) € a je (f(a), f(b)) € B (tedy

f je obvyklym rela¢nim homomorfismem).

Definice 2.4.5. Je-li relace a zobrazenim mnoziny A do sebe, tj. (A, @) je unar, nazyva
se prislusny orientovany graf funkciondini, pripadné uzlovy graf zobrazeni. V tom ptipadé
je ztejmé kazdy prvek x € A pocdtecnim vrcholem pravé jedné hrany. Orbity daného unaru

jsou maximalni slabé souvislé podgrafy prislusného uzlového grafu.
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Jak v dalsim uvidime, lze zkoumanim uzlovych grafi unaru tesit i problémy, jejichz
formulace byva casto jednoducha, feseni vSak vyzaduje konstrukce charakteristické pro

zkoumani funkciondlnich rovnic.

Necht (A4, f), (B, g) jsou funkciondlni grafy, h : (A, f) — (B, g) homomorfismus. Pak
pro kazdou dvojici (x,y) € f (tj. y = f(x)), plati (h(x),h(y)) € g, tedy h(y) = g(h(z)).
Uvedenou podminku lze tedy strucné zapsat takto: pro kazdy prvek x € A plati h(f(x)) =
g(h(x)), coz znamend, ze h : A — B je, z hlediska teorie obecnych algeber, homomorfismus

unaru (A, f) do unaru (B, g).

Definice 2.4.6. Homomorfismus unaru (A, f) do sebe se nazyva endomorfismus. V ptipadé,
7e h : A — B je homomorfismus unaru (A, f) do unaru (B,g), h~! : B —+ A homomor-
fismus unaru (B, g) do unaru (A, f) a soucasné je h bijekci, nazyva izomorfismus. Unary

(A, f), (B, g) se nazyvaji izomorfni, kdyz mezi nimi existuje alespon jeden izomorfismus.

Jsou-li (A, f), (B, g) unary a h : A — B izomorfismus, plati pro kazdé dva prvky z,y € A
vztah: f"(x) = f"(y) prave tehdy, kdyz g™ [h(x)] = g"[h(y)].

V dalsim textu bude hrat klicovou roli pojem konjugace funkci. K tomuto pojmu se
v jisté formé dopracoval jiz Charles Babbage, kdyz se zabyval problematikou diferen¢nich

rovnic. Zjistil, Ze pokud 1); je fesenim rovnice (1) na R a funkce 15 je definovéna piredpisem

Yy =flotof,

kde f je invertovatelnd funkce, pak funkce 15 je také resenim rovnice (1). Tim dospél
k jisté relaci ekvivalence na vhodné tiidé funkci, nazyvané konjugace. Formalné presna

definice je nasledujici:
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Definice 2.4.7. Necht (4, f), (B, g) jsou unary. Funkce f, g se nazyvaji konjugované,
kdyz existuje bijekce h : A — B, takova, Zze f = h~logoh.

Uvazujeme-li napiiklad funkce g(z) = 2z(1 — x), h(z) = 2? definované na mnoziné R,

pak tyto funkce tvoii dvojici konjugovanych funkei, nebot pro funkcif(x) = 1 — 2z plati

g=f"ohof.

7 predchazejicich tvah, predevsim pak z definice 6 a 7 je zfejmé, ze plati nasledujici

tvrzeni.
Véta 2.4.1. Jsou-li (A, f), (B, g) unary, jsou funkce f, g konjugované praveé tehdy, kdyz
jsou dané unary (A, f), (B, g) izomorfni, tj. pravé tehdy, kdyz jsou izomorfni uzlové grafy

téchto unaru.

Uvedené tvrzeni nam umozni efektivné studovat konkrétni systémy unaru.
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3 Iterace

3.1 Definice pojmu iterace

Slovo iterace je latinského puvodu (lat.iterum - jesté jednou). Pro matematiku to znameng

opakované pouziti jedné funkce f:

Dalsim krokem je

Na rozdil od informatiky, kde iterace (obecnéji rekurze) musi mit ukoncovaci krok,
v matematice nikoliv. Naopak matematika casto zkouma, kam nami vytvorené rady sméruji

a jak se chovaji v nekonecnu.

Teorie iteraci, jejiz zédklady polozil predevsim anglicky matematik Charles Babbage,
a s ni ptibuzna fraktalni geometrie pomahd nékteré jevy, jako naptiklad popula¢ni rust
si s nimi mnohdy ani neumi poradit. Stejné tak nam klasickd matematika moc nepomuze

v modelovani objektu z redlného prostiedi. Hora totiz neni kuzel feky netecou po primkéch.

Zmamym piikladem takového Spatné popsatelného ttvaru je napriklad pobfrezi ostrova.
Pokud budeme meérit jeho délku, muzeme to zkusit nejprve na mapé s méritkem 1:1 000 000.
Pouzijeme-li k méreni pevnou miru, tfeba pomoci kruzitka se vzdalenosti hrotu 1 cm, kazdy
krok, ktery uc¢inime bude ve skutec¢nosti mérit 10 km. Vznikne nam pak mnohotihelnik

velice zhruba odpovidajici tvaru ostrova, jehoz obvod je vsak jiz spocitatelny.

Zvétsime-li méritko mapy, kazdy krok kruzitka nam bude predstavovat mensi a tudiz
presnéjsi krok ve skutecnosti. Délka pobiezi se nam tudiz bude jevit mnohem delsi, protoze
do méreni zahrneme vice detailu. Pfi stalém zdrobnovani mérenych useku se bude délka
stale prodluzovat. Pokud pouzijeme tseky, jejichz velikost se limitné blizi nule, délka pobtezi

se nam naopak bude priblizovat nekonecnu.
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Obrazek 16: Model ostrova

Modelovou situaci ndm nastinuje (obr. 16). Vybrala jsem ostrov v severnim Pacifiku z
filipinského souostrovi z internetového portalu google.maps.com. Métitko je 1 : 1 000 000.
Prvni obrazek je méren useky dlouhymi 20 km a jeho obvod vychazi na 160 km. Druhy je

méfen po 5 km a délka obvodu se prodlouzila na 190km.

Podobné na tom jsou i jiné ptirodni predmeéty. Naptiklad kapradina, jejiz kazdy listek
pripomina zmensenou kopii celého listu. Béznou matematikou je velice obtizné popsatelna,
avSak pro iteracni pocitani jako stvorend. Dalsim pro iteracni postupy velice oblibenou

prirodninou je snéhova vlocka modelovand pomoci takzvané Kochovy vlocky.

Obréazek 17: List kapradiny vytvofeny pomoci iteraci v programu logo.
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3.2 Iterace v praxi

Nasledujici text je prevzat a upraven z clanku Iterace z Casopisu Automatizace, leden
2009. [6] V praxi iterace znamend postupné vylepsovéni stdvajictho odhadu teseni néjaké
ulohy s cilem se jednoduse, ale postupné dostat k feseni stédle lepsimu, a tak konecné

dosdhnout feseni témér dokonalého.

3.2.1 Motivaéni pribéh

Na jednom ostrové byl zakopan poklad na neznamém misté. Ostrov byl obydlen mistnimi
domorodci, kteri méli nasledujici tii vlastnosti: védéli, kde presné poklad je, odmitali toto
misto sdélit cizincim a byli jesitni. Jesitnost se jim projevovala tak, ze kdyz jim cizinec
tekl, Ze jejich soused si mysli, Ze poklad je na néjakém misté, pak se snazili svého souseda
pretrumfnout tim, ze uvedou presnéjsi lokalizaci pti dodrzeni podminek utajeni pfesného

mista pokladu.

Otéazkou je, jak uvedené skutecnosti muze vyuzit cizinec k nalezeni pokladu. Staci, kdyz
se postavi do libovolného bodu na ostrové a ptivola domorodce tka: , Tvuj soused si mysli,
ze poklad je presné pode mnou.“ Bodu, ve kterém cizinec stoji, se pfi popisu iteracnich

postupu 1ikd pocatecni odhad.

Ptivolany jesitny domorodec, ktery respektuje tabu (mé zakazéno fici, kde je poklad),
to nevydrzi a stoupne si do jiného bodu s tim, ze si mysli, Ze je to tam. Tomuto postupu
se Tika jeden krok iterace. Bylo by vsak piilis naivni v tomto druhém bodé kopat, protoze
nam nikdo nesmi fict, kde to pfesné je. V takové situaci neni nic rozumnéjsiho, nez se

postavit do nového bodu a privolat jiného domorodce.

Pokud jsou na ostrové alespon dva domorodci, pak se nase vzdéalenost od pokladu
krok za krokem zmensuje. Opakovanim uvedeného postupu vznika posloupnost dil¢ich
mezivysledku, kterd se za urcitych omezujicich podminek blizi k feSeni problému. Pritom

je zbytecné usilovat o to, aby po koneéném poctu kroku bylo nalezeno zcela presné reseni.
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Misto toho obvykle hleddme feSeni jen s urcitou presnosti, kterd v dané aplikaci zcela

vyhovuje.

Nejvétsi potize pri iteracnich metodach zpusobuje chovani jednoho ,vylepsovaciho
kroku. V idedlnim piipadé cekame, Ze se chyba nového mezivysledku v porovnani s predcho-
zim vyrazné zmensi, napt. geometrickou fadou s dostatecné malym kvocientem. Celd fada
iteracnich metod vsak bohuzel tuto vlastnost nemé, a nékdy dokonce neni ani zajisténo, aby
chyba v prubéhu iteraci klesala. K tomuto jevu dochézi zejména tehdy, pokud jsme navrhli
iteracni krok nevhodné a byli jsme malo jeSitni na to, ze za vSech okolnosti poskytujeme

cestu ke zlepSeni feSeni.

3.2.2 Historicka poznamka

Prvni zminka o iteracnim postupu pochézi od Herona Alexandrijského, ktery umél iteracné
pocitat délku hrany ctverce, jehoz plocha byla zadana. Jeho postup byl velmi jednoduchy.
V prvni fazi ¢tverec nahradil obdélnikem a odhadl ,,rozumné® délku jedné jeho strany.

Dopocet strany druhé pomoci obycejného déleni necinil zadné obtize.

Heron si v§iml toho, ze pokud prvni stranu podhodnoti, pak je druha strana obdélniku
nadhodnocena. Dostal genidlni napad hledat pravdu o strané ¢tverce nékde uprostied
a pouzil k tomu oby¢ejny aritmeticky prumér délek obou stran. Zaroven si vsiml, ze postup
je uspésnéjsi, pokud zacéne z nadhodnoceného odhadu. Jeho soucasnici byli prekvapeni, jak
elegantné takovy postup funguje. Obvykle staci pouzit méné nez deset iteracnich kroku

a docilime presnosti na vice nez deset platnych cifer.

Pozdéji bylo dokézano, ze jeho postup mé zajimavou vlastnost: v kazdém kroku se
zdvojnasobuje pocet platnych cifer vysledku, takze velmi brzy dosdhneme presného fesenti.
Uvedena geometrickd predstava nas dostatecné motivuje k vyuzivani Heronovy metody pro
vypocet druhé odmocniny libovolného kladného ¢isla. Stejny postup pouzivame pii vypoctu
tfeti odmocniny dodnes. Pravy rozmach itera¢nich metod pochézi az od Newtona, ktery

publikoval metodu vyuzivajici smérnice tecny k feSeni libovolné nelinearni rovnice.
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3.2.3 Vyuziti v armadeé

V nékterych situacich je tieba se rychle rozhodnout na zdkladé co nejpresnéjsiho, ale
zaroven rychlého vysledku. Piikladem takové situace je vojenstvi. Pii stielbé klasickym
kanonem nebo minometem necini potize nastaveni horizontalni roviny ani urceni sméru

sttelby. Velkym problémem je urceni elevacniho tihlu, pod kterym je tieba vypalit.

V bojové situaci neni ¢as presné zjistovat tento tihel a je tfeba jednat. Proto se malokdy
stane, ze zasahneme cil prvni ranou. Vétsinou zjistime, ze je tieba uhel zvysit nebo snizit.
Protivnik na druhé strané zjisti, ze stiilime a nékdy i odkud. Po zméné tihlu obvykle nastane
druhy extrém, kdy dojde k ,zaramovani“ cile a tfeti rana jiz jde najisto s vyuzitim linedrni

interpolace. Otazkou potom je, zda protivnik vydrzel tak dlouho ¢ekat.

Moderni raketové systémy s automatickou navigaci tento problém jiz , fesi samy“, a tak
se zda, ze moderni doba uz iterace zase nepotiebuje. To je ovSsem laicky pohled zaméiujici
se na povrch problému. Ve skutecnosti se iteraéni metody pouzivaji uvnitt navigacnich

systému, ¢imz se zvysuje jejich rychlost a odstranuje lidsky faktor.
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] 20° X
0 1 2 3 4 5 B 7

Obrazek 18: Elevacni thel déla pfi vakuu. [14]
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3.2.4 Spirala

Pro seznameni studentu s iteracemi jsem jako jeden z moznych motivacnich prikladua vy-
brala postup kresleni Fibonacciho spirdly. Spirala odrazi nékteré piirodni predmeéty jako

napfiiklad ulitu plzu, tvar galaxii nebo vzdusnych viru. Toho se da vyuzit pii motivaci.

Obréazek 19: Spirdly v ptirodé

Fibonacciho spirdla je velice blizka takzvané zlaté spirdle a nabizi pomoci iterativnich
kroku snadny zpusob narysovani pomoci zéakladnich geometrickych pomtucek jako je pravo-
uhly trojuhelnik a kruzitko. Navic muze tento postup kromé predstaveni iteraci ozivit

hodiny na skolach technického typu, kde je geometrie castéjsi.

Protoze ndm zde nezélezi tolik na presnosti jako na nazornosti, pro zjednoduseni a ury-
chleni tohoto ptikladu doporucuji pouzit klasicky ctvereckovany papir s miizkou 0,5 cm.

Dokonce pak odpada nutnost pouziti trojihelniku s ryskou, ale postaci klasické pravitko.

Prvnim krokem k vytvoteni spirdly je narysovani dvou stejné velkych ¢tvercu vedle sebe

s délkou hrany 1. V hornim spole¢ném bodé téchto ¢tvercu bude spocivat stied jednotkové
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Obrazek 20: Fibonacciho spirala

kruznice. Pro spiralu je dulezitd ta ¢tvrtina kruznice, kterda prochézi pravym z téchto

Ctvercu.

Nad oba ¢tverce nakreslime dalsi ¢tverec, jehoz hrana je souctem hran obou mensich
¢tvercu, tedy 2. V levé spodni hrané tohoto ¢tverce bude lezet stred dalsi kruhové vysece,
ktera bude mit polomér stejny, jako délka hrany ctverce, ve kterém se nachézi. Obé jiz

narysované kruhové oblouky by na sebe mély navazovat.

Obréazek 21: Prvni tii kroky pfi vytvareni Fibonacciho spiraly

Postupné budeme proti sméru hodinovych rucicek pridavat dalsi ¢tverce, jejichz délka
hrany odpovida souctu délky hran c¢tvercu, kterych se dotyka. Plati, ze velikosti téchto
hran tvoii Fibonacciho posloupnost?. Do kazdého z téchto ¢tvercli postupné narysujeme

prislusny kruhovy oblouk. Iterovanim tohoto kroku dosahneme libovolné dlouhé spirdly.

2Fibonacciho posloupnost je nekoneéns posloupnosti piirozenych éisel zacinajicich 0 a 1. Kazdé dalsi

¢islo je rovnou souctu dvou predchozich.
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3.3 Iteracni vyjadreni funkci

Pro iteracni vyjadireni funkci budeme pouzivat prevazné piikladu polynomu 1. stupné nebo
zobrazeni zadand pomoci tabulky. Predpoklad je, ze studenti znaji elementarni funkce
a jejich vlastnosti, z nichz vétsina je uvedena v tivodni ¢asti této prace. U linearnich funkci
je dulezité, aby studenti védeéli, co se s funkci stane pfi zméné parametri, kde se nachazi

koren funkce, jak najit hodnotu pruseciku s osami nebo jinymi funkcemi.

Postupné se zde sezndmime s funkei f(x) = 22 — 2. Rozebereme ji ve vSech ¢astech
potiebnych pro iterovani a pokusime se odhalit jeji vlastnosti. Schvalné jsem nevybrala
jednodussi linearni funkci, protoze v jejim piipadé by vlastnosti ztracely na své jed-

noznacnosti.

Tuto funkci si nejprve ukazeme na klasickém analytickém grafu. Ten budeme vyuzivat
jen jako podpurny, protoze je pevné spjat s predstavou funkce jako takové. Prvnim krokem,
ktery se primo tyka iteraci, bude vytvotreni tabulky funkénich hodnot. To je také krok, ktery
studenti jiz znaji. U obou téchto ¢asti je dulezité, aby z nich byli studenti schopni vycist,

zda se jedna o funkci ¢i nikoliv.

Nasledovat bude uzlovy graf. Zde bych rada ukézala, jak zakreslit funkci a jaka pravidla
se k tomuto typu grafu vztahuji. Jednotlivé ¢asti grafu budou pojmenovany a vysvétleny
v nasledujici kapitole. Blizsimu ujasnéni podlehnou jiz diive zadefinované pojmy. Pokusime
se je prirovnat k jiz zndmym obrazum. Vysvétlime si, jak se s nimi da pocitat a jakym

zpusobem ovlivnuji iterace.

3.3.1 Motivace

Pred zavedenim iteraci by studenti méli znat elementarni funkce, rozumét jejich vlastnos-
tem a meéli by umeét ¢ist z grafu. Ke zopakovani nékterych téchto dovednosti slouzi prvni 4
pracovni listy (viz piiloha). Doporucuji zopakovani této latky pred snahou zavést iterace,

aby si studenti znalosti osvézili a uttibili.
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Mnoho studentu pfijima ucivo pasivné a novou latku se uci jen velice neradi. Dulezité
je tudiz vyuzit motivace, kterou tato latka nabizi. U iteraci by k tomuto uc¢elu mohly
souzit ne tak vzdalené fraktdly, které byvaji pritazlivé z grafického hlediska. Na fraktdly je
mnoho odkazii na internetu i v jinych pracich, proto jen pozdéji struéné pripomenu, jakym

zpusobem se fraktaly iteraci dotykaji.

Dalsim moznym lakadlem této latky je vyuziti v praxi, jak je popsano v kapitole
3.2.1 Motiva¢ni pribéh nebo piiklady prirodnich predmétu prevedenych do matematiky.
Jako zastupce uvedu piiklad sneci ulity representované Fibonacciho spiralou, u které se pos-
tupneé zvysuji vzdalenosti mezi jednotlivymi vrstvami. Tento piiklad jsem nechala nakonec

spis jako zajimavost nebo inspiraci.

41



3.4 Opakovani pojmu diskrétni matematiky

Nyni bychom si mohli ozfejmit nékteré z pojmu, které jsme si zadefinovali v kapitole
2.4 Funkce v diskrétni matematice. Prvnim terminem, se kterym se zde setkavame je unar.
Unar je zobrazeni mnoziny A do sebe. Jednu takovou ukdzku ndm muze representovat
funkce kterou jsme pravé sledovali v ptikladu. Unarem nazveme cely graf, ktery jde z dané

funkce vytvorit.

Funkci definovanou na mnoziné A jsme ale schopni graficky znézornit celou pouze pro
kone¢nou mnozinu A, ktera neobsahuje mnoho prvku. Pro prili§ velké mnoziny je dulezité
spravné vybrat tu cast, kterd nam bude graf dostatecné nazorné representovat. Jako nej-
vhodnéjsi se v tomto ohledu u linearnich funkci jevily body v okoli pevného bodu nebo

bodu, ktery protina osu I. a III. kvadrantu kartézské soustavy souradné.

1 0 2
-1 -4 -10

Obréazek 22: Priklad nesouvislého grafu

o rI 3 2 I

Obrazek 23: Priklad souvislého grafu

Prvni vlastnosti unaru je souwislost. Unar je souvisly, pokud jsme schopni najit cestu
o n krocich mezi dvéma libovolnymi body. Graf na obrazku 22 nam zobrazuje nesouvisly
unar. Nejsme totiz schopni se dostat z bodu 2 do bodu 5 nebo z bodu -10 do bodu 6.
Naopak obrézky (obr. 23), (obr. 24) a (obr. 25) ndm zobrazuji unary souvislé.

RozloZenim unaru na souvislé bloky vzniknou €dsti, které kazdou zvlast nazveme orbita.
Orbita muze byt cyklickd nebo acyklickd. Cyklicka orbita je takova, kterd je zakoncena

cyklem.
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Podle poctu prvku k, které se v cyklu nachéazeji nazveme cyklus fadu k, nebo také k-
cyklus. Nejmensi mozny cyklus je tedy ten, kdy Sipka sméruje do toho samého bodu - pevny

bod. Je to cyklus tadu 1.

Obrazek 24: Orbita zakoncend cyklem radu 4

1 QC

Obréazek 25: Pevny bod - cyklus radu 1.

Priklad konecné orbity zakoncené cyklem je znazornén na obrazku 24. Dalsim piikladem
cyklické orbity je pevny bod nebo jakékoliv orbita do pevného bodu sméfujici (obr. 25).
Plati, ze kazda kone¢na orbita je kone¢éna (def. 2.4.4). A protoze plati, ze kazdy bod musi

mit svého nasledovnika, jsou acyklické orbity nekonecné.
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3.5 Vzorovy priklad

V tomto vzorovém piikladu budeme postupovat od véci znamych, za které povazuji klasicky
graf funkce a tabulku funkénich hodnot, k né¢emu novému, coz je predstaveni funkce jako

unaru a vytvoreni uzloého grafu.

3.5.1 Analyticky graf

Bézné bychom v teorii iteraci tento druh grafu nepotiebovali, ale pro vyuku a predstavu
bude lepsi pracovat i s nim. Vétsina z nds ma vzitou predstavu tohoto grafu a proto je jeho
vypovidajici hodnota pomérné vysokd. I ndm bude pomahat v dotvoreni predstavy toho,

co se s funkcemi déje a jak se chovaji jejich hodnoty.

Vyhodné je u tohoto grafu vyuzivat barevné znaceni. Pii uréovani vlastnosti itera¢nich
grafu se budeme snazit odhalit souvislosti mezi jednotlivymi hodnotami funkce a zménou
iteracniho grafu. K tomu by nam barvy svou néazornosti mohly napomoci. Podminkou
ovSem zustava, ze funkce, kterou budeme zkoumat takovymto grafem disponuje. V pr-
votnich piikladech tomu tak bude, pozdéji si ukazeme i zadani pomoci tabulky bez funkéniho

predpisu a souvislého grafu.

Obrazek 26: Graf funkce f(z) =2z — 2
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Na obrézku (obr. 26) mame analyticky graf funkce f(x) = 22 — 2 pouzité pro vzorovy
priklad. Prusecik s osou z je v bodé 0,5 a s osou y v bodé -1. Funkce je rostouci na celém

D(f) =R aplati, ze H(f) =R.

3.5.2 Tabulka funk¢énich hodnot

Tato tabulka v prvnim radku obsahuje hodnoty proménné z a v fadku druhém hod-
noty, jichz dana proménnd dosahuje. Pomoci této tabulky se snaze formuje analyticky
graf neznamé funkce. Jeji vyuziti je velmi dulezité i pro tvorbu grafu uzlového. Néktera

zobrazeni nemusi byt zaddna pomoci funkéniho predpisu, ale pouze tabulkou.

Vratime se k nasemu piikladu a sestrojime tabulku pro funkei f(x) = 2z —2. Vyuzijeme
mnozinu tfindcti ¢isel M = (—6;6) pro M € C. Na stejnych ¢éislech ukdzeme i tvorbu

uzlového grafu.

yi|-141-12|-10|-8]-6|-4|-2{0|2|4|6]|8]|10

Tabulka 1: Tabulka hodnot funkce f(z) = 2z — 2

3.5.3 Uzlovy graf

Funkci chapeme jako zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. V iteracich pouzivany unar
je velice podobné zobrazeni. Jeho podminkou ovSem je, Ze zobrazuje mnozinu A samu
do sebe. To pro nds znamend, ze abychom funkci byli schopni popsat pomoci uzlového
grafu, je nezbytné, aby mnozina B nazyvana oborem hodnot byla podmnozinou mnoziny

A, nazyvané definicnim oborem.

Uzlovy graf je mozné sestavit pouze pro koneénou mnozinu A s omezenym poctem
prvku. V ostatnich pripadech se musime spolehnout na representativni vzorek. Je také

grafem nesouvislym. Proto nedokéze znazornit spojitou funkci na celém intervalu, ale pouze
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jednotlivé prvky. Tyto prvky nazyvame vrcholy nebo také uzly. Podle toho se graf nazyva

uzlovy. Jednotlivé body jsou navzajem spojeny Sipkou - orientovanou hranou.

mnozina A B
4 6

*——»o

3 4

—»o
2

C) 0
—»o

0 -2

>~ »o

Obrazek 27: Spojeni dvou mnozin pomoci Sipek

Na modelovém prikladu je jako mnozina A ozna¢ena mnozina vstupnich proménnych
(D(f)). Mnozina B pak zahrnuje jejich funkéni hodnoty (H(f)). Kazdd proménna je se
svym vysledkem spojena Sipkou. Pokud mé& funkce stejnou vstupni a vystupni hodnotu,
nakreslime Sipku kolem bodu, ktery tuto hodnotu representuje. Tento bod budeme nadéle

nazyvat pevny bod.

Nyni prejdeme k iteraci. Jak je uvedeno v predchozim textu, iterace znamena opakovani
néjakého vzoru, struktury nebo postupu. Pouzijeme nyni znovu funkeci f na mnozinu

vysledki. Vznikne ndm slozena funkce h = fo f = f(f) = f* (obr.28).

5 8 14
3 4 6
2
C1> 0 -2
-1 -4 -10

Obrazek 28: Zobrazeni f?
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Jisté si kazdy v8imne, ze od chvile, kdy se néjaky prvek z mnoziny A shodne s vysledkem,
pokracujici iterace je rovnéz totozna. Této vlastnosti vyuzijeme a graf zjednodusime vy-
nechanim duplicitnich ¢asti. Ve chvili, kdy dosahneme nejvyssiho mozného zjednodusent,

ziskdme uzlovy graf (obr. 29). N-tym opakovanim tohoto kroku ziskdme funkei f™.

5 8 14
3 4 6
2

CP 0 -2
1 4 -10

Obrazek 29: Uzlovy graf pro funkei f(x) = 2z — 2

Vytvoteni uzlového grafu si muzeme usnadnit tim, ze vybereme tvodni prvek a pokra-
c¢ujeme v jeho rozvoji dokud nésledujici prvky stéle spadaji do vzorové mnoziny. Nasledné

vybereme dalsi prvek ze vzorové mnoziny a opakujeme postup, dokud ji nevycerpame.

Vzdy si musime dobte rozmyslet, jaka bude vstupni mnozina a kterym prvkem bychom
méli zacit. Stejné jako u tvorby analytického grafu i tady je tfeba ziskat urc¢itou zkusenost,

nezbytné potiebnou k odhadu nejkriti¢téjsich mist iterace.

Podle [7] vytvoiime uzlovy graf unaru (A, f) tak, ze vSechny prvky mnoziny A zo-
brazime jako body v roviné. Potom vedeme Sipku z prvku z do prvku y, pravé kdyz
y = f(z). Je-li x pevnym bodem funkce f, vedeme kolem bodu x smycku. Tento popis
opomiji onu iterativnost tvorby grafu, je ale mnohem jednodussi a elegantnéjsi. Pti bézném
vytvatreni grafu jej tudiz doporucuji.

Plati pravidlo, ze pfi tvorbé grafu bychom se méli vzdy snazit umistit body tak, aby
bylo mozné je spojit hranami bez jejich kiizeni. Na procviceni tvorby uzlového grafu jsou
pripraveny pracovni listy 5 a 6. Zaroven je zde nékolik otazek, které opakovanim upevnuji

teoretické znalosti o unaru.
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3.6 Dalsi moznosti zkoumani iterovanych funkci
3.6.1 Pevné body

Nyni by jiz studenti méli mit dostatek podkladovych piikladi a mohli bychom s nimi
objevit nékteré spolecné znaky. Vyuzijeme k tomu analyticky graf, do kterého zakreslime
vSechny tii probrané funkce. U kazdé funkce vyznacime jeji pevné body a nechame studenty,

aby odhadli, které mnoziné tyto body nélezi.

//

Obrazek 30: Tti probrané funkce vlozené do jediného grafu s vyzna¢enim pevnych bodu.

Presto, ze by mély tfi funkce byt dostatecné nazorné, je lepsi v pripadé nejasnosti
pridat nékolik funkci, aby studenti snaze objevili feSeni, nez jim vysledek prozrazovat.

Tim, ze je nechame, aby nové véci objevili sami, jim umoznime ziskat sebevédomi pfti

Pokud ma ucitel k dispozici pocitacovou u¢ebnu, muze si ulehé¢it a zrychlit praci po-
moci programu MS Excel, Open Office Calc nebo podobnou kanceléiskou aplikaci, které

byvaji na skolnich poc¢itacich obvykle nainstalovany. Podminkou ovSem je, ze studenti uméji

pouzity program ovladat.

Potiebné dovednosti studentu jsou vytvareni vzorcu, hromadné kopirovani ¢éisel a vzorcu

do bunék pomoci pretazeni i klasickym kopirovanim, vytvareni grafi z tabulky. Vyhodné
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je také podminéné formatovani.
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Obrazek 31: Ukéazka ptikladu feseného v programu Open Office Calc.

Vyuzitim pocitacu se vyrazné urychli prace a protoze se odstrani monoténni pocéitani
jednoduchych funkci, zaroven se vyuka stane piijemnéjsi. Bez potiebnych znalosti by
vSak pouziti informacni techniky bylo bohuzel naopak zdrzujici, protoze by ucitel musel
vysvétlovat ldtku s matematikou nesouvisejici. Pii spravné domluvé muze tato latka vést

k mezipfedmétovému zpestieni vyuky.

V tomto piikladu by studenti meéli byt schopni odhalit, ze vSechny pevné body se

nachézeji na ose I. a III. kvadrantu.
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3.6.2 Dvojcykly

Zajimavym pokracovanim a rozvinutim této latky je zadat studentum vytvoreni uzlového
grafu jedné z linearnich funkei kolmych na osu I. a III. kvadrantu. Jako piiklad jsem zvolila

funkei f(x) = —x + 2.

Obrazek 32: Analyticky graf funkce f(z) = —z + 2.

Nyni nechame studenty samostatné vytvorit iterace. Méli by udélat tabulku jako je
v tabulce 2. Vytvoreni grafu vsak muze nékteré z nich zmést. Ucitel by mél chvalit kazdou
snahu o postup spravnym smérem, pripadné poradit, jak dvojcykly zakreslit. Nakonec by

studenti méli vytvorit graf jako je na obrazku (obr. 33).

x|-6|-5|-4-3[-2[-1]0/1]2|3|4|5]6
v 8|76 |5 (43]2/1]0|-1|-2|-3]-4

Tabulka 2: Tabulka hodnot funkce f(z) = —x + 2.

Spolecné by meéli studenti i ucitel vyslovit teorii o tom, jaké grafy tvori dvojcykly.
V tabulce si studenti najdou dvojice ¢isel, kterd jsou vzajemné propojena a méli by si
uvedomit, ze pokud f(x)=y, pak i f(y)=x. Konkrétné to znamend, ze kdyz funkéni hodnota

naptiklad ¢isla -2 je 4, pak i funkéni hodnota ¢isla 4 je -2.
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-4 -3 -2 -1 0 1
6 5 4 3 2
Obréazek 33: Uzlovy graf funkce f(x) = —x + 2 tvoreny dvojcykly.

Sice se az doted studenti nesetkali s Zddnou jinou funkci popsanou iteracemi, ale po
predchozich zkuSenostech by to pro né nemél byt vyrazny problém. Jako dalsi funkei bych
doporucila prozkoumat lomenou funkei f(x) = —i (pracovni list 8). Jeji zaludnosti je, ze

u ni nemuzeme pocitat pouze s celymi cisly, jak jsme byli dosud zvykli.

Pro tento priklad jsem vytvorila pracovni list s navrhem bodu pro vypocet. I v tomto
prikladé studenti ziskaji graf slozeny z dvojcykli. Obé funkce, prestoze maji podobné uzlové

grafy, jsou v kartézské soustave velice rozdilné.

Zajimavym zpestienim této latky by mohlo byt otoceni postupu a zacit vytvorenim
uzlového grafu. Kazdy ze studentti ze zadané mnoziny ¢isel vytvoii graf a tabulku (pracovni
list 9). Potom vytvoii kartézsky graf. Bylo by vyhodné spolecné vybrat nékolik studentu,
kteri své grafy zakresli na tabuli do jednoho obrazku. K tomu se da opét vyuzit néktery

tabulkovy editor.

Ucitel by si mél dat zalezet, aby nékolik funkei bylo soumérnych podle osy 1. a II1. kvad-
rantu pro nazornost. Pokud bychom podobné ptiklady zkoumali dél, dojdeme ke zjisténi,
ze funkce, které jsou osové soumérné podle osy I. a III. kvadrantu, tvori dvojcykly vzdy.

Ale dvojcykly nemusi vzdy tvorit osové soumérné funkce.
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3.6.3 Funkce zadané pomoci tabulky

Tato latka by pro studenty méla byt velice jednoduchéa. Pouze vytvorime nékolik grafu, aby
si studenti uvédomili, ze kazd4a orbita, ktera je koncend, musi byt ukoncena cyklem. Toto
védomi jde ruku v ruce s poznanim, ze kazdy bod musi mit svého nasledovnika, i kdyby

mél nasledovat sam do sebe.

<
w
Ju—
e~
—_
D
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=y

Obrazek 34: Resen{ vzorového pifkladu zadaného tabulkou.

Pracovni list 10 je cvicenim nabizejicim dalsi dva ptiklady konecnych grafu. Jako do-
plnéni je zde nékolik otazek, na které je vhodné nechat studenty odpovédét i u vzorového
prikladu. Vétsina otdzek v pracovnich listech se neustale opakuje, aby jejich absence

nevedla studenty k pouhému odhadu spravné odpovédi.

Jako dalsi priklad bych rada uvedla slozeni funkci zadanych tabulkou. Jen pocetni
priklady jsou uvedeny v pracovnim listu 4. Nyni by mohla byt vhodnd prilezitost. Na
pracovnim listu 11 je zadana jedna z funkci f, pro kterou nyni studenti vypracuji iteracni
graf. Zaroven vytvoii graf pro funkeci slozenou h = f2. Funkce f se bude nazyvat druhy

iterativni koren funkce h nebo také iterativni kofen radu 2.

Pro dalsi prohloubeni tématu sklddéni a rozkladéni funkei bych doporuéila [7], kde je

podrobné popsan rozklad na iterativni koteny funkce a problematika m-propojitelnosti.

52



3.6.4 Slozitéjsi funkce

Zatim jsme se zabyvali pouze linedrnimi funkcemi a jednoduchymi predpisy zadanymi
pomoci tabulky. Nyni si pomoci iteraci predstavime nékteré dalsi funkce. Tato latka se
d4 neustale prohlubovat, at uZ pirevedenim funkei do oboru komplexnich éfsel, zvysenim
slozitosti funkei nebo jejich skladanim. Pti kazdém tomto kroku je velice zajimavé sledovat,

jak se méni jejich vlastnosti.

Jako prvni priklad uvedu piiklad linearni funkce s absolutni hodnotou. V nasem piipadé
pouzijeme funkci f(x) = |z|+1. Na analytickém grafu (obr. 36) vidime, ze funkce je suda. S
orbitou, jakou funkce vytvori, se studenti v tomto prikladé setkavaji poprvé, ale na zdkladé

zkusenosti z predchozich prikladu by to pro né nemél byt problém.

Obrazek 35: Kartézsky graf funkce f(x) = |z| + 1.

0

e

Obrazek 36: Uzlovy graf funkce f(x) = |z|+ 1
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Dalsi priklad linearni funkce s absolutni hodnotou je zadan v pracovnim listu 12. I kdyz
se graf posune pouze o konstantu, jeho uzlovy graf se vyrazné zméni. Dalsimu zkoumani by
mohlo podlehnout i posunuti pomoci parametru a. Zaddme dvé funkce s velmi podobnym
funkénim predpisem, které se 1isi na analytickém grafu pouze v horizontalnim posunuti

(obr. 37).

Obrazek 37: Kartézsky graf funkel f(z) = |z + 2| a f(x) = |z — 2|

Na obrazcich (obr. 38) a (obr. 39) je vidét, jak rozdilné jsou iterace dvou tak podobnych
funkci. Funkce f(x) = |z + 2| zacind v bodech -1, -2 a -3 a pokracuji do nekonecna. Orbity
graf funkce f(z) = |x — 2| jsou naopak ukonceny cykly. Jedna orbita je ukoncena cyklem

rfadu dvé obsahujicim body 0 a 2 a druha konci pevnym bodem v bodé 1.

Obrazek 38: Uzlovy graf funkce f(z) = |z + 2|.
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Obrézek 39: Uzlovy graf funkce f(z) = |z —2|.

Ucitel muze dle svého vlastniho uvazeni pokracovat ve vyzkumu dalsich druhu funkei.
Napriklad kvadratické funkce nabizeji rozsahlé pole moznosti. Uvod do problematiky kvadrat-

ickych funkef je popsan v [1].
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4 Praxe

Nyni bych chtéla jen kratce ptiblizit uvedeni nékterych pracovnich listu do praxe. Bohuzel
jsem meéla pouze dvé vyucovaci hodiny na pokus se studenty informatiky na stfedni skole
v Hustopecich u Brna. Zadala jsem jim opakovani vlastnosti funkei a tii iteracni piiklady,

z toho jeden vzorovy. Ptilozené CD obsahuje vysledky snazeni student.

4.1 Prvni hodina

Protoze jsem predpokladala, ze vétsinu elementarnich funkei maji studenti jiz probranou,
rozhodla jsem se pro zopakovani poznatku studentim zadat k samostatnému vyplnéni

prvni pracovni list. Pouze v pripadé konkrétnich dotazu jsem nabidla pomoc.

Vlastnosti funkei byl mnohem vétsi problém, nez jsem cekala. Uz jen uvédomit si,
co funkce neni, bylo pro nékteré studenty velice narocné. S takovou otézkou se predtim
nesetkali. Protoze jesté neprobirali s goniometrické funkce, velice casto je vyloucili. Spravné
casto neoznacili ani funkce omezené. Naopak kruznici zapsanou v soustavé souradné radi

mezi funkce zaradili.

Velice spatné dopadlo zkoumani vlastnosti funkci. Studenti si nepamatovali vyznam
pojmu a pletli si sudost a lichost. Nékteii také urcovali vlastnosti u grafu, které nepred-
stavovaly funkci. Presto, ze jsem neptfedpokladala u tohoto cvi¢eni problémy, ani vyrazné

zdrzeni, studentum prace zabrala témér celou hodinu.

Protoze dalsi hodina nasledovala jesté ten samy den jen o jednu hodinu pozdéji, dovo-
lila jsem si proti konvencim zaéit s iteracemi jesté po ukonceni cviceni. Studentim jsem
predstavila pojem iterace a precetla motivacni priklad. Zaveér hodiny jsem nechala diskusi,

co vSe je mozné zatradit do iteraci.
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4.2 Druha hodina

V case, ktery jsem méla mezi obéma hodinami jsem studentim jejich prace opravila. Na
zacatku hodiny jsme si zbézné prosli nejcastéjsi chyby. K uréitému zlepseni chapani pojmu
funkce obecné by mélo dojit prave diky setkani s iteracemi. Presto jsem se musela vratit
k definici funkce a rozebrat se studenty, co to vlastné znamend. Je dulezité, aby chapali,
ze kazdy bod definicniho oboru ma pravé jeden obraz. Co to pro né znamend v grafu a co

v tabulce funkénich hodnot.

Po tomto tivodu jsme se jiz plné zacali vénovat iteracim. Ve vzorovém piikladu jsem
jim predstavila i zakladni pojmy jako je pevny bod a orbita. Dalsi dva pracovni listy
slouzily pro upevnéni znalosti. Prvni itera¢ni piiklad tvofili studenti prevazné samostatneé.
U druhého jsem jim dala moznost tvorby ve dvojicich. Pro kontrolu jsem jim na konci

promitla spravné teseni prikladu

Pii predstaveni iteraci néktefi studenti aktivné spolupracovali a pokladali dotazy, ale
nekteri brali latku jen jako oprosténi od bézné vyuky. I pfes tak malou casovou dotaci stu-
denti rychle pochopili sestavovani uzlovych grafu, dokazali se orientovat v novych terminech

a rozsitili a upfesnili si chapani pojmu funkce, ktery se pro né stal mnohem konkrétnéjsim.
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5 Zavér

Studium iteraci otevira dalsi moznost, jak ozivit vyuku a predstavit studentum néco, s ¢im
se bézné nesetkaji. Dava novy thel pohledu na funkce, ktery konvencéni vyuka funkei
nenabizi. Tento novy pohled muze pomoci k hlubsimu pochopeni funkci a oprosténi se

béznému, formalnimu pohledu.

Iterace nabizeji bohatou skalu moznosti, kterymi se muze ucitel se svymi zaky vy-
dat. Muze srovnavat soumérnost grafu nebo se snazit priblizit k fraktalum. Nabizi se
moznost vzajemného porovnavani kartézskych a uzlovych grafu. Muze jit cestou skladani
nebo rozkladani grafu a jejich propojitelnosti, ale to povazuji pro stfedoskolské studium za

velice naroc¢né.

At se vyda jakoukoliv cestou vZdy prohloubi znalosti studentt ohledné funkci. Pevné
vérim, ze mé pracovni listy alespon ¢astecné pomohou této snaze zpestiit hodiny matem-

atiky.
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