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Anotace
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motivace pro usnadněńı vstupu do problematiky.
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This thesis deals mainly with introduction to iterations and with implementation pos-

sibilities to high-school education. Extends the overview of elementary functions and depth

of understanding by students. There are prepared working sheets and propositions of mo-

tivation to ease making sense of this area of mathematics.
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2.1.5 Periodická funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.2.6 Funkce s absolutńı hodnotou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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1 Úvod

Matematika je velice zvláštńı vědńı obor. Někteř́ı lidé, předevš́ım studenti, ji považuj́ı

za sv̊uj obĺıbený předmět. Ostatńı, a těch je bohužel většina, ji nemaj́ı rádi a je pro ně

naopak nepř́ıjemná a obtěžuj́ıćı. Jak změnit tento stav a přibĺıžit matematiku student̊um

je otázka, j́ıž se zabývalo již mnoho pedagog̊u. Jednu z cest k jej́ımu řešeńı by mohlo

nab́ıdnout poč́ıtáńı s iteracemi.

V pr̊uběhu celého mého školńıho vzděláváńı jsem zjistila, že zájem o výuku muśı v žáćıch

vzbuzovat hlavně vyučuj́ıćı. I sebenepř́ıjemněǰśı látku žáci poj́ımali snadno, pokud byla

podána př́ıjemným, čtivým nebo alespoň zábavným zp̊usobem. S matematikou to nebylo

nikdy jinak. Učitel̊uv zájem a zápal často vzbuzoval podobné pocity u student̊u.

Když jsem si ale mohla vyzkoušet, jak obt́ıžné je tento zájem a zapáleńı vzbudit,

rozhodla jsem se alespoň částečně pomoci a nab́ıdnout alternativu. Většina učitel̊u nemá

s iteračńı teoríı zkušenosti. Iterace, fraktály a teorie chaosu, tři př́ıbuzné obory matematiky,

si však často źıskaj́ı pozornost i laik̊u. Materiál̊u k jejich prozkoumáńı však neńı mnoho

a ani povědomı́ o jejich existenci neńı př́ılǐs rozš́ı̌rené.

Proto jsem se rozhodla pro diplomovou práci na toto téma. Jej́ım ćılem bude představit

méně známý a neobvyklý obor, který však může být poutavý a zaj́ımavý. Nast́ınit některé

cvičné př́ıklady, které by učitelé svým žák̊um mohli nab́ıdnout a pomoci začlenit toto

odvětv́ı matematiky do výuky.
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2 Elementárńı funkce

Nejprve si zopakujeme a sjednot́ıme jednotlivé pojmy, kterými se budu dále zabývat a je-

jichž upřesněńı považuji za d̊uležité. Nebude-li řečeno jinak, práce se týká pouze funkćı

jedné proměnné a proto je budu označovat krátce
”
funkce“. Jako prvńı si zadefinujeme

pojem funkce a elementárńı funkce.

Funkce je jednoznačné zobrazeńı prvk̊u z množiny M1 do množiny prvk̊u (č́ısel, vek-

tor̊u..) M2. Jeho základńı vlastnost́ı je, že každému x ∈ M1 přǐrad́ı právě jeden prvek

y ∈M2.

Definice 2.0.1. Reálná funkce f jedné reálné proměnné na množině D(f) ⊆ R je zo-

brazeńı z množiny D(f) do množiny R. Množina D(f) se nazývá definičńı obor funkce.

Množina všech hodnot, kterých funkce f na svém definičńım oboru D(f) nabývá, se nazývá

obor hodnot funkce f a znač́ı se H(f). Je tedy

H(f) := {f(x);x ∈ D(f)}.

Tato definice funkce nám bude zcela stačit. Funkcemi jinými než reálnými nebo funkcemi

v́ıce proměnných se zde nebudeme v̊ubec zabývat, proto od jejich definice upoušt́ım.

Funkce označujeme zpravidla (malými i velkými) ṕısmeny latinské abecedy, nejčastěji

ovšem už́ıváme ṕısmeno f . Označeńı funkce je třeba d̊usledně odlǐsovat od označeńı hodnoty

funkce v daném bodě; označeńı bodu ṕı̌seme do závorky za označeńı funkce, obecně např.

f(x). Konkrétně např. f(4) znamená hodnotu funkce f pro x = 4; zápis má smysl pouze

v př́ıpadě, že 4 ∈ D(f). [10]

Dovoĺım si ještě zmı́nit definici funkce podle N. I. Lobačevského, která se pro funkci

jedné nezávislé proměnné definuje:[4]

Definice 2.0.2. Je-li každému prvku x množiny M přǐrazen určitý prvek y množiny N ,

ř́ıkáme, že je na množině M definována funkce a ṕı̌seme y = f(x). Při tom se nazývaj́ı
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jednotlivé prvky x hodnotami argumentu a prvky y hodnotami funkce.

Funkce se děĺı na elementárńı a vyšš́ı transcendentńı. Jako elementárńı funkce se označuj́ı

funkce algebraické a nižš́ı transcendentńı a všechny takové funkce, které můžeme źıskat po-

moćı konečného počtu sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, děleńı a násobeńı těchto zmı́něných funkćı.

Algebraické jsou obecné mocniny pro kladná a záporná k. Mezi nižš́ı transcendentńı

patř́ı exponenciálńı, logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolo-

metrické funkce. Všechny ostatńı funkce se označuj́ı jako vyšš́ı transcendentńı.

Rozděleńı funkćı naznačuje obrázek (obr. 1), daľśı podrobnosti najdete v kapitole An-

alytické vyjádřeńı elementárńıch funkćı.

Elementárńı funkce �
�
�

A
A
A

Algebraické �
��

A
AA

Iracionálńı

Racionálńı �
�

A
A

Celé racionálńı

Lomené racionálńı �
�
AA

Ryze lomené

Neryze lomenéNižš́ı transcendentńı

- logaritmické

- goniometrické

- cyklometrické

- hyperbolické,

- hyperbolometrické

Obrázek 1: Rozděleńı elementárńıch funkćı

Z historického hlediska se jako elementárńı funkce označuj́ı takové funkce, které byly

popsány do konce 18. stolet́ı.
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2.1 Vlastnosti funkćı

Abychom si mohli jednotlivé funkce určit, zopakujeme si některé základńı definice jejich

vlastnost́ı. Pro rozš́ı̌reńı a prohloubeńı tohoto tématu doporučuji [11] nebo [8].

2.1.1 Graf funkce

Graf funkce je s funkci spojen tak úzce, že často oba dva pojmy v naš́ı mysli splývaj́ı. [2]

Graf je zp̊usob vyjádřeńı funkćı obrazem.

Nejběžněǰśı zp̊usob je zachyceńı křivky funkce do soustavy dvou na sebe kolmých os

označených měř́ıtkem každé z nich. Tomu se ř́ıká soustava souřadná. Pokud je nav́ıc za-

chován poměr měř́ıtek obou os 1:1, hovoř́ıme o kartézské soustavě souřadné.

-2

-1

1

2

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1
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3

4

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Obrázek 2: Soustava souřadná (vlevo) a kartézská soustava souřadná pro stejnou funkci.

Vodorovnou osu obvykle znač́ıme ṕısmenem x, svislou y. Osa x nám representuje

definičńı obor funkceD(f), osa y obor hodnot H(f). Obě osy nám děĺı plochu na 4 kvad-

ranty, které se znač́ı ř́ımskými ṕısmeny. Č́ıslováńı zač́ıná v pravém horńım rohu a pokračuje

proti směru hodinových ručiček.
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2.1.2 Spojitost

Definice 2.1.1. O funkci f(x) řekneme, že je spojitá v bodě a, pokud ke každému li-

bovolně malému č́ıslu ε > 0 existuje takové č́ıslo δ > 0, že pro všechna x, pro něž plat́ı

|x− a| < δ, plat́ı také f(x)− f(a) < ε.

Definice 2.1.2. Řekneme, že funkce f je spojitá na intervalu I, jestliže je spojitá zprava

ve všech bodech intervalu kromě koncového a zároveň spojitá zleva ve všech bodech inter-

valu kromě počátečńıho.

Spojitost bývá často nutnou podmı́nkou mnoha daľśıch definićı, např́ıklad primitivńı

funkce, derivace a jiných. Zjednodušeně si můžeme spojitou funkci představit jako takovou,

kterou jsme schopni nakreslit, aniž bychom museli zvednout tužku z paṕıru. Jako př́ıklad

jedné z nejjednodušš́ıch spojitých funkćı na D(f) můžeme uvést f(x) = x. Př́ıklad funkce,

která neńı spojitá je funkce celá část f(x) = [x] (obr. 3), která je nespojitá v každém celém

č́ısle.

-3

-2

-1

1

2

3

-3 -2 -1 1 2 3

Obrázek 3: Graf funkce celá část
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2.1.3 Monotonie funkćı

Definice 2.1.3. Funkce f je rostoućı na intervalu I, pokud ∀x1, x2 ∈ I plat́ı

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Definice 2.1.4. Funkce f je klesaj́ıćı na intervalu I, pokud ∀x1, x2 ∈ I plat́ı

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

Definice 2.1.5. Funkce f je nerostoućı na intervalu I, pokud ∀x1, x2 ∈ I plat́ı

x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Definice 2.1.6. Funkce f je neklesaj́ıćı na intervalu I, pokud ∀x1, x2 ∈ I plat́ı

x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).

Definice 2.1.7. Funkce f se nazývá monotónńı na I, pokud je neklesaj́ıćı nebo neros-

toućı.

Definice 2.1.8. Funkce f se nazývá ryze monotónńı na I, pokud je pouze klesaj́ıćı nebo

pouze rostoućı.

Snadno můžeme interval I rozš́ı̌rit na celý definičńı obor, pak budeme hovořit o funkci

monotónńı v celém D(f). Monotonii funkce poznáme nejsnáze z grafu funkce. Na (obr. 4)

můžete porovnat rostoućı (vlevo) a neklesaj́ıćı funkci. Na (obr. 5) nerostoućı a klesaj́ıćı.
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Obrázek 4: Graf rostoućı a neklesaj́ıćı funkce
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Obrázek 5: Graf nerostoućı a klesaj́ıćı funkce
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2.1.4 Prostá funkce

Definice 2.1.9. Funkci f nazveme prostou, pokud plat́ı

∀x1, x2 ∈ D(f);x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Věta 2.1.1. Necht’ je funkce f ve svém D(f) ryze monotónńı, pak je prostá.

Důkaz: Předpokládejme, že funkce je rostoućı. Vybereme-li x1, x2 z D(f) tak, aby

splňovaly x1 6= x2, znamená to pro nás, že bud’ x1 < x2 nebo x1 > x2. V prvńım př́ıpadě

je podle definice 2.1.3 f(x1) < f(x2). Ve druhém f(x1) > f(x2). Z uvedeného nám plyne,

že f(x1) 6= f(x2).

2.1.5 Periodická funkce

Definice 2.1.10. Funkce f se nazývá periodická s periodou p ∈ R+, jestliže pro všechna

x ∈ D(f) plat́ı

(x± p) ∈ D(f) ∧ f(x± p) = f(x).

Př́ıkladem takové funkce je y = sin(x) s periodou p = 2π na (obr. 6).

-2

-1

1

2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

perioda p

Obrázek 6: Graf funkce sinus

15



2.1.6 Omezená funkce, minimum a maximum

Definice 2.1.11. Mějme interval I ⊆ D(f). Funkce f je omezená shora na intervalu I,

pokud existuje j ∈ R takové, že pro všechna x ∈ I plat́ı

f(x) ≤ j.

Definice 2.1.12. Mějme interval I ⊆ D(f). Funkce f je omezená zdola na intervalu I,

pokud existuje k ∈ R takové, že pro všechna x ∈ I plat́ı

f(x) ≥ k.

Definice 2.1.13. Ř́ıkáme, že funkce f je omezená na intervalu I, pokud je omezená shora

i zdola. To znamená, že existuje l ∈ R takové, že pro všechna x ∈ I plat́ı

|f(x)| < l.

Stejně jako u monotonie, můžeme i zde rozš́ı̌rit interval I na celý definičńı obor. Pak

budeme hovořit o funkci omezené shora a nebo zdola na celém definičńım oboru.

Definice 2.1.14. Necht’ interval I ⊆ D(f). Řekneme, že funkce nabývá v bodě m ∈ I
maxima, pokud pro všechna x ∈ I plat́ı

f(x) ≤ f(m).

Definice 2.1.15. Necht’ interval I ⊆ D(f). Řekneme, že funkce nabývá v bodě i ∈ I

minima, pokud pro všechna x ∈ I plat́ı

f(x) ≥ f(i).
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2.1.7 Sudá a lichá funkce

Definice 2.1.16. Funkci f nazveme sudá, pokud pro všechna x ∈ D(f) plat́ı:

−x ∈ D(f) ∧ f(−x) = f(x).

Definice 2.1.17. Funkci f nazveme lichá, pokud pro všechna x ∈ D(f) plat́ı:

−x ∈ D(f) ∧ f(−x) = −f(x).

Graf sudé funkce je souměrný podle osy y (obr. 7) vlevo, graf liché funkce je souměrný

podle počátku (obr. 7) vpravo.
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Obrázek 7: Sudá a lichá funkce
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2.1.8 Inverzńı funkce

Definice 2.1.18. Necht’ funkce y = f(x) je prostá na definičńım oboru D(f) s oborem

hodnot H(f). Funkci x = g(y) nazveme inverzńı funkćı k funkci f jestliže plat́ı D(g) =

H(f), H(g) = D(f) a f(x) = y ⇔ g(y) = x. Znač́ıme ji1 f−1(x).
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Obrázek 8: Znázorněńı inverzńı funkce.

Věta 2.1.2. Je-li f(x) rostoućı (klesaj́ıćı), je i f−1(x) rostoućı (klesaj́ıćı).

Důkaz pro funkci rostoućı:

Zvoĺıme libovolně x1, x2 ∈ Mf , x1 < x2. Potom existuj́ı y1, y2 ∈ M tak, že x1 = f(y1),

x2 = f(y2), f(y1) < f(y2). Dále plat́ı y1 = f−1(x1), y2 = f−1(x2). Je-li f rostoućı v M , pak

y1 < y2 (kdyby platilo y1 ≥ y2, platilo by také f(y1) ≥ f(y2) a to by byl spor). Tedy f−1

je rostoućı v Mf . Obdobně je-li f klesaj́ıćı v M , je y1 > y2 (př́ıpad y1 ≤ y2 vede opět ke

sporu), a tedy f−1 je klesaj́ıćı v Mf .

1V některé literatuře je inverzńı funkce značena f−1(x), ale protože se tento symbol už́ıvá pro

převrácenou hodnotu, budeme pro značeńı inverzńı funkce použ́ıvat spodńı index.
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2.1.9 Funkce složená

Definice 2.1.19. Necht’ máme funkce z = f(x), s definičńım oborem D(f) a oborem

hodnotH(f), a y = g(z), s definičńım oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Funkci

y = h(x) = g(f(x)) nazveme funkćı složenou.

Skládáńı funkćı neńı komutativńı. To znamená, že zálež́ı na pořad́ı. Uvedeme si pro

demonstraci př́ıklad dvou jednoduchých funkćı f(x) = 2x a g(y) = y + 1. Pokud zvoĺıme

y = f(x) a dosad́ıme do funkce g(y), dostaneme novou funkci, kterou nazveme např́ıklad

k(x) = g(f(x)) = f(x) + 1 = 2x + 1. Pokud funkce vyměńıme a vlož́ıme za x = g(y),

dostaneme funkci l(y) = f(g(y)) = 2g(y) = 2(y + 1) = 2y + 2.

Složenou funkci můžeme zapsat také jako h(x) = f(g(x)) = (g ◦ f)(x), zkráceně pak

h = g ◦ f . Slož́ıme-li dvě stejné funkce f(x), výsledek zaṕı̌seme jako h(x) = f 2(x). Skládat

funkce můžeme i opakovaně. Při skládáńı jedné funkce v́ıckrát se nám pouze zvyšuje stupeň.
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2x+ 1

sin(x)
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sin(2x+ 1)

Obrázek 9: Dvě p̊uvodńı funkce a dvě funkce z nich složené.
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2.2 Analytické vyjádřeńı elementárńıch funkćı

Pomoćı vlastnost́ı, které jsme nyńı zavedli, poṕı̌seme jednotlivé nejzákladněǰśı funkce.

Nejd̊uležitěǰśı na této kapitole je pečlivé a podrobné prozkoumáńı vlivu jednotlivých para-

metr̊u funkćı na jejich vlastnosti a grafické znázorněńı. Budeme se zabývat jen těmi nejzá-

kladněǰśımi funkcemi.

Algebraickou funkćı se rozumı́ taková funkce, již lze vytvořit z konstant a z proměnné

x konečným počtem algebraických operaćı (tj. sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım, děleńım a

umocňováńım racionálńım exponentem). Každá jiná funkce se nazývá transcendentńı . [5]

2.2.1 Konstantńı funkce

Konstantńı funkce má v celém D(f) stejnou (konstantńı) hodnotu. Předpis takové funkce

je f(x) = a, kde a je parametr.

Grafem funkce je př́ımka rovnoběžná s osou x. D(f) = R, H(f) = a. Funkce je omezená

shora i zdola, neńı rostoućı ani klesaj́ıćı a je spojitá ve všech bodech D(f).
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f(x) = 1, 7

Obrázek 10: Graf konstantńı funkce pro parametr a = 1, 7
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2.2.2 Lineárńı funkce

Lineárńı funkce je předpis závislosti př́ımé úměry. Je to taková funkce, jej́ıž hodnota v celém

D(f) rovnoměrně stoupá nebo klesá. Grafem této funkce je př́ımka r̊uznoběžná s osou x.

D(f) = R, H(f) = R. Funkce neńı omezená shora ani zdola a neńı periodická. Pro b = 0

je lichá. Prostá, pro a > 0 rostoućı, pro a < 0 klesaj́ıćı. Funkce je spojitá ve všech bodech

D(f).

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

f(x) = 1
3x+ 1

Obrázek 11: Graf lineárńı funkce

Funkčńı předpis je f(x) = ax + b, kde x je proměnná a a, b jsou parametry. Parametr

a určuje úhel, který sv́ırá př́ımka grafu s osou x. Plat́ı, že pro a > 0 je graf funkce rostoućı,

pro a < 0 klesaj́ıćı. Pro a = 0 je funkce konstantńı.

Parametr b posouvá pr̊useč́ık s osou y. Pro b > 0 se posune vlevo, pro b < 0 vpravo.

Je-li b = 0, pak funkce procháźı počátkem a je lichá.
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2.2.3 Kvadratická funkce

Kvadratická funkce zobrazuje druhou mocninu proměnné x. Grafem této funkce je parabola

s vrcholem V. D(f) = R. Funkce neńı periodická a je spojitá ve všech bodech D(f).
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f(x) = x2 − 3x+ 1

Obrázek 12: Graf kvadratické funkce

Funkčńı předpis kvadratické funkce je f(x) = ax2 + bx + c, kde x je proměnná a a, b,

c jsou parametry. Je-li parametr a > 0, pak je parabola omezená zdola, je-li a < 0, pak ze

shora. Vzdálenost tohoto parametru od nuly nám měńı, jak
”
úzký“ graf bude. Č́ım je |a|

vyšš́ı, t́ım strměǰśı jsou ramena paraboly.

Pokud je parametr b = 0, pak funkci nazveme ryze kvadratickou. Ryze kvadratická

funkce je také sudá.
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2.2.4 Polynomy

Polynom je každá funkce ve tvaru f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a0 pro n ∈ N, kde

x je proměnná a a0, ..., an jsou parametry. Plat́ı, že an 6= 0. Takový polynom nazveme

polynomem n-tého stupně. Mezi polynomy tud́ıž patř́ı všechny dosud zmı́něné funkce.

Funkce konstantńı má stupeň 0, lineárńı 1, kvadratická 2, kubická 3, atd.
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f(x) = x4 + 3x3 − 2x+ 1

Obrázek 13: Graf polynomické funkce čtvrtého stupně

Kořenem mnohočlenu P (x) =
∑n

i=0 aix
n−i nazýváme takové č́ıslo α, pro nějž plat́ı

P (α) =
∑n

i=0 aiα
n−i

Věta 2.2.1. (základńı věta algebry) Každý mnohočlen stupně n = 1 má aspoň jeden

kořen.
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2.2.5 Lineárńı lomená funkce

Lineárńı lomená funkce je funkce zapsaná ve tvaru f(x) = ax+b
cx+d

, kde parametry a, b, c, d ∈ R

a c 6= 0. Grafem této funkce je hyperbola se středem v bodě [−d
c
; a
c
]. Asymptoty hyperboly

jsou rovnoběžné s osami x a y a procházej́ı jej́ım středem. Definičńı obor hyperboly je

D(f) = R− −d
c

, oborem hodnot H(f) = R− a
c
.
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f(x) = x+1
2x−1

Obrázek 14: Graf lineárńı lomené funkce f(x) = x+1
2x−1
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2.2.6 Funkce s absolutńı hodnotou

Absolutńı hodnota určuje vzdálenost bodu od počátku. Jako funkce s absolutńı hodnotou

označujeme jakoukoliv funkci obsahuj́ıćı absolutńı hodnotu. Lineárńı funkce s absolutńı

hodnotou mohou být ve tvaru f(x) = |x + a| + b. Parametr a posunuje graf funkce o

hodnotu −a po ose x. Parametr b posouvá graf o hodnotu b po ose y.
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f(x) = |x+ 1| − 2

Obrázek 15: Graf lineárńı funkce s absolutńı hodnotou f(x) = |x+ 1| − 2

Protože v té části práce, která se zabývá iteracemi nebudu využ́ıvat složitěǰśı funkce s

absolutńı hodnotou, nebudu ani zde hlouběji rozvádět tuto problematiku.
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2.3 Didaktika elementárńıch funkćı

Podle docenta Hejného [3] můžeme ve vývoji funkčńıho myšleńı jednotlivce vyčlenit tři

nejd̊uležitěǰśı etapy. Nejprve si d́ıtě, na základě životńıch zkušenost́ı, tvoř́ı představu kvan-

titativńıch vazeb kauzálńıch jev̊u. Např́ıklad posun páčky hlasitosti měńı intenzitu zvuku

televize, kohoutkem na vodovodu se reguluje proud vody, sešlápnut́ı plynového pedálu

zp̊usobuje zvýšeńı rychlosti auta.

V [12] se můžeme doč́ıst, že na vývoji tohoto stádia funkčńıho myšleńı v obecněǰśım

měř́ıtku se pod́ıĺı rodiče již v raném dětstv́ı např́ıklad d̊uslednost́ı nebo dětskou literaturou,

kde zlo nebo neposlušnost jsou zpravidla trestány.

Druhá etapa by se měla vyznačovat intuitivńım využ́ıváńım źıskaných zkušenost́ı na

řešeńı některých problémů. U jednoduchých př́ıklad̊u by měl být schopen naj́ıt zobecněńı

reálných situaćı. Modelový př́ıklad je nast́ıněn v [3] na straně 73. Touto etapou procháźı

žák v pr̊uběhu studia na základńı škole.

V posledńı etapě na středńı škole si student osvojuje systematickou práci s funkcemi.

Seznámı́ se s elementárńımi funkcemi a jejich vlastnostmi, s pojmy jako je derivace, limita

a integrál.

Podle bulharského autora Stolajara, citovaného v [8] můžeme formováńı pojmu funkce

rozdělit dokonce do šesti obdob́ı, zač́ınaj́ıćıch s nástupem do školńı docházky. Prvńı obdob́ı

neobsahuje žádné definice, ale mnoho př́ıklad̊u, které poukazuj́ı na závislost jedné veličiny

na druhé.

Na druhé úrovni se zkoumaj́ı funkce zadané pomoćı tabulky hodnot, názorně představuj́ıćı

závislosti, nebo konečným definičńım oborem a pravidlem nalezeńı hodnot funkce.

I když se na druhé úrovni můžeme obej́ıt bez zavedeńı proměnných, ale ve třet́ı úrovni

se již objevuje jejich nutnost. Funkce se může zadat pomoćı rovnice a jej́ı definičńı obor

je možné vyjádřit bud’ výčtem prvk̊u nebo pomoćı tabulky. Na čtvrté úrovni se rozšǐruje

možnost zadáńı funkce pomoćı několika rovnic na r̊uzných částech definičńıho oboru.
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Pátá úroveň přecháźı ke studiu funkćı definovaných na nekonečných množinách a zd̊u-

razńı se rozd́ıl mezi zp̊usobem zadáńı obou možnost́ı. Zároveň je zde nutné rozš́ı̌rit představu

o zadáńı funkce i o možnosti, kdy ji nelze vyjádřit pomoćı algebry. Př́ıkladem může být

funkce signum.

Na šesté úrovni by žák měl být schopen nalézt aproximaci funkce na základě konečné

množiny j́ı odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u.

2.3.1 Zavedeńı pojmu funkce

Podle doc. Hejného [3] existuj́ı dva zp̊usoby zavedeńı funkćı. Prvńım z nich je klasický

zp̊usob. Nejprve si studenti připomenou př́ıklady funkčńıch závislost́ı zadaných r̊uzným

zp̊usobem, např́ıklad tabulkou nebo grafem, které znaj́ı z dř́ıvěǰska z matematiky nebo i

jiných předmět̊u. Měli by se zabývat konkrétńımi situacemi, které je přesvědč́ı o účelnosti

studia funkćı.

Na základě źıskaných zkušenost́ı by si měli studenti uvědomit změnu vstupńıch hodnot,

značených jako x, ve vztahu k výstupńım, označovaným za y. Postupně přej́ıt k poznáńı, co

je funkčńı závislost, jak funguj́ı parametry, které se vyskytuj́ı v rovnici a źıskat představu

o charakteristických vlastnostech funkćı. Na konec by se měli seznámit s daľśımi pojmy

jako definičńı obor, obor hodnot, graf, funkčńı předpis.

Na základńıch školách se většina vlastnost́ı určuje právě z graf̊u, aby studenti źıskali

představu. S rozšǐruj́ıćımi se znalostmi se přecháźı na rozpoznáváńı vlastnost́ı funkce z před-

pisu a zde se využ́ıvá diferenciálńıho počtu.

Druhý je takzvaný modernizačńı postup, kde se nejprve zavede pojem kartézského

součinu množin A, B a pojem relace. Ve druhém kroku se zkoumaj́ı vlastnosti relaćı, d́ıky

nimž se zavede zobrazeńı z A na B jako relaci konkrétńıch vlastnost́ı a až nakonec se

zadefinuje funkce jako zobrazeńı v R.

O vhodnosti použit́ı jednotlivých postup̊u se dá jistě diskutovat, ale obecně plat́ı, že
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vhodněǰśım se zdá být postup klasický, který odráž́ı přirozený vývoj chápáńı funkce a

zároveň dodržuje sled jednotlivých část́ı poznávaćıho procesu. Pojem relaćı je naopak často

přij́ımán sṕı̌se formálně a velice rychle zaniká po zadefinováńı funkćı.
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2.4 Funkce v diskrétńı matematice

Následuj́ıćı část textu je převzata z dizertačńı práce H. Binterové
”
Charles Babbage a teorie

iteraćı“ [1]. Zpracováńı definic mi totiž přǐslo srozumitelné a jejich citace lepš́ım řešeńım

než zanášeńı nejasnost́ı vlastńım přepisem.

V iteračńı teorii funkćı jsou obvykle elementárńı funkce popisovány jako algebry s jed-

nou unárńı operaćı. Př́ıslušnou monounárńı algebru budeme nazývat unarem. Pro popsáńı

unaru můžeme volit alternativńı popisy. Lze je např. považovat za množinu s jednou binárńı

operaćı nebo je chápat jako orientované grafy.

Definice 2.4.1. Unar(A, f) se nazývá souvislý, jestliže pro každé dva prvky a, b ∈ A

existuje dvojice přirozených č́ısel m,n ∈ N0 s vlastnost́ı fn(a) = fm(b). V opačném př́ıpadě

se unar nazývá nesouvislý.

Definice 2.4.2. Unar (B, g) nazveme podunarem unaru (A, f), jestliže ∅ 6= B ⊆ A a

zobrazeńı g je zúžeńım zobrazeńı f na množinu B.

Na systému všech podunar̊u unaru (A, f) lze zřejmě definovat relaci uspořádáńı ≤ takto:

pro podunary (K, g), (L, h) unaru (A, f) plat́ı vztah (K, g) ≤ (L, h), právě když K ⊆ L.

Definice 2.4.3. Maximálńı souvislý podunar ve smyslu uvedené relace se nazývá kom-

ponenta unaru (A, f).

Je zřejmé, že souvislý unar je tvořený jedinou komponentou.

Definice 2.4.4. Minimálńı podunar (pokud existuje) dané komponenty se nazývá cyklus.

Cyklus řádu k > 0, krátce k-cyklus zobrazeńı f : A→ A je množina {x0, x1, ..., xk−1} prvk̊u

množiny A, pro které plat́ı f(xm) = xm+1 pro 0 ≤ m < k − 1 a f(xk−1) = x0.
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Komponenta se nazývá cyklická nebo acyklická podle toho, zda obsahuje nebo neob-

sahuje cyklus. Cyklus řádu 1 (tj. plat́ı f(x) = x) se nazývá pevný bod zobrazeńı f . Každá

komponenta unaru zřejmě obsahuje nejvýše jeden cyklus. Nosiče komponent unaru (A, f)

se nazývaj́ı orbity funkce f . Každá konečná orbita je cyklická.

Necht’ (A, f) je unar. Definujeme-li na A relaci a ≈f b právě když existuj́ı m,n ∈ N0

takové, že fm(a) = fn(b), je relace ≈f zřejmě ekvivalenćı na A a bloky př́ıslušného rozkladu

jsou orbity funkce f .

Jak jsme již uvedli, lze unary považovat za speciálńı př́ıpady množin s jednou binárńı

relaćı. Je-li A 6= ∅ množina a α binárńı relace na A, lze dvojici (A,α) interpretovat jako

orientovaný graf. Prvky množiny A se nazývaj́ı vrcholy nebo také uzly, dvojice (a, b) ∈ α
se nazývaj́ı orientované hrany; vrchol a se nazývá počátečńı a vrchol b koncový uzel hrany

(a, b). Mezi dvěma r̊uznými vrcholy tak existuj́ı nejvýše dvě vzájemně opačně orientované

hrany (a, b), (b, a). Necht’ je dán orientovaný graf (A,α) a (A,H) necht’ znač́ı př́ıslušný

neorientovaný graf (tj. zruš́ı se orientace hran a př́ıpadná dvojice opačně orientovaných

hran mezi dvěma uzly se nahrad́ı jednou neorientovanou hranou). Je-li (A,H) souvislý,

nazývá se (A,α) slabě souvislý.

Bud’te (A,α), (B, β) orientované grafy. Zobrazeńı f : A→ B se nazývá homomorfismus

grafu (A,α) do grafu (B, β), jestliže pro každou hranu (a, b) ∈ α je (f(a), f(b)) ∈ β (tedy

f je obvyklým relačńım homomorfismem).

Definice 2.4.5. Je-li relace α zobrazeńım množiny A do sebe, tj. (A,α) je unar, nazývá

se př́ıslušný orientovaný graf funkcionálńı, př́ıpadně uzlový graf zobrazeńı. V tom př́ıpadě

je zřejmě každý prvek x ∈ A počátečńım vrcholem právě jedné hrany. Orbity daného unaru

jsou maximálńı slabě souvislé podgrafy př́ıslušného uzlového grafu.
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Jak v daľśım uvid́ıme, lze zkoumáńım uzlových graf̊u unar̊u řešit i problémy, jejichž

formulace bývá často jednoduchá, řešeńı však vyžaduje konstrukce charakteristické pro

zkoumáńı funkcionálńıch rovnic.

Necht’ (A, f), (B, g) jsou funkcionálńı grafy, h : (A, f) → (B, g) homomorfismus. Pak

pro každou dvojici (x, y) ∈ f (tj. y = f(x)), plat́ı (h(x), h(y)) ∈ g, tedy h(y) = g(h(x)).

Uvedenou podmı́nku lze tedy stručně zapsat takto: pro každý prvek x ∈ A plat́ı h(f(x)) =

g(h(x)), což znamená, že h : A→ B je, z hlediska teorie obecných algeber, homomorfismus

unaru (A, f) do unaru (B, g).

Definice 2.4.6. Homomorfismus unaru (A, f) do sebe se nazývá endomorfismus. V př́ıpadě,

že h : A → B je homomorfismus unaru (A, f) do unaru (B, g), h−1 : B → A homomor-

fismus unaru (B, g) do unaru (A, f) a současně je h bijekćı, nazývá izomorfismus. Unary

(A, f), (B, g) se nazývaj́ı izomorfńı, když mezi nimi existuje alespoň jeden izomorfismus.

Jsou-li (A, f), (B, g) unary a h : A→ B izomorfismus, plat́ı pro každé dva prvky x, y ∈ A
vztah: fm(x) = fn(y) právě tehdy, když gm[h(x)] = gn[h(y)].

V daľśım textu bude hrát kĺıčovou roli pojem konjugace funkćı. K tomuto pojmu se

v jisté formě dopracoval již Charles Babbage, když se zabýval problematikou diferenčńıch

rovnic. Zjistil, že pokud ψ1 je řešeńım rovnice (1) na R a funkce ψ2 je definována předpisem

ψ2 = f−1 ◦ ψ1 ◦ f,

kde f je invertovatelná funkce, pak funkce ψ2 je také řešeńım rovnice (1). T́ım dospěl

k jisté relaci ekvivalence na vhodné tř́ıdě funkćı, nazývané konjugace. Formálně přesná

definice je následuj́ıćı:
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Definice 2.4.7. Necht’ (A, f), (B, g) jsou unary. Funkce f , g se nazývaj́ı konjugované,

když existuje bijekce h : A→ B, taková, že f = h−1 ◦ g ◦ h.

Uvažujeme-li např́ıklad funkce g(x) = 2x(1 − x), h(x) = x2 definované na množině R,

pak tyto funkce tvoř́ı dvojici konjugovaných funkćı, nebot’ pro funkcif(x) = 1− 2x plat́ı

g = f−1 ◦ h ◦ f.

Z předcházej́ıćıch úvah, předevš́ım pak z definice 6 a 7 je zřejmé, že plat́ı následuj́ıćı

tvrzeńı.

Věta 2.4.1. Jsou-li (A, f), (B, g) unary, jsou funkce f , g konjugované právě tehdy, když

jsou dané unary (A, f), (B, g) izomorfńı, tj. právě tehdy, když jsou izomorfńı uzlové grafy

těchto unar̊u.

Uvedené tvrzeńı nám umožńı efektivně studovat konkrétńı systémy unar̊u.
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3 Iterace

3.1 Definice pojmu iterace

Slovo iterace je latinského p̊uvodu (lat.iterum - ještě jednou). Pro matematiku to znamená

opakované použit́ı jedné funkce f :

f(x) = y

Daľśım krokem je

f(y) = z

Na rozd́ıl od informatiky, kde iterace (obecněji rekurze) muśı mı́t ukončovaćı krok,

v matematice nikoliv. Naopak matematika často zkoumá, kam námi vytvořené řady směřuj́ı

a jak se chovaj́ı v nekonečnu.

Teorie iteraćı, jej́ıž základy položil předevš́ım anglický matematik Charles Babbage,

a s ńı př́ıbuzná fraktálńı geometrie pomáhá některé jevy, jako např́ıklad populačńı r̊ust

nebo vývoj na burze, modelovat mnohem výstižněji než běžně použ́ıvaná matematika, která

si s nimi mnohdy ani neumı́ poradit. Stejně tak nám klasická matematika moc nepomůže

v modelováńı objekt̊u z reálného prostřed́ı. Hora totiž neńı kužel,̌reky netečou po př́ımkách.

Známým př́ıkladem takového špatně popsatelného útvaru je např́ıklad pobřež́ı ostrova.

Pokud budeme měřit jeho délku, můžeme to zkusit nejprve na mapě s měř́ıtkem 1:1 000 000.

Použijeme-li k měřeńı pevnou mı́ru, třeba pomoćı kruž́ıtka se vzdálenost́ı hrot̊u 1 cm, každý

krok, který učińıme bude ve skutečnosti měřit 10 km. Vznikne nám pak mnohoúhelńık

velice zhruba odpov́ıdaj́ıćı tvaru ostrova, jehož obvod je však již spoč́ıtatelný.

Zvětš́ıme-li měř́ıtko mapy, každý krok kruž́ıtka nám bude představovat menš́ı a tud́ıž

přesněǰśı krok ve skutečnosti. Délka pobřež́ı se nám tud́ıž bude jevit mnohem deľśı, protože

do měřeńı zahrneme v́ıce detail̊u. Při stálém zdrobňováńı měřených úsek̊u se bude délka

stále prodlužovat. Pokud použijeme úseky, jejichž velikost se limitně bĺıž́ı nule, délka pobřež́ı

se nám naopak bude přibližovat nekonečnu.
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Obrázek 16: Model ostrova

Modelovou situaci nám nastiňuje (obr. 16). Vybrala jsem ostrov v severńım Pacifiku z

filiṕınského souostrov́ı z internetového portálu google.maps.com. Měř́ıtko je 1 : 1 000 000.

Prvńı obrázek je měřen úseky dlouhými 20 km a jeho obvod vycháźı na 160 km. Druhý je

měřen po 5 km a délka obvodu se prodloužila na 190km.

Podobně na tom jsou i jiné př́ırodńı předměty. Např́ıklad kapradina, jej́ıž každý ĺıstek

připomı́ná zmenšenou kopii celého listu. Běžnou matematikou je velice obt́ıžně popsatelná,

avšak pro iteračńı poč́ıtáńı jako stvořená. Daľśım pro iteračńı postupy velice obĺıbenou

př́ırodninou je sněhová vločka modelovaná pomoćı takzvané Kochovy vločky.

Obrázek 17: List kapradiny vytvořený pomoćı iteraćı v programu logo.
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3.2 Iterace v praxi

Následuj́ıćı text je převzat a upraven z článku Iterace z časopisu Automatizace, leden

2009. [6] V praxi iterace znamená postupné vylepšováńı stávaj́ıćıho odhadu řešeńı nějaké

úlohy s ćılem se jednoduše, ale postupně dostat k řešeńı stále lepš́ımu, a tak konečně

dosáhnout řešeńı téměř dokonalého.

3.2.1 Motivačńı př́ıběh

Na jednom ostrově byl zakopán poklad na neznámém mı́stě. Ostrov byl obydlen mı́stńımi

domorodci, kteř́ı měli následuj́ıćı tři vlastnosti: věděli, kde přesně poklad je, odmı́tali toto

mı́sto sdělit cizinc̊um a byli ješitńı. Ješitnost se jim projevovala tak, že když jim cizinec

řekl, že jejich soused si mysĺı, že poklad je na nějakém mı́stě, pak se snažili svého souseda

přetrumfnout t́ım, že uvedou přesněǰśı lokalizaci při dodržeńı podmı́nek utajeńı přesného

mı́sta pokladu.

Otázkou je, jak uvedené skutečnosti může využ́ıt cizinec k nalezeńı pokladu. Stač́ı, když

se postav́ı do libovolného bodu na ostrově a přivolá domorodce řka:
”
Tv̊uj soused si mysĺı,

že poklad je přesně pode mnou.“ Bodu, ve kterém cizinec stoj́ı, se při popisu iteračńıch

postup̊u ř́ıká počátečńı odhad.

Přivolaný ješitný domorodec, který respektuje tabu (má zakázáno ř́ıci, kde je poklad),

to nevydrž́ı a stoupne si do jiného bodu s t́ım, že si mysĺı, že je to tam. Tomuto postupu

se ř́ıká jeden krok iterace. Bylo by však př́ılǐs naivńı v tomto druhém bodě kopat, protože

nám nikdo nesmı́ ř́ıct, kde to přesně je. V takové situaci neńı nic rozumněǰśıho, než se

postavit do nového bodu a přivolat jiného domorodce.

Pokud jsou na ostrově alespoň dva domorodci, pak se naše vzdálenost od pokladu

krok za krokem zmenšuje. Opakováńım uvedeného postupu vzniká posloupnost d́ılč́ıch

mezivýsledk̊u, která se za určitých omezuj́ıćıch podmı́nek bĺıž́ı k řešeńı problému. Přitom

je zbytečné usilovat o to, aby po konečném počtu krok̊u bylo nalezeno zcela přesné řešeńı.
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Mı́sto toho obvykle hledáme řešeńı jen s určitou přesnost́ı, která v dané aplikaci zcela

vyhovuje.

Největš́ı pot́ıže při iteračńıch metodách zp̊usobuje chováńı jednoho
”
vylepšovaćıho“

kroku. V ideálńım př́ıpadě čekáme, že se chyba nového mezivýsledku v porovnáńı s předcho-

źım výrazně zmenš́ı, např. geometrickou řadou s dostatečně malým kvocientem. Celá řada

iteračńıch metod však bohužel tuto vlastnost nemá, a někdy dokonce neńı ani zajǐstěno, aby

chyba v pr̊uběhu iteraćı klesala. K tomuto jevu docháźı zejména tehdy, pokud jsme navrhli

iteračńı krok nevhodně a byli jsme málo ješitńı na to, že za všech okolnost́ı poskytujeme

cestu ke zlepšeńı řešeńı.

3.2.2 Historická poznámka

Prvńı zmı́nka o iteračńım postupu pocháźı od Herona Alexandrijského, který uměl iteračně

poč́ıtat délku hrany čtverce, jehož plocha byla zadána. Jeho postup byl velmi jednoduchý.

V prvńı fázi čtverec nahradil obdélńıkem a odhadl
”
rozumně“ délku jedné jeho strany.

Dopočet strany druhé pomoćı obyčejného děleńı nečinil žádné obt́ıže.

Heron si všiml toho, že pokud prvńı stranu podhodnot́ı, pak je druhá strana obdélńıku

nadhodnocena. Dostal geniálńı nápad hledat pravdu o straně čtverce někde uprostřed

a použil k tomu obyčejný aritmetický pr̊uměr délek obou stran. Zároveň si všiml, že postup

je úspěšněǰśı, pokud začne z nadhodnoceného odhadu. Jeho současńıci byli překvapeni, jak

elegantně takový postup funguje. Obvykle stač́ı použ́ıt méně než deset iteračńıch krok̊u

a doćıĺıme přesnosti na v́ıce než deset platných cifer.

Později bylo dokázáno, že jeho postup má zaj́ımavou vlastnost: v každém kroku se

zdvojnásobuje počet platných cifer výsledku, takže velmi brzy dosáhneme přesného řešeńı.

Uvedená geometrická představa nás dostatečně motivuje k využ́ıváńı Heronovy metody pro

výpočet druhé odmocniny libovolného kladného č́ısla. Stejný postup použ́ıváme při výpočtu

třet́ı odmocniny dodnes. Pravý rozmach iteračńıch metod pocháźı až od Newtona, který

publikoval metodu využ́ıvaj́ıćı směrnice tečny k řešeńı libovolné nelineárńı rovnice.
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3.2.3 Využit́ı v armádě

V některých situaćıch je třeba se rychle rozhodnout na základě co nejpřesněǰśıho, ale

zároveň rychlého výsledku. Př́ıkladem takové situace je vojenstv́ı. Při střelbě klasickým

kanonem nebo minometem nečińı pot́ıže nastaveńı horizontálńı roviny ani určeńı směru

střelby. Velkým problémem je určeńı elevačńıho úhlu, pod kterým je třeba vypálit.

V bojové situaci neńı čas přesně zjǐst’ovat tento úhel a je třeba jednat. Proto se málokdy

stane, že zasáhneme ćıl prvńı ranou. Většinou zjist́ıme, že je třeba úhel zvýšit nebo sńıžit.

Protivńık na druhé straně zjist́ı, že stř́ıĺıme a někdy i odkud. Po změně úhlu obvykle nastane

druhý extrém, kdy dojde k
”
zarámováńı“ ćıle a třet́ı rána již jde najisto s využit́ım lineárńı

interpolace. Otázkou potom je, zda protivńık vydržel tak dlouho čekat.

Moderńı raketové systémy s automatickou navigaćı tento problém již
”
řeš́ı samy“, a tak

se zdá, že moderńı doba už iterace zase nepotřebuje. To je ovšem laický pohled zaměřuj́ıćı

se na povrch problému. Ve skutečnosti se iteračńı metody použ́ıvaj́ı uvnitř navigačńıch

systémů, č́ımž se zvyšuje jejich rychlost a odstraňuje lidský faktor.

Obrázek 18: Elevačńı úhel děla při vakuu. [14]
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3.2.4 Spirála

Pro seznámeńı student̊u s iteracemi jsem jako jeden z možných motivačńıch př́ıklad̊u vy-

brala postup kresleńı Fibonacciho spirály. Spirála odráž́ı některé př́ırodńı předměty jako

např́ıklad ulitu plž̊u, tvar galaxíı nebo vzdušných v́ır̊u. Toho se dá využ́ıt při motivaci.

Obrázek 19: Spirály v př́ırodě

Fibonacciho spirála je velice bĺızká takzvané zlaté spirále a nab́ıźı pomoćı iterativńıch

krok̊u snadný zp̊usob narýsováńı pomoćı základńıch geometrických pomůcek jako je pravo-

úhlý trojúhelńık a kruž́ıtko. Nav́ıc může tento postup kromě představeńı iteraćı oživit

hodiny na školách technického typu, kde je geometrie častěǰśı.

Protože nám zde nezálež́ı tolik na přesnosti jako na názornosti, pro zjednodušeńı a ury-

chleńı tohoto př́ıkladu doporučuji použ́ıt klasický čtverečkovaný paṕır s mř́ıžkou 0,5 cm.

Dokonce pak odpadá nutnost použit́ı trojúhelńıku s ryskou, ale postač́ı klasické prav́ıtko.

Prvńım krokem k vytvořeńı spirály je narýsováńı dvou stejně velkých čtverc̊u vedle sebe

s délkou hrany 1. V horńım společném bodě těchto čtverc̊u bude spoč́ıvat střed jednotkové
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Obrázek 20: Fibonacciho spirála

kružnice. Pro spirálu je d̊uležitá ta čtvrtina kružnice, která procháźı pravým z těchto

čtverc̊u.

Nad oba čtverce nakresĺıme daľśı čtverec, jehož hrana je součtem hran obou menš́ıch

čtverc̊u, tedy 2. V levé spodńı hraně tohoto čtverce bude ležet střed daľśı kruhové výseče,

která bude mı́t poloměr stejný, jako délka hrany čtverce, ve kterém se nacháźı. Obě již

narýsované kruhové oblouky by na sebe měly navazovat.

Obrázek 21: Prvńı tři kroky při vytvářeńı Fibonacciho spirály

Postupně budeme proti směru hodinových ručiček přidávat daľśı čtverce, jejichž délka

hrany odpov́ıdá součtu délky hran čtverc̊u, kterých se dotýká. Plat́ı, že velikosti těchto

hran tvoř́ı Fibonacciho posloupnost2. Do každého z těchto čtverc̊u postupně narýsujeme

př́ıslušný kruhový oblouk. Iterováńım tohoto kroku dosáhneme libovolně dlouhé spirály.

2Fibonacciho posloupnost je nekonečná posloupnosti přirozených č́ısel zač́ınaj́ıćıch 0 a 1. Každé daľśı

č́ıslo je rovnou součtu dvou předchoźıch.
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3.3 Iteračńı vyjádřeńı funkćı

Pro iteračńı vyjádřeńı funkćı budeme použ́ıvat převážně př́ıklad̊u polynomů 1. stupně nebo

zobrazeńı zadaná pomoćı tabulky. Předpoklad je, že studenti znaj́ı elementárńı funkce

a jejich vlastnosti, z nichž většina je uvedena v úvodńı části této práce. U lineárńıch funkćı

je d̊uležité, aby studenti věděli, co se s funkćı stane při změně parametr̊u, kde se nacháźı

kořen funkce, jak naj́ıt hodnotu pr̊useč́ık̊u s osami nebo jinými funkcemi.

Postupně se zde seznámı́me s funkćı f(x) = 2x − 2. Rozebereme ji ve všech částech

potřebných pro iterováńı a pokuśıme se odhalit jej́ı vlastnosti. Schválně jsem nevybrala

jednodušš́ı lineárńı funkci, protože v jej́ım př́ıpadě by vlastnosti ztrácely na své jed-

noznačnosti.

Tuto funkci si nejprve ukážeme na klasickém analytickém grafu. Ten budeme využ́ıvat

jen jako podp̊urný, protože je pevně spjat s představou funkce jako takové. Prvńım krokem,

který se př́ımo týká iteraćı, bude vytvořeńı tabulky funkčńıch hodnot. To je také krok, který

studenti již znaj́ı. U obou těchto část́ı je d̊uležité, aby z nich byli studenti schopni vyč́ıst,

zda se jedná o funkci či nikoliv.

Následovat bude uzlový graf. Zde bych ráda ukázala, jak zakreslit funkci a jaká pravidla

se k tomuto typu grafu vztahuj́ı. Jednotlivé části grafu budou pojmenovány a vysvětleny

v následuj́ıćı kapitole. Bližš́ımu ujasněńı podlehnou již dř́ıve zadefinované pojmy. Pokuśıme

se je přirovnat k již známým obraz̊um. Vysvětĺıme si, jak se s nimi dá poč́ıtat a jakým

zp̊usobem ovlivňuj́ı iterace.

3.3.1 Motivace

Před zavedeńım iteraćı by studenti měli znát elementárńı funkce, rozumět jejich vlastnos-

tem a měli by umět č́ıst z grafu. Ke zopakováńı některých těchto dovednost́ı slouž́ı prvńı 4

pracovńı listy (viz př́ıloha). Doporučuji zopakováńı této látky před snahou zavést iterace,

aby si studenti znalosti osvěžili a utř́ıbili.
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Mnoho student̊u přij́ımá učivo pasivně a novou látku se uč́ı jen velice neradi. Důležité

je tud́ıž využ́ıt motivace, kterou tato látka nab́ıźı. U iteraćı by k tomuto účelu mohly

soužit ne tak vzdálené fraktály, které bývaj́ı přitažlivé z grafického hlediska. Na fraktály je

mnoho odkaz̊u na internetu i v jiných praćıch, proto jen později stručně připomenu, jakým

zp̊usobem se fraktály iteraćı dotýkaj́ı.

Daľśım možným lákadlem této látky je využit́ı v praxi, jak je popsáno v kapitole

3.2.1 Motivačńı př́ıběh nebo př́ıklady př́ırodńıch předmět̊u převedených do matematiky.

Jako zástupce uvedu př́ıklad šneč́ı ulity representované Fibonacciho spirálou, u které se pos-

tupně zvyšuj́ı vzdálenosti mezi jednotlivými vrstvami. Tento př́ıklad jsem nechala nakonec

sṕı̌s jako zaj́ımavost nebo inspiraci.
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3.4 Opakováńı pojmů diskrétńı matematiky

Nyńı bychom si mohli ozřejmit některé z pojmů, které jsme si zadefinovali v kapitole

2.4 Funkce v diskrétńı matematice. Prvńım termı́nem, se kterým se zde setkáváme je unar.

Unar je zobrazeńı množiny A do sebe. Jednu takovou ukázku nám může representovat

funkce kterou jsme právě sledovali v př́ıkladu. Unarem nazveme celý graf, který jde z dané

funkce vytvořit.

Funkci definovanou na množině A jsme ale schopni graficky znázornit celou pouze pro

konečnou množinu A, která neobsahuje mnoho prvk̊u. Pro př́ılǐs velké množiny je d̊uležité

správně vybrat tu část, která nám bude graf dostatečně názorně representovat. Jako nej-

vhodněǰśı se v tomto ohledu u lineárńıch funkćı jevily body v okoĺı pevného bodu nebo

bodu, který prot́ıná osu I. a III. kvadrantu kartézské soustavy souřadné.

21 0

-1 -4 -10

Obrázek 22: Př́ıklad nesouvislého grafu

0 1 3 2 7

Obrázek 23: Př́ıklad souvislého grafu

Prvńı vlastnost́ı unaru je souvislost. Unar je souvislý, pokud jsme schopni naj́ıt cestu

o n kroćıch mezi dvěma libovolnými body. Graf na obrázku 22 nám zobrazuje nesouvislý

unar. Nejsme totiž schopni se dostat z bodu 2 do bodu 5 nebo z bodu -10 do bodu 6.

Naopak obrázky (obr. 23), (obr. 24) a (obr. 25) nám zobrazuj́ı unary souvislé.

Rozložeńım unaru na souvislé bloky vzniknou části, které každou zvlášt’ nazveme orbita.

Orbita může být cyklická nebo acyklická. Cyklická orbita je taková, která je zakončena

cyklem.
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Podle počtu prvk̊u k, které se v cyklu nacházej́ı nazveme cyklus řádu k, nebo také k-

cyklus. Nejmenš́ı možný cyklus je tedy ten, kdy šipka směřuje do toho samého bodu - pevný

bod. Je to cyklus řádu 1.

1 2

3

4

5

Obrázek 24: Orbita zakončená cyklem řádu 4

1 2

Obrázek 25: Pevný bod - cyklus řádu 1.

Př́ıklad konečné orbity zakončené cyklem je znázorněn na obrázku 24. Daľśım př́ıkladem

cyklické orbity je pevný bod nebo jakákoliv orbita do pevného bodu směřuj́ıćı (obr. 25).

Plat́ı, že každá konečná orbita je konečná (def. 2.4.4). A protože plat́ı, že každý bod muśı

mı́t svého následovńıka, jsou acyklické orbity nekonečné.
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3.5 Vzorový př́ıklad

V tomto vzorovém př́ıkladu budeme postupovat od věćı známých, za které považuji klasický

graf funkce a tabulku funkčńıch hodnot, k něčemu novému, což je představeńı funkce jako

unaru a vytvořeńı uzloého grafu.

3.5.1 Analytický graf

Běžně bychom v teorii iteraćı tento druh grafu nepotřebovali, ale pro výuku a představu

bude lepš́ı pracovat i s ńım. Většina z nás má vžitou představu tohoto grafu a proto je jeho

vypov́ıdaj́ıćı hodnota poměrně vysoká. I nám bude pomáhat v dotvořeńı představy toho,

co se s funkcemi děje a jak se chovaj́ı jejich hodnoty.

Výhodné je u tohoto grafu využ́ıvat barevné značeńı. Při určováńı vlastnost́ı iteračńıch

graf̊u se budeme snažit odhalit souvislosti mezi jednotlivými hodnotami funkce a změnou

iteračńıho grafu. K tomu by nám barvy svou názornost́ı mohly napomoci. Podmı́nkou

ovšem z̊ustává, že funkce, kterou budeme zkoumat takovýmto grafem disponuje. V pr-

votńıch př́ıkladech tomu tak bude, později si ukážeme i zadáńı pomoćı tabulky bez funkčńıho

předpisu a souvislého grafu.
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Obrázek 26: Graf funkce f(x) = 2x− 2
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Na obrázku (obr. 26) máme analytický graf funkce f(x) = 2x− 2 použité pro vzorový

př́ıklad. Pr̊useč́ık s osou x je v bodě 0,5 a s osou y v bodě -1. Funkce je rostoućı na celém

D(f) = R a plat́ı, že H(f) = R.

3.5.2 Tabulka funkčńıch hodnot

Tato tabulka v prvńım řádku obsahuje hodnoty proměnné x a v řádku druhém hod-

noty, jichž daná proměnná dosahuje. Pomoćı této tabulky se snáze formuje analytický

graf neznámé funkce. Jej́ı využit́ı je velmi d̊uležité i pro tvorbu grafu uzlového. Některá

zobrazeńı nemuśı být zadána pomoćı funkčńıho předpisu, ale pouze tabulkou.

Vrát́ıme se k našemu př́ıkladu a sestroj́ıme tabulku pro funkci f(x) = 2x−2. Využijeme

množinu třinácti č́ısel M = 〈−6; 6〉 pro M ∈ C. Na stejných č́ıslech ukážeme i tvorbu

uzlového grafu.

x -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

y -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Tabulka 1: Tabulka hodnot funkce f(x) = 2x− 2

3.5.3 Uzlový graf

Funkci chápeme jako zobrazeńı množiny A do množiny B. V iteraćıch použ́ıvaný unar

je velice podobné zobrazeńı. Jeho podmı́nkou ovšem je, že zobrazuje množinu A samu

do sebe. To pro nás znamená, že abychom funkci byli schopni popsat pomoćı uzlového

grafu, je nezbytné, aby množina B nazývaná oborem hodnot byla podmnožinou množiny

A, nazývané definičńım oborem.

Uzlový graf je možné sestavit pouze pro konečnou množinu A s omezeným počtem

prvk̊u. V ostatńıch př́ıpadech se muśıme spolehnout na representativńı vzorek. Je také

grafem nesouvislým. Proto nedokáže znázornit spojitou funkci na celém intervalu, ale pouze
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jednotlivé prvky. Tyto prvky nazýváme vrcholy nebo také uzly. Podle toho se graf nazývá

uzlový. Jednotlivé body jsou navzájem spojeny šipkou - orientovanou hranou.

množina A B
4 6

3 4

2

1 0

0 -2

Obrázek 27: Spojeńı dvou množin pomoćı šipek

Na modelovém př́ıkladu je jako množina A označena množina vstupńıch proměnných

(D(f)). Množina B pak zahrnuje jejich funkčńı hodnoty (H(f)). Každá proměnná je se

svým výsledkem spojena šipkou. Pokud má funkce stejnou vstupńı a výstupńı hodnotu,

nakresĺıme šipku kolem bodu, který tuto hodnotu representuje. Tento bod budeme nadále

nazývat pevný bod.

Nyńı přejdeme k iteraci. Jak je uvedeno v předchoźım textu, iterace znamená opakováńı

nějakého vzoru, struktury nebo postupu. Použijeme nyńı znovu funkci f na množinu

výsledk̊u. Vznikne nám složená funkce h = f ◦ f = f(f) = f 2 (obr.28).

5 8 14

3 4 6

2

1 0 -2

-1 -4 -10

Obrázek 28: Zobrazeńı f 2
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Jistě si každý všimne, že od chv́ıle, kdy se nějaký prvek z množiny A shodne s výsledkem,

pokračuj́ıćı iterace je rovněž totožná. Této vlastnosti využijeme a graf zjednoduš́ıme vy-

necháńım duplicitńıch část́ı. Ve chv́ıli, kdy dosáhneme nejvyšš́ıho možného zjednodušeńı,

źıskáme uzlový graf (obr. 29). N-tým opakováńım tohoto kroku źıskáme funkci fn.

5 8 14

3 4 6

2

1 0 -2

-1 -4 -10

Obrázek 29: Uzlový graf pro funkci f(x) = 2x− 2

Vytvořeńı uzlového grafu si můžeme usnadnit t́ım, že vybereme úvodńı prvek a pokra-

čujeme v jeho rozvoji dokud následuj́ıćı prvky stále spadaj́ı do vzorové množiny. Následně

vybereme daľśı prvek ze vzorové množiny a opakujeme postup, dokud ji nevyčerpáme.

Vždy si muśıme dobře rozmyslet, jaká bude vstupńı množina a kterým prvkem bychom

měli zač́ıt. Stejně jako u tvorby analytického grafu i tady je třeba źıskat určitou zkušenost,

nezbytně potřebnou k odhadu nejkritičtěǰśıch mı́st iterace.

Podle [7] vytvoř́ıme uzlový graf unaru (A, f) tak, že všechny prvky množiny A zo-

braźıme jako body v rovině. Potom vedeme šipku z prvku x do prvku y, právě když

y = f(x). Je-li x pevným bodem funkce f , vedeme kolem bodu x smyčku. Tento popis

opomı́j́ı onu iterativnost tvorby grafu, je ale mnohem jednodušš́ı a elegantněǰśı. Při běžném

vytvářeńı grafu jej tud́ıž doporučuji.

Plat́ı pravidlo, že při tvorbě grafu bychom se měli vždy snažit umı́stit body tak, aby

bylo možné je spojit hranami bez jejich kř́ıžeńı. Na procvičeńı tvorby uzlového grafu jsou

připraveny pracovńı listy 5 a 6. Zároveň je zde několik otázek, které opakováńım upevňuj́ı

teoretické znalosti o unaru.
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3.6 Daľśı možnosti zkoumáńı iterovaných funkćı

3.6.1 Pevné body

Nyńı by již studenti měli mı́t dostatek podkladových př́ıklad̊u a mohli bychom s nimi

objevit některé společné znaky. Využijeme k tomu analytický graf, do kterého zakresĺıme

všechny tři probrané funkce. U každé funkce vyznač́ıme jej́ı pevné body a necháme studenty,

aby odhadli, které množině tyto body nálež́ı.
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Obrázek 30: Tři probrané funkce vložené do jediného grafu s vyznačeńım pevných bod̊u.

Přesto, že by měly tři funkce být dostatečně názorné, je lepš́ı v př́ıpadě nejasnost́ı

přidat několik funkćı, aby studenti snáze objevili řešeńı, než jim výsledek prozrazovat.

T́ım, že je necháme, aby nové věci objevili sami, jim umožńıme źıskat sebevědomı́ při

řešeńı náročněǰśıch úkol̊u.

Pokud má učitel k dispozici poč́ıtačovou učebnu, může si ulehčit a zrychlit práci po-

moćı programu MS Excel, Open Office Calc nebo podobnou kancelářskou aplikaćı, které

bývaj́ı na školńıch poč́ıtač́ıch obvykle nainstalovány. Podmı́nkou ovšem je, že studenti uměj́ı

použitý program ovládat.

Potřebné dovednosti student̊u jsou vytvářeńı vzorc̊u, hromadné koṕırováńı č́ısel a vzorc̊u

do buněk pomoćı přetažeńı i klasickým koṕırováńım, vytvářeńı graf̊u z tabulky. Výhodné
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je také podmı́něné formátováńı.

Obrázek 31: Ukázka př́ıkladu řešeného v programu Open Office Calc.

Využit́ım poč́ıtač̊u se výrazně urychĺı práce a protože se odstrańı monotónńı poč́ıtáńı

jednoduchých funkćı, zároveň se výuka stane př́ıjemněǰśı. Bez potřebných znalost́ı by

však použit́ı informačńı techniky bylo bohužel naopak zdržuj́ıćı, protože by učitel musel

vysvětlovat látku s matematikou nesouvisej́ıćı. Při správné domluvě může tato látka vést

k mezipředmětovému zpestřeńı výuky.

V tomto př́ıkladu by studenti měli být schopni odhalit, že všechny pevné body se

nacházej́ı na ose I. a III. kvadrantu.

49



3.6.2 Dvojcykly

Zaj́ımavým pokračováńım a rozvinut́ım této látky je zadat student̊um vytvořeńı uzlového

grafu jedné z lineárńıch funkćı kolmých na osu I. a III. kvadrantu. Jako př́ıklad jsem zvolila

funkci f(x) = −x+ 2.

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Obrázek 32: Analytický graf funkce f(x) = −x+ 2.

Nyńı necháme studenty samostatně vytvořit iterace. Měli by udělat tabulku jako je

v tabulce 2. Vytvořeńı grafu však může některé z nich zmást. Učitel by měl chválit každou

snahu o postup správným směrem, př́ıpadně poradit, jak dvojcykly zakreslit. Nakonec by

studenti měli vytvořit graf jako je na obrázku (obr. 33).

x -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

y 8 7 6 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4

Tabulka 2: Tabulka hodnot funkce f(x) = −x+ 2.

Společně by měli studenti i učitel vyslovit teorii o tom, jaké grafy tvoř́ı dvojcykly.

V tabulce si studenti najdou dvojice č́ısel, která jsou vzájemně propojena a měli by si

uvědomit, že pokud f(x)=y, pak i f(y)=x. Konkrétně to znamená, že když funkčńı hodnota

např́ıklad č́ısla -2 je 4, pak i funkčńı hodnota č́ısla 4 je -2.
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-4 -3 -2 -1 0 1

6 5 4 3 2

Obrázek 33: Uzlový graf funkce f(x) = −x+ 2 tvořený dvojcykly.

Sice se až doted’ studenti nesetkali s žádnou jinou funkćı popsanou iteracemi, ale po

předchoźıch zkušenostech by to pro ně neměl být výrazný problém. Jako daľśı funkci bych

doporučila prozkoumat lomenou funkci f(x) = − 1
x

(pracovńı list 8). Jej́ı záludnost́ı je, že

u ńı nemůžeme poč́ıtat pouze s celými č́ısly, jak jsme byli dosud zvykĺı.

Pro tento př́ıklad jsem vytvořila pracovńı list s návrhem bod̊u pro výpočet. I v tomto

př́ıkladě studenti źıskaj́ı graf složený z dvojcykl̊u. Obě funkce, přestože maj́ı podobné uzlové

grafy, jsou v kartézské soustavě velice rozd́ılné.

Zaj́ımavým zpestřeńım této látky by mohlo být otočeńı postupu a zač́ıt vytvořeńım

uzlového grafu. Každý ze student̊u ze zadané množiny č́ısel vytvoř́ı graf a tabulku (pracovńı

list 9). Potom vytvoř́ı kartézský graf. Bylo by výhodné společně vybrat několik student̊u,

kteř́ı své grafy zakresĺı na tabuli do jednoho obrázku. K tomu se dá opět využ́ıt některý

tabulkový editor.

Učitel by si měl dát záležet, aby několik funkćı bylo souměrných podle osy I. a III. kvad-

rantu pro názornost. Pokud bychom podobné př́ıklady zkoumali dál, dojdeme ke zjǐstěńı,

že funkce, které jsou osově souměrné podle osy I. a III. kvadrantu, tvoř́ı dvojcykly vždy.

Ale dvojcykly nemuśı vždy tvořit osově souměrné funkce.
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3.6.3 Funkce zadané pomoćı tabulky

Tato látka by pro studenty měla být velice jednoduchá. Pouze vytvoř́ıme několik graf̊u, aby

si studenti uvědomili, že každá orbita, která je končená, muśı být ukončena cyklem. Toto

vědomı́ jde ruku v ruce s poznáńım, že každý bod muśı mı́t svého následovńıka, i kdyby

měl následovat sám do sebe.

x 1 2 3 4 5 6

y 3 1 4 1 6 5

Tabulka 3: Zadáńı vzorového př́ıkladu zadaného tabulkou.

2 1
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5

Obrázek 34: Řešeńı vzorového př́ıkladu zadaného tabulkou.

Pracovńı list 10 je cvičeńım nab́ızej́ıćım daľśı dva př́ıklady konečných graf̊u. Jako do-

plněńı je zde několik otázek, na které je vhodné nechat studenty odpovědět i u vzorového

př́ıkladu. Většina otázek v pracovńıch listech se neustále opakuje, aby jejich absence

nevedla studenty k pouhému odhadu správné odpovědi.

Jako daľśı př́ıklad bych ráda uvedla složeńı funkćı zadaných tabulkou. Jen početńı

př́ıklady jsou uvedeny v pracovńım listu 4. Nyńı by mohla být vhodná př́ıležitost. Na

pracovńım listu 11 je zadána jedna z funkćı f, pro kterou nyńı studenti vypracuj́ı iteračńı

graf. Zároveň vytvoř́ı graf pro funkci složenou h = f 2. Funkce f se bude nazývat druhý

iterativńı kořen funkce h nebo také iterativńı kořen řádu 2.

Pro daľśı prohloubeńı tématu skládáńı a rozkládáńı funkćı bych doporučila [7], kde je

podrobně popsán rozklad na iterativńı kořeny funkce a problematika m-propojitelnosti.
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3.6.4 Složitěǰśı funkce

Zat́ım jsme se zabývali pouze lineárńımi funkcemi a jednoduchými předpisy zadanými

pomoćı tabulky. Nyńı si pomoćı iteraćı představ́ıme některé daľśı funkce. Tato látka se

dá neustále prohlubovat, at’ už převedeńım funkćı do oboru komplexńıch č́ısel, zvýšeńım

složitosti funkćı nebo jejich skládáńım. Při každém tomto kroku je velice zaj́ımavé sledovat,

jak se měńı jejich vlastnosti.

Jako prvńı př́ıklad uvedu př́ıklad lineárńı funkce s absolutńı hodnotou. V našem př́ıpadě

použijeme funkci f(x) = |x|+1. Na analytickém grafu (obr. 36) vid́ıme, že funkce je sudá. S

orbitou, jakou funkce vytvoř́ı, se studenti v tomto př́ıkladě setkávaj́ı poprvé, ale na základě

zkušenost́ı z předchoźıch př́ıklad̊u by to pro ně neměl být problém.
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Obrázek 35: Kartézský graf funkce f(x) = |x|+ 1.
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Obrázek 36: Uzlový graf funkce f(x) = |x|+ 1
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Daľśı př́ıklad lineárńı funkce s absolutńı hodnotou je zadán v pracovńım listu 12. I když

se graf posune pouze o konstantu, jeho uzlový graf se výrazně změńı. Daľśımu zkoumáńı by

mohlo podlehnout i posunut́ı pomoćı parametru a. Zadáme dvě funkce s velmi podobným

funkčńım předpisem, které se lǐśı na analytickém grafu pouze v horizontálńım posunut́ı

(obr. 37).
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f(x) = |x− 2|f(x) = |x+ 2|

Obrázek 37: Kartézský graf funkćı f(x) = |x+ 2| a f(x) = |x− 2|.

Na obrázćıch (obr. 38) a (obr. 39) je vidět, jak rozd́ılné jsou iterace dvou tak podobných

funkćı. Funkce f(x) = |x+ 2| zač́ıná v bodech -1, -2 a -3 a pokračuj́ı do nekonečna. Orbity

graf funkce f(x) = |x − 2| jsou naopak ukončeny cykly. Jedna orbita je ukončena cyklem

řádu dvě obsahuj́ıćım body 0 a 2 a druhá konč́ı pevným bodem v bodě 1.

-1 1 3 5

-3 -5 -7

-2 0 2 4

-1 -2

Obrázek 38: Uzlový graf funkce f(x) = |x+ 2|.
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7 5 3 1

-3 -1

6 4 2 0

-2

Obrázek 39: Uzlový graf funkce f(x) = |x− 2|.

Učitel může dle svého vlastńıho uvážeńı pokračovat ve výzkumu daľśıch druh̊u funkćı.

Např́ıklad kvadratické funkce nab́ızej́ı rozsáhlé pole možnost́ı. Úvod do problematiky kvadrat-

ických funkćı je popsán v [1].
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4 Praxe

Nyńı bych chtěla jen krátce přibĺıžit uvedeńı některých pracovńıch list̊u do praxe. Bohužel

jsem měla pouze dvě vyučovaćı hodiny na pokus se studenty informatiky na středńı škole

v Hustopeč́ıch u Brna. Zadala jsem jim opakováńı vlastnost́ı funkćı a tři iteračńı př́ıklady,

z toho jeden vzorový. Přiložené CD obsahuje výsledky snažeńı student̊u.

4.1 Prvńı hodina

Protože jsem předpokládala, že většinu elementárńıch funkćı maj́ı studenti již probranou,

rozhodla jsem se pro zopakováńı poznatk̊u student̊um zadat k samostatnému vyplněńı

prvńı pracovńı list. Pouze v př́ıpadě konkrétńıch dotaz̊u jsem nab́ıdla pomoc.

Vlastnosti funkćı byl mnohem větš́ı problém, než jsem čekala. Už jen uvědomit si,

co funkce neńı, bylo pro některé studenty velice náročné. S takovou otázkou se předt́ım

nesetkali. Protože ještě neprob́ırali s goniometrické funkce, velice často je vyloučili. Správně

často neoznačili ani funkce omezené. Naopak kružnici zapsanou v soustavě souřadné rádi

mezi funkce zařadili.

Velice špatně dopadlo zkoumáńı vlastnost́ı funkćı. Studenti si nepamatovali význam

pojmů a pletli si sudost a lichost. Někteř́ı také určovali vlastnosti u graf̊u, které nepřed-

stavovaly funkci. Přesto, že jsem nepředpokládala u tohoto cvičeńı problémy, ani výrazné

zdržeńı, student̊um práce zabrala téměř celou hodinu.

Protože daľśı hodina následovala ještě ten samý den jen o jednu hodinu později, dovo-

lila jsem si proti konvenćım zač́ıt s iteracemi ještě po ukončeńı cvičeńı. Student̊um jsem

představila pojem iterace a přečetla motivačńı př́ıklad. Závěr hodiny jsem nechala diskusi,

co vše je možné zařadit do iteraćı.
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4.2 Druhá hodina

V čase, který jsem měla mezi oběma hodinami jsem student̊um jejich práce opravila. Na

začátku hodiny jsme si zběžně prošli nejčastěǰśı chyby. K určitému zlepšeńı chápáńı pojmu

funkce obecně by mělo doj́ıt právě d́ıky setkáńı s iteracemi. Přesto jsem se musela vrátit

k definici funkce a rozebrat se studenty, co to vlastně znamená. Je d̊uležité, aby chápali,

že každý bod definičńıho oboru má právě jeden obraz. Co to pro ně znamená v grafu a co

v tabulce funkčńıch hodnot.

Po tomto úvodu jsme se již plně začali věnovat iteraćım. Ve vzorovém př́ıkladu jsem

jim představila i základńı pojmy jako je pevný bod a orbita. Daľśı dva pracovńı listy

sloužily pro upevněńı znalost́ı. Prvńı iteračńı př́ıklad tvořili studenti převážně samostatně.

U druhého jsem jim dala možnost tvorby ve dvojićıch. Pro kontrolu jsem jim na konci

promı́tla správné řešeńı př́ıklad̊u

Při představeńı iteraćı někteř́ı studenti aktivně spolupracovali a pokládali dotazy, ale

někteř́ı brali látku jen jako oproštěńı od běžné výuky. I přes tak malou časovou dotaci stu-

denti rychle pochopili sestavováńı uzlových graf̊u, dokázali se orientovat v nových termı́nech

a rozš́ı̌rili a upřesnili si chápáńı pojmu funkce, který se pro ně stal mnohem konkrétněǰśım.
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5 Závěr

Studium iteraćı otev́ırá daľśı možnost, jak oživit výuku a představit student̊um něco, s č́ım

se běžně nesetkaj́ı. Dává nový úhel pohledu na funkce, který konvenčńı výuka funkćı

nenab́ıźı. Tento nový pohled může pomoci k hlubš́ımu pochopeńı funkćı a oproštěńı se

běžnému, formálńımu pohledu.

Iterace nab́ızej́ı bohatou škálu možnost́ı, kterými se může učitel se svými žáky vy-

dat. Může srovnávat souměrnost graf̊u nebo se snažit přibĺıžit k fraktál̊um. Nab́ıźı se

možnost vzájemného porovnáváńı kartézských a uzlových graf̊u. Může j́ıt cestou skládáńı

nebo rozkládáńı graf̊u a jejich propojitelnosti, ale to považuji pro středoškolské studium za

velice náročné.

At’ se vydá jakoukoliv cestou vždy prohloub́ı znalosti student̊u ohledně funkćı. Pevně

věř́ım, že mé pracovńı listy alespoň částečně pomohou této snaze zpestřit hodiny matem-

atiky.
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http://kma.me.sweb.cz/funkce.pdf

[10] Vožeńılek, J.:
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