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DISERTAČNÍ PRÁCE
DOCTORAL THESIS

AUTOR PRÁCE Ing. HYNEK ŠTEKBAUER
AUTHOR

VEDOUCÍ PRÁCE doc. Ing. IVAN NĚMEC, CSc.
SUPERVISOR

BRNO 2023





Abstrakt a klíčová slova

Abstrakt

Disertační práce se věnuje problematice dynamického kontaktu a kinematických vazeb mezi
různými entitami a s ní spojenou implementací pro statickou a dynamickou konečnoprvkovou
analýzu. Důvodem vývoje v této oblasti jsou vzrůstající nároky na funkcionalitu MKP systémů
a rovněž přesnost a rychlost výpočetních modelů. V práci je nejprve řešena problematika vy-
nucení kontaktních podmínek v explicitní dynamice. Jsou navrženy nové metody s ohledem na
stabilitu explicitního časového integračního schématu tak, aby nebyla potřeba zmenšovat vý-
početní časový krok, ladit vstupní veličiny či řešit rozsáhlý systém rovnic. Přístupy vychází bud’
ze základních kinematických principů, nebo ze zákona zachování mechanické energie. Dále
je pozornost věnována různým typům vazbových podmínek mající široké využití ve stavební
praxi. Jejich porozumění je výchozím bodem pro následnou definici nově navrženého koneč-
ného elementu kladky. Správnost všech teoreticky navržených metod a jejich implementace je
demonstrována na numerických příkladech.

Klíčová slova

Kontakt, metoda konečných prvků, explicitní dynamika, kladkový element, kontaktní vazby, pe-
naltová metoda, metoda Lagrangeových multiplikátorů.

Abstract

The dissertation deals with the problem of dynamic contact and kinematic constraints between
various entities and the related issues of its implementation for static and dynamic finite ele-
ment analysis. The reason for the development in this area is the increasing demands on functi-
onality of FEM softwares and also accuracy and performance of computational models. Firstly,
the problem of enforcing contact conditions in explicit dynamics is addressed. New methods
are proposed with respect to the stability of the explicit time integration scheme so that there
is no need to reduce the computational time step, adjust the input variables or solve a large
system of equations. These methods are based either on basic kinematic principles or on the
energy conservation law. Furthermore, attention is paid to different types of constraint condi-
tions having a wide application in civil engineering practice. Understanding them is the star-
ting point for the subsequent definition of the newly designed finite element of the pulley. The
correctness of all theoretically proposed methods and their implementation is demonstrated
by numerical examples.

Keywords

Contact, finite element method, explicit dynamics, pulley element, contact constraints, penalty
method, method of Lagrange Multipliers.
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Poděkování ix

1 Úvod 1
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5.1.1.1 Příklad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5.2 Kontakt node-to-segment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

xi (102)



Obsah

5.2.1 Ukázky implementace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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1 Úvod

Mechanickým kontaktem rozumíme dotyk dvou či více těles, během kterého dochází k růz-
ným typům interakce, jako je přenos hybnosti, tepla, či jiných druhů energie [34]. Tělesa se
během pohybu mohou libovolně dotýkat svými povrchy, nemůže však docházet k jejich vzá-
jemné penetraci. Tuto základní charakteristiku mechanického kontaktu nazýváme podmínkou
nepenetrability či neprostupnosti těles. V mechanice deformovatelných těles představuje kon-
takt obzvláště náročný problém. Lze na něj nahlížet jako na zvláštní druh okrajové podmínky,
která ovšem působí na předem neznámé hranici, má neznámou velikost a musí splňovat třetí
Newtonův zákon akce a reakce [58]. Proto se však nejedná o okrajovou podmínku v pravém
slova smyslu, ale její stanovení je součástí řešení. To navíc komplikuje fakt, že na kontaktním
rozhraní dochází k diskontinuitě posunutí.

Podobně jako u jiných problémů matematické fyziky popsaných parciálními diferenciál-
ními rovnicemi, existuje jen omezené množství analytických řešení úloh lineární elasticity s
kontaktem [22, 34, 78]. Proto se v inženýrské praxi k řešení často využívá numerických pří-
stupů, nejčastěji na bázi metody konečných prvků (MKP) [7, 54]. MKP je metoda prostorové
diskretizace parciálních diferenciálních rovnic. V širším slova smyslu se v inženýrské komunitě
pod pojmem MKP rozumí víceúčelový softwarový nástroj pro řešení multi-fyzikálních úloh. Ve
stavební praxi se MKP využívá nejčastěji pro řešení statických a dynamických, lineárních i neli-
neárních úloh mechaniky kontinua. A je to právě ošetření kontaktních podmínek, které dosud
představuje otevřený problém v nelineární konečnoprvkové analýze [93].

Z pohledu MKP se kontakt dělí podle typu diskretizace na: node-to-node, node-to-segment
a segment-to-segment. Diskretizace typu node-to-node [90] předpokládá konformní konečno-
prvkové sítě, tj. sítě jejichž hraniční uzly si odpovídají. Obecnější případ nekonformních sítí
ošetřuje diskretizace typu node-to-segment [95, 97], která zabraňuje penetraci uzlu na jedné
straně kontaktního rozhraní do segmentu, tj. hranice elementu, na straně druhé. Nejpokro-
čilejším typem diskretizace je segment-to-segment [51, 64, 65, 97], která kontaktní podmínky
formuluje v integrálním smyslu.

Bez ohledu na typ diskretizace lze mechanický kontakt rozdělit na jednostranný (unilate-
rální) a dvoustranný (bilaterální) [93]. Rozhraní jednostranného kontaktu je schopno přenést
pouze tlakové zatížení. Při tahovém namáhání dochází k oddělení těles, jak je schematicky zob-
razeno na obrázku 1.1b. Naopak, dvoustranný kontakt je schopen přenést jak tlakové tak tahové
napětí, viz obrázek 1.1a. Oba tyto základní typy kontaktu mohou nebo nemusí zohledňovat
tření na kontaktním rozhraní. Pokud není uvažováno tření, tak se tělesa mohou volně bez od-
poru pohybovat v tečném směru ke kontaktnímu rozhraní, tj. nevznikají žádné tečné síly, viz
opět obrázek 1.1a. A naopak, při uvažování tření vznikají tečné síly, jejichž velikost je svázána
s tečnými posuvy konstitutivním modelem tření. Nejznámějším takovým modelem je Coulom-
bovo tření, které rozlišuje dva stavy — slepení a skluz. Pokud tečné síly nepřekročí jistou mez, je
tření ve stavu slepení, což schematicky ukazuje obrázek 1.1c. Při překročení této meze dojde ke
skluzu, viz obrázek 1.1d. Při ošetření třecího kontaktu v MKP se pak rozlišuje mezi třením s ma-
lými nebo velkými skluzy podle toho, zda může docházet k tečnému pohybu v rámci jednoho
či několika konečných prvků, které kontaktní rozhraní diskretizují. Je důležité poznamenat, že
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Kapitola 1. Úvod

kontaktní rozhraní díky třetímu Newtonovu zákonu akce a reakce nekoná mechanickou práci.
Jedinou výjimkou je stav skluzu, během kterého tečné síly konají práci na skluzech a dochází
tak k disipaci mechanické energie.

a) kontakt bez tření b) oddělení

c) kontakt s třením d) prokluz během třenílokální souřadný systém

Obrázek 1.1: Analogie mezi kontaktem a vnitřním dělením tělesa: a) kontakt bez tření přenáší pouze tlakové síly v
lokálním souřadném systému, b) jakýkoliv tah vede k vymizení kontaktního rozhraní, c) kontakt se třením může
přenášet smyková napětí, d) při Coulombově tření, ve stavu bez prokluzu zde není žádný prokluz, dokud není
dosaženo kritického smykového napětí. [93]

Za speciální typ kontaktu lze považovat případ, kdy kritická mez tečného napětí není defi-
nována a tělesa jsou tak trvale spojena bez možnosti prokluzu. Toho se nejčastěji využívá pro
spojování konformních resp. nekonformních konečnoprvkových sítí. V případě konformních
sítí lze jednotlivé vazbové podmínky předepisovat v podobě lineárních rovnic pro odpovída-
jící si páry uzlů. Poznamenejme, že v komerčních systémech jako je NASTRAN [71], ANSYS [3]
a další, se tento typ vazeb označuje termínem multi-point constraint.

V případě nekonformních sítí nachází tento typu kontaktu široké uplatnění nejen pro mo-
delování nejrůznějších konstrukčních spojů (lepené, svarové, nýtové, šroubové, apod.), ale i pro
modelování komplexnějších problémů stavební praxe, jako jsou např. železobetonové kompo-
zity. Vybrané příklady jsou zobrazeny na obrázku 1.2, kde vlevo vidíme model provázání ocelové
výztuže s betonovou částí konstrukce v systému ATENA [33]. Vpravo je pak příklad svarového
spoje modelovaného v systému IDEA StatiCa [75].

i j

l

n

p k
m

a) připojení výztuže [33] b) nahrazení svaru [75]

Obrázek 1.2: Možná využití pevného kontaktu/vazby při modelování konstrukcí.

Na obecnější úrovni lze problém lineární i nelineární elasticity s kontaktem kategorizovat
jako optimalizační úlohu s vázaným extrémem [39]. Existuje celá řada metod řešení, ovšem ve
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Kapitola 1. Úvod

výpočtové mechanice kontaktu se zdaleka nejčastěji používá penaltová metoda [27, 35, 73] a
metoda Lagrangeových multiplikátorů [32, 63, 93]. Princip penaltové metody spočívá v převe-
dení optimalizační úlohy s vázaným extrémem na úlohu s volným extrémem tak, že se vazbová
podmínka vynásobí pokutovým parametrem a přičte se k cílové funkci. Tato metoda je oblíbená
pro svou jednoduchost a výpočetní nenáročnost, protože nezvyšuje počet neznámých. Nevý-
hodou je potřeba volit hodnotu penaltového parametru, která je závislá na řešené úloze. Příliš
malá hodnota způsobuje nepřesné splnění vazbových podmínek a naopak příliš velká hodnota
vede na špatně podmíněný systém lineárních rovnic.

Metoda Lagrangeových multiplikátorů patří mezi klasické metody pro řešení optimalizač-
ních úloh s vázaným extrémem. Na rozdíl od penaltové metody vynucuje vazbové podmínky
přesně. Za nevýhodu této metody se někdy považuje fakt, že zvyšuje počet neznámých a vede
na indefinitní systém lineárních rovnic, tj. problém sedlového bodu, pro jehož řešení je potřeba
využít odpovídajících řešičů.

Neméně důležitou oblastí výpočtové mechaniky kontaktu je dynamický kontakt. Rychlé rá-
zové děje a nelineární post-stabilitní analýzy, jako je např. náraz letounu do stavební kon-
strukce, se nejčastěji v časové oblasti diskretizují explicitními časovými schématy [88]. Výho-
dou explicitní časové integrace je, že v případě diagonální matice hmotnosti se systém lineár-
ních rovnic stává lineárně nezávislým a každou rovnici tak lze řešit samostatně, čehož lze využít
k masivní paralelizaci řešení. Oproti tomu hlavní nevýhodou explicitních časových schémat je
jejich podmíněná stabilita, která limituje maximální velikost časového kroku, se kterým lze sta-
bilně integrovat. Dá se ukázat, že kritický časový krok je přímo úměrný nejmenší periodě celého
systému resp. maximální vlastní frekvenci konečnoprvkové sítě [7]. Kontaktní rozhraní je velmi
často kritickým místem, které určuje kritický časový krok celého systému. S rostoucí tuhostí
kontaktního rozhraní se snižuje perioda systému, resp. roste jeho největší vlastní frekvence, a
úměrně tomu se snižuje kritický časový krok. Limitním případem je dokonale tuhý kontakt, pro
který je kritický časový krok nulový a v takovém případě nelze stabilně integrovat.

Z výše popsaného je patrné, že ošetření explicitního dynamického kontaktu představuje
otevřený problém, jehož vyřešení je hlavní ambicí této disertační práce. Předkládaný text je
strukturován do 6 kapitol včetně úvodu a závěru. Nejprve je v kapitole 2 shrnut současný stav
poznání v relevantních oblastech výpočtové mechaniky. Na základě rešerše odborné literatury
bylo identifikováno několik cílů této disertační práce, které jsou představeny v kapitole 3. Zámě-
rem kapitoly 4 je pak podrobněji popsat použité metody a ukázat na jejich slabiny, které jsou
řešeny v hlavní části této práce. V nejobsáhlejší kapitole 5 jsou prezentovány vlastní výsledky
výzkumu, kterých bylo v rámci disertační práce dosaženo. Jsou zde popsány principy nově na-
vržených metod a vylepšení stávajících přístupů, které byly implementovány v rámci řešiče na
bázi konečných prvků, jenž je využíván jako výpočetní jádro v komerčních programech Dlubal
RFEM a SCIA Engineer. Implementace byla následně verifikována na celé řadě numerických
příkladů, které prokazují přesnost navržených metod a správnost jejich implementace.
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2 Současný stav poznání

Tato kapitola shrnuje potřebnou teorii aplikovanou v této práci a jako taková se dotýká všech
relevantních oblastní výpočtové mechaniky, které jsou potřeba k ošetření statického i dyna-
mického kontaktu v MKP. V úvodu kapitoly je zformulována počáteční okrajová úloha elasticity
s kontaktem následována variační formulací, jakožto nutným teoretickým základem pro pro-
storovou diskretizaci metodou konečných prvků. Zmíněná je rovněž problematika diskretizace
kontaktního rozhraní a vyhledávání kontaktu. Pro řešení dynamických úloh je pak potřeba ča-
sové diskretizace, o které je pojednáno v závěru kapitoly.

2.1 Formulace počáteční okrajové úlohy s kontaktem

Úlohu elastodynamiky s kontaktem, která je schématicky zobrazen na obrázku 2.1, definujeme
jako úlohu nalezení řešení pohybové rovnice na oblastiΩ=Ω1 ∪Ω2 mající hranici Γ= Γ1 ∪Γ2 v
časovém intervalu T doplněnou o okrajové, počáteční a kontaktní podmínky ve tvaru

∇∇∇·σ+ fv = ρü vΩ×T,

σ=D : ε,

ε= 1
2

[
(∇∇∇u)T +∇∇∇u

]
,

u = ū na Γu ×T,

n ·σ= f0 na Γσ×T,

u(x, t )|t=0 = u0 vΩ,

u̇(x, t )|t=0 = v0 vΩ,

gn ≥ 0 na Γc ×T,

σc
n ≤ 0 na Γc ×T,

gnσ
c
n = 0 na Γc ×T,

(2.1)

kde symbol ∇∇∇· má význam divergence,σ je tenzor napětí, fv je vektor objemových sil, ρ je hus-
tota a ü je druhá časová derivace pole posunutí, tj. zrychlení. Tenzor napětí je svázán s tenzorem
deformace ε konstitutivním vztahem, v případě lineární elasticity Hookovým zákonem (2.1)2,
kde D je tenzor tečné tuhosti. Tenzor deformace ε je definován jako symetrická část gradientu
posunutí, viz (2.1)3. Dirichletovy okrajové podmínky (2.1)4 předepisují posunutí ū na hranici
Γu ⊂ Γ a Neumannovy okrajové podmínky (2.1)5 předepisují trakční vektor napětí f0 na hra-
nici Γσ ⊂ Γ. Počáteční úloha si žádá předepsat rovněž počáteční podmínky. Na celé oblasti Ω
je proto předepsáno počáteční posunutí u0 (2.1)6 a počáteční rychlost v0 (2.1)7 v čase t = 0.
Konečně kontakt je charakterizován podmínkou impenetrability (2.1)8, která vyžaduje, aby na
kontaktní hranici Γc ⊂ Γ byla mezera nezáporná gn ≥ 0 a podmínkou záporné trakce (2.1)9,
která na kontaktním rozhraní umožňuje pouze tlak σc

n ≤ 0. Komplementaritu těchto dvou pod-
mínek, tedy že bud’ je mezera otevřená a kontaktní trakce je nulové nebo mezera je uzavřená
a na kontaktním rozhraní je tlak, vyjadřujeme třetí podmínkou, tzv. podmínkou komplementa-
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Kapitola 2. Současný stav poznání

rity (2.1)10 .

f0

Γσ

Γu

Ω1

Γ1

Ω2

Γ2

Γc

gn
n

Obrázek 2.1: Formulace počáteční okrajová úlohy elastodynamiky s kontaktem.

2.2 Variační formulace

Při řešení úloh mechaniky vycházíme z variačních principů, nejčastěji pak z Lagrangeova prin-
cipu minima celkové potenciální energie soustavy. Tento princip udává, že celková potenciální
energie soustavy Π je minimální právě když je dosaženo rovnovážného stavu. Při řešení těchto
problémů hledáme minimum tohoto funkcionálu, kde je dosaženo δΠ= 0. EnergieΠ se skládá
z kinetické energieΠk , potenciální energie vnitřních silΠσ a potenciální práce vnějších sil (ob-
jemových a povrchových)Πp

δΠ= δΠk +δΠσ−δΠp = 0. (2.2)

Při uvažování dvou deformovatelných tělesΩ1,2 s hranicemiΓ1,2 lze jednotlivé energetické složky
rozepsat, čímž dostaneme známý princip virtuálních posunutí [7] ve tvaru∫

Ω1,2

δu ·ρüdΩ+
∫
Ω1,2

σ : δεdΩ−
∫
Ω1,2

fv ·δudΩ−
∫
Γ1,2

f0 ·δudΓ= 0, (2.3)

kde je ρ - hustota, σ - napětí, ε - přetvoření, fv - objemové síly, f0 - povrchové síly a u - defor-
mace. Popsaný vztah (2.3) musíme rozšířit, pokud chceme zároveň počítat s nějakou formou
kontaktu, at’ už se jedná o kontakt mezi těmito tělesy nebo o kontakt tělesa se sebou samým.
Rozšířený zápis uvažující s kontaktem lze nalézt například v [83], a je obecně definován jako∫

Ω1,2

δu ·ρüdΩ+
∫
Ω1,2

σ : δεdΩ−
∫
Ω1,2

fv ·δudΩ−
∫
Γ1,2

f0 ·δudΓ+δΠc = 0, (2.4)

kde Πc je příspěvek energie kontaktu, který zprostředkovává interakci mezi tělesy/plochami v
kontaktu. Člen δΠc lze zapsat v integrální formě jako

δΠc =−
∫
Γc

σc
nδgndΓc , (2.5)

5 (102)



Kapitola 2. Současný stav poznání

kdeσc
n je normálové kontaktní napětí a gn je normálová vzdálenost entit v kontaktu, avšak kon-

krétní podoba členu δΠc se liší dle použité metody pro řešení kontaktu a také v závislosti na
formulaci kontaktu.

2.3 Diskretizace pomocí metody konečných prvků

Metoda konečných prvků (MKP) je technika sloužící ke zjištění přibližného řešení při zadaných
okrajových podmínkách [29]. MKP vychází z principu variačního počtu a navazuje na práci Ri-
tze [67] a Galerkina [17], kteří navrhovali řešení funkcionálu přímo za pomoci lineárních kom-
binací funkcí [50]. Obecně tak jejich řešení vede na soustavu lineárních algebraických rovnic,
což je i případ metody konečných prvků. Na rozdíl od zmíněných přístupů je MKP lepší ve způ-
sobu, jakým je transformace na soustavu lineárních algebraických rovnic provedena [54]. Pře-
chod je proveden za pomoci dekompozice spojité oblasti Ω na dílčí části Ωe (viz obrázek 2.2),
na kterých je poté vyjádřen fyzikální vztah za využití takzvaných tvarových funkcí přímo na-
vázaných na dílčí části Ωe . Poprvé přišel s touto metodou Courant [9]. MKP je tak zobecněná
Ritz-Galerkinova variační metoda, která využívá tvarové funkce na malých kompaktních oblas-
tech, jenž jsou úzce provázány se zvoleným rozdělením celé řešené oblasti na konečné prvky
[54].

Celková potenciální energie se tak rovná sumě energií ze všech konečných prvků

Π=∑
e
Πe , (2.6)

tu můžeme rozdělit na vnitřní (Πi nt ) a vnější (Πext ) složku

Π=Πi nt +Πext =∑
e
Πi nt

e +∑
e
Πext

e . (2.7)

Energii lze zapsat ve formě práce jako součin síly na posunutí (případně napětí na přetvoření)
přes všechny oblasti

Πi nt = 1

2

∫
Ω
σ : εdΩ+ 1

2

∫
Ω
ρu̇ · u̇dΩ (2.8)

Πext =−
∫
Ω

fv ·udΩ−
∫
Γ

f0 ·udΓ (2.9)

Π= 1

2

∫
Ω
σ : εdΩ−

∫
Ω

fv ·udΩ−
∫
Γ

f0 ·udΓ (2.10)

Ω

prostorová diskretizace

Ωe

element
e

Obrázek 2.2: Prostorová diskretizace spojité oblastiΩ na jednotlivé elementyΩe .
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Kapitola 2. Současný stav poznání

Diskretizace za pomoci metody konečných prvků bude vysvětlena na rovinném problému
za předpokladu rovinné napjatosti (σz = γxz = γzx = γy z = γz y = 0).

2.3.1 Vztahy přetvoření-deformace a konstitutivní vztahy napětí-přetvoření

Jak již název sekce vypovídá, jedná se o vztahy pro výpočet přetvoření a napětí, jenž jsou pro
výpočty v mechanice těles klíčové. Vektor přetvoření a jemu odpovídající lineární část geomet-
rických rovnic má tvar

εx = ∂ux

∂x

εy =
∂uy

∂y

γx y = ∂ux

∂y
+ ∂uy

∂x

(2.11)

a konstitutivní vztahy pro výpočet napětí z přetvoření pro lineárně izotropní materiál

σx = E

1−ν2
(εx +νεy ),

σy = E

1−ν2
(εy +νεx),

γx y = E

2(1+ν)
γx y .

(2.12)

2.3.2 Tvarové funkce

Jak již bylo uvedeno výše, v metodě konečných prvků se využívají takzvané tvarové funkce de-
finované pro každý konečný prvek. Práce s nimi je vysvětlena na lineárním rovinném trojúhel-
níkovém prvku ve 2D. Kromě trojúhelníkových prvků existuje široké spektrum jiných prvků,
jejichž podrobnější popis lze nalézt například v [54] či [7]. Tvarové funkce pro trojúhelníkový
lineární prvek lze vypočítat přímo z planárních souřadnic. Poloha bodu b v trojúhelníku je de-
finována pomocí barycentrických souřadnic, které jsou popsány poměry ploch

N1 = A1

A
,

N2 = A2

A
,

N3 = A3

A
,

(2.13)

kde plochy A1, A2 a A3 jsou znázorněny na obrázku 2.3b a celková plocha elementu je rovna

A = A1 + A2 + A3. (2.14)

Zajímavostí je, že i přes trojici barycentrických souřadnic je poloha bodu určena již dvojicí
souřadnic, protože třetí souřadnice může být dopočítána s pomocí předchozích dvou. Z (2.13)
a (2.14) také vyplývá

N1 +N2 +N3 = 1, (2.15)
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Kapitola 2. Současný stav poznání

a)

N1 N2N3

b)

x

y

1

2

3

bA2

A3

A1

c)

r

s

(1,0)

(0,1)

1
2

3

Obrázek 2.3: Tvarové funkce na jednom trojúhelníkovém lineárním konečném prvku.

čehož se v praxi často využívá a přirozené souřadnice (viz obrázek 2.3c) slouží k popisu polohy

x =
3∑

i=1
Ni xi , (2.16)

y =
3∑

i=1
Ni yi

a deformací [7]

u =
3∑

i=1
Ni ui . (2.17)

Dosazením (2.15) do (2.16) získámex1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

N1

N2

N3

=
x

y
1

 . (2.18)

Po vyřešení

x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

−1

můžeme jednotlivé hodnoty N1, N2 a N3 vyjádřit přímo v kartéz-

ských souřadnicích

N1 =
(
x2 y3 −x3 y2

)+ (
y2 − y3

)
xb + (x3 −x2) yb

2A
,

N2 =
(
x3 y1 −x1 y3

)+ (
y3 − y1

)
xb + (x1 −x3) yb

2A
, (2.19)

N3 =
(
x1 y2 −x3 y1

)+ (
y1 − y2

)
xb + (x2 −x1) yb

2A
,

kde xb a yb reprezentují souřadnice bodu b (viz obrázek 2.3b) a

2A = x1 y2 +x2 y3 +x3 y1 − y1x2− y2x3 − y3x1 =
∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣ . (2.20)
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Alternativně s pomocí Jakobiánu

J

[
N 2
N 3

]
+

[
x1

y1

]
=

[
x
y

]
, (2.21)

kde

J =
[

x2 −x1 x3 −x1

y2 − y1 y3 − y1

]
det J = (x2 −x1)(y3 − y1)− (x3 −x1)(y2 − y1) = 2A.

(2.22)

Maticový zápis (2.17) je

[
ux

uy

]
=

[
N1 0 N2 0 N3 0
0 N1 0 N2 0 N3

]


ux1

uy1

ux2

uy2

ux3

uy3

= Nu. (2.23)

Rovnice (2.23) a konkrétně matice tvarových funkcí N slouží jako podklad k vyjádření pře-
tvoření z posunutí pomocí dosazení do vztahů (2.11)

ε=
 εx

εy

γx y

=


∂ux
∂x
∂uy

∂y
∂ux
∂y + ∂uy

∂x

=


∂N1
∂x 0 ∂N2

∂x 0 ∂N3
∂x 0

0 ∂N1
∂y 0 ∂N2

∂y 0 ∂N3
∂y

∂N1
∂y

∂N1
∂x

∂N2
∂y

∂N2
∂x

∂N3
∂y

∂N3
∂x




ux1

uy1

ux2

uy2

ux3

uy3



= 1

2A

(y2 − y3) 0 (y3 − y1) 0 (y1 − y2) 0
0 (x3 −x2) 0 (x1 −x3) 0 (x2 −x1)

(x3 −x2) (y2 − y3) (x1 −x3) (y3 − y1) (x2 −x1) (y1 − y2)




ux1

uy1

ux2

uy2

ux3

uy3

= Bu, (2.24)

kde B určuje vztah mezi uzlovými posuny u a vektorem přetvoření ε [74]. Matice B tak umož-
ňuje zapsat přímo konstitutivní vztah mezi napětím a deformacemi s využitím tvarových funkcí
jako

σ=
σx

σy

τx y

= E

1−ν2

1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 εx

εy

γx y

= Dε= DBu, (2.25)

kde D je maticový zápis (2.12). Matice D je vyjádřena pro elastické těleso, a proto je označována
jako elastická matice napětí-přetvoření či matice D [74].

2.3.3 Ekvivalence sil v uzlech

Dle Castiglianova prvního teorému platí, že pro elastický systém v rovnováze je parciální deri-
vace celkové energie přetvoření podle deformací v bodu rovna aplikované síle ve směru defor-
mace v témže bodu [29]. Díky tomu lze vyjádřit rovnováhu mezi vnitřními silami v elementuΩe
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a vnějším zatížením působící na elementΩe a jeho hranice Γe∫
Ωe

σ : δεdΩ=
∫
Ωe

fv ·δudΩ+
∫
Γe

f0 ·δudΓ−
∫
Ωe

δu ·ρüdΩ. (2.26)

Za pomoci tvarových funkcí při dosazení (2.23) a (2.24) do (2.26) získáme

δuT
∫
Ωe

BTσdΩ= δuT
(∫
Ωe

NT fv dΩ+
∫
Γe

NT f0dΓ−
∫
Ωe

NTρNüe dΩ

)
, (2.27)

kde δu je virtuální posun v uzlech. Jelikož musí být tento vztah platný pro jakékoliv hodnoty
virtuálních posunutí, lze je pokrátit [99]. Výsledný vztah∫

Ωe

BTσdΩ=
∫
Ωe

NT fv dΩ+
∫
Γe

NT f0dΓ−
∫
Ωe

NTρNüdΩ, (2.28)

lze zapsat jako
Me üe +Ke ue = fe , (2.29)

kde

fe =
∫
Ωe

NT fv dΩ+
∫
Γe

NT f0dΓ,

Ke =
∫
Ωe

BT DBdΩ,

Me =
∫
Ωe

ρNT NdΩ.

(2.30)

2.3.4 Tvorba celkové soustavy rovnic

Složením všech dílčích rovnic (2.29) pro každý konečný prvek v Ω získáme celkovou soustavu
rovnic

Mü+Ku = f, (2.31)

kde jsou jednotlivé členy dány lokalizací všech dílčích částí každého elementu (2.7) do globální
soustavy

f =A
e

∫
Ωe

NT
e fv dΩ+A

e

∫
Γe

NT
e f0dΓ,

K =A
e

∫
Ωe

BT
e De Be dΩ,

M =A
e

∫
Ωe

ρe NT
e Ne dΩ,

(2.32)

kde A je standardní operátor sestavení globální matice z dílčích matic konečných prvků [7].
Rozměr matic M, K a vektoru f je dán sumou stupňů volnosti přes všechny uzly. Zapíšeme-li
lokální uzlové submatice trojúhelníkového prvku jako

Ke =

Ke
i i Ke

i j Ke
i k

Ke
j i Ke

j j Ke
j k

Ke
ki Ke

k j Ke
kk

 , (2.33)
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Kapitola 2. Současný stav poznání

kde i , j a k jsou čísla uzlů, můžeme popsal lokalizaci tohoto prvku do globální soustavy jako

1 · · · i · · · j · · · k · · · n

1
...
i
...
j
...
k
...
n



0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · Me
i i · · · Me

i j · · · Me
i k · · · 0

...
...

...
...

...
0 · · · Me

i i · · · Me
i j · · · Me

i k · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · Me
j i · · · Me

j j · · · Me
j k · · · 0

...
...

...
...

...
0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0





0
...

üi

...
üj

...
ük

...
0



+



0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · Ke
i i · · · Ke

i j · · · Ke
i k · · · 0

...
...

...
...

...
0 · · · Ke

i i · · · Ke
i j · · · Ke

i k · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · Ke
j i · · · Ke

j j · · · Ke
j k · · · 0

...
...

...
...

...
0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0





0
...

ui

...
uj

...
uk

...
0



=



0
...
fi

...
fj

...
fk

...
0



(2.34)

kde n je počet uzlů.
Za své rozšíření vděčí metoda konečných prvků hlavně potřebám inženýrské praxe, kdy

nad přímým řešením parciálních diferenciálních rovnic vyniká hlavně svou tvarovou obecností.
Řadu fyzikálních problémů lze totiž pro obecné tvary vyžadované inženýrskou praxí formulovat
jen složitě, zdali vůbec.
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Kapitola 2. Současný stav poznání

2.4 Diskretizace kontaktu

Pro výpočet kontaktních úloh v metodě konečných prvků je klíčová diskretizace kontaktu, která
určuje kontaktní elementy přenášející síly mezi tělesy. Existují různé způsoby jak diskretizovat
rozhraní mezi povrchy, které definují kontakt a jsou sami o sobě již diskretizovány. Rozlišujeme
tři typy diskretizace:

• Node-to-node (NTN),

• Node-to-segment (NTS),

• Segment-to-segment (STS).

NTN je nejjednodušší [41], nejstarší a stabilní diskretizace [15] je použitelná pouze pro kon-
formní sítě, kde má každý uzel na jednom kontaktním povrchu odpovídající uzel na druhém
kontaktním povrchu [93], jedná se tedy pouze o propojení mezi dvojicí uzlů, jak je znázor-
něno na obrázku 2.4a. Směr kontaktu pro každou dvojici uzlů je určen minimálně jedním vek-
torem, obvykle normálou jednoho z povrchů. Kontakt NTN může být využit pouze v případě
malých deformací. Tento typ diskretizace přenáší kontaktní napětí korektně přes kontaktní roz-
hraní [77] a splňuje tak tzv. patch test.

(a)

(b)

(c) (d)

slave

master

a)

b)

c) d)

master

slave

Obrázek 2.4: Znázornění různých druhů diskretizací kontaktů: a) node-to-node, dvojice uzlů a směr kontaktu;
b) node-to-segment, slave uzly a jim příslušící master segmenty; c) segment-to-segment, kontaktní elementy a
mezilehlá integrační linie; d) contact domain diskretizace, kontaktní elementy [93].

Diskretizaci NTS lze již použít pro velké deformace [20]. Jedná se o víceúčelovou diskreti-
zační techniku [26], použitelnou i pro nekonformní sítě. Kontakt je tvořen kontaktními dvoji-
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Kapitola 2. Současný stav poznání

cemi sestávajících se z uzlu (slave) a segmentu (master), na který je uzel projektován (viz ob-
rázek 2.4b). Takováto projekce může být problematická z pohledu citlivosti řešení na náhlý
přechod slave uzlu z jednoho segmentu na jiný v průběhu výpočtu, lze ji však vylepšit za po-
moci vyhlazování master segmentů [87]. NTS ve své základní formulaci neprochází patch tes-
tem [12, 77], tento nedostatek lze však řešit využitím two-pass techniky [20], kdy jsou kontaktní
dvojice hledány dvakrát, protože oba povrchy slouží jako slave i master k vytvoření dvou vrstev
kontaktních elementů. Tato technika ale může mýt příčinou přeurčitosti soustavy [60], nespl-
ňuje takzvanou Babuška–Brezziho podmínku a také může vést k tzv. locking problému [39].
Podrobnější informace o patch testu kontaktů pro NTS diskretizaci lze nalézt v [10]. Existují
i modifikace NTS diskretizace, které patch testem prochází pro penaltovou metodu [85, 95] i
pro metodu Lagrangeových multiplikátorů [85]. Technika contact domain navrhnuta v [21, 60],
je založena na symetrické NTS diskretizaci a tvarových funkcích kontaktních elementů. Zóna
mezi kontaktními povrchy je vyplněna kontaktními prvky (obrázek 2.4d) a tvoří tak vrstvu, ve
které je kontaktní problém řešen. Tato formulace je stabilní a prochází patch testem, ale její
trojrozměrnou implementaci nelze aplikovat pro libovolně dělené kontaktní povrchy [59].

STS diskretizace znázorněná na obrázku 2.4c byla prvně navržena v [72] a následně pro
dvourozměrný příklad definována v [97]. Kontakt je definován přes celé elementy v kontaktu.
Diskretizace byla úspěšně použita v kombinaci s mortar metodou pro neshodné sítě inspiro-
vané domain decomposition metodou [81]. Jedná se o stabilní techniku procházející patch tes-
tem, ale její implementace pro všeobecné příklady představuje problém [51, 64, 65, 92, 91]. Sa-
mostatná diskretizační technika je potřeba pro Nitscheho metodu [8, 86], kde Gaussovy body
jednoho povrchu hrají roli slave uzlů. Porovnání Nitscheho a mortar techniky lze nalézt v [16].
Mortar metoda spočívá bud’ v zavedení mezilehlé kontaktní plochy, kde je definováno kon-
taktní napětí, nebo využití jednoho z kontaktních povrchů jako mortar plochy [83]. Tato formu-
lace vede na popis kontaktu se třením pro velké prokluzy a velké deformace, prochází patch
testem pro rozdílné sítě a na rozdíl od NTS netrpí na locking problém [93]. Další využití STS pří-
stupu bylo prezentováno v [63], kde jsou na mezilehlém kontaktním povrchu definovány uzly,
prostřednictvím kterých jsou vynuceny kontaktní podmínky na uzlech příslušných segmentů,
za pomoci Lagrangeových multiplikátorů.

I přes zmíněné nedostatky je diskretizace NTS nejpoužívanější pro popis kontaktu mezi roz-
dílnými sítěmi konečných prvků [96] a stále se rozšiřuje její aplikace na širší pole úloh [46, 83].
V této práci jsou využity diskretizace NTN a NTS.

2.4.1 Hledání kontaktu

Pro výpočet obecnějších diskretizací kontaktu je potřeba nejprve kontakt lokalizovat. To spo-
čívá např. při diskretizaci node-to-segment v nalezení odpovídající dvojice slave uzlu a mas-
ter segmentu. K identifikaci dvojice se využívá výpočtu minima funkcionálu pro normálovou
vzdálenost uzlu od segmentu, z důvodu diskretizace na konečné prvky je třeba počítat pouze se
spojitostí povrchu C 0, což je dle [93] definováno jako

F
(
x∗)= min

x∈(x0;x1)
[F (x)] ⇔∃ε,∀x ∈ (x0; x1), (2.35)

||x −x∗|| < ε : F (x) ≥ F
(
x∗)

.

Tento přístup nevede vždy ke vhodnému nalezení kontaktu, a tak je vhodné hledat i globální
minimum s využitím infima znázorněného na obrázku 2.5.

K lokalizování kontaktu se využívá Algoritmus 1, který pro každý slave uzel vyhledá nejprve
nejbližší segment za předpokladu minima normálové vzdálenosti a posléze se provede ještě
vyhledání nejbližší hrany pro nalezení případného globálního minima.
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inf

min

inf no min

inf
minmin

min

žádné min

Obrázek 2.5: Rozdíl mezi definicí nejbližšího bodu podle inf a min [93].

1 foreach uzel in slave_uzly do
2 dmi n = Double.MaxValue;
3 i d = 0;
4 foreach segment in master_segmenty do
5 if uzel kolmo na segment (dopočet např. dle Ray Casting algoritmu [70] nebo

Winding Number algoritmu [1]) then
6 d = kolmá vzdálenost na segment;
7 if d < dmi n then
8 dmi n = d ;
9 i d = segment.id

10 end
11 end
12 foreach var hrana in segment do
13 d = vzdálenost k hraně;
14 if d < dmi n then
15 dmi n = d ;
16 i d = segment.id;
17 end
18 end
19 end
20 if id > 0 then
21 uzel.segment_id = i d ;
22 uzel.souradnice = dopočet přirozených souřadnic polohy uzlu na segmentu

(například dle [25]);
23 end
24 end

Algoritmus 1: Výpočetní postup hledání kontaktní dvojice.
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2.5 Časová diskretizace

Rovnice (2.31) jsou ještě před časovou integrací diskretizovány v čase tak, že se výpočet rov-
nováhy předepsané těmito rovnicemi nepředpokládá spojitě v libovolném čase t , ale pouze v
diskrétních časových krocích ∆t . Z této časové diskretizace vyvstává potřeba výpočtu změny
deformací u, rychlostí u̇ a zrychlení ü v každém časovém kroku ∆t . Časový krok ∆t je zpravidla
dán rozdělením celkového času T na určitý počet ekvidistantních úseků T /N (kdy N je počet
časových kroků), avšak je možné volit tento krok i variabilní. Právě metody pro výpočet změn
u, u̇, ü a velikost časového kroku ∆t určují přesnost, stabilitu a náročnost řešení [7]. Metodami
integrace je myšlen popis vztahů pro výpočet změn deformací, rychlostí a zrychlení mezi jed-
notlivými časovými kroky. Jednotlivé metody mají své výhody a často vyžadují různá nastavení
časových kroků a v závislosti na nich také dosahují různých přesností. Zde jsou popsány jen
některé metody používané pro výpočet nelineární dynamické analýzy.

2.5.1 Explicitní integrace

V explicitní metodě se pro výpočet deformací v čase tn+1 předpokládá rovnováha v čase tn

Mün = rn , (2.36)

kde r značí reziduální síly dané vztahem

rn = fnKun . (2.37)

Nejběžněji používanou metodou je pak metoda centrálních diferencí [7]. Hlavní výhodou této
metody je při využití diagonální matice M možnost neřešit rovnici (2.36) jako soustavu závislých
rovnic vyžadující faktorizaci. Nevýhodou této integrace je omezení velikosti časového kroku ∆t
z důvodu stability, kdy časový krok musí být menší než kritický časový krok ∆t < tcr. Kritický
časový krok tcr = Tmin

π
, kde Tmin je nejmenší perioda v daném časovém kroku.

2.5.1.1 Metoda centrálních diferencí

Tato metoda je jedna z nejvyužívanějších a vychází ze vztahu pro výpočet rychlosti

u̇n = 1

2∆t
(un+1 −un−1) , (2.38)

kdy n je pořadí časového kroku, a zrychlení

ün =
u̇n+ 1

2
− u̇n− 1

2

∆t
, (2.39)

kde
u̇n+ 1

2
= un+1 −un

∆t
, (2.40)

u̇n− 1
2
= un −un−1

∆t
. (2.41)

Substitucí (2.40) a (2.41) do (2.39) lze zrychlení vyjádřit jako

ün = 1

∆t 2 (un−1 −2un +un+1) , (2.42)
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Dosazením (2.42) a (2.38) do (2.31) získáme(
1

∆t 2
M

)
un+1 = fn −

(
K− 2

∆t 2
M

)
un −

(
1

∆t 2
M

)
un−1. (2.43)

Na základě výše uvedených rovnic je algoritmus založen na výpočtu zrychlení z rovnice (2.36)

ün = M−1rn . (2.44)

Při využití diagonální matice M, může být systém rovnic rozložen do řešení N nezávislých rov-
nic pro každý stupeň volnosti v každém uzlu

ü j
n = r j

n

m j
, (2.45)

∆u̇ j = ü j
n ·∆tn , (2.46)

u̇ j

n+ 1
2

= u̇ j

n− 1
2

+∆u̇ j , (2.47)

u j
n+1 = u j

n + u̇ j

n+ 1
2

·∆t j

n+ 1
2

, (2.48)

kde

∆t j

n+ 1
2

= ∆tn +∆tn+1

2
(2.49)

a j nabývá hodnot od 1 do N [112].

2.5.2 Implicitní integrace

V implicitní metodě se předpokládá rovnováha v čase tn+1

Mün+1 +Kun+1 = fn+1, (2.50)

což v případě nelinearit vede k nutnosti iterací v každém časovém kroku.

2.5.2.1 Newmarkova metoda

Výpočet rychlostí a deformací je v Newmarkově metodě dán vztahy

u̇n+1 = u̇n + [(
1−γ)

ün +γün+1
]
∆t (2.51)

un+1 = un + u̇n∆t + [(
0,5−β)

ün +βün+1
]
∆t 2, (2.52)

kde γ a β jsou volitelné parametry v intervalech

γ ∈ 〈0;1〉, (2.53)

β ∈ 〈0;0,5〉.

Právě nastavení těchto parametrů má vliv na stabilitu řešení a jejich popis lze nalézt v řadě
publikací (např. [47] či [98]). Metoda je bezpodmínečně stabilní při splnění podmínky 2β≥ γ≥
1
2 , avšak [47] i [98] udávají, že určité hodnoty γ vedou k významné chybě a metoda podmíněně
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konverguje, pokud je zajištěn dostatečně malý časový krok ∆t splňující podmínku

∆t ≤ 1

ωmax

√
γ
2 −β

, (2.54)

kde β≤ 1
2 , γ≥ 1

2 a ωmax může být dopočtena z řešení vlastních čísel dopočtem ωmax = 2π
Tmi n

. Za
předpokladu, že přírůstky jsou dány

un+1 = un +∆un+1,

u̇n+1 = u̇n +∆u̇n+1, (2.55)

ün+1 = ün +∆ün+1

a

∆ün+1 = ¨̄un+1 + 1

β∆t 2
∆un+1, (2.56)

∆u̇n+1 = ˙̄un+1 + γ

β∆t
∆un+1,

kde

∆ ¨̄un+1 =
(
− 1

β∆t 2
u̇n − 1

2β
ün

)
, (2.57)

∆ ˙̄un+1 =
(
1− γ

2β

)
∆t ün − γ

β
u̇n ,

lze přírůstek deformací zapsat jako sumu přírůstků přes iterace

∆un+1 =
Niter∑
k=1

k∆∆un+1. (2.58)

Dosazením rovnic výše do rovnice (2.50) získáme

K̂n
k∆u = k fn+1 −M∆ ¨̄un+1, (2.59)

kde

K̂n = 1

βk∆t 2
M+ k Kn . (2.60)

k∆∆un+1 =
{(

k fn+1 −M∆ ¨̄un+1
)
K̂−1

n pro k = 1
k fn+1K̂−1

n pro k > 1.
(2.61)

S využitím vztahu (2.61) k výpočtu rovnice (2.58) lze iteračně vypočítat přírůstek deformace v
časovém kroku.
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3 Cíle disertační práce

Cíle této disertační práce byly na základě spolupráce autora s firmou FEM consulting dány pře-
devším požadavky stavební praxe po konkrétních řešeních jež by umožnila lepší a přesnější
výpočty stavebních a strojních konstrukcí. Tématem práce jsou statika, dynamika a kinematika
kontaktů těles, a právě vývoj a implementace kontaktů do řešiče na bázi konečných prvků dali
vzniknout těmto konkrétním cílům:

1. Návrh nových metod pro explicitní dynamický kontakt.

Budou navrženy nové obecné metody pro vynucení vazbových podmínek kontaktu v ex-
plicitní dynamice tak, aby bylo možné integrovat vyšším časovým krokem při zachování
stability řešení a zároveň umožnit řešit pohybové rovnice jako soustavu nezávislých rov-
nic, což je hlavní výhoda explicitních metod. Konvenční metody jako penaltová metoda či
metoda Langangeových multiplikátorů budou nahrazeny jinými přístupy. První navržená
metoda bude vycházet z kinematiky entit, které jsou v kontaktu a z obecných kinematic-
kých principů. Druhá metoda bude založena na výpočtu změny energie, jež je způsobena
kontaktními silami na rozhraní kontaktu.

2. Návrh originálního kladkového konečnoprvkového elementu.

Budou definovány základní vazbové podmínky, které mají široké využití v rámci modelo-
vání konstrukcí za pomoci metody konečných prvků. S využitím těchto základních vazeb
budou definovány rovnice pro vytvoření kladkového konečněprvkového elementu simu-
lující mechanické chování kladky se zanedbáním vlivu poloměru, jenž umožní efektivní
výpočet modelů umožňujících takovéto zjednodušení. Správnost řešení bude dokumen-
tována na porovnání s analytickým řešením. Element kladky bude dále rozšířen o mož-
nost zohlednění geometrické nelinearity a také nelinearity v podobě tření.

3. Implementace a verifikace navržených metod do řešiče na bázi konečných prvků.

Všechny teoreticky popsané přístupy uvedené v této práci budou zapracovány do kom-
plexního systému firmy FEM consulting, což sebou obnáší i návrh vhodných definic vstup-
ních a výstupních rozhraní pro zadávání modelu i zobrazování dopočítaných výsledků. V
práci budou uvedeny příklady vypočítané prostřednictvím vyvinutých funkcí a demon-
strují tak implementaci navržených řešení.
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4 Metodologie

V podkapitole 2.2 byl do variační formulace (2.4) za účelem ošetření kontaktu přidán člen (2.5).
V této kapitole budou představeny dvě nejpoužívanější metody pro vynucení kontaktních va-
zeb — penaltová metoda a metoda Lagrangeových multiplikátorů. Dále pak bude shrnuta pro-
blematika stability explicitního časového schématu, konkrétně metody centrálních diferencí.
Jeden z hlavních výsledků této práce je stabilizace explicitní časové integrace pomocí kinema-
tického přístupu, který využívá bilance hybnosti na kontaktním rozhraní. Proto je závěrečná
sekce této kapitoly věnována popisu kinematiky.

4.1 Penaltová metoda

Penaltová metoda se používá k vynucení určitých podmínek za pomoci dílčích omezení. Obecně
lze hledání takového řešení zapsat jako minimum funkce

min( f (x)+P (x)), (4.1)

kde P (x) je penaltová funkce a její konkrétní podoba má mnoho variací většinou závislých
hlavně na způsobu vyhodnocení porušení dané podmínky. Od jednoduché formulace statické
penalty ve tvaru

P (x) =
n∑

i=1
wiεi , (4.2)

kde εi =
{

1 pro porušenou vazbu i

0 pro neporušenou vazbu i

a w je velikost penalty, která zohledňuje také velikost porušení podmínky

P (x) =
n∑

i=1
wi dκ

i , (4.3)

di = εi gi (x),

kde di reprezentuje vliv vzdálenosti a κ je exponent (často s hodnotou 1 nebo 2). Dále je mož-
nost pro nestatické úlohy využít dynamickou penaltovou funkci

P (x) =
n∑

i=1
si (t )dκ

i , (4.4)

kde si (t ) je zde jako funkce času (v obecnosti lze využít i jiných na čase závislých veličin jako je
rychlost a zrychlení), například podle [35]

si (t ) = (wi t )α, (4.5)
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kde α často nabývá hodnot 1 nebo 2, pro adaptivní penaltové funkce, které se snaží dopočítat
ideální velikost penalty za využití různých evolučních algoritmů, jež zohledňují různé parame-
try předchozích výpočetních generací. [31, 73]

Přepisem (4.1) do variační podoby s využitím lineární penaltové funkce (4.3) (pro κ = 1) a
sjednocením značení s podkapitolou 2.2 získáme

δP (u) =
∫
Γc

wε(g )δg (u)dΓc . (4.6)

Konkrétní způsob využití této metody v úlohách mechaniky lze dohledat v řadě publikací (např.
[14]).

Penaltová metoda je relativně jednoduchá na implementaci v systémech založených na me-
todě konečných prvků, ale má velkou nevýhodu, kterou je volba váhy penalty. Porušení přede-
psané vazby je závislé na volbě váhy penalty, což činí penaltovou metodu nepřesnou. Lze do-
kázat, že porušení vazby je úměrné 1/w , avšak se zvětšující se váhou w je matice tuhosti hůře
podmíněná [30]. Příklady volby penalty lze nalézt například v [48, 99].

Potenciální energii vazeb Πpen přes penaltovou metodu lze vyjádřit sumou přes všechny
penaltové podmínky i

Πpen =∑
i

wi uT
(

1

2
aT

i ai u−aT
i bi

)
= 1

2
uT (AT WA)u−WAT b, (4.7)

kde W je diagonální matice penalty vah w , A je matice všech předepsaných minimalizovaných
funkcí a, hodnota bi = ai u a vektor b je dán vztahem b = Au. Minimalizací celkové potenciální
energieΠ+Πpen podle u získáme

(K+AT WA)u = f+WAT b. (4.8)

Rozměr soustavy zůstává nezměněn.

4.2 Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Lagrangeovy multiplikátory nebo též Lagrangeova funkce je metoda, která slouží k nalezení mi-
nimálních či naopak maximálních hodnot. Je utvořen Lagrangián

L (x,λ) = f (x)−λg (x), (4.9)

kde f (x) je v našem případě minimalizovaná funkce, g (x) představuje funkci předepsané vazby
a λ je Lagrangeův multiplikátor. Řešení spočívá v hledání shodných směrů gradientů těchto
funkcí

∇L (x,λ) = 0

{
∇ f (x) =λ∇g (x)

g (x) = 0
(4.10)

a Lagrangeův multiplikátorλpředstavuje násobitel gradientu ∇g (x) tak, aby bylo dosaženo rov-
nosti. Pro případy s větším počtem vazeb se řešení skládá ze sumy gradientů těchto vazbových
funkcí

∇L (x1, · · · , xn ,λ1 · · · ,λm) = 0

{
∇ f (x) =∑m

i=1λi∇gi (x)

g1(x) = ·· · = gm(x) = 0,
(4.11)

kde se soustava skládá z n +m rovnic. [31]
Metoda Lagrangeových multiplikátorů často slouží jako alternativa k penaltové metodě, vý-
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hody a nevýhody při jejím použití jsou následující [14]:

+ Metoda Lagrangeových multiplikátorů je na rozdíl od penaltové metody přesná (kromě
výpočetních chyb vzniklých z důvodu aritmetické přesnosti).

+ Poskytuje přesné síly vazeb, které jsou důležité v mnoha aplikacích.

+ Nevyžaduje odhad ohledně velikosti váhy penalty.

- Vede k rozšíření soustavy o další neznámé a matice již není pozitivně definitní.

Výše uvedené rovnice lze přepsat tak, aby odpovídaly značení v podkapitole 2.2 a konkrétně (4.9)
má poté tvar

L (x,λ) = 1

2
uT Ku−uT f−λT gn(u). (4.12)

Vazby předepsané přes Lagrangeovy multiplikátory jsou definovány ve funkci gn(u) = Au−b, a
hledáním extrému L podle u aλ za pomoci postupů představených zde a v kapitolách 2.2 a 2.3
tak lze dojít k výsledné řešené soustavě[

K AT

A 0

](
u
λ

)
=

(
f
b

)
. (4.13)

Řešením systému dostaneme hledané u aλ, kdeλ představuje vazbové síly.

4.3 Metoda centrálních diferencí z pohledu stability

Časová integrace za pomoci metody centrálních diferencí je podmíněně stabilní [53, 102]. Jak
uvádí Courantovo-Friedrichsovo-Levyho (CFL) kritérium stability, nutná podmínka pro konver-
genci explicitního schématu konečných diferencí je obsažení a dodržení fyzikálních závislostí
v numerické oblasti řešení. Nejčastěji se princip vysvětluje na jednorozměrné rovnici

∂u

∂t
+a

∂u

∂x
= 0, (4.14)

jež popisuje konvekci v jednom směru rychlostí a. Tu lze upravit prostřednictvím Taylorova
rozvoje na

un+1
i −un

i

∆t
+a

un
i+1 −un

i−1

2∆x
= a∆x

2

(
1− a∆t

∆x

)
∂2u

∂x2
≡ νnum

∂2u

∂x2
, (4.15)

kde νnum je numerická viskozita jenž musí být pozitivní

0 ≤ a∆t

∆x
≤ 1, (4.16)

aby řešení nedivergovalo, jak je popsáno v [23]. Takzvané CFL či Courantovo číslo Cr tak musí
být

Cr = a∆t

∆x
≤ 1. (4.17)

Courantovo číslo vyjadřuje poměr mezi šířením informace v čase a prostoru, konkrétně pak
vyjadřuje potřebu, aby se informace v rámci času nešířila pomaleji než v rámci prostoru mezi
uzly sítě, jak znázorňuje obrázek 4.1.
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∆t

c) nestabilní CFL

Obrázek 4.1: Grafické vyjádření kritéria stability.

Ke správnému vyčíslení a následnému použití Courantova čísla je třeba znát správné vstupní
hodnoty a, ∆t a ∆x. Zde existuje několik přístupů, jak těchto čísel dosáhnout. Pokud se ome-
zíme pouze na mechanické vlnění, můžeme vyjít z rychlosti šíření podélných vln v . To je určeno
elasticitou a setrvačností daného materiálu, pro klasické kapaliny

v =
√

B

ρ
, (4.18)

kde B je modul objemové pružnosti a ρ je hustota. Pro ideální plyny

v =
√
κRT

M
, (4.19)

kde κ je adiabatický index, R = 8.314 J ·mol−1 ·K−1, T je teplota v kelvinech a M je molekulární
hmotnost. Pro tělesa

v =
√

E

ρ
, (4.20)

kde E je Youngův modul pružnosti. Z toho je relativně snadné určit rychlost šíření pro různé
materiály a běžné skupenství (a = v). Vzdálenost uzlů sítě je dána sítí konečných prvků a časový
krok je většinou dopočítáván z již uvedených hodnot tak, aby bylo Courantovo číslo Cr ≤ 1.
Úpravou (4.17) s dosazením a = v se tak dá vyjádřit maximální (tzv. kritický) časový krok ∆tcr
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pro libovolný element

∆tcr,e = min(∆xe )

ve
. (4.21)

Kritický časový krok pro celý model je roven nejmenšímu časovému kroku počítanému přes
všechny elementy

∆tcr = min
e

(∆tcr,e ), (4.22)

a tomu odpovídá i podmínka na výpočetní časový krok

∆t ≤∆tcr . (4.23)

Toho se využívá jak v řešiči FEM consulting, tak například i v programu LS-DYNA, který pro
výpočet výpočetního časového kroku ve svém manuálu [2] uvádí

∆t = 0.9
l

v
, (4.24)

kde je hodnota snížena o 10 % (výchozí nastavení), v je opět rychlost šíření vln a l se dopočítává
zvlášt’ pro každý element dle jeho typu, pro pruty je l rovno délce elementu a

v =
√

E

ρ
, (4.25)

skořepiny mají výpočet l závislý na tom, zda se jedná o čtyřhran

l = A

max(l1, l2, l3, l4)
(4.26)

nebo trojúhelník

l = 2A

max(l1, l2, l3)
, (4.27)

přičemž pro všechny skořepiny platí

v =
√

E

ρ(1−ν2)
. (4.28)

Objemové prvky mají pro šestistěn

l = V

Amax
, (4.29)

pro tetrahedron je l rovno minimální výšce a rychlost

v =
√

E(1−ν)

ρ(1+ν)(1−2ν)
. (4.30)

Alternativně k tomuto přístupu lze stabilitu řešení vyjádřit ze stability lineární soustavy s
využitím vlastních čísel. Rovnice (2.31) lze vyjádřit za pomoci modální matice soustavy tvořené
vlastními vektory

Φ= [
Φ1 Φ2 . . . Φn

]
, (4.31)

jež jsou ortonormální a normalizované vzhledem k hmotám

ΦT MΦ= I, (4.32)
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a
ΦT KΦ=Ω2 = diag(ω2

1,ω2
1, . . . ,ω2

n), (4.33)

jako
q̈+Ω2q = p, (4.34)

kde
u =Φq,

ü =Φq̈,

p =ΦT f.

(4.35)

Následné dosazení rovnic (2.38) a (2.42) do rovnice (4.34) vede na[
qn+1

qn

]
=

[
2I−∆t 2Ω2 −I

I 0

][
qn

qn−1

]
+

[
∆t 2I

0

]
pn , (4.36)

nebo zkráceně
q̂n+1 = Aq̂n +Lpn , (4.37)

kde A je obvykle označována za amplifikační matici nebo operátor časové integrace pro dis-
krétní pohybovou rovnici a její vlastní čísla určují numerické chování integrace, konkrétně de-
finuje podmínku stability algoritmu

ρ(A) ≤ 1, (4.38)

kde ρ(A) je spektrální poloměr A jenž je definován

ρ(A) = max(|λi |) (4.39)

a λi je vlastní číslo A [88]. Uvedené odpovídá výpočtu vlastních čísel

det

[∣∣∣∣2I−∆t 2Ω2 −I
I 0

∣∣∣∣−λ ∣∣∣∣I −I
I 0

∣∣∣∣]= 0 (4.40)

vedoucí na
− (2−ω2

i∆t 2 −λi )λ̇i +1 = 0 (4.41)

λi =
2−ω2

i∆t 2

2
±

√
(2−ω2

i∆t 2)2

4
−1. (4.42)

To má při zapracování podmínky |λmax| ≤ 1 (vycházející z (4.38) a (4.39)) za následek vyčíslení
kritického časového kroku [19]

∆tcr = 2

ωmax
. (4.43)

Dopočítané hodnoty λmax pro ω∆t ∈ 〈0;5〉 jsou znázorněny na obrázku 4.2a, a to včetně její
imaginární části. Obrázek 4.2b dokládá podmínečnou stabilitu metody centrálních diferencí,
kdy od hodnoty ω∆t > 2 dochází k porušení podmínky stability (4.38) a hodnota spektrálního
poloměru ρ(A) je větší než 1.
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−1 0 1

−1

−0.5

0

0.5

1

realná část λmax
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Obrázek 4.2: Vynesení závislosti λmax a ρ(A) na ω∆t .

Ačkoli byla doposud prezentována pouze potřeba použití Courantova čísla Cr ≤ 1, používání
malého Cr do řešení vnáší jinou chybu v podobě rostoucího amplifikačního faktoru pro vyšší
frekvence [38, 79], jak je znázorněno na obrázku 4.3. Malé výpočetní časové kroky vedou nejen
k vysokým výpočetním časům, ale také vzniká chyba dána prostorovou diskretizací [42].
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Obrázek 4.3: Ukázka ovlivnění amplifikačního faktoru β pro různá Courantova čísla Cr v závislosti na frekvenci,
převzato z [79].

4.4 Kinematika

Kinematika je věda zabývající se pohybem systému těles bez přímého zohlednění sil či jiných
fyzikálních jevů, jež tento pohyb způsobují [24]. Kinematika tedy neřeší příčinu pohybu, ale
pouze přenos setrvačnosti a energie mezi spolupůsobícími tělesy [28].

4.4.1 Pohyb

Kinematiku můžeme rozdělit na práci se samotným pohybem bez ohledu na hmotu a setrvač-
nost, kdy se nejčastěji pracuje se čtveřicí základních rovnic vycházejících z předpokladu kon-
stantního zrychlení a dávajících do vzájemných vztahů hodnoty počáteční rychlosti v0, kon-
cové rychlosti v , časového úseku ∆t , dráhy ∆x a zrychlení a. V každé rovnici zároveň chybí
jedna z jmenovaných veličin. Jedná se o rovnici rychlosti

a = d v

d t
, (4.44)

d v = ad t , (4.45)∫ v

v0

d v =
∫ t

t0

ad t , (4.46)

v − v0 = a∆t , (4.47)

v = v0 +a∆t , (4.48)
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kde není třeba ∆x, rovnici dráhy

v = d x

d t
, (4.49)

d x = vd t , (4.50)

d x = (v0 +a∆t )d t , (4.51)∫ x

x0

d x =
∫ t

t0

(v0 +a∆t )d t , (4.52)

∆x = v0∆t + a∆t 2

2
, (4.53)

kde není třeba v , rovnici druhé mocniny rychlosti

d v

d x
= a

v
, (4.54)

vd v = ad x (4.55)∫ v

v0

vd v =
∫ x

x0

ad x, (4.56)

v2 − v2
0

2
= a∆x, (4.57)

v2 = v2
0 +2a∆x, (4.58)

kde není třeba ∆t a rovnice dráhy vzniklá dosazením (4.47) do (4.53)

∆x = v0∆t + (v − v0)∆t

2
, (4.59)

∆x = 2v0 + v − v0

2
∆t , (4.60)

∆x = v + v0

2
∆t , (4.61)

bez potřeby a [13].

4.4.2 Hybnost

Další část kinematiky řeší vzájemnou interakci objektů s ohledem na jejich hmotu a rychlost.
Zde bude popsána pouze s ohledem na tzv. Newtonovu kinematiku, přičemž dalším přístupem
je tzv. Einsteinova kinematika, která souvisí se speciální teorií relativity a je podrobně popsána
např. v [28]. Newtonova kinematika vychází z Newtonových zákonů [4, 58]:

1. Těleso musí setrvat ve svém klidovém stavu nebo v rovnoměrném přímočarém pohybu,
s výjimkou případů, kdy na něj silově působí jiné těleso.∑

F = 0 (pro tělěso v rovnováze) (4.62)

2. Změna pohybu je úměrná hybné síle, která na ni působí, a sleduje směr této síly.∑
F = ma (4.63)

3. Vždy existuje opačná a stejně velká reakce na akci. Vzájemná interakce dvou těles (A a B)
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je vždy stejná a směrovaná v opačných směrech.

FA na B =−FB na A (4.64)

Mezi základní pojmy, se kterými kinematika pracuje patří hybnost p vycházející z druhého po-
hybového zákona. Rovnici (4.63) lze přepsat do tvaru

∑
F = ma = m

dv

d t
= d

d t
mv, (4.65)∑

F = dp

d t
, (4.66)

kde p je
p = mv, (4.67)

m - hmotnost a v - rychlost. Protože je rychlost vektor a hmota skalár, tak i hybnost je vektor se
shodným směrem jako rychlost. Z (4.64) a (4.66) vyplývá zákon zachování hybnosti izolované
soustavy

FA na B = dpA

d t
FB na A = dpB

d t
(4.68)

FA na B +FB na A = dpA

d t
+ dpB

d t
= 0, (4.69)

což znamená že změna celkové hybnosti soustavy v čase je nulová

∆p =∑
∆pi =

∑
mi∆vi = 0 (4.70)

a celková hybnost soustavy zůstává neměnná

p =∑
pi =

∑
mi vi = konst. (4.71)

Dále je definováno těžiště, jehož poloha k libovolnému bodu lze vyjádřit vztahem

r0 =
∑

mi ri∑
mi

, (4.72)

kde je r0 - vzdálenost těžiště k bodu a ri - vzdálenost hmoty mi k tomuto bodu. Rychlost pohybu
těžiště k libovolnému bodu v0 je pak

v0 = dr

d t
=

∑
mi

dri
d t∑

mi
=

∑
mi vi∑
mi

. (4.73)

Další používanou kinematickou hodnotou, která zůstává pro soustavu konstantní je mo-
ment hybnosti L vztažený k těžišti soustavy, jež je definován jako vektorový součin

L = r×p, (4.74)

kde r je vektor od hmoty k bodu [28], celkový moment hybnosti soustavy je tak dána sumou

L =∑
ri ×pi , (4.75)

případně za pomoci úhlové rychlosti ω kolem těžiště jako

L =∑
ri ×mi (ωi × ri ), (4.76)
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kde ωi × ri = vi . Moment setrvačnosti kolem těžiště je vyjádřen vztahem

I =∑
mi |ri |2. (4.77)

4.4.3 Typy kolize

Základní dělení typů kolize je na elastickou a neelastickou. Důvodem důležitosti tohoto dě-
lení je nejednoznačnost vzájemné interakce těles z pohledu velikosti vzájemně předané síly. Z
Newtonova třetího pohybového zákona sice plyne rovnost vzájemné interakce, obecně ale není
snadné určit její velikost. Spektrum možností, které splňují všechny vztahy z oddílu 4.4.2 se
pohybují v rozmezí dvou extrémů.

Jedním je elastická kolize, při níž nedochází ke změně kinetické energie na jinou energii [68],
a je proto využívána spíše pro výpočet pohybu jednotlivých částic (atomů), případně pro kolizi
nekonečně tuhých objektů. Při tomto typu kolize jsou rychlosti po nárazu ve vztahu pro zacho-
vání hybnosti dvou částí

m1v1,p +m2v2,p = m1v1,k +m2v2,k , (4.78)

kde jsou vi ,p - původní rychlosti před nárazem a vi ,k - rychlosti po nárazu, dopočítány z před-
pokladu zachování kinetické energie

1

2
m1v2

1,p + 1

2
m2v2

2,p = 1

2
m1v2

1,k +
1

2
m2v2

2,k , (4.79)

a jsou dány vztahy [68]

v1,k = m1 −m2

m1 −m2
v1,p + 2m2

m1 +m2
v2,p , (4.80)

v2,k = 2m1

m1 +m2
v1,p + m2 −m1

m1 +m2
v2,p . (4.81)

Ukázku elastické kolize zachycuje obrázek 4.4.

m1 m2

v1,p v2,p

a) Před kolizí b) Kolize

m1 m2

v1,k v2,k

c) Po kolizi

Obrázek 4.4: Elastická kolize.

Druhým extrémem je dokonale neelastická kolize, kdy se po nárazu dvou částí pohybují
tyto části stejnou rychlostí ve směru kolize, kinematická energie nezůstává zachována a rovnici
(4.78) můžeme pro rovnost v1,k = v2,k přepsat do tvaru

m1v1,p +m2v2,p = (m1 +m2)vk , (4.82)

a jednoduše z ní vyjádřit

vk = m1v1,p +m2v2,p

m1 +m2
, (4.83)

kde vk je výsledná rychlost obou částí po kolizi, jak je znázorněno na obrázku 4.5.
Všechny možnosti mezi těmito dvěma extrémy se dají klasifikovat jako neelastická kolize, ve

které dochází ke změně kinetické energie na jinou formu energie, např. v důsledku její přeměny
na teplo či potenciální energii znázorněné na obrázku 4.6.
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m1 m2

v1,p v2,p

a) Před kolizí b) Kolize

m1 m2

vk = v1,k = v2,k

c) Po kolizi

Obrázek 4.5: Dokonale neelastická kolize.

m1 m2

v1,p v2,p

a) Před kolizí b) Počátek kolize

teplo

teplo

c) Průběh kolize s deformací a emi-
tací tepla

Obrázek 4.6: Neelastická kolize se změnou energie.
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5 Výsledky

Tuto kapitolu lze považovat za ústřední část celé disertační práce, ve které jsou podrobně pre-
zentovány všechny výsledky, kterých bylo dosaženo ve snaze naplnit cíle definované v kapi-
tole 3. Námětem k výzkumu byla především autorova předchozí zkušenost s řešením kontakt-
ních úloh a vývojem numerických metod v rámci konečnoprvkového řešiče vyvíjeného firmou
FEM consulting. Při snaze rozšířit stávající ošetření kontaktu založeného na diskretizaci typu
node-to-node ze statické rovněž na dynamickou analýzu se nepříznivě projevil vliv podmí-
něné stability explicitní časové integrace. Konvenční metody pro vynucení kontaktních pod-
mínek nejsou pro explicitní dynamiku optimální. Penaltová metoda ztrácí schopnost konver-
gence se vzrůstající hodnotou penaltového parametru a řešení často vykazuje falešné oscilace
kinematických veličin i kontaktních sil. Kritický časový krok je navíc nepřímo úměrný velikosti
penalty, což zvyšuje časové nároky numerického řešení. Hlavní nevýhodou metody Lagrange-
ových multiplikátorů v explicitní dynamice je fakt, že v každém časovém kroku je třeba řešit
implicitně soustavu rovnic, což zpomaluje řešení a znehodnocuje to tak hlavní výhodu ex-
plicitního přístupu. Toto vedlo autora k návrhu vlastního řešení právě popsaného problému,
které je podrobně prezentováno v této kapitole. Nejprve je problematika stability explicitní in-
tegrace řešena pro případ kontaktní diskretizace typu node-to-node v podkapitole 5.1. Dále
je popsána implementace kontaktní diskretizace typu node-to-segment pro statické úlohy v
podkapitole 5.2, aby mohla být v další části práce rozšířena také pro dynamické problémy. Ná-
sleduje proto detailní popis výpočtu okamžiku kontaktu v podkapitole 5.3, který je esenciální
pro dvě nově navržené metody řešící dynamický kontakt typu node-to-segment, a sice kine-
matického pojetí kontaktu popsaného v podkapitole 5.4 a metody založené na bilanci energie
v podkapitole 5.5. Neméně důležitou součástí práce je podkapitola 5.6, která je věnovaná pro-
blematice vazbových podmínek. Výzkum v této oblasti vyústil v definici vlastního kladkového
elementu popsaném v oddílu 5.6.7.

5.1 Kontakt node-to-node

Node-to-node diskretizace je jednoduchá a stabilní diskretizační metoda [96] pro shodné sítě [93]
a je použita v programech RFEM a SCIA pro modelování kloubů. Node-to-node kontakt je defi-
nován dvojicí uzlů (master a slave) a transformační maticí, která určuje směr kloubu (viz obrá-
zek 5.1).

Lokální matice tuhosti kloubu je dána bud’ penaltovou metodou (podkapitola 4.1) jako

K = AT WA, (5.1)

kde
W = diag(w1, ..., w6), (5.2)
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X

Y

x

y

master slave

Obrázek 5.1: Node-to-node kontakt (master a slave) a lokální souřadný systém v master uzlu, charakterizující směr
kloubu [112].

A =
[

I3 0 −I3 0
0 I3 0 −I3

]
I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (5.3)

kde w1, ..., wn jsou váhy penalty pro tuhé směry kloubu, případně lze metodou Lagrangeových
multiplikátorů určit lokální matici tuhosti kloubu stejnou maticí A jako v (5.3), zohledněnou dle
podkapitoly 4.2 (konkrétně v rovnici (4.13)).

V případě potřeby lze matici tuhosti kontaktu K upravit v příslušném stupni volnosti, a na-
hradit váhu penalty w libovolnou tuhostí c pro libovolný směr. Nahradíme-li první stupeň vol-
nosti w1 v matici (5.2) tuhostí c získáme

W = diag(c, w2, w3, w4, w5, w6) (5.4)

a tomu odpovídající matici tuhosti

K =



+c 0 0 0 0 0 −c 0 0 0 0 0
+w2 0 0 0 0 0 −w2 0 0 0 0

+w3 0 0 0 0 0 −w3 0 0 0
+w4 0 0 0 0 0 −w4 0 0

+w5 0 0 0 0 0 −w5 0
+w6 0 0 0 0 0 −w6

+c 0 0 0 0 0
+w2 0 0 0 0

s ym. +w3 0 0 0
+w4 0 0

+w5 0
+w6



. (5.5)

Transformační matice kloubu

TR =
[

T 0
0 T

]
(5.6)

je složena z matic směrových kosinů T mezi globálním a lokálním souřadným systémem

T =
Cx,X Cx,Y Cx,Z

Cy,X Cy,Y Cy,Z

Cz,X Cz,Y Cz,Z

 , (5.7)

kde Ci ,J znamená kosinus svíraný osami i a J . Vzdálenost mezi uzly je zohledněna v transfor-
mační matici rozšířené o matici excentricity E
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TRE =
[

T TE
0 T

]
. (5.8)

Matice excentricity

E =
 0 ez −ey

−ez 0 ex

ey −ex 0

 (5.9)

se skládá z excentricit a je antisymetrická.
Obecně lze říci, že v konstrukci máme tři základní typy kloubů:

• tuhý kloub,

• tuhý kloub lineárně poddajný v určitých směrech,

• nelineární kloub.

Prvním je tuhý kloub simulující nekonečně tuhé spojení dvou uzlů. Tuhý kloub nemá sám o
sobě v metodě konečných prvků žádný smysl, protože tento typ spojení může být jednoduše
modelován prvky se společným uzlem. Je však zapotřebí, pokud jsou některé stupně volnosti
kloubu poddajné. Druhým typem je lineární kloub s danou tuhostí v daném stupni volnosti.
Třetím a nejobecnějším typem je nelineární kloub, jehož chování může být předepsáno funkcí
nebo závislostí jednoho směru na jiném stupni volnosti (např. tření).

5.1.1 Modifikace algoritmu z důvodu stability

Explicitní metoda je pouze podmíněně stabilní, jak bylo uvedeno v podkapitole 4.3. Courantovo-
Friedrichsovo-Levyho kritérium stability pro časový krok mezi dvojicí uzlů je dáno jejich vzdá-
leností l , tuhostí k a hmotností m v uzlech a lze tak přepsat rovnice (4.23) až (4.25) do podoby

∆t ≤ l√
max(k)
min(m)

. (5.10)

Toto kritérium stability dokumentuje problém, jenž nastává při tuhém spojení dvou uzlů.
Dosadíme-li do rovnice (5.10) nulovou délku l = 0 m, pak pro splnění kritéria stability mu-
síme počítat s nulovým časovým krokem. To je nemožné a i při malých vzdálenostech mezi
uzly dostáváme při splnění tohoto kritéria neprakticky malý časový krok. Proto byla navržena
modifikace algoritmu, poprvé autorem představená v [112], která umožňuje tuhému kloubu
modelovanému pomocí node-to-node kontaktu korektní a časově nenáročný výpočet explicitní
metodou.

Základní myšlenkou této modifikace je ztotožnění sil a hmot působící na dvojici kontakt-
ních uzlů, pokud je kontakt vyhodnocen jako tuhý. Grafické znázornění pro kontakt tuhý ve
všech směrech ukazuje obrázek 5.2.

Horní index (•) j je využitý k popisu prvního a druhého uzlu v node-to-node kontaktu a
nabývá tak pouze hodnot 1 a 2. Spodní index (•)G značí globální souřadný systém, L lokální
souřadný systém a index (•)temp dočasnou proměnnou.

33 (102)



Kapitola 5. Výsledky

R1
R2

m1 m2

a) před úpravou

R1
R2

m = m1 +m2

R = R1 +R2

b) po úpravě

Obrázek 5.2: Ztotožnění sil a hmot.

R j
G =



rux

ruy

ruz

rϕx

rϕy

rϕz

 (5.11)

R j
L = TR ·R j

G (5.12)

R j
temp = R j

L (5.13)

Pro všechny tuhé směry q v R j
L

R1
L(q) = R1

L(q)+R2
temp(q),

R2
L(q) = R2

L(q)+R1
temp(q),

(5.14)

kde q ∈ 〈1;6〉 ⊂N pro úlohu s šesti stupni volnosti v uzlů, přičemž index q reprezentuje složky
vektoru (od 1 pro rux po 6 pro rϕz).

R j
G = TR

T ·R j
L (5.15)

Podobná operace je provedena i s hmotami.

M j
L = diag(mLx ,mLy ,mLz ,mLϕx ,mLϕy ,mLϕz) (5.16)

M j
L = TR ·M j

G ·TR FT . (5.17)

Matice M j
L není bezpodmínečně diagonální, proto je ji v případě potřeby nutno diagonalizovat.

Její hodnoty jsou uloženy v dočasném poli pro následné použití

M j
temp = M j

L . (5.18)
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Pro všechny tuhé směry q v M j
L

M1
L[q, q] = M1

L[q, q]+M2
temp[q, q],

M2
L[q, q] = M2

L[q, q]+M1
temp[q, q],

(5.19)

kde q ∈ 〈1;6〉 ⊂N. Hmoty jsou poté transformovány nazpět do globálního souřadného systému
a diagonalizovány v případě potřeby

M j
G = TR

T ·M j
L ·TR . (5.20)

Po takovéto modifikaci jsou dopočítány deformace za využití metody centrálních diferencí po-
psaných v rovnicích (2.45) až (2.49). Dále jsou popsány modifikace potřebné pro některé speci-
fické případy. Jedná se například o modifikaci pro klouby, které jsou v některých směrech tuhé
a bez tuhých podpor v jakémkoliv směru. Tuze podepřené a podmínečně tuze podepřené uzly
musí být také speciálně ošetřeny. Deformace vypočítané za pomoci metody centrálních dife-
rencí jsou transformovány do lokálního souřadného systému kloubu a vyšetřeny na dva speci-
ální případy.

U j
G =



u j
x

u j
y

u j
z

ϕ
j
x

ϕ
j
y

ϕ
j
z


(5.21)

U j
L = TR ·U j

G (5.22)

U j
temp = U j

L (5.23)

Nejprve je provedena identifikace podepřených kloubů v daném stupni volnosti, poté je defor-
mace z tuze podepřených uzlů přisouzena druhému z dvojice uzlů ve všech tuhých směrech q
kloubu. Pokud je tuze podepřen druhý uzel

U1
L(q) = U2

temp(q), (5.24)

a obráceně, pokud je tuze podepřen první uzel

U2
L(q) = U1

temp(q). (5.25)

Poté jsou vyhodnoceny nelineární klouby zadané funkcí. Uživatel může definovat limitní tu-
host, která je brána jako tuhá.

Tuhá větev funkce, s tuhostí přesahující limitní tuhost, je vyobrazena na obrázku 5.3. Pokud
deformace d mezi kontaktními uzly překročí limitní hodnotu dlim(dlim = 1 mm pro obrázek 5.3),
kde d je x-tý element vektoru D

D = U2
L −U1

L , (5.26)

jsou lokální deformace přepočítány tak, aby splňovaly tuto limitní hodnotu dlim

U1
L(x) = U1

L(x) · dlim

d
,

U2
L(x) = U2

L(x) · dlim

d
,

(5.27)
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d [mm]

F [kN]

-1 -0.5 0 10.5

-0.5

1

0.5
tuhá větev

Obrázek 5.3: Funkce nelineárního kloubu s tuhou větví (větev je tužší než limitní tuhost) ukazuje závislost síly F
na posunutí d v daném směru. Podobnou závislost lze předepsat pro moment a pootočení. [112]

a transformovány zpět do globálního souřadného systému

U j
G = TR

T ·U j
L . (5.28)

Zrychlení a rychlosti je potřeba přepočítat pro modifikované posuny U j
G s využitím rovnic (2.45)-

(2.49) zpětně

u̇ j

n+ 1
2

= u j
n+1 −u j

n

∆tn+ 1
2

(5.29)

∆u̇ j = u̇ j

n+ 1
2

− u̇ j

n− 1
2

(5.30)

ü j
n = ∆u̇ j

∆tn
. (5.31)

5.1.1.1 Příklad

Výpočetní model je převzat z [108] a popsán na obrázku 5.4. Pruty jsou definovány čtvercovým
průřezem (obrázek 5.5a) a materiálem s E = 1 MPa a ν = 0.5. Kloub mezi pruty (mezi uzly N1
a N2) je modelován jako tuhý v translačních směrech a rotační směry ϕx a ϕz jsou volné. Ve
směruϕy je předepsána nelinearita zadána grafem (obrázek 5.5b). Vlastní frekvence pro posun
kloubu ve směru Z je f1 = 0.505 Hz pro negativní část funkce a f2 = 0.797 Hz pro pozitivní část
funkce. Kloub je zatížen silou−1 N ve směru Z po dobu 0.991 s. Výpočetní časový krok je 0.001 s.

Obrázek 5.4: Model dvou konzol spojených nelineárním kloubem mezi uzly N1 a N2. Uzel N2 je zatížen silou 1 N
ve směru -Z . [108]

Data převzatá z [108] jsou zobrazeny na obrázku 5.6. Výsledky příkladu ukazují správné po-
sunutí kloubu ve směru Z . Negativní posuny jsou −4 mm pro pozitivní část funkce kloubu s
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Obrázek 5.5: Čtvercový průřez s délkou strany 1 m nalevo (a) a graf nelineárního kloubu napravo (b).

Obrázek 5.6: Výsledek posunutí uzlu N1 a N2 ve směru Z s vyznačenými časy pro tuhé a volné chování
kloubu [108].

periodou T1 = 1.982 s, což odpovídá frekvenci f1. Pozitivní posuny jsou 2 mm pro negativní část
funkce kloubu s periodou T2 = 1.255 s, což odpovídá frekvenci f2.
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5.2 Kontakt node-to-segment

Diskretizace node-to-segment umožňuje — ze své podstaty a na základě robustnosti — široké
využití pro modelování kontaktních úloh. Princip tohoto typu diskretizace bude pro jednodu-
chost vysvětlen pro 2D případ a lineární elementy na obrázku 5.7. Kontaktní pár je definován
mezi master segmentem a slave uzlem. Souřadný systém kontaktu pro lineární master segment
ve 2D vychází z vektoru určeného počátečním a koncovým uzlem

m = x2 −x1, (5.32)

délky
l = ||m||, (5.33)

kde společně s jednotkovým tečným vektorem

t = m

l
(5.34)

a jednotkovou kolmicí n k t tvoří souřadný systém kontaktu. Slave uzel leží na kolmici k m ve
vzdálenosti gN od něj, přičemž kolmice leží ve vzdálenosti ξ od uzlu 1, a ξ ∈ 〈0;1〉.

t

n

1 2

slave

master

gN n

·ξ (1−ξ)

Obrázek 5.7: Geometrie kontaktu node-to-segment.

Pro dvě tělesa v kontaktu po nalezení dvojice slave uzlu a master elementu je vytvořen kon-
taktní element, který rozšiřuje původní slabou formulaci (2.3) na (2.4). Aktivní kontakt přispívá
k virtuální práci členem δΠc popsaném obecně v rovnici (2.5). Ve své diskrétní podobě pro kon-
takt na obrázku 5.7 má příspěvek tvar

δΠc = FNδgN , (5.35)

kde FN představuje normálovou kontaktní sílu. Matice tuhosti kontaktu je získána z linearizace

∆δΠc =∆FNδgN +FN∆δgN , (5.36)

kde symbol ∆ indikuje linearizaci. Konkrétní podoba členu FN opět závisí na zvolené metodě a
člen A použitý k její definici má tvar

AT =



n
0

−(1−ξ)n
0

−ξn
0

 . (5.37)

Podrobný popis odvození pro metodu Lagrangeových multiplikátorů i penaltovou metodu je
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uveden v [93], řada výjimkových případů je podrobněji popsána například v [96].

5.2.1 Ukázky implementace

Pomocí tohoto přístupu byly spočítány dva modely s využitím kontaktu node-to-segment mezi
dvojicí entit. Příklady jsou převzaty z [104].

První ukázka představuje kontakt mezi 2D elementy, model je složen z půlkruhu, jenž je
zatlačován do desky, geometrie je popsána na obrázku 5.8. Výpočetní sít’ konečných prvků je

1.0 m

0.2 m

5.0 m

4.0 m 2.0 m 4.0 m

slave

master

Obrázek 5.8: Geometrie modelu 1 [104].

v detailu vyobrazena na obrázku 5.9a. Výsledek společně s vyobrazením deformací je na ob-
rázku 5.9b.

a) před výpočtem

500
462
423
385
346
308
269
231
192
153
115

77
38

0

b) výsledné celkové deformace utot [mm]

Obrázek 5.9: Detail těles v kontaktu se sítí konečných prvků [104].

Stejného principu lze využít i pro obecnou 3D geometrii, jako důkaz je zde znázorněn i pří-
klad kontaktu, kdy je koule zatlačena do membrány. Membrána je čtvercového tvaru o délce
strany 5 m a je podepřena liniovými podporami na všech okrajových liniích, koule má poloměr
r = 0.5 m a je umístěna 0.5 m nad membránou (viz obrázek 5.10), do které je poté zatlačena.
Velikost předepsané deformace je 1 m ve svislém směru Z , což je 0.5 m pod počáteční rovinou
membrány, jak je vyobrazeno na obrázku 5.11.
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Obrázek 5.10: Model kontaktu mezi 3D entitami (membránou a koulí) [104].

500
462
423
385
346
308
269
231
192
153
115

77
38

0

Obrázek 5.11: Deformace u [cm] od počátku kontaktu po konec výpočtu [104].

.
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5.3 Určení okamžiku penetrace

Přesný čas počátku penetrace kontaktu lze vypočítat z rychlostí a poloh jednotlivých uzlů v čase.
Rovnice pro výpočet přesného času jsou zapsány ve 3D pro průnik bodu q do plochy. Normála
obecné roviny, jež je definována body a, b, c lze zapsat jako (b −a)× (c −a). Uzel q se nachází
ve stejné rovině jako a, b, c, pokud

(q −a)∗ ((b −a)× (c −a)) = 0. (5.38)

Příklad konfigurace je znázorněn na obrázku 5.12. Rovnici (5.38) lze zapsat ve tvaru

q(a ×b +b × c + c ×a)−a(b × c) = 0. (5.39)

Značení v rovnici (5.39) můžeme zjednodušit s využitím smíšeného součinu, který je defino-

av

bv

cv

qv

a

b

c

q

a) Před penetrací

a

b

c
(b −a)× (c −a)

q

b) Okamžik penetrace

Obrázek 5.12: Průnik bodu q s rovinou abc.

ván jako skalární součin prvního vektoru s vektorovým součinem druhého a třetího vektoru.
Smíšený součin tedy můžeme definovat jako

a.b.c = a(b × c). (5.40)

Dosazení rovnice (5.40) do rovnice (5.39) vede k

q.a.b +q.b.c +q.c.a −a.b.c = 0. (5.41)

Uvažujeme-li během jednoho časového kroku s předpokladem konstantní rychlosti, je pozice
uzlů v rámci časového kroku

a(t ) = ap + t av ,

b(t ) = bp + tbv , (5.42)

c(t ) = cp + tcv ,

q(t ) = qp + t qv .
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Dosazením rovnice (5.42) do rovnice (5.41) získáme rovnici 3. řádu

At 3 +B t 2 +C t +D = 0, (5.43)

kde

A = qv .av .bv +qv .bv .cv +qv .cv .av −av .bv .cv , (5.44)

B = qp .av .bv +qv .ap .bv +qv .av .bp (5.45)

+qp .bv .cv +qv .bp .cv +qv .bv .cp

+qp .cv .av +qv .cp .av +qv .cv .ap

−ap .bv .cv −av .bp .cv −av .bv .cp ,

C = qp .ap .bv +qp .av .bp +qv .ap .bp +qp .bp .cv +qp .bv .cp +qv .bp .cp (5.46)

+qp .cp .av +qp .cv .ap +qv .cp .ap −ap .bp .cv −ap .bv .cp −av .bp .cp ,

D = qp .ap .bp +qp .bp .cp +qp .cp .ap −ap .bp .cp . (5.47)

Výsledkem rovnice (5.43) je čas tc odpovídající konfiguraci vyobrazené na obrázku 5.12b, kdy
leží uzel q v rovině abc.

5.4 Kinematické pojetí dynamického kontaktu

V rámci podkapitoly 5.2 došlo k implementaci kontaktu node-to-segment, který však způsobuje
obtíže z pohledu stability popsaných v podkapitole 4.3. Protože přístup popsaný v oddílu 5.1.1
již nelze jednoduše aplikovat na obecnější kontakt node-to-segment, byl navržen nový přístup k
řešení kontaktu v explicitní metodě vycházející z kinematického pojetí dynamického kontaktu.
Základem navržené metody je princip zachování hybnosti popsaný v oddílu 4.4.2.

Na stejném principu zachování hybnosti na kontaktním rozhraní již vznikly metody publi-
kované v [5, 82]. Přístup uvedený v [5] využívá k vynucení předepsaných podmínek rozšířené
Lagrangeovy multiplikátory, což vyžaduje iterační řešení soustavy rovnic, které je v explicitní
metodě nežádoucí. Druhý přístup uvedený v [82] nevyžaduje řešení soustavy rovnic, sami au-
toři ale uvádějí, že přístup zvyšuje energii soustavy a také může docházet k umělému semknutí
entit v kontaktu pro neelastickou kolizi. Museli proto zavést umělé snížení vypočítaných kon-
taktních sil pro zachování nulové změny energie v průběhu výpočtu a dále zavést dodatečnou
změnu rychlostí entit v kontaktu, aby nedocházelo k nechtěnému semknutí.

Nově navržená metoda, poprvé představena v [107], nepočítá primárně kontaktní síly, ale
z důvodu jejího specifického využití v explicitní metodě dochází po výpočtu pohybových rov-
nic ke korekci deformací uzlů na kontaktním rozhraní. Počítají se přímo deformace, rychlosti a
zrychlení uzlů za předpokladu:

• nepenetrability gn ≥ 0,

• výpočtu přesného okamžiku kolize tc ∈ 〈tn ; tn+1〉,
• rozdělení výpočetního časového kroku ∆t na dva podkroky, sestávající z intervalů 〈tn ; tc〉

a 〈tc ; tn+1〉,
• zachování hybnosti entit v kontaktu

∑
p = konst.,

• dokonale neelastické kolize.

42 (102)



Kapitola 5. Výsledky

Navržený přístup byl postupně použit v řadě funkcionalit, což vedlo ke zlepšení stability i vý-
sledků a každé této části je věnován samostatný oddíl. Aplikace kinematického pojetí dynamic-
kého kontaktu je postupně popsána na problému nelineárních podpor (viz oddíl 5.4.1), poté
na node-to-node kontaktu v oddílu 5.4.2 následovaného obecnějším node-to-segment kontak-
tem v oddílu 5.4.3 až po specifické případy většího počtu slave uzlů na jednom segmentu v
oddílu 5.4.4 a kontaktu dvou hran v oddílu 5.4.5.

5.4.1 Nelineární podpory

Při řešení časových analýz s nelineárními podporami se ukázal závažný problém, a to zvládnutí
přechodu z pružné části na absolutně tuhou. Jedná se například o podpory tuhé pouze v jed-
nom směru (tah/tlak) či podpory zadané nelineární funkcí s tuhou větví. Přistoupilo se proto
ke stabilizaci tohoto jevu za pomoci kinematické metody.

Pro výpočet uzlu podepřeného v libovolném směru nelineární podporou (v ukázkovém pří-
kladu ve směru x) jsou nejprve spočteny deformace běžným způsobem dle rovnice (2.43) (viz ob-
rázek 5.13a). Poté je zkontrolováno, zda se deformace uzlu nedostala do tuhé oblasti podpory
(ux > ulim), a pokud k takovému překročení došlo, je na uzel aplikována korekce a jeho poloha
upravena tak, aby odpovídala definici podpory

∆u =ulim −u,

∆v =∆u

∆t
, (5.48)

∆a =∆v

∆t
.

V tomto případě ux = ulim, jak je znázorněno na obrázku 5.13b. V obecnosti se tento přístup
aplikuje např. na jednostranně tuhé podpory, podpory s nelineární funkcí, jež obsahují tuhé
větve či podpory s třením (viz obrázek 5.14). Takto popsaná korekce je vždy prováděna v lokál-
ním směru podpor.

x

y

utn+1
x

utn
x

utc
lim

x

y

utn+1
x

utn
x

utc
lim ∆ux

a) b)

Obrázek 5.13: Výpočet a korekce nelineárně tuhé podpory.

V případě existence více podpor v jednom místě, je třeba provést výpočet jednotlivých díl-
čích silových složek pro správné hodnoty reakcí v příslušných podporách. K tomu je využíváno
následujícího postupu. Příspěvek každého tuhého směru q každé podpory j , které podpírají
stejný uzel, je převeden z lokálního souřadného systému podpory do globálního souřadného
systému prostřednictvím transformační matice T.

S j
G = TT S j

LT, (5.49)

kde matice S j
L představuje matici členů příslušející tuhým směrům podpory v lokálním sou-

řadném systému. Účinky S j
G jsou sečteny do výsledné matice charakterizující příspěvky tuhých
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u

F

u

Fx

|µ ·Fz |

−|µ ·Fz |

Obrázek 5.14: Příklady nelineárních funkcí podpor.

směrů všech podpor v globálním souřadném systému

SG =∑
j

S j
G . (5.50)

Matice SG se využije k nalezení řešení soustavy

SG fG = r, (5.51)

kde r jsou nevyvážené síly v daném uzlu a výsledkem jsou reakce fG od tuhých směrů podpor v

daných globálních směrech. Dílčí reakce f j
G pro každou podporu je třeba dopočítat ze vztahu

f j
G = S j

G fG (5.52)

a následně je transformovat zpět do souřadného systému dané podpory

f j
L = T j f j

G . (5.53)

5.4.1.1 Příklad rozpočtu podporových sil

Následující výpočet slouží k ukázce výpočtu jednotlivých dílčích reakcí na konkrétním příkladu.
V jednom bodě jsou umístěny dvě uzlové podpory, každá se svým souřadným systémem a vždy
tuhé v lokálním směru x (viz obrázek 5.15). Tomu odpovídají lokální matice S1,2

L

S1
L =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 S2
L =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 . (5.54)

Za pomoci přepočtu (5.49) je vyjádřena S j
L v globálním souřadném systému S j

G

S1
G =

 0.75 −0.433 0
−0.433 0.25 0

0 0 0

 S2
G =

0.5 0.5 0
0.5 0.5 0
0 0 0

 . (5.55)
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q1 =
[
0.866 −0.5 0

]T

q2 =
[
0.707 707 0

]T

T1 =
0.866 −0.5 0

0.5 0.866 0
0 0 1



T2 =
 0.707 707 0
−0.707 0.707 0

0 0 1


a) grafické znázornění b) numerické hodnoty

Obrázek 5.15: Lokální směry podpor.

Dosazením (5.55) do (5.50) lze získat vyčíslení matice SG

SG =∑
j

S j
G =

 0.75 −0.433 0
−0.433 0.25 0

0 0 0

+
0.5 0.5 0

0.5 0.5 0
0 0 0

=
1.125 0.067 0

0.067 0.75 0
0 0 0

 . (5.56)

Nalezením řešení soustavy rovnic (5.51) získáme hodnoty fG1.125 0.067 0
0.067 0.75 0

0 0 0

 fG =
1

0
0

 =⇒ fG =
 0.804
−0.072

0

 .

Následuje výpočet globálních účinků pro jednotlivé podpory s pomocí (5.52)

f1
G = S1

G fG =
 0.75 0.433 0

0.433 0.25 0
0 0 0

 0.804
−0.072

0

=
 0.634
−0.366

0

 ,

f2
G = S2

G fG =
0.5 0.5 0

0.5 0.5 0
0 0 0

 0.804
−0.072

0

=
0.366

0.366
0

 ,

zakončený transformací do lokálních směrů podpor dle rovnice (5.53)

f1
L = T1f1

G =
0.732

0
0

 f2
L = T2f2

G =
0.518

0
0

 ,

čímž získáme hledané hodnoty f1,2
L jak pro zobrazení výsledků, tak pro vyhodnocení případných

nelinearit v daných podporách.

5.4.1.2 Verifikace řešení

Správnost navrženého algoritmu je demonstrována na příkladu Signoriniho dynamického pro-
blému pro 1D (viz obrázek 5.16). Jedná se o náraz prutu na tuhou překážku (modelováno jed-
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nostrannou podporou působící pouze v tlaku). Prut má délku L = 1m, E = 1MPa, průřez o ploše
A = 1m2, hustotu ρ = 1kg·m−3, počáteční rychlost v0 = 1m·s−1 a nachází se v nulové vzdálenosti
od podpory. Prut je rozdělen na 100 konečných prvků a maximální vlastní frekvence modelu
ωmax = 200 s−1. Vypočtené hodnoty jsou porovnány s penaltovou metodou, jejíž výsledky jsou,
stejně jako příklad, převzaty z [44]. Pro zobrazení výsledků jsou použity bezrozměrné jednotky

t∗ = c0t

L
F∗

c = c0Fc

v0E A
, (5.57)

kde Fc je kontaktní síla, t∗ a F∗
c jsou bezrozměrné jednotky času a kontaktní síly a c0 daných

vztahem c0 =
√

E
ρ

značí rychlost šíření vln v prutu.

v0

d = 0m
L

Obrázek 5.16: Signoriniho problém.
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Obrázek 5.17: Výsledky kontaktní síly spočítané kinematickou metodu (a, b) a penaltovou metodou (c, d).

Obrázek 5.17 dokládá výhody kinematické metody oproti penaltové metodě. Zatímco ki-
nematická metoda dovoluje spočítat daný příklad s Cr = 0.82 (viz obrázek 5.17a), penaltová
metoda s tímto časovým krokem diverguje (jak je ukázáno v [44]). Z dalšího porovnání plyne
dosažení přesnějších výsledků kinematickou metodou, a to navíc bez nutnosti volby penalty
βs , kde βs = w/k (viz [44] a podkapitola 4.1).
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5.4.2 Kontakt node-to-node

Postup výpočtu pro kontakt node-to-node bude vysvětlen na dvojici uzlů 1 a 2 z obrázku 5.18.
Napřed je spočítána deformace uzlů pro jeden časový krok v intervalu 〈tn ; tn+1〉. Pokud v rámci
tohoto časového kroku dojde ke kontaktu v čase tc ∈ 〈tn ; tn+1〉, je takto spočtený časový krok
rozdělen na dva dílčí podkroky. První podkrok spočívá ve výpočtu pohybových rovnic v časovém
úseku 〈tn ; tc〉. Druhý podkrok již probíhá za podmínky neelastické kolize dvou hmotných bodů,
jak je popsáno v oddílu 4.4.3, v časovém intervalu 〈tc ; t new

n+1 〉, kde index (•)new označuje novou
konfiguraci v daném čase a časově je t new

n+1 = tn+1. Nová rychlost uzlů vnew
1,2 , použitá v druhém

podkroku, se vypočítá z rovnic (4.82) a (4.83) jako

v new
1,2 = p1 +p2

m1 +m2
, (5.58)

kde m1 a m2 jsou hmotnosti uzlů a p1 s p2 jsou hybnosti uzlů před kolizí spočtených dle (4.67)
jako pi = mi vi .

x

y

tn

v1 v2

m1 m2

x

y

tn+1

v1v2

m1m2

x

y

tc

v1v2

m1m2

Obrázek 5.18: Penetrace kontaktu dvojice uzlů.

Výpočet posunutí, ke kterému dojde v intervalu 〈tc ; t new
n+1 〉, je dán vztahem

∆uc =∆t v new
1,2 = (tn+1 − tc )

p1 +p2

m1 +m2
, (5.59)

jak je znázorněno na obrázku 5.19. Celkové posunutí v rámci jednoho časového kroku pro uzly
v kontaktu je dáno vztahem

∆ui = (tc − tn)vi + (tn+1 − tc )
p1 +p2

m1 +m2
. (5.60)

tc

(tn+1 − tc ) p1+p2
m1+m2

t new
n+1

vnew
1,2

Obrázek 5.19: Výpočet nové polohy uzlů.
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5.4.2.1 Verifikace řešení

Navržený přístup je porovnán s penaltovou metodou, konkrétně s příkladem uveřejněným v [27],
kde je studován vliv velikosti penalty na příkladu dvou různě dlouhých elastických prutů, mezi
kterými dojde ke kontaktu (viz obrázek 5.20). Délky prutů jsou L1 = 10 m a L2 = 20 m, mo-
dul pružnosti E1 = E2 = 100 Pa, hustota ρ1 = ρ2 = 0.01 kg/m3, plocha průřezů A1 = A2 = 1 m2,
vzdálenost mezi pruty d = 0 m a délka konečných prvků Lelem = 0.2 m. Počáteční rychlost v0 =
0.1 m/s má pouze první prut směrem k druhému prutu.

v0

d = 0 m
prut 1 prut 2

Obrázek 5.20: Výpočetní model dle Huňka [27].

Verifikace je provedena porovnáním kontaktní síly Fc spočtené za pomoci kinematické me-
tody (viz obrázek 5.21) s penaltovou metodou (viz obrázek 5.22). Data pro penaltovou metodu
jsou převzata z [44]. Z porovnání jasně vyplývá výhoda nově navržené metody, kdy je dosaženo
uspokojivých výsledků bez nutnosti určování jakýchkoliv vstupních parametrů tak jako u pe-
naltové metody. Nejpartnější je v daném příkladu rozdíl pro Cr = 0.999, kdy penaltová metoda
ve své základní variantě není schopna dosáhnout relevantních výsledků pro jakoukoliv hodnotu
penalty βs , kde βs = w/k (viz [44] a podkapitola 4.1).
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Obrázek 5.21: Výsledky kontaktní síly pro kinematickou metodu.
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Obrázek 5.22: Výsledky kontaktní síly pro penaltovou metodu.
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5.4.3 Kontakt node-to-segment

Kinematická metoda byla dosud prezentována na 1D případech. Její zobecnění pro víceroz-
měrné problémy bude popsáno v tomto oddílu. Princip navrženého kinematického přístupu
pro stabilizaci kontaktu může být popsán na příkladu jednoduchého 2D NTS kontaktu (viz ob-
rázek 5.23). Předpokládejme, že v čase tn nedochází k žádné penetraci uzlu 3 se segmentem 1-2.
Jakmile je zjištěna penetrace v čase tn+1, musí se přistoupit k výpočtu přesného času, při kterém
došlo k proniku. Přesný okamžik, při kterém došlo k penetraci, je vypočítán dle podkapitoly 5.3,
stejně tak i konfigurace v tomto čase.
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Obrázek 5.23: Penetrace kontaktu [107].

tc t new
n+1

(tn+1 − tc ) · p1+(1−ξ)·p3
m1+(1−ξ)m3

(tn+1 − tc ) · p2+ξ·p2
m2+ξ·m3

(1−ξ) ·unew
1,tn+1

+ξ ·unew
2,tn+1

Obrázek 5.24: Výpočet nové polohy uzlů [107].

Výsledkem rovnice (5.43) je čas tc odpovídající konfiguraci vyobrazené na obrázku 5.23 (tc ).
Takto získaná konfigurace je využita k výpočtu nové upravené konfigurace v čase t new

n+1 . Na zá-
kladě Newtonových pohybových zákonů, podrobněji popsaných v oddílu 4.4.2, můžeme využít
hybnost kontaktu

p = p1 +p2 +p3, (5.61)

kde

pi = mi vi . (5.62)

Sloučením rovnic (5.61) a (5.62) získáme

p = mv = m1v1 +m2v2 +m3v3. (5.63)
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Celková hybnost této soustavy p je konstantní

p = pnew =⇒ ∆p = 0, (5.64)

ale z důvodu potřeby jednoznačnosti řešení je nutné rozlišit typ kolize těchto entit. Základní
dělení typů kolize je na elastickou a neelastickou podrobněji popsaných v oddílu 4.4.3. Z dů-
vodu aplikace navrhovaného přístupu v systému na bázi konečných prvků, v němž předmětem
řešení hlavně stavební a strojní konstrukce, a kde jsou v kontaktu pouze dílčí částí prostorově
diskretizovaných a deformovatelných těles (podrobněji popsáno v podkapitole 2.3), je využito
druhého, dokonale neelastického typu, kde dochází ke změně kinetické energie na jinou formu
energie, např. na potenciální energii či teplo v důsledku tření. Při uvažování neelastické kolize
je během zpracování kontaktu hybnost slave uzlu p3 rozdělena do master uzlů 1 a 2.

pnew
1 = p1 + (1−ξ) ·p3, (5.65)

pnew
2 = p2 +ξ ·p3.

Hybnosti pnew
1,2 jsou pouze imaginární hybnosti v master uzlech vycházející z předpokladu roz-

nosu hybnosti slave uzlu do master segmentu a slouží k dopočítání nových rychlostí. Defor-
mace jsou dopočítány ze vztahu

u =∆t v. (5.66)

Nová hybnost slave uzlu pnew
3 je dopočítána ze vztahu

pnew
3 = p−vnew

1 m1 −vnew
2 m2

m3
, (5.67)

kde rychlosti vnew
1,2 lze vyjádřit z rovnice (5.62)

vi = pi

mi
. (5.68)

Z důvodu linearizace pohybových rovnic mohou být deformace vypočítány jako

unew
1,tn+1

= u1,tc + (tn+1 − tc ) ·vnew
1,tn+1

, (5.69)

unew
2,tn+1

= u2,tc + (tn+1 − tc ) ·vnew
2,tn+1

,

unew
3,tn+1

= (1−ξ) ·unew
1,tn+1

+ξ ·unew
2,tn+1

,

kde vnew
i ,tn+1

lze vyjádřit z dosazení rovnice (5.62) do rovnice (5.65)

vnew
1,tn+1

= p1 + (1−ξ) ·p3

m1 + (1−ξ)m3
, (5.70)

vnew
2,tn+1

= p2 +ξ ·p3

m2 +ξ ·m3
.

5.4.3.1 Verifikace řešení

Verifikace řešení je provedena na 2D Hertzově úloze dvou válců o poloměru r = 4 m z lineárně
elastického materiálu s modulem pružnosti E = 1 GPa, Poissonovým součinitelemν= 0.2 a hus-
totou ρ = 1 kg ·m−1. Válce se dotýkají v jednom bodě a mají počáteční rychlost v1,y

0 = −v2,y
0 =

−2 m ·s−1. Z důvodu symetrie je zohledněna pouze polovina každého válce. Je zvolen výpočetní
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krok ∆t = 1e−4 s. Model je převzat z [43, 61], analytické řešení příkladu z [34, 52, 61] (spočítané
za předpokladu malých deformací a žádného šíření vln). Výsledky spočtené za pomoci penal-
tové metody jsou převzaty z [18].
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Obrázek 5.25: Výsledky kontaktní síly spočítané Kinematickou metodou (a, b), penaltovou metodou (c) a bilance
energie pro Kinematickou metodu (d).

Úloha je za pomoci kinematické metody spočítána pro dvě různě veliké sítě, délka hrany
elementu na hraně se slave uzly má v prvním případě délku Lslave = 0.1 m a v druhém případě
délku Lslave = 0.05 m, jak je vyobrazeno na obrázku 5.26a a obrázku 5.27a.
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Obrázek 5.26: Výsledky napětí σy v čase s délkou prvků na rozhraní kontaktu Lslave = 0.1 m.
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Obrázek 5.27: Výsledky napětí σy v čase s délkou prvků na rozhraní kontaktu Lslave = 0.05 m.

5.4.4 Více slave uzlů na jednom segmentu

Výše uvedený postup dává dobré výsledky, je přehledný a jednoduše pochopitelný. Tento pří-
stup však není korektní, dojde-li ke kontaktu více než jednoho slave uzlu s jedním segmentem.
Dřívější kontakt teoreticky ovlivní celou konfiguraci a není zaručeno dosažení podmínek ne-
elastického typu. Postup by pro dodržení přesného výpočtu bylo třeba zobecnit a pracovat ve
více intervalech podle postupného výskytu kontaktu přes celou kontaktní doménu. Takovéto
řešení bylo vyhodnoceno jako neperspektivní z důvodu náročnosti implementační i výpočetní.
V rámci aktuální linearizace každého jednoho časovém kroku ∆t je raději přistoupeno ke zjed-
nodušení a ovlivnění konfigurace z důvodu kolize více slave uzlů s jednou master entitou v
různých časech t,i ∈ 〈tn ; tn+1) je zanedbáno.
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Kontakt slave uzlu se segmentem vyvolává změnu hybnosti v segmentu

∆p1 = (1−ξ) ·p3, (5.71)

∆p2 = ξ ·p3.

Tyto změny hybnosti ∆p1 a ∆p2 lze kumulovat pro libovolný počet slave uzlů, proto je napřed
vypočten vliv všech slave uzlů na příslušné master segmenty za pomoci obecnějšího předpisu

∆p1 =
∑

i
(1−ξi ) ·pi , (5.72)

∆p2 =
∑

i
ξi ·pi

a až poté jsou vypočítány deformace, rychlosti a zrychlení všech uzlů v kontaktu. K výpočtu no-
vých hybností slave uzlů již nelze využít rovnici (5.67), protože by obecně vedla na systém o více
neznámých nežli rovnic. Proto je využito předpokladu neelastického kontaktu a je vypočítána
rychlost slave uzlu ze vztahu

vnew
i = (1−ξi ) ·vnew

1 +ξi ·vnew
2 . (5.73)

Takto dopočítaná rychlost poté slouží k výpočtu zrychlení

anew
i = ai +

vnew
i −vi

tn+1 − tc
, (5.74)

a polohy
unew

i = ui + (vnew
1 −v1) · (tn+1 − tc ). (5.75)

5.4.5 Kontakt dvou hran

Při výpočtu kontaktů entit ve 3D již nastávají situace, kdy je formulace kontaktu NTS nedostaču-
jící či vede k opomenutí určitých případů vzájemného postavení kontaktních entit. Konkrétním
případem je kontakt mimoběžných hran. Pro zpřesnění výpočtu je proto umožněno uvažovat
také s kontaktem hrany na master segment, jak ukazuje obrázek 5.28.
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Obrázek 5.28: Hrana na hranu.

Poloha bodů kontaktu K1 a K2 na příslušných hranách lze vypočítat z průniku dvou linií.
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Poloha bodů kontaktu je vyjádřena jako

XK1 (ξK1 ) = ξK1 ·XA + (1−ξK1 ) ·XB , (5.76)

XK2 (ξK2 ) = ξK2 ·XC + (1−ξK2 ) ·XD .

Poloha průniku je dána parametry ξK1 a ξK2 získanými z řešení rovnice XK1 = XK2 , kde po dosa-
zení do (5.76) získáme

ξK1 ·XA + (1−ξK1 ) ·XB = ξK2 ·XC + (1−ξK2 ) ·XD . (5.77)

K výpočtu času kontaktu tc a polohy bodů A, B , C , D je opět využito rovnic (5.38) - (5.47), kde
je za q dosazen bod D .

Zda bod průsečíku K , který lze nyní ztotožnit s K1 a K2 (K = K1 = K2), leží na hranách AB a
C D , je zjištěno dosazením XK do rovnic (5.76) a následným vyčíslením ξK1 a ξK2

ξK1 ∈ 〈0;1〉 =⇒ K1 ∈ AB , (5.78)

ξK2 ∈ 〈0;1〉 =⇒ K2 ∈C D.

XY
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B
v1

v2

CC

D

K = K1 = K2

m2 r2 m1
r1

Obrázek 5.29: Kondenzace linie do uzlu.

Výpočet změny hybnosti je dopočítán z předpokladu kontaktu dvou tuhých linií a stejné
koncové rychlosti vK1 = vK2 pro místa kontaktu. Pro každou hranu se vypočte její hmotnost

m1 = mA +mB , (5.79)

m2 = mC +mD

a rychlost, která se při přechodu do lokálního souřadného systému kontaktu bez tření zjedno-
duší na rychlosti vi = {v1,t ; v1,k ; v1,φ} v místech

X1(ξ1) = ξ1 ·XA + (1−ξ1) ·XB , (5.80)

X2(ξ2) = ξ2 ·XC + (1−ξ2) ·XD .

Pro zohlednění vzdáleností těžišt’ od místa kontaktu

r1 = XK1 −X1, (5.81)

r2 = XK2 −X2,
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jsou dopočítány momenty setrvačnosti příslušných linií

I1 = mA ·ξ2
1 +mB · (1−ξ1)2, (5.82)

I2 = mC ·ξ2
2 +mD · (1−ξ2)2

a rychlosti v bodech K1 a K2 vyjádřeny právě těmito parametry

vK1 = v1 + r1 ·ω1, (5.83)

vK2 = v2 + r2 ·ω2,

vnew
i = vi + ∆p

mi
,

ωnew
i =ωi + ∆p · ri

Ii
.

Z podmínky rovnosti vnew
1 = vnew

2 je vyjádřena změna hybnosti v místě kontaktu

∆pK1 =
vK2 −vK1

1
m1

+ r2
1

I1
+ 1

m2
+ r2

2
I2

, (5.84)

∆pK2 =
vK1 −vK2

1
m1

+ r2
1

I1
+ 1

m2
+ r2

2
I2

.

Výpočet změny hybnosti ∆pA a ∆pB lze provést s využitím rovnice

∆pnew
A = (1−ξK1 ) ·∆pK1 , (5.85)

∆pnew
B = ξK1 ·∆pK1 .

Stejným způsobem lze provést i výpočet ∆pC a ∆pD

∆pnew
C = (1−ξK2 ) ·∆pK2 , (5.86)

∆pnew
D = ξK2 ·∆pK2 .

Z těchto změn lze dopočítat nové rychlosti a jim odpovídající zrychlení a polohy dle (5.73)
až (5.74).

5.4.6 Shrnutí

Prezentované kinematické pojetí dynamického kontaktu pro explicitní metodu vede k dobrým
výsledkům pro všechny prezentované případy, zachovává konstantní celkovou energii soustavy
v průběhu řešení a překonává stabilitní problémy popsané v podkapitole 4.3. Prezentovaný pří-
stup dopočítává deformace za pomoci zohlednění přesného času nárazu tc každého kontaktu.
Deformace, rychlosti a zrychlení jsou dopočítány s pomocí rozdělení výpočetního časového
kroku ∆t ∈ 〈tn ; tn+1〉 na interval před nárazem 〈tn ; tc〉 a po nárazu 〈tc ; tn+1〉. V intervalu po ná-
razu se předpokládá dokonale neelastická kolize. Navržený přístup také umožňuje zohlednění
kontaktů více slave uzlů s jednou master entitou v rámci stejného časového kroku, jak bylo
prokázáno na numerickém příkladu. Metoda nevyžaduje aplikaci penaltové metody či Lagran-
geových multiplikátorů, vnitřní iterace ani řešení soustavy rovnic.
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5.5 Energetická metoda

Z důvodů snahy o vyřešení problémů se stabilitou popsaných v podkapitole 4.3 byla nezávisle
na kinematickém přístupu popsaném v podkapitole 5.4 vyvinuta i druhá metoda přistupující k
řešení jiným způsobem, a to z pohledu konzervace celkové energie soustavy [101, 103, 109].

Existující algoritmy založené na principu konzervace energie jsou navrženy a popsány na-
příklad v [45], kde je dosaženo rovnosti energie za pomoci Lagrangeových multiplikátorů, které
vynucují podmínku na rychlostech, ale jsou modifikovány geometrické podmínky a není za-
chována nepenetrabilita. Na tuto práci bylo navázáno v [100], kde bylo řešení rozšířeno ještě o
regularizaci za pomoci penalty. Dále byl v [90] prezentován přístup pro NTN kontakt, s potře-
bou speciálního přístupu pro modifikaci sítě v průběhu výpočtu. Oproti tomu zde je prezento-
ván obecnější NTS kontakt, kde navíc není třeba modifikovat sít’ pro zachování kompatibility
jako u NTN kontaktu, jak již bylo popsáno v podkapitole 2.4.

V této metodě se počítá přímo členδΠc z rovnice (2.4) takovým způsobem, aby celková ener-
gie soustavy Πt−∆t na začátku časového kroku a její nová hodnota Πt na konci časového kroku
zůstala stejná a její změna ∆Π byla rovna nule

∆Π=Πt −Πt−∆t = 0. (5.87)

Pro správné vyčíslení rovnice (5.87) je třeba znát a vypočítat všechny změny všech složek ener-
gie, jež jsou ovlivněny působením kontaktní síly.

Nově navržený algoritmus, prezentovaný autorem práce poprvé kompletně v [109], se oproti
výše zmíněným liší hlavně v tom, že veškeré změny energie jsou vyjádřeny jako proměnné kon-
taktní síly ∆Π(fc ). Výpočet je pro názornost popsán na 2D řešení odpovídající obrázku 5.30, je
však plně rozšiřitelný i do 3D.

t

n

1 2

3

gN n

·ξ (1−ξ)

Obrázek 5.30: Geometrie jednoho kontaktu node-to-segment.

Změna celkové energie soustavy ∆Π způsobena kontaktními silami v rámci jednoho časo-
vého kroku skládající se ze změn kinetické energie ∆Πk , potenciální elastické energie ∆Πσ a
potenciální polohové energie ∆Πp musí být rovna nule,

∆Π=∆Πk +∆Πσ+∆Πp = 0. (5.88)

Rovnici (5.88) lze rozepsat do jednotlivých příspěvků zvlášt’ pro každý kontakt s, kde kontaktní
síla každého kontaktu fc,s způsobuje dílčí změny energie ∆Πs

∆Πs(fc,s) =∆Πk,s(fc,s)+∆Πσ,s(fc,s)+∆Πp,s(fc,s) = 0. (5.89)

Další popis již z důvodu přehlednosti neobsahuje index (•)s , protože výpočet lze provádět indi-
viduálně pro každý kontakt zvlášt’ a výsledné kontaktní síly vznikají sumací účinků jednotlivých
kontaktů do výsledného vektoru G, který reprezentuje člen dΠc z (2.5). Postup výpočtu je tedy
popsán na jednom kontaktu.
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5.5.1 Nalezení místa kontaktu

K určení místa i přesného času, kdy nastane penetrace kontaktu, je využito postupu uvedeného
v podkapitole 5.3. Je zavedena veličina ∆tc odpovídající délce působení kontaktní síly v rámci
daného časového kroku

∆tc ∈ 〈0;∆t〉, (5.90)

∆tc = tn+1 − tc .

5.5.2 Směr kontaktní síly

Při výpočtu směru kontaktní síly se vychází ze směru pohybu uzlu a příslušného segmentu v
kontaktu. Ve 2D je třeba určit čtyři neznámé složky dvou vektorů rychlosti v3 a vC , zatímco jsou
k dispozici pouze tři rovnice: dvě pro zachování hybnosti a jedna pro zachování energie. Mezi
uzlem 3 a bodem C je uvažováno působení kontaktní síly dle 3. Newtonova zákona [58], mající
stejnou velikost, avšak opačný směr. Uvažují se proto dva limitní případy. V prvním je tření
absolutní a nedochází k žádnému prokluzu mezi uzlem a segmentem, což vede k odrazu uzlu
3 a bodu C ve stejném relativním směru jako před nárazem, avšak s opačným znaménkem. Na

uzel 3 bude působit kontaktní síla |f a
c | ve směru vektoru

−→
C 3 a na bod C bude působit síla |f a

c |
ve směru

−→
3C (

−→
3C = −−→C 3). Index (•)a značí řešení pro absolutní tření. Lze tedy určit jednotkový

1 2

3

n

·
−→
3C

C

Obrázek 5.31: Určení směru působení kontaktní síly na segment.

vektor ec jako

e a
c = f a

c

|f a
c |

= vC 3

|vC 3|
. (5.91)

Druhým limitním případem je nulové tření v místě nárazu. V tomto případě musí mít kontaktní
síla směr normály n (viz obrázek 5.31) k segmentu, přičemž úhel dopadu a odrazu je stejný a
symetrický právě kolem normály segmentu umístěné v místě nárazu.

e0
c = f0

c

|f0
c |

= n

|n| , (5.92)

kde index (•)0 slouží pro označení nulového tření. Všechny ostatní případy nacházející se někde
mezi těmito extrémy lze chápat jako kombinaci obou limitních případů, a proto je vyjádřen
přechod mezi nimi za pomoci váhového koeficientu κ ∈ 〈0;1〉, jenž kombinuje oba přístupy pro
výpočet

ec = fc

|fc |
, (5.93)
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kde

fc = κf a
c + (1−κ)f0

c . (5.94)

Určení přesné hodnoty κ není předmětem této práce a slouží pouze jako alternativa k ostat-
ním modelům tření, jako např. klasické Coulombovo tření [11], vč. varianty zohledňující rych-
lost [89], modely dle LuGre a Dahla [55] či dalším z nespočtu variant tření [49].

5.5.3 Změna kinetické energie

Kinetická energie Πk je přímo závislá na změně rychlostí jednotlivých uzlů v kontaktu a lze ji
s využitím Einsteinovy sumační konvence I ∈ {1,2,3} zapsat

Πk = 1

2
mI vI vI , (5.95)

Π∗
k = 1

2
mI v∗I v∗I , (5.96)

∆Πk =Π∗
k −Πk = 1

2
mI v∗I ·v∗I −

1

2
mI vI ·vI = 1

2
mI (2vI ·∆vI +∆vI ·∆vI ). (5.97)

Ze změny hybnosti

∆p = f∆tc , (5.98)

kde f je síla a ∆tc je čas po kterou síla působí, lze vyjádřit změnu rychlosti

∆v = f

m
∆tc . (5.99)

S využitím rovnic (5.71) a (5.99) může být vyjádřena změna rychlosti v uzlech 1, 2 a 3 způsobená
silou působící na segment

∆v1 =− fc

m1
(1−ξ)∆tc ,

∆v2 =− fc

m2
ξ∆tc , (5.100)

∆v3 = fc

m3
∆tc .

Dosazením (5.100) do (5.97) je získán výraz, který lze upravit do konečné podoby

∆Πk = 1

2
m1

(
−2fc ·v1

m1
(1−ξ)+ fc · fc

m2
1

(1−ξ)2∆tc
2

)
(5.101)

+ 1

2
m2

(
−2fc ·v2

m2
ξ+ fc · fc

m2
2

ξ2∆tc
2

)
+ 1

2
m3

(
2fc ·v3

m3
+ fc · fc

m2
3

∆tc
2

)

=− v1 · fc (1−ξ)∆tc + fc · fc

2m1
(1−ξ)2∆tc

2

− v2 · fcξ∆tc + fc · fc

2m2
ξ2∆tc

2 +v3 · fc∆tc + fc · fc

2m3
∆tc

2 .
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5.5.4 Změna potenciální elastické energie

Potenciální elastická energie se vlivem kontaktní síly mění v rámci jednoho časového kroku
pouze v elementech j (na obrázku 5.32 vyznačeny modře), kterým přísluší alespoň jeden z uzlů
kontaktu (1, 2, 3), protože pouze tyto uzly jsou touto silou ovlivněny. Tuto energii lze zapsat jako

∆Πσ =σ j∆ε j , (5.102)

kde σ j je vektor napětí a ∆ε j je vektor přírůstku přetvoření na prvcích j od kontaktní síly fc .

Obrázek 5.32: Elementy zahrnuté do výpočtu změny potenciální elastické energie jednoho kontaktu.

Popíšeme-li tuto změnu pro jednoduchost například na lineárních příhradových prutech,
kde dolní index (•)i určuje číslo prutu, L0i je původní délka prutu, Li je délka prutu na začátku
časového kroku a L∗

i je změněná délka na konci časového kroku, pak lze energii pro popsaný
příklad vyjádřit jako

Πσ =1

2
Ei Ai

(
Li −L0i

L0i

)2
= Ei Ai

2L2
0i

∆L2
i ,

Π∗
σ =1

2
Ei Ai

(
L∗

i −L0i

L∗
i

)2

= Ei Ai

2L2
0i

∆L∗
i

2 , (5.103)

∆Πσ =Π∗
σ−Πσ = Ei Ai

2L2
0i

(
2∆Li +∆L∗

i

)
∆L∗

i ,

kde Ei je Youngův modul pružnosti a Ai je průřezová plocha příslušného prutu i .

5.5.5 Změna potenciální polohové energie

Tato změna lze vyjádřit jako práce vnějších sil na posunutí uzlů 1, 2, 3. Jestliže

∆u1 =− fc

m1
(1−ξ)∆tc

2 ,

∆u2 =− fc

m2
ξ∆tc

2 , (5.104)

∆u3 = fc

m3
∆tc

2 ,
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pak je změna potenciální polohové energie rovna

∆Πp =−∆uI f ext
I (5.105)

= fc · f ext
1

m1
(1−ξ)∆tc

2 + fc · f ext
2

m2
ξ∆tc

2 − fc · f ext
3

m3
∆tc

2,

kde horní index (•)ext značí vnější síly.

5.5.6 Výpočet velikosti kontaktní síly

Velikost kontaktní síly |fc | se vypočítá z celkové změny energie způsobené touto silou

∆Π=∆Πk (fc )+∆Πσ(fc )+∆Πp (fc ) = 0. (5.106)

Všechny změny uvedené energie jsou funkce kontaktní síly

fc = |fc |ec . (5.107)

Změna celkové energie je tak funkce velikosti kontaktní síly |fc | a času trvání nárazu ∆tc

∆Π(|fc |,∆tc ) =∆Πk (|fc |,∆tc )+∆Πσ(|fc |,∆tc )+∆Πp (|fc |,∆tc ) = 0. (5.108)

Velikost kontaktní síly je vypočítána z rovnice (5.108). Následně je kontaktní síla přepočítána na
přírůstek uzlových sil

∆f1 =∆vA
m1

∆tc
=−fc (1−ξ),

∆f2 =∆v2
m2

∆tc
=−fcξ, (5.109)

∆f3 =∆v3
m3

∆tc
= fc .

5.5.7 Shrnutí

Důležitou charakteristikou tohoto přístupu je respektování bilance energie na diskretizované
soustavě. Každý aktivní kontakt je vyhodnocen zvlášt’ (viz obrázek 5.32) a účinky následně se-
čteny do výsledného vektoru G. Vektor G je dán sumou všech kontaktních sil fc a jedná se o
vyčíslení sil z rovnice (2.5). Celý postup je pro názornost popsán Algoritmem 2.
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Vstup: ∆tc , β, charakteristiky pro výpočet napětí příslušných k elementů, pI (0), vI , mI

pro I ∈ {1,2,3}
Výstup: změny uzlových sil ∆f1, ∆f2 a ∆f3, jež jsou součástí výsledného vektoru G

1 nalezení průniku a času nárazu dle podkapitoly 5.3 z poloh a rychlostí příslušných uzlů;
2 určení směru kontaktních sil eC dle oddílu 5.5.2 z poloh a rychlostí;
3 výpočet změny kinetické energie ∆Πk (fc ) dle oddílu 5.5.3 z hmot a rychlostí (5.101);
4 výpočet změny potenciální elastické energie ∆Πσ(fc ) dle oddílu 5.5.4 z poloh a

fyzikálních charakteristik příslušných elementů (5.103);
5 výpočet změny potenciální polohové energie ∆Πp (fc ) dle oddílu 5.5.5 z hmot a sil

působících v uzlech (5.105);
6 výpočet velikosti kontaktní síly fc ze změny celkové energie
∆Π=∆Πk (fc )+∆Πσ(fc )+∆Πp (fc ) = 0;

7 výpočet změny uzlových sil f1, f2 a f3 od kontaktní síly dle (5.109);

Algoritmus 2: Výpočet změny uzlových sil ∆f1, ∆f2 a ∆f3 od kontaktní síly.

5.5.8 Příklad a porovnání s penaltovou metodou

Verifikace algoritmu proběhla na příkladu elastického prutu narážejícího na tuhý segment, jenž
je popsán v [69]. Tuhý segment je podepřen na jeho koncích. Vstupní hodnoty byly převzaty
z [89] a zároveň slouží pro porovnání výsledků s penaltovou metodou. Obrázek 5.33 ukazuje
model nosníku o délce L = 2 m, průřezové ploše A = 10−5 m2, s Youngovým modulem E =
2000 Pa a hustotě ρ = 2000 kg/m3, rozděleného na 100 elementů s hmotou diskretizovanou do
uzlů. Prut je puštěn z výšky H = 0.0002 m směrem k tuhé podložce při gravitačním zrychlení
ve svislém směru g = 100 m/s2. Pro analýzu je použitý výpočetní časový krok ∆t = 1 · 10−8 s.
Kontakt je uvažován bez tření.

Výsledky vyobrazené na obrázku 5.34 jsou převzaty z [109]. Obrázek 5.34a zobrazuje de-
formace uzlů 1, 2 a vývoj jednotlivých složek energie v čase. Tyto deformace odpovídají ana-
lytickému řešení uvedeného v [89] a graf energií potvrzuje zachování celkové energie v čase.
Takto dosažené výsledky mohou být porovnány s penaltovou metodou uvedenou v [89] a zná-
zorněnou na obrázku 5.34b a obrázku 5.34c. Vzájemné srovnání výsledků z obrázku 5.34b a
obrázku 5.34c ukazuje závislost výsledků na velikosti volené penalty w , a dále lze sledovat vývoj
deformací uzlů 1 a 2 v čase a jim příslušící změny energie. Výsledky poukazují na to, že pouze
správně zvolené w vede ke shodě s analytickým řešením. Další příklady energetické metody
jsou uvedeny v Příloze A.

g

H = 0.0002 m

L

1

2

x

y

Obrázek 5.33: Elastický prut dopadající na tuhou podložku.
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Obrázek 5.34: Deformace uzlů 1 a 2, společně s jednotlivými složkami energie pro energetickou metodu (a), pe-
naltovou metodu s w = 0.01 (b) a penaltovou metodu s w = 0 (c).

63 (102)



Kapitola 5. Výsledky

5.6 Svázání stupňů volnosti

Jedná se o obecný přístup sloužící k definici kinematických podmínek, primárně používa-
ném pro definování okrajových podmínek. Kromě okrajových podmínek je však tento přístup
aplikovatelný pro širší spektrum úloh. Konkrétně lze tuto metodu využít i pro modelování růz-
ných druhů vazeb, kterých je v rámci této podkapitoly využito i pro definici nového kladkového
elementu.

V této části jsou popsány implementované typy vazeb, zapracované vždy ve dvou varian-
tách, využívající bud’ penaltovou metodu a nebo metodu Lagrangeových multiplikátorů, vy-
cházející z principů uvedených výše v podkapitolách 4.1 a 4.2.

Následující příklady typů vazeb budou vždy uvažovat s provázáním uzlů s šesti stupni vol-
nosti (postupně: tří translační ve směrech os x, y , z a tři rotační kolem těchto os ϕx , ϕy a ϕz).
Horní index (•)1 a (•)2 slouží jako identifikátor uzlu. Vazby lze teoreticky předepsat v libovolném
souřadném systému, který se také může v průběhu výpočtu měnit v závislosti na jeho definici
(neměnný a měnící se v průběhu výpočtu v závislosti na jednom či více řídících uzlech).

5.6.1 Násobitel

Tento typ vazby umožňuje definovat násobitele mezi zvolenými stupni volnosti. V případě stej-
ných deformací se jedná o předpis

u2
x = 1 ·u1

x ,

u2
y = 1 ·u1

y ,

u2
z = 1 ·u1

z ,

ϕ2
x = 1 ·ϕ1

x ,

ϕ2
y = 1 ·ϕ1

y ,

ϕ2
z = 1 ·ϕ1

z .

(5.110)

Pokud má být deformace ve směru x v druhém uzlu 3krát větší než v uzlu prvním, změnil by se
první řádek v (5.110) na

u2
x = 3 ·u1

x . (5.111)

5.6.2 Diafragma

Vazba tohoto typu představuje tuhé chování, avšak pouze v rámci jedné roviny. Chceme-li za-
vést diafragma mezi uzly v rovině x y , má vazba předpis

u2
x = u1

x −ϕ1
z ·∆y,

u2
y = u1

y +ϕ1
z ·∆x,

ϕ2
z =ϕ1

z .

(5.112)
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5.6.3 Tuhý prut

Vazba simulující tuhý prut lze předepsat při uvažování lokálního souřadného systému s osou x
soumeznou s osou prutu jako

u2
x = u1

x −ϕ1
z ·∆y +ϕ1

y ·∆z,

u2
y = u1

y +ϕ1
z ·∆x,

u2
z = u1

z −ϕ1
y ·∆x,

ϕ2
x =ϕ1

x ,

ϕ2
y =ϕ1

y ,

ϕ2
z =ϕ1

z .

(5.113)

5.6.4 Pevná vzdálenost

Vazba uchovává neměnnou vzdálenost mezi uzly, osu x tvoří spojnice prvního a druhého uzlu.

u2
x = u1

x (5.114)

5.6.5 Tuhé těleso

Tato podmínka předepisuje chování bodů jakožto pohyb tuhého tělesa, a mezi všemi body v
této vazbě je vzájemně předepsána pevná vzdálenost a stejná rotace.

u2
x = u1

x −ϕ1
z ·∆y +ϕ1

y ·∆z,

u2
y = u1

y +ϕ1
z ·∆x −ϕ1

x ·∆z,

u2
z = u1

z +ϕ1
x ·∆y −ϕ1

y ·∆x,

ϕ2
x =ϕ1

x ,

ϕ2
y =ϕ1

y ,

ϕ2
z =ϕ1

z .

(5.115)

5.6.6 Optimalizace vazeb

Při aplikaci vazeb typu tuhé těleso či diafragma na množinu uzlů, je vazba závislá na vzájemné
vzdálenosti jednotlivých uzlů. Způsob vzájemného propojení uzlů je proto také významný, je-
likož nevhodné propojení uzlů s sebou může přinášet řadu negativních vlivů. Náhodné pro-
pojení vyobrazené na obrázku 5.35a může z důvodu závislosti tuhosti na vzdálenosti vazby u
penaltové metody vést k nepřesnému řešení, propojení každého uzlu s každým uzlem zase k
problému špatně podmíněné soustavy. Proto se provázání uzlů volí tak, že uzly jsou spojeny
vazbami ve smyslu nejkratší možné spojnice mezi těmito uzly, čímž se sníží výskyt zbytečně
rozdílných vzdáleností v rámci jedné množiny uzlů.

Takto zvolený způsob propojení byl zapracován napřed za pomoci přesného řešení (viz ob-
rázek 5.35b), později byl však z důvodu výpočetní náročnosti popsané v 5.1 doplněn o možnost
určení tohoto propojení za využití optimalizačního algoritmu mravenčích kolonií (ACO - Ant
Colony Optimization) pro jeho jednoduchou implementaci a lepší výkon u většího počtu pro-
pojovaných uzlů při dosažení dostačující přesnosti.

ACO je metaheuristický přístup, kde je optimalizace prováděna prostřednictvím modelo-
vání mravenčích feromonů, jejichž hodnoty jsou analyzovány a upravovány v každé iteraci, v
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Algoritmus Časová náročnost
dynamický (přesné řešení) O(n2 ×2n)
ACO (1 iterace) O(n) [94]

Tabulka 5.1: Časová náročnost použitých algoritmů.

závislosti na jednoduchých parametrech definovaných jako míra vypařování feromonu ρ, ex-
ponent vlivu feromonu α a exponent vlivu vzdálenosti β. Ukázka výsledků způsobených úpra-
vou ρ jde vidět na obrázku 5.35 při porovnání obrázku 5.35c a obrázku 5.35d. Podrobnější popis
algoritmu lze nalézt například v [56, 80].

a) náhodné spojení, d = 32.183 m
b) spojení za pomoci přesného řešení,
d = 15.479 m

c) spojení za pomoci algoritmu ACO ρ = 0.1,
α= 0.5, β= 0.5, d = 16.064 m

d) spojení za pomoci algoritmu ACO ρ = 0.15,
α= 0.5, β= 0.5, d = 15.479 m

Obrázek 5.35: Výsledky různých způsobů spojení uzlů, včetně výsledné délky d .

5.6.7 Element kladky

Kladky jsou využity v mnoha budovách a konstrukcích z důvodu jejich konstrukční jednodu-
chosti a mechanických výhod při přenosu sil. Soustava kladek často tvoří rozsáhlý a kompliko-
vaný systém, což vedlo k návrhu řady řešení pro jejich modelování [6, 36, 37, 76]. Tento element
byl autorem práce poprvé představen v [105]. Nově vytvořený element kladky nepotřebuje pra-
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covat s tuhostí lan připojených ke kladce, což vede na algoritmus jednoduše implementova-
telný do řešičů na bázi konečných prvků.

Obrázek 5.36: Efektivita využití kladek [40].

5.6.7.1 Definice elementu kladky

Element kladky je definován transformačními maticemi připojených lanových prvků a třemi
uzly (viz obrázek 5.37). Tři uzly zahrnují dva koncové uzly lan (N1, N3) a jeden uzel reprezentu-
jící kladku (N2). Poloměr kladky je zanedbán a všechny tři uzly jsou soumezné. [105]

Obrázek 5.37: Idealizovaná soustava využívající element kladky [105, 106].

Transformační matice každého lanového elementu je definována jako

xa = TaX, (5.116)

kde

Ta =
Ta11 Ta12 Ta13

Ta21 Ta22 Ta23

Ta31 Ta32 Ta33

 . (5.117)

K popisu elementu poslouží obrázek 5.38 s fiktivně vzdálenými uzly N1, N2 a N3 (z důvodu
názornosti). Chování elementu je definováno rovnicí

d xN 1
a −d xN 2

a = d xN 2
b −d xN 3

b . (5.118)

Rovnice elementu (5.118) je při implementaci přes Lagrangeovy multiplikátory zapsána v ma-
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Obrázek 5.38: Element kladky [105].

tici AT z rovnice (4.13)

AT =



Ta11

Ta21

Ta31

TB11 −Ta11

TB21 −Ta21

TB31 −Ta31

TB11

TB21

TB31


(5.119)

a vektor b je nulový. [105]
Rovnice (5.119) lze využít i při implementaci přes penaltovou metodu, kdy je dosazena do

rovnice (4.8) a vektor b je opět nulový.
Vliv tření v čepu kladky je možné zohlednit výpočtem třecí síly, která je aplikována na kon-

cové uzly lan N1 a N3 dle vztahů

fab = fa + fb ,

f N1
µ =+sgn(d xN 1

a −d xN 2
a )µ|fab |

|fN 1
a |

|fN 1
a |+ |fN 3

b | f
N 1
a ,

f N3
µ =−sgn(d xN 3

a −d xN 2
a )µ|fab |

|fN 3
b |

|fN 1
a |+ |fN 3

b | f
N 3
b ,

(5.120)

kde µ je součinitel tření a funkce sgn(•) se počítá jako

sgn(x) =


+1 když x > 0

0 když x = 0

−1 když x < 0.

(5.121)

Jednotlivé síly f N1
µ , f N2

µ , f N1
a a f N2

b ze vztahů (5.120) jsou vyobrazeny na obrázku 5.39.
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Obrázek 5.39: Znázornění tření na kladce.

5.6.7.2 Příklad

Model použitý k verifikaci elementu kladky je vyobrazen na obrázku 5.40 a převzat z článku au-
tora [105]. Podpora v uzlu 1 má tuhost 5 kN/m ve směru X, podpora v uzlu 2 je tuhá ve všech
směrech a uzel 3 je zatížen silou 10 kN ve směru Y. Kladka je umístěna v uzlu 2 a vnitřní uzly 4 a
5 jsou vytvořeny k umožnění využití elementu kladky. Normálová tuhost průřezu lana je 1 MPa.
Výpočet byl proveden v programu RFEM. Vypočítané posuny v Tabulce 5.2 jsou stejné pro obě

Obrázek 5.40: Příklad využívající element kladky [105].

Uzly 1 3
Směr d X dY d X dY
Posun - analytické řešení 2.00 m 0.00 m 0.00 m 2.08 m
Posun - Lagrangeovy multiplikátory 2.00 m 0.00 m 0.00 m 2.08 m
Posun - penaltová metoda (w = 2.5 ·1011) 2.00 m 0.00 m 0.00 m 2.08 m

Tabulka 5.2: Výsledky [105].

metody. Výsledky odpovídají analytickému řešení. Dynamický výpočet využívající stejný klad-
kový element je součástí přílohy B.1.

5.6.8 Relativní poloha

Vazba umožňuje definici tuhého provázání deformací a liší se liší od vazby pro tuhé těleso z od-
dílu 5.6.5 především relativní definicí polohy slave uzlu oproti master elementu a také tím, že
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se nedefinuje pouze mezi dvojicí uzlů. Tato vazba lze předepsat mezi dvojici uzel-segment, při-
čemž segment může tvořit jakákoliv linie, plocha či těleso. Souřadný systém je vždy ztotožněn
se souřadným systémem master segmentu.

5.6.8.1 Segment 1D

Spojení uzlu a 1D segmentu si lze představit jako spojení uzlu s linií (viz obrázek 5.41). Vzdá-
lenost kolmo k linii (směr os y a z) je konstantní, zatímco poloha kolmice od prutu k bodu je
definována tak, aby byly její relativní vzdálenosti k uzlům prutu vždy ve stejném poměru. Vazba
je definována v souřadném systému, kdy je osa linie soumezná s osou x.

usl ave
x = (ξ−1) ·u1

x +ξ ·u2
x −

(
(ξ−1) ·ϕ1

z +ξ ·ϕ2
z

) ·∆y + (
(ξ−1) ·ϕ1

y +ξ ·ϕ2
y

) ·∆z,

usl ave
y = (ξ−1) ·u1

y +ξ ·u2
y +

(
(ξ−1) ·ϕ1

z +ξ ·ϕ2
z

) ·∆x − (
(ξ−1) ·ϕ1

x +ξ ·ϕ2
x

) ·∆z,

usl ave
z = (ξ−1) ·u1

z +ξ ·u2
z +

(
(ξ−1) ·ϕ1

x +ξ ·ϕ2
x

) ·∆y − (
(ξ−1) ·ϕ1

y +ξ ·ϕ2
y

) ·∆x,

ϕsl ave
x = (ξ−1) ·ϕ1

x +ξ ·ϕ2
x ,

ϕsl ave
y = (ξ−1) ·ϕ1

y +ξ ·ϕ2
y ,

ϕsl ave
z = (ξ−1) ·ϕ1

z +ξ ·ϕ2
z ,

(5.122)

xy

z 1 2

uzel

segment

∆z

∆y
·

·
ξ (1−ξ)

Obrázek 5.41: Geometrie relativního připojení uzlu na 1D segment.

5.6.8.2 Segment 2D

Připojení uzlu k 2D segmentu je pro názornost popsáno i definováno v lokálním souřadném
systému 2D elementu (viz obrázek 5.42). Vzdálenost kolmo k segmentu (směr lokální osy z) je
konstantní, poloha kolmice od elementu k bodu je definována relativní vzdálenosti k uzlům pro
zachování stejného poměru. Váhy jednotlivých uzlů jsou pro čtyřhran definovány jako

N1 = 1

4
(1−ξ)(1−η),

N2 = 1

4
(1+ξ)(1−η),

N3 = 1

4
(1+ξ)(1+η),

N4 = 1

4
(1−ξ)(1+η),

(5.123)

70 (102)



Kapitola 5. Výsledky

a pro trojúhelník jako

N1 = A1

A
,

N2 = A2

A
,

N3 = A3

A
,

(5.124)

kde A = A1 + A2 + A3 = 1 (viz obrázek 2.3).

usl ave
x = ( m∑

i=1
Ni ·ui

x

)+ ( m∑
i=1

Ni ·ϕi
y

) ·∆z,

usl ave
y = ( m∑

i=1
Ni ·ui

y

)− ( m∑
i=1

Ni ·ϕi
x

) ·∆z,

usl ave
z =

m∑
i=1

Ni ·ui
z ,

ϕsl ave
x =

m∑
i=1

Ni ·ϕi
x ,

ϕsl ave
y =

m∑
i=1

Ni ·ϕi
y ,

ϕsl ave
z =

m∑
i=1

Ni ·ϕi
z ,

(5.125)

kde m je počet vrcholů.

xy

z 1 2

3
4

uzel

η ∈ 〈−1;1〉

η ∈ 〈−1;1〉

ξ ∈ 〈−1;1〉

ξ ∈ 〈−1;1〉
·

Obrázek 5.42: Geometrie relativního připojení uzlu na 2D segment.
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5.6.8.3 Segment 3D

Váhy jednotlivých uzlů odpovídají použitým tvarovým funkcím daného tělesového prvku, pro
šestistěn jsou definovány jako

N1 = 1

8
(1−ξ)(1−η)(1−ζ),

N2 = 1

8
(1+ξ)(1−η)(1−ζ),

N3 = 1

8
(1+ξ)(1+η)(1−ζ),

N4 = 1

8
(1−ξ)(1+η)(1−ζ),

N5 = 1

8
(1−ξ)(1−η)(1+ζ),

N6 = 1

8
(1+ξ)(1−η)(1+ζ),

N7 = 1

8
(1+ξ)(1+η)(1+ζ),

N8 = 1

8
(1−ξ)(1+η)(1+ζ),

(5.126)

usl ave
x =

m∑
i=1

Ni ·ui
x ,

usl ave
y =

m∑
i=1

Ni ·ui
y ,

usl ave
z =

m∑
i=1

Ni ·ui
z ,

ϕsl ave
x =

m∑
i=1

Ni ·ϕi
x ,

ϕsl ave
y =

m∑
i=1

Ni ·ϕi
y ,

ϕsl ave
z =

m∑
i=1

Ni ·ϕi
z ,

(5.127)

kde m je počet vrcholů. Pro ostatní tvary prostorových prvků lze využít například tvarové funkce
uvedené v [54].
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xy

z 1 2

3

4

5 6

78

uzel

segment

η ∈ 〈−1;1〉
ξ ∈ 〈−1;1〉

ζ ∈ 〈−1;1〉

Obrázek 5.43: Geometrie relativního připojení uzlu na 3D segment.

5.6.8.4 Příklad 1

V příkladu převzatém z [110] je relativní vazbou modelován svar. Model je popsán na obrázku 5.44.
Dvojice prutů je dána obdelníkovým průřezem (viz obrázek 5.47a) a materiálem s E = 1 MPa a
ν= 0.5. Pruty jsou tuze podepřeny na své levé straně ve všech směrech a mají délku 10 m. Ver-
tikální vzdálenost mezi těžišti obou prutů je 1 m. Pruty 1 a 2 jsou zatíženy stejnou silou F = 5N .
Svar mezi pruty (master segment definovaný prutem 2 a slave uzly na prutu 1) je modelován
jako tuhý a kontaktní dvojice jsou vyobrazeny na obrázku 5.45.

Ke kontrole výsledků slouží konzolový prut 3 (obrázek 5.46) se stejnou geometrií jako prut 2
s obdelníkovým průřezem (obrázek 5.47b) a silovým zatížením rovnému 2F . Pro správně spo-
jené pruty 1 a 2 musíme dostat na prutu 3 stejné deformace jako dostáváme na prutu 2.

prut 1

prut 2

F

F

X

Z

Obrázek 5.44: Model spojených konzolových prutů zatížených na jejich koncích silami F = 5 N ve směru Z [110].

slave uzly (prut 1)

master segmenty (prut 2)

X

Z

Obrázek 5.45: Vizualizace kontaktu mezi pruty [110].

Na tomto modelu byla provedena lineární Newmarkova časová analýza s využitím pouze
vlastní tíhy a konstantního zatížení silami po dobu 50 sekund. Výsledky jsou vyobrazeny na
obrázku 5.48. Výsledky tohoto příkladu ukazují správné deformace v koncových uzlech prutu 2
a 3. Deformace v obou koncových uzlech jsou 22.7 mm a graf také ukazuje, že uzly mají stejnou
periodu.
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prut 3

2F
X

Z

Obrázek 5.46: Model konzolového prutu 3 zatíženého na konci silou 2F = 10 N ve směru Z [110].

1 m

0.5 m

y

z

a)

2 m

0.5 m

y

z

b)

Obrázek 5.47: Obdélníkové průřezy s výškou 1 m nalevo (a) a s výškou 2 m napravo (b), mající shodnou šířku
průřezu 0.5 m.

Obrázek 5.48: Výsledky posunutí koncových uzlů prutů 2 a 3 ve směru uZ v čase [110].
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5.6.8.5 Příklad 2

Tento příklad demonstruje jednu z možností využití vazeb z pododdílu 5.6.8.1, konkrétně umož-
nění modelování předpínací výztuže jakožto samostatného elementu s přímým provázáním na
příslušný prutový prvek.

Příklad porovnává dva modely znázorněné na obrázku 5.49. Jedná se o prostý nosník délky
l = 10 m zatížený vlastní tíhou (viz obrázek 5.49a) s upraveným modelem, který navíc obsa-
huje předpjatý kabel (viz obrázek 5.49b). Nosník má obdélníkový průřez (obrázek 5.50) z betonu
C30/37, předpínací kabel má kruhový průřez o průměru 6 mm z oceli St1420/1570. Geomet-

a) prostý nosník

l = 10 m

b) prostý nosník s předepnutým kabelem

f = 0.3125 m

Obrázek 5.49: Znázornění dvou porovnávaných prutových modelů, kde varianta a) je prostý nosník a model b)
navíc obsahuje předpjatý kabel.

1m

0.5m

y
z

Obrázek 5.50: Průřez nosníku.

rie a předpětí kabelu bylo zvoleno dle [57] tak, aby byl pokud možno vyrušen vliv vlastní tíhy
na nosník. Byla proto zvolena parabolická dráha se vzepětím f = 0.3125 m a předpínací silou
200 kN. Nosník a kabel jsou rozděleny na 50 prvků. V druhém modelu jsou uzly kabelu připo-
jeny k prvkům nosníku dle pododdílu 5.6.8.1.

Obrázek 5.51 ukazuje průběh výsledných ohybových momentů My vzniklých od výše po-
psaného zatížení. U varianty b) lze pozorovat odchylku pouze 0.032 % od požadované korekce
původních 62.5 kNm.

Změna průběhu ohybových momentů My má přímý vliv i na výslednou deformaci nosníku
znázorněnou na obrázku 5.52, kde lze pozorovat vynulování průhybu v rámci sledované přes-
nosti.

62.5 kNm
a) prostý nosník

-0.02 kNm

b) prostý nosník s předepnutým kabelem

Obrázek 5.51: Výsledné ohybové momenty My.
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1.21 mm
a) prostý nosník

0.00 mm
b) prostý nosník s předepnutým kabelem

Obrázek 5.52: Výsledky průhybů.

5.6.8.6 Příklad 3

Tento příklad představuje využití vazby pro 2D prvky z pododdílu 5.6.8.2. Jsou porovnány dva
modely z obrázku 5.53, v obou případech jde o desku s délkou 10 m, šířkou 1 m a tloušt’kou
0.2 m z betonu C30/37. Deska je zatížena pouze vlastní tíhou. Tato deska je ve své druhé va-
riantě navíc vyztužena pěti předpínacími kabely kruhového průřezu o průměru 6 mm z oceli
St1420/1570, rozloženými ekvidistantně po 0.2 m s geometrií paraboly opět tak, aby byl vyru-
šen vliv vlastní tíhy dle [57]. Kabel má vzepětí f = 0.052 m a je předepnut na 200 kN.

x

y

x

z a) deska, pohled na půdorys (nahoře) a ze strany (dole)

10 m

1 m

b) deska s předepnutými kabely, pohled na půdorys (nahoře) a ze strany (dole)

f = 0.052 mx

y

x

z

Obrázek 5.53: Znázornění dvou porovnávaných skořepinových modelů desky se statickým schématem prostého
nosníku, kde varianta a) je pouze z betonu a model b) navíc obsahuje předpjaté kabely.

Deska i kabely jsou rozděleny na 50 prvků po své délce a deska na 5 elementů po své šířce,
jak je znázorněno na obrázku 5.54.

x

y

Obrázek 5.54: Použitá sít’ konečných prvků.

V druhém modelu jsou uzly kabelů připojeny k prvkům desky za pomoci definice relativní
polohy uzlu k plošnému prvku. Obrázek 5.55 ukazuje průběh výsledných ohybových momentů
Mx vzniklých od výše popsaného zatížení. Průhyby jsou znázorněny na obrázku 5.56.
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a) deska

b) deska s předepnutými kabely

Obrázek 5.55: Výsledné ohybové momenty Mx [kNm/m].

a) deska

b) deska s předepnutými kabely

Obrázek 5.56: Výsledky průhybů uz [mm].
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Příklad demonstruje možnost využití vazeb z pododdílu 5.6.8.2 k modelování předpínací
výztuže jakožto samostatného elementu s přímým napojením na příslušné 2D prvky.

5.6.8.7 Příklad 4

Tento příklad je shodný s příkladem z pododdílu 5.6.8.5, prostý nosník je však na rozdíl od něj
modelován z objemových prvků. Kabel je opět modelován za pomoci 1D elementů, jež jsou
k 3D nosníku připojeny s využitím vazby pro 3D prvky z pododdílu 5.6.8.3. Oba modely jsou
znázorněny na obrázku 5.57.

a) pouze beton

10 m

1 m

x

z

b) beton s předepnutým kabelem

Obrázek 5.57: Znázornění dvou porovnávaných objemových modelů se statickým schématem prostého nosníku,
kde varianta a) je pouze z betonu a model b) navíc obsahuje předpjatý kabel.

Délka hrany 3D prvků i prvků kabelu je 0.1 m a kompletní sít’ konečných prvků je znázor-
něna na obrázku 5.58.

x

z

Obrázek 5.58: Použitá sít’ konečných prvků.

Obrázek 5.59 ukazuje průběh výsledného napětíσx . Celkové deformace jsou znázorněny na
obrázku 5.60.

Příklad ukazuje možnost využití definice relativní polohy uzlu v objemovém prvku k mode-
lování předpínací výztuže a zároveň i přímé porovnání s řešením za využití pouze 1D elementů
(viz pododdíl 5.6.8.5).
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a) pouze beton

b) beton s předepnutým kabelem

Obrázek 5.59: Výsledné ohybové momenty σx [N/mm2].

a) pouze beton

b) beton s předepnutým kabelem

Obrázek 5.60: Výsledky celkových deformací u [mm].

79 (102)



6 Závěr

Předkládaná disertační práce se věnovala ošetření kontaktních vazbových podmínek v metodě
konečných prvků. V úvodní části byl shrnut současný stav poznání v této problematice, kde po
zformulování počáteční okrajové úlohy s kontaktem v silné a slabé formě byla pozornost věno-
vána prostorové diskretizaci metodou konečných prvků a následně časové diskretizaci. Nejen
na základě kritické rešerše dostupné literatury, ale i inženýrské praxe autora ve firmě FEM con-
sulting, bylo identifikováno několik otevřených problémů, které byly zformulovány do podoby
tří cílů.

Prvním a současně hlavním cílem této práce bylo navrhnout a otestovat nový přístup k ře-
šení dynamických kontaktních problémů při použití explicitní časové integrace. Je dobře známo,
že běžně používané přístupy pro vynucení kontaktních podmínek vedou často ke zhoršení sta-
bility explicitního časového integračního schématu, což je nutno kompenzovat zmenšením vý-
početního časového kroku. Rovněž dochází k vnesení chyb do výpočtu v podobě falešných os-
cilací posunutí na kontaktním rozhraní a kontaktních sil, které lze eliminovat např. laděním
hodnot vstupních veličin v případě penaltové metody nebo nutností řešit soustavu rovnic v pří-
padě metody Lagrangeových multiplikátorů. Pro vyřešení tohoto problému byly v závislosti na
použité diskretizaci kontaktu navrženy tři přístupy. První metoda, která byla popsána v podka-
pitole 5.1, je určena především pro absolutně tuhé stejně jako lineárně a nelineárně poddajné
kontaktní vazby typu kloub a je založena na ztotožnění uzlů. Těžištěm celé práce ja pak druhá
navržená metoda, jejíž hlavní myšlenkou byla úvaha nad příčinou vzniku výše popsaných os-
cilací. Při explicitní časové integraci se z rovnováhy sil v určitém časovém kroku tn vypočítá
zrychlení, pomocí kterého se aktualizují kinematické veličiny v čase tn+1. Přitom se předpo-
kládá, že kontaktní síly jsou po celou dobu časového kroku ∆t konstantní. To však nemusí být
pravda, protože ke kontaktu, a tím pádem ke skokové změně kontaktních sil, může dojít v li-
bovolném okamžiku z intervalu (tn , tn+1). Druhá navržená metoda je založena na stanovení
okamžiku kontaktu tc a výpočtu kinematických veličin na základě zachování hybnosti. Metoda
byla podrobně popsána v rámci podkapitoly 5.4, kde byl tento přístup systematicky vysvětlen
od příkladu podpor, přes kontakt node-to-node až po obecný kontakt node-to-segment, včetně
popisu speciálních případů pro kontakt vícero uzlů se stejným segmentem a styku hran v pro-
storu. A konečně třetí navrhovaná metoda vychází z výpočtu změny energie, jež je způsobena
kontaktními silami na rozhraní kontaktu. Konkrétní postup výpočtu jednotlivých složek energie
a jejich využití v rámci této metody popisuje podkapitola 5.5.

Vedle problematiky ošetření kontaktu při explicitní časové integraci byly v rámci předklá-
dané práce, konkrétně v oddílech 5.6.1 až 5.6.8, studovány a implementovány nejrůznější typy
vazbových podmínek mající široké využití ve stavební praxi při modelování konstrukcí za po-
moci metody konečných prvků. Například provázání prutové výztuže se sítí konečných prvků
modelující betonovou část konstrukce a tvořící tak společně železobetonový kompozit [33],
nebo nahrazení svaru při modelování přípojů ocelových konstrukcí [75]. Při zapracování prová-
zání obecné množiny uzlů do jedné vazby bylo využito optimalizačních algoritmů popsaných
v oddílu 5.6.6. Příklady vybraných druhů vazeb jsou uvedeny v pododdílech 5.6.8.4 až 5.6.8.7,
kde modelují připojení předpínacího kabelu k betonové části konstrukce.
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Kapitola 6. Závěr

Studium těchto základních vazeb dalo vzniknout druhému cíli této práce — návrhu ori-
ginálního kladkového konečnoprvkového elementu, jenž by umožnil zanedbat vliv poloměru
kladky, a poskytnout tak možnost efektivnějšího výpočtu modelů umožňující takové zjedno-
dušení. V oddílu 5.6.7 byly zformulovány rovnice pro vytvoření kladkového konečněprvkového
elementu, které umožňují modelovat mechanismus kladky včetně zohlednění nelinearity způ-
sobené zohledněním vlivu tření při pohybu lana přes kladku. Nově navržený element byl veri-
fikován pomocí dostupného analytického řešení.

A konečně třetím cílem této práce bylo všechny teoreticky popsané a navržené přístupy im-
plementovat do komplexního řešiče na bázi konečných prvků firmy FEM consulting za pomoci
jazyků C# a FORTRAN, což s sebou obnášelo i návrh vhodných definic vstupních a výstupních
rozhraní pro zadávání modelu i zobrazování dopočítaných výsledků. Nový kladkový element
a vazbové rovnice byly implementovány za pomoci dvou běžně používaných metod — penal-
tové metody a metody Lagrangeových multiplikátorů. Všechny příklady uvedené v kapitole 5
byly vypočítány prostřednictvím vyvinutých funkcí a demonstrují tak implementaci i korekt-
nost navržených řešení.

Rozšíření nově navržených metod pro explicitní dynamiku o vliv tření na kontaktu a pokro-
čilejší mapování kontaktního rozhraní včetně rozšíření o další typy diskretizace kontaktu bude
předmětem dalšího vývoje.

S ohledem na cíle stanovené v kapitole 3 lze konstatovat, že veškeré cíle práce byly splněny.
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A Výsledky energetické metody

A.1 Náraz příhradové konstrukce

Na níže uvedených obrázcích A.1 a A.2 je znázorněn příklad čtvercové příhradové konstrukce
na tuze podepřený příhradový prut převzat z [109]. Délka strany čtverce L = 0.25 m, plocha
průřezu A = 1 m2, Youngův modul pružnosti E = 108 Pa a hustota ρ = 104 kg/m3. Na příhradu
působí gravitační zrychlení g = 10 m/s2 a použit výpočetní časový krok∆t = 10−6 s. Obrázky za-
chycují změnu energie pro případ absolutního a nulového tření pro energetickou metodu. Dále
je vyobrazen i průběh energie spočítaná s různými parametry penalty pro penaltovou metodou
bez tření.

[−0.5;0.5]

[0;0]

[0.5;−0.5]

L = 0.25 m

H = 1.5 m

x

y

a) model b) nulové tření c) absolutní tření

Obrázek A.1: Model a vizualizace deformací příhradové konstrukce [109].
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Příloha A. Výsledky energetické metody
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c) penaltová metoda w = 109
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d) penaltová metoda w = 1010
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e) penaltová metoda w = 1011
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Obrázek A.2: Průběh energií pro energetickou metodu (a, b) a pro různé hodnoty penalty kontaktu bez tření (c, d,
e, f) [109].
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Příloha A. Výsledky energetické metody

A.2 Impakt dvou válců

Je řešena 2D Hertzova úloha dvou válců (stejně jako v pododdílu 5.4.3.1) o poloměru r = 4 m
z lineárně elastického materiálu s modulem pružnosti E = 1 GPa, Poissonovým součinitelem
ν= 0.2 a hustotou ρ = 1 kg·s−1. Válce se dotýkají v jednom bodě a mají počáteční rychlost v1,y

0 =
−v2,y

0 = −2 m · s−1. Z důvodu symetrie je zohledněna pouze polovina každého válce. Je zvolen
výpočetní krok ∆t = 1e−4 s. Vstupní veličiny jsou převzaty z [43, 61]. Výsledky znázorněné na
obrázku A.3 jsou převzaty z [109].

x

y

a) Sít’ konečných prvků b) Šíření vln a napětí σy [N/m2] v časech t = 0.1,0.2,0.3,0.4 [s]

Obrázek A.3: Výsledky napětí σy v čase s délkou prvků na rozhraní kontaktu Lslave = 0.05 m. [109]
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B Výsledky kladkového elementu

B.1 Simulace lanové dráhy

Příklad dynamické simulace lanové dráhy je vyobrazen na obrázku B.1 a převzat z článku au-
tora [111]. Podpora v uzlu 1 má tuhost k = 100 kN/m ve směru Y , uzly 2 a 3 jsou podepřeny tuze
ve všech směrech a uzel 4 je zatížen 300 kN ve směru Y . Dva kladkové elementy jsou umístěny
v uzlech 2 (s vnitřními uzly 5 a 6) a 3 (s vnitřními uzly 7 a 8) tak, aby umožňovali pohyb kabiny
lanové dráhy připojené k uzlu 9. Normálová tuhost lana 16.49 MN a hmotnost lana je 0.6 kg/m.
Výpočet je proveden za využití nelineární časové analýzy s využitím Newmarkovy časové in-
tegrační metody s nastavením Rayleigho tlumení α = 2 rad/s a výpočetním časovým krokem
∆t = 0.001 s. Výsledky jsou znázorněny na obrázku B.2.

X

Y

kladka 2 m 8 m kladka

9

2(5,6) 3(7,8)

41

10 m

300 kNk = 100 kN/m

E Akabel = 16.49 MN
Mkabel = 0.6 kg/m

Obrázek B.1: Model pro dynamickou simulaci lanové dráhy [111].
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Příloha B. Výsledky kladkového elementu

Obrázek B.2: Deformace uzlů 1, 4 a 9 vykreslených v čase [111].
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5.43 Geometrie relativního připojení uzlu na 3D segment. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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5.54 Použitá sít’ konečných prvků. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
5.55 Výsledné ohybové momenty Mx [kNm/m]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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1. ŠTEKBAUER, H. a NĚMEC, I. A New Cable-Pulley Algorithm in RFEM. Strojnícky časopis – Journal
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1. MIČA, L., ŠTEFAŇÁK, J. a ŠTEKBAUER, H.: DYNASTAT, DYNASTAT. Datové uložiště ústavu.
http://geotech.fce.vutbr.cz/TA04031092vysledky.pdf.
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03/2020 – 02/2021 Projekt spec. výzkumu FAST-S-20-6294
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