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Abstrakt a klíčová slova 

Abstrakt 
Disertační p ráce se věnuje problematice dynamického kontaktu a k inemat ických vazeb mezi 
různými entitami a s n í spojenou imp lemen tac í pro statickou a dynamickou konečnoprvkovou 
analýzu. D ů v o d e m vývoje v té to oblasti jsou vzrůstající nároky na funkcionalitu M K P sys témů 
a rovněž p řesnos t a rychlost výpoče tn ích mode lů . V práci je nejprve ře šena problematika vy­
n u c e n í kontak tn ích p o d m í n e k v explicitní dynamice. Jsou navrženy nové metody s ohledem na 
stabilitu explicitního časového in tegračního s c h é m a t u tak, aby nebyla p o t ř e b a zmenšova t vý­
poče tn í časový krok, ladit vs tupn í veličiny či řešit rozsáhlý sys tém rovnic. Př ís tupy vychází b u ď 
ze základních k inemat ických pr inc ipů, nebo ze zákona zachování m e c h a n i c k é energie. Dále 
je pozornost věnována r ů z n ý m t y p ů m vazbových p o d m í n e k mající široké využití ve s tavební 
praxi. Jejich p o r o z u m ě n í je výchozím bodem pro n á s l e d n o u definici nově nav rženého koneč­
n é h o elementu kladky. Správnost všech teoreticky navržených metod a jejich implementace je 
d e m o n s t r o v á n a na numer ických př íkladech. 

Klíčová slova 
Kontakt, metoda konečných prvků, explicitní dynamika, kladkový element, kontak tn í vazby, pe­
nal tová metoda, metoda Lagrangeových mult ipl ikátorů. 

Abstract 
The dissertation deals with the problem of dynamic contact and kinematic constraints between 
various entities and the related issues of its implementation for static and dynamic finite ele­
ment analysis. The reason for the development i n this area is the increasing demands on functi­
onality of F E M softwares and also accuracy and performance of computational models. Firstly, 
the problem of enforcing contact conditions i n explicit dynamics is addressed. New methods 
are proposed with respect to the stability of the explicit time integration scheme so that there 
is no need to reduce the computational time step, adjust the input variables or solve a large 
system of equations. These methods are based either on basic kinematic principles or on the 
energy conservation law. Furthermore, attention is paid to different types of constraint condi­
tions having a wide application i n civil engineering practice. Understanding them is the star­
ting point for the subsequent definition of the newly designed finite element of the pulley. The 
correctness of all theoretically proposed methods and their implementation is demonstrated 
by numerical examples. 

Keywords 
Contact, finite element method, explicit dynamics, pulley element, contact constraints, penalty 
method, method of Lagrange Multipliers. 
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1 I Úvod 

Mechanickým kontaktem r o z u m í m e dotyk dvou či více těles, b ě h e m kterého docház í k růz­
n ý m t y p ů m interakce, jako je p ř e n o s hybnosti, tepla, či j iných d r u h ů energie [34]. Tělesa se 
b ě h e m pohybu mohou libovolně dotýkat svými povrchy, n e m ů ž e však docháze t k jejich vzá­
j e m n é penetraci. Tuto základní charakteristiku m e c h a n i c k é h o kontaktu nazýváme p o d m í n k o u 
nepenetrability či neprostupnosti těles. V mechanice deformovate lných těles představuje kon­
takt obzvláště ná ročný p rob lém. Lze na něj nahl ížet jako na zvláštní druh okrajové podmínky, 
která ovšem p ů s o b í na p ř e d e m n e z n á m é hranici, m á n e z n á m o u velikost a m u s í splňovat třetí 
Newtonův zákon akce a reakce [58]. Proto se však ne j edná o okrajovou p o d m í n k u v p r a v é m 
slova smyslu, ale její s tanovení je součást í řešení . To navíc komplikuje fakt, že na kon tak tn ím 
rozhraní docház í k d iskont inui tě posunu t í . 

P o d o b n ě jako u j iných p r o b l é m ů ma tema t i cké fyziky p o p s a n ý c h parc iá ln ími diferenciál­
n ími rovnicemi, existuje jen o m e z e n é množs tv í analytických řešení ú loh l ineární elasticity s 
kontaktem [22, 34, 78]. Proto se v inženýrské praxi k řešení často využívá numer ických pří­
s tupů, nejčastěji na bázi metody konečných prvků (MKP) [7, 54]. M K P je metoda prostorové 
diskretizace parciá lních diferenciálních rovnic. V širším slova smyslu se v inženýrské k o m u n i t ě 
pod pojmem M K P rozumí víceúčelový softwarový nástroj pro řešení multi-fyzikálních úloh. Ve 
s tavební praxi se M K P využívá nejčastěji pro řešení statických a dynamických, l ineárních i neli­
neá rn ích ú loh mechaniky kontinua. A je to právě ošet ření kontak tn ích podmínek , které dosud 
představuje otevřený p r o b l é m v ne l ineárn í konečnoprvkové analýze [93]. 

Z pohledu M K P se kontakt dělí podle typu diskretizace na: node-to-node, node-to-segment 
a segment-to-segment. Diskretizace typu node-to-node [90] p ředpok ládá konformní konečno ­
prvkové sítě, tj. sítě jejichž h ran ičn í uzly si odpovídají. Obecnějš í p ř ípad nekonfo rmních sítí 
ošetřuje diskretizace typu node-to-segment [95, 97], k terá zabraňuje penetraci uzlu na j e d n é 
s t raně kon tak tn ího rozhran í do segmentu, tj. hranice elementu, na s t raně d ruhé . Nejpokro-
čilejším typem diskretizace je segment-to-segment [51, 64, 65, 97], která kontak tn í p o d m í n k y 
formuluje v in tegrá ln ím smyslu. 

Bez ohledu na typ diskretizace lze mechan ický kontakt rozdělit na j e d n o s t r a n n ý (unilate-
rální) a dvous t ranný (bilaterální) [93]. Rozhraní j e d n o s t r a n n é h o kontaktuje schopno p řenés t 
pouze tlakové zatížení. Při t a h o v é m n a m á h á n í docház í k oddě len í těles, jak je schematicky zob­
razeno na obrázku 1.1b. Naopak, dvous t ranný kontakt je schopen p řenés t jak tlakové tak tahové 
napět í , viz obrázek 1.1a. Oba tyto základní typy kontaktu mohou nebo n e m u s í zohledňovat 
t ření na kon tak tn ím rozhraní . Pokud n e n í uvažováno tření, tak se tělesa mohou volně bez od­
poru pohybovat v t e č n é m s m ě r u ke k o n t a k t n í m u rozhraní , tj. nevznikají ž á d n é t ečné síly, viz 
opět obrázek 1.1a. A naopak, při uvažování t ření vznikají t e čné síly, jejichž velikost je svázána 
s t ečnými posuvy kons t i tu t ivním modelem tření . Nejznámějš ím takovým modelem je Coulom-
bovo tření , které rozlišuje dva s t a v y — s l e p e n í a skluz. Pokud tečné síly nepřekroč í jistou mez, je 
t ření ve stavu slepení , což schematicky ukazuje obrázek 1.1c. Při p řekročení té to meze dojde ke 
skluzu, viz obrázek 1. Id. Při oše t ření t řecího kontaktu v M K P se pak rozlišuje mezi t ř en ím s ma­
lými nebo velkými skluzy podle toho, zda m ů ž e docháze t k t e č n é m u pohybu v r ámc i jednoho 
či několika konečných prvků, které kontak tn í rozhran í diskretizují. Je důleži té poznamenat, že 
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Kapitola 1. Úvod 

kontak tn í rozhraní díky t ř e t ímu Newtonovu zákonu akce a reakce n e k o n á mechanickou práci . 
Jedinou výjimkou je stav skluzu, b ě h e m kterého t ečné síly konají práci na skluzech a docház í 
tak k disipaci mechan ické energie. 

c) kontakt s t ř e n í m lokální sou řadný sys tém d ) p r o k l u z b ě h e m tření 

Obrázek 1.1: Analogie mez i kontaktem a v n i t ř n í m d ě l e n í m tě lesa: a) kontakt bez t ř en í p ř e n á š í pouze t lakové síly v 
l o k á l n í m s o u ř a d n é m sys t ému , b) jakýkoliv tah vede k v y m i z e n í k o n t a k t n í h o rozh ran í , c) kontakt se t ř e n í m m ů ž e 
p ř e n á š e t smyková napě t í , d) p ř i C o u l o m b o v ě t ření , ve stavu bez p rok luzu zde n e n í ž á d n ý prokluz, dokud n e n í 
d o s a ž e n o kr i t i ckého s m y k o v é h o n a p ě t í . [93] 

Za speciální typ kontaktu lze považovat př ípad, kdy kritická mez t e č n é h o napě t í n e n í defi­
nována a tělesa jsou tak trvale spojena bez možnos t i prokluzu. Toho se nejčastěji využívá pro 
spojování konformních resp. nekonfo rmních konečnoprvkových sítí. V p ř ípadě konformních 
sítí lze jednot l ivé vazbové p o d m í n k y předepisovat v p o d o b ě l ineárních rovnic pro odpovída­
jící si pá ry uzlů. Poznamenejme, že v komerčn ích sys témech jako je NASTRAN [71], ANSYS [3] 
a další, se tento typ vazeb označuje t e r m í n e m multi-point constraint. 

V p ř ípadě nekonfo rmních sítí nacház í tento typu kontaktu široké up l a tněn í nejen pro mo­
delování nejrůznějších kons t rukčních spojů (lepené, svarové, nýtové, š roubové, apod.), ale i pro 
mode lován í komplexnějš ích p r o b l é m ů s tavební praxe, jako jsou např . že lezobetonové kompo­
zity. Vybrané příklady jsou zobrazeny na obrázku 1.2, kde vlevo v id íme model provázání ocelové 
výztuže s betonovou částí konstrukce v sys tému ATENA [33]. Vpravo je pak příklad svarového 
spoje m o d e l o v a n é h o v sys tému IDEA StatiCa [75]. 

a) p ř i p o j e n í výz tuže [33] b) n a h r a z e n í svaru [75] 

Obrázek 1.2: M o ž n á využi t í p e v n é h o kontaktu/vazby p ř i m o d e l o v á n í kons t rukc í . 

Na obecnějš í úrovni lze p r o b l é m l ineární i ne l ineárn í elasticity s kontaktem kategorizovat 
jako opt imal izační ú l o h u s vázaným e x t r é m e m [39]. Existuje celá ř ada metod řešení , ovšem ve 
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Kapitola 1. Úvod 

výpočtové mechanice kontaktu se zdaleka nejčastěji používá penal tová metoda [27, 35, 73] a 
metoda Lagrangeových mul t ip l ikátorů [32, 63, 93]. Princip penal tové metody spočívá v převe­
dení opt imal izační ú lohy s v á z a n ý m e x t r é m e m na ú l o h u s vo lným e x t r é m e m tak, že se vazbová 
p o d m í n k a vynásobí poku tovým parametrem a přičte se k cílové funkci. Tato metoda je obl íbená 
pro svou jednoduchost a výpočetn í nená ročnos t , p ro tože nezvyšuje poče t n e z n á m ý c h . Nevý­
hodou je p o t ř e b a volit hodnotu pena l tového parametru, která je závislá na řešené úloze. Příliš 
ma lá hodnota způsobuje n e p ř e s n é sp lnění vazbových p o d m í n e k a naopak příliš velká hodnota 
vede na špa tně p o d m í n ě n ý sys tém l ineárních rovnic. 

Metoda Lagrangeových mul t ip l ikátorů patř í mezi klasické metody pro řešení opt imal izač­
ních ú loh s v á z a n ý m ex t rémem. Na rozdíl od penal tové metody vynucuje vazbové p o d m í n k y 
přesně . Za nevýhodu té to metody se někdy považuje fakt, že zvyšuje poče t n e z n á m ý c h a vede 
na indefinitní sys tém l ineárních rovnic, tj. p r o b l é m sedlového bodu, pro j ehož řešení je po t ř eba 
využít odpovídajících řešičů. 

N e m é n ě důleži tou oblast í výpočtové mechaniky kontaktu je dynamický kontakt. Rychlé rá­
zové děje a ne l ineárn í post-s tabi l i tní analýzy, jako je např . ná raz letounu do s tavební kon­
strukce, se nejčastěji v časové oblasti diskretizují explici tními časovými s chéma ty [88]. Výho­
dou explicitní časové integrace je, že v p ř ípadě diagonální matice hmotnosti se sys tém lineár­
ních rovnic stává l ineárně nezávis lým a každou rovnici tak lze řešit s amos ta tně , čehož lze využít 
k mas ivní paralelizaci řešení . Oproti tomu hlavní nevýhodou explicitních časových s chéma t je 
jejich p o d m í n ě n á stabilita, která limituje maximáln í velikost časového kroku, se k terým lze sta­
bi lně integrovat. Dá se ukázat , že kritický časový krok je p ř ímo ú m ě r n ý ne jmenš í pe r iodě celého 
sys tému resp. maximáln í vlastní frekvenci konečnoprvkové sítě [7]. Kontaktní rozhran í je velmi 
často krit ickým mís tem, které určuje kritický časový krok celého sys tému. S ros toucí tuhos t í 
kon tak tn ího rozhran í se snižuje perioda sys tému, resp. roste jeho největší vlastní frekvence, a 
ú m ě r n ě tomu se snižuje kritický časový krok. Limi tn ím p ř í p a d e m je dokonale tuhý kontakt, pro 
který je kritický časový krok nulový a v takovém p ř ípadě nelze s tabi lně integrovat. 

Z výše p o p s a n é h o je pa t rné , že ošet ření explicitního dynamického kontaktu představuje 
otevřený p rob lém, j ehož vyřešení je hlavní ambic í té to diser tační práce . Předk ládaný text je 
s t rukturován do 6 kapitol vče tně úvodu a závěru. Nejprve je v kapitole 2 shrnut současný stav 
poznán í v re levantních oblastech výpočtové mechaniky. N a základě rešerše o d b o r n é literatury 
bylo identifikováno několik cílů té to d iser tační práce , které jsou p ředs taveny v kapitole 3. Z á m ě ­
rem kapitoly 4 je pak podrobně j i popsat použ i té metody a ukáza t na jejich slabiny, které jsou 
řešeny v hlavní části té to práce . V nejobsáhlejší kapitole 5 jsou prezen továny vlastní výsledky 
výzkumu, kterých bylo v r ámc i diser tační p ráce dosaženo . Jsou zde p o p s á n y principy nově na­
vržených metod a vylepšení stávajících př í s tupů , které byly i m p l e m e n t o v á n y v r ámc i řešiče na 
bázi konečných prvků, jenž je využíván jako výpočetn í j ádro v komerčn ích programech Dlubal 
RFEM a SCIA Engineer. Implementace byla ná s l edně verifikována na celé ř adě numer ických 
příkladů, které prokazují p ře snos t navržených metod a správnos t jejich implementace. 
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2 I Současný stav poznaní 

Tato kapitola shrnuje p o t ř e b n o u teorii aplikovanou v té to práci a jako taková se dotýká všech 
re levantních oblas tní výpočtové mechaniky, které jsou p o t ř e b a k oše t ření s ta t ického i dyna­
mického kontaktu v MKP. V úvodu kapitoly je zformulována počá tečn í okrajová ú loha elasticity 
s kontaktem nás ledována var iační formulací , jakožto n u t n ý m teoret ickým zák ladem pro pro­
storovou diskretizaci metodou konečných prvků. Z m í n ě n á je rovněž problematika diskretizace 
kon tak tn ího rozhran í a vyhledávání kontaktu. Pro řešení dynamických ú loh je pak p o t ř e b a ča­
sové diskretizace, o které je p o j e d n á n o v závěru kapitoly. 

2.1 Formulace počáteční okrajové úlohy s kontaktem 

Úlohu elastodynamiky s kontaktem, která je schémat icky zobrazen na obrázku 2.1, definujeme 
jako ú lohu na lezení řešení pohybové rovnice na oblasti D, - D,\ u D.2 mající hranici ľ = T i u T2 v 
časovém intervalu T d o p l n ě n o u o okrajové, počá tečn í a kontak tn í p o d m í n k y ve tvaru 

Va + fv = pil v í l x T, 

a = 0 : e, 

e = \[{Slu) T + Vu], 

u-u n a ľ M x T, 

n <7 =/o na r a x T, 

u{x, ř ) | f = 0

 : = MO v Q, 

ú(x, ř ) | f = 0

 : v Q, 

gn>0 na T c x T, 

ac

n<0 na T c x T, 

gnOn = 0 na T c x T, 

(2.1) 

kde symbol V- m á v ý z n a m divergence, a je tenzor napět í , fv je vektor objemových sil, p je hus­
tota a w je d r u h á časová derivace pole posunu t í , tj. zrychlení. Tenzor napě t í je svázán s tenzorem 
deformace e kons t i tu t ivním vztahem, v p ř ípadě l ineární elasticity Hookovým z á k o n e m (2.1)2, 
kde B je tenzor t ečné tuhosti. Tenzor deformace e je definován jako symetr ická část gradientu 
posunut í , viz (2.1)3. Dirichletovy okrajové p o d m í n k y (2.1)4 předepisuj í p o s u n u t í u na hranici 
r „ c T a Neumannovy okrajové p o d m í n k y (2.1)5 předepisuj í t rakční vektor napě t í / 0 na hra­
nici r C T c r . Počáteční ú loha si žádá p ředepsa t rovněž počá tečn í podmínky. Na celé oblasti Q 

je proto p ř e d e p s á n o počá tečn í p o s u n u t í Uq (2.1)6 a počá tečn í rychlost Vq (2.1)7 V čase t - 0. 
Konečně kontakt je charakter izován p o d m í n k o u impenetrability (2.1)s, která vyžaduje, aby na 
kontak tn í hranici ľ c c r byla mezera n e z á p o r n á gn > 0 a p o d m í n k o u z á p o r n é trakce (2.1)9, 
která na kon tak tn ím rozhran í u m o ž ň u j e pouze tlak o°n < 0. Komplementaritu t ěch to dvou pod­
mínek, tedy že b u ď je mezera o tevřená a kontak tn í trakce je nulové nebo mezera je uzavřená 
a na kon tak tn ím rozhraní je tlak, vyjadřujeme třetí p o d m í n k o u , tzv. p o d m í n k o u komplementa-
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rity (2.1) 10. 

Obrázek 2.1: Formulace p o č á t e č n í okrajová ú l o h y elastodynamiky s kontaktem. 

2.2 Variační formulace 
Při řešení ú loh mechaniky vycházíme z var iačních pr inc ipů, nejčastěji pak z Lagrangeova prin­
cipu min ima celkové potenc iá ln í energie soustavy. Tento princip udává, že celková potenciá ln í 
energie soustavy II je m in imá ln í právě když je dosaženo rovnovážného stavu. Při řešení těch to 
p r o b l é m ů h l e d á m e m i n i m u m tohoto funkcionálu, kde je dosaženo ÔU - 0. Energie II se skládá 
z kinetické energie Ilfc, po tenc iá ln í energie vni t řn ích sil Ua a po tenc iá ln í p ráce vnějších sil (ob­
jemových a povrchových) Up 

5n = £n f c + £ n C T - £ n p = o. (2.2) 

Při uvažování dvou deformovate lných těles Cli^ s hranicemi i \ 2 lze jednot l ivé energet ické složky 
rozepsat, č ímž dostaneme z n á m ý princip vir tuálních p o s u n u t í [7] ve tvaru 

/ Ôupiidíl+l o\Ô£dQ.-\ fvÔudíl- \ fo-Ôudľ-0, (2.3) 
JQ.1,2 "^1,2 «íil,2 "^1,2 

kde je p - hustota, a - napě t í , e - přetvoření , fv - objemové síly, f0 - povrchové síly a u - defor­
mace. Popsaný vztah (2.3) m u s í m e rozšířit, pokud chceme zároveň počí ta t s ně jakou formou 
kontaktu, ať už se j e d n á o kontakt mezi t ěmi to tělesy nebo o kontakt tělesa se sebou s a m ý m . 
Rozšířený zápis uvažující s kontaktem lze nalézt např ík lad v [83], a je o b e c n ě definován jako 

/ Ôu-pudíl+ j G-.ÔedQ.- j fv-Ôudíl- j f0-Ôudľ + ÔUC - 0, (2.4) 
jQ.lt2 «íil,2 

kde n c je př íspěvek energie kontaktu, který zpros t ředkovává interakci mezi t ě l e sy /p lochami v 
kontaktu. Člen <5I1C lze zapsat v integrální formě jako 

(2.5) 
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kde ac

n je normálové kontak tn í napě t í a gn je no rmá lová vzdálenos t entit v kontaktu, avšak kon­
krétni podoba č lenu ÔUC se liší dle použ i té metody pro řešení kontaktu a také v závislosti na 
formulaci kontaktu. 

2.3 Diskretizace pomocí metody konečných prvků 
Metoda konečných prvků (MKP) je technika sloužící ke zjištění př ib l ižného řešení př i zadaných 
okrajových p o d m í n k á c h [29]. M K P vychází z pr incipu var iačního p o č t u a navazuje na práci R i -
tze [67] a Galerkina [17], kteří navrhovali řešení funkcionálu p ř ímo za pomoci l ineárních kom­
binací funkcí [50]. Obecně tak jejich řešení vede na soustavu l ineárních algebraických rovnic, 
což je i p ř ípad metody konečných prvků. Na rozdíl od z m í n ě n ý c h p ř í s tupů je M K P lepší ve způ­
sobu, j akým je transformace na soustavu l ineárních algebraických rovnic provedena [54]. Pře­
chod je proveden za pomoci dekompozice spojité oblasti Q na dílčí části Qe (viz obrázek 2.2), 
na kterých je po t é vyjádřen fyzikální vztah za využití takzvaných tvarových funkcí p ř ímo na­
vázaných na dílčí části Qe. Poprvé přišel s touto metodou Courant [9]. M K P je tak z o b e c n ě n á 
Ritz-Galerkinova variační metoda, která využívá tvarové funkce na malých k o m p a k t n í c h oblas­
tech, jenž jsou úzce provázány se zvoleným rozdě len ím celé řešené oblasti na konečné prvky 
[54]. 

Celková potenc iá ln í energie se tak rovná s u m ě energií ze všech konečných prvků 

Energii lze zapsat ve formě práce jako součin síly na p o s u n u t í (př ípadně napě t í na přetvoření) 
přes všechny oblasti 

n = £ n , (2.6) 
c 

(2.7) 
e e 

(2.10) 

(2.8) 

(2.9) 

Obrázek 2.2: P ros to rová diskretizace spoj i té oblasti O na j edno t l ivé elementy O e . 
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Diskretizace za pomoci metody konečných prvků bude vysvětlena na rov inném p r o b l é m u 
za p ředpok ladu rovinné napjatosti (<7Z = yxz - yzx - yyz - jzy - 0). 

2.3.1 Vztahy přetvoření-deformace a konstitutivní vztahy napětí-přetvoření 
Jak již název sekce vypovídá, j e d n á se o vztahy pro výpočet pře tvoření a napět í , j enž jsou pro 
výpočty v mechanice těles klíčové. Vektor pře tvoření a jemu odpovídající l ineární část geomet­
rických rovnic m á tvar 

_ dux 
x dx 

dUy 
ey = ^ 7 (2.1D 

dux duy  

T x y = ~dy~ + ~dx~ 

a konst i tut ivní vztahy pro výpočet napě t í z pře tvoření pro l ineárně izot ropní mater iá l 

E 
<?x=- ~íex + vey), 

E 
o> = - ?{ey + vex), (2.12) 

J 1 — v 
E 

Txy-2(T7v)rxy-

2.3.2 Tvarové funkce 
Jak již bylo uvedeno výše, v m e t o d ě konečných prvků se využívají takzvané tvarové funkce de­
finované pro každý konečný prvek. Práce s n i m i je vysvětlena na l ineá rn ím rov inném trojúhel­
n íkovém prvku ve 2D. Kromě trojúhelníkových prvků existuje široké spektrum j iných prvků, 
jejichž podrobně jš í popis lze nalézt např ík lad v [54] či [7]. Tvarové funkce pro trojúhelníkový 
l ineární prvek lze vypočí tat p ř í m o z p l aná rn í ch souřadnic . Poloha bodu b v t rojúhelníku je de­
finována p o m o c í barycentr ických souřadnic , které jsou p o p s á n y p o m ě r y ploch 

N2 = % (2.13) 

A3  

d A 

kde plochy A\, A2 a A3 jsou z n á z o r n ě n y na obrázku 2.3b a celková plocha elementu je rovna 

A = A±+A2 + A3. (2.14) 

Zajímavostí je, že i p řes trojici barycentr ických souřadn ic je poloha bodu u r č e n a již dvojicí 
souřadnic , p ro tože třetí souřadn ice m ů ž e být dopoč í t ána s p o m o c í p ředchoz ích dvou. Z (2.13) 
a (2.14) také vyplývá 

Ni + N2 + N3 = l, (2.15) 
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a) 

y 

(1,0)' 

b) c) 

Obrázek 2.3: Tvarové funkce na j ednom t r o j ú h e l n í k o v é m l i n e á r n í m k o n e č n é m prvku. 

čehož se v praxi často využívá a př i rozené souřadn ice (viz obrázek 2.3c) slouží k popisu polohy 

x = £ NíXí, (2.16) 
Í'=I 
3 

a deformací [7] 

Dosazen ím (2.15) do (2.16) z ískáme 

y = E 
i=i 

U ^ J V Í U Í . (2.17) 

Xi x2 x3 

yi yz y3 

i i i 

N i X 

iV 2 - y 
i 

(2.18) 

Po vyřešení 
xi x2 x3 

yi yz 73 
1 1 1 

ských souřadnic ích 

m ů ž e m e jednot l ivé hodnoty N i , A/2 a N3 vyjádřit p ř ímo v kartéz-

N 1 = 

N 2 = 

N 3 = 

(^273 - X3y2) + [yi - y3) *b + (x3 - x2) yb 

2A 
(^371 -xiy3) + [y-i - yi) Xb + íxi - x3) yb 

2A 
(•̂ 172 - x3yi) + (yi - y>) xb + [x2 

- xi) yb 

(2.19) 

2A 

kde Xfo a y& reprezentuj í souřadn ice bodu b (viz obrázek 2.3b) a 

2A = x i y 2 + x 2 y 3 + x3yi - yxx2 - y2x3 - y3xx = 

1 xi y i 
1 x2 y2 

1 x3 y3 

(2.20) 
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Alternat ivně s p o m o c í Jakobiánu 
N2 Xi x 
N3 + 

Xi 
— 

N3 + yi y. 
(2.21) 

kde 

J 
X2 -X\ X3 - X i 

yi-yi yz-yi. 
detj = (x 2 - xi) (3/3 - yi) - (x 3 - Xi) (y 2 - yi) = 2A. 

(2.22) 

Maticový zápis (2.17) je 

^x 
uy 

Ni 0 iV 2 0 N3 0 
0 JV! 0 JV2 0 JV3 

^ x l 

^x2 

"x3 
l / y 3 

Nu. (2.23) 

Rovnice (2.23) a konkré tně matice tvarových funkcí N slouží jako podklad k vyjádření p ře­
tvoření z p o s u n u t í p o m o c í dosazení do vz tahů (2.11) 

£y 
Txy 

1 
2~A 

dux 
dx 
OUy 

dux duy 

dy dx 

y 3 ) 0 
íx3- x 2 ) 

x 2 ) (y 2 - y3) 

dNi 0 dN2 0 dN3 0 dx 0 dx 0 dx 0 
0 dNi 0 dN2 0 dN3 0 

dy 
0 

dy 
0 

dy 
äNi dNi dN2 dN2 dN3 dN3 

dy dx dy dx dy dx 

Uyl 

UX2 

Uy2 

Uy3 

iy3 - y i) 
o 

o 
(Xi - x 3 ) 

(yi - y i) 
o 

o 
(x 2 - Xi) = Bu, (2.24) 

Uyl 

UX2 

Uy2 

Uy3 

kde B určuje vztah mezi uzlovými posuny u a vektorem pře tvoření e [74]. Matice B tak u m o ž ­
ňuje zapsat p ř ímo konst i tut ivní vztah mezi n a p ě t í m a deformacemi s využit ím tvarových funkcí 
jako 

crx E 1 v 0 ' £x ' 
a - °y 

Jxy. 
1-v2 

v 
0 

1 
0 

0 
1-v 

2 -1 

£y 

Jxy. 
De = DBu, (2.25) 

kde D je mat icový zápis (2.12). Matice D je vyjádřena pro elastické těleso, a proto je označována 
jako elastická matice napě t í -p ře tvořen í či matice D [74]. 

2.3.3 Ekvivalence sil v uzlech 
Dle Castiglianova prvn ího t e o r é m u platí, že pro elastický sys tém v rovnováze je parciální deri­
vace celkové energie pře tvoření podle deformací v bodu rovna aplikované síle ve s m ě r u defor­
mace v t e m ž e bodu [29]. Díky tomu lze vyjádřit rovnováhu mezi vni t řn ími silami v elementu D,e 
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a vnějš ím za t ížením působíc í na element Qe a jeho hranice ľe 

j (j:Ôedíl-\ fv-Ôudíl+ \ fo-Ôudľ-l Ôu-púdQ.. (2.26) 
JQ.g JQ.g **^e 

Za pomoci tvarových funkcí při dosazení (2.23) a (2.24) do (2.26) z ískáme 

ÔuT [ BT<rdn = ÔuT\[ NTfvdQ+ [ N r f 0 d r - f NTpNúedn), (2.27) 
jQ.e \JQ.e Jľe Jne I 

kde Ôu je vir tuální posun v uzlech. Jelikož m u s í být tento vztah p la tný pro jakékoliv hodnoty 
vir tuálních posunu t í , lze je pokrát i t [99]. Výsledný vztah 

í BTadQ= \ NTfvdQ+ í N r f 0 d r - í N r p N ú d Q , (2.28) 
Jne Jne Jre Jne 

lze zapsat jako 
MeÚe + KeUe = fe, (2.29) 

kde 

J 
NTfvdQ + 

K e = / 
J 

B r D B d Q , 

M e = I pNTNdQ. 

Ír, 

(2.30) 

2.3.4 Tvorba celkové soustavy rovnic 
Složením všech dílčích rovnic (2.29) pro každý konečný prvek v D, z ískáme celkovou soustavu 
rovnic 

M u + K u = f, (2.31) 

kde jsou jednot l ivé členy d á n y lokalizací všech dílčích částí každého elementu (2.7) do globální 
soustavy 

f = A Í NTJvdn + / \ í N j fod r , 
e JQ-e e Jľe 

K = / \ [ B e

r D e B e d a (2.32) 

M = A Í penT

eNedn, 
e JO.e 

kde A je s t anda rdn í operá to r sestavení globální matice z dílčích matic konečných prvků [7]. 
Rozměr matic M , K a vektoru f je d á n sumou s t u p ň ů volnosti přes všechny uzly. Zapíšeme-l i 
lokální uzlové sub matice t rojúhelníkového prvku jako 

K e . K e . K e , 
ii ij ik 

«5« K'll K% 
K e K e K e 

Ärz Äľ j kle 

(2.33) 
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kde i, j a A; jsou čísla uzlů, m ů ž e m e popsal lokalizaci tohoto prvku do globální soustavy jako 

1 . . . i ... j ... ^ ... n 

1 o 

0 

J 

k 

n 

0 

0 

0 

ii 

0 Me. 

0 

i] 

0 

M e , 
ik 

ik 

7* 

o o 

Ui 

Ui 

Uk 

+ 

0 0 0 0 0 0 0 

0 • K e . • 
ii 

• K e . • • K e , • 
ik 

0 Ui fi 

0 • K • • K u • • K e , • 
ik 

0 U J fj 

0 • K e . • 
Ji 

• K e . • 
33 

• K e , • 
3k 

0 fk 

0 0 0 0 0 0 0 

(2.34) 

kde n je poče t uzlů. 
Za své rozšíření vděčí metoda konečných prvků h lavně p o t ř e b á m inženýrské praxe, kdy 

nad p ř í m ý m ře šen ím parciá lních diferenciálních rovnic vyniká h lavně svou tvarovou obecnos t í . 
Řadu fyzikálních p r o b l é m ů lze totiž pro o b e c n é tvary vyžadované inženýrskou praxí formulovat 
jen složitě, zdali vůbec . 
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2.4 Diskretizace kontaktu 
Pro výpočet kontak tn ích ú loh v m e t o d ě konečných prvků je klíčová diskretizace kontaktu, která 
určuje kontak tn í elementy přenášej ící síly mezi tělesy. Existují r ůzné způsoby jak diskretizovat 
rozhraní mezi povrchy, které definují kontakt a jsou sami o sobě již diskretizovány. Rozlišujeme 
tři typy diskretizace: 

• Node-to-node (NTN), 

• Node-to-segment (NTS), 

• Segment-to-segment (STS). 

N T N je ne j jednodušš í [41], nejstarší a stabilní diskretizace [15] je použ i te lná pouze pro kon­
formní sítě, kde m á každý uzel na jednom kon tak tn ím povrchu odpovídající uzel na d r u h é m 
kon tak tn ím povrchu [93], j e d n á se tedy pouze o propojen í mezi dvojicí uzlů, jak je znázor­
n ě n o na obrázku 2.4a. Směr kontaktu pro každou dvojici uzlů je u r č e n m i n i m á l n ě j e d n í m vek­
torem, obvykle n o r m á l o u jednoho z povrchů. Kontakt N T N m ů ž e být využit pouze v p ř ípadě 
malých deformací . Tento typ diskretizace p řenáš í kon tak tn í napě t í korektně přes kontak tn í roz­
h ran í [77] a splňuje tak tzv. patch test. 

c) d) 

Obrázek 2.4: Z n á z o r n ě n í r ů z n ý c h d r u h ů diskre t izací k o n t a k t ů : a) node-to-node, dvojice uz lů a s m ě r kontaktu; 
b) node-to-segment, slavě uzly a j i m př ís luš íc í master segmenty; c) segment-to-segment, k o n t a k t n í elementy a 
mez i l eh l á i n t eg račn í l inie; d) contact doma in diskretizace, k o n t a k t n í elementy [93]. 

Diskretizací NTS lze již použ í t pro velké deformace [20]. Jedná se o víceúčelovou diskreti-
zační techniku [26], použ i t e lnou i pro nekonfo rmní sítě. Kontakt je tvořen kon tak tn ími dvoji-
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cemi sestávajících se z uzlu (sláve) a segmentu (master), na který je uzel projektován (viz ob­
rázek 2.4b). Takováto projekce m ů ž e být p rob lemat ická z pohledu citlivosti řešení na náh lý 
p ř e c h o d slavě uzlu z jednoho segmentu na j iný v p r ů b ě h u výpočtu, lze j i však vylepšit za po­
moci vyhlazování master s e g m e n t ů [87]. NTS ve své základní formulaci nep rocház í patch tes­
tem [12, 77], tento nedostatek lze však řešit využit ím two-pass techniky [20], kdy jsou kontaktn í 
dvojice h ledány dvakrát, p ro tože oba povrchy slouží jako slavě i master k vytvoření dvou vrstev 
kontak tn ích e l emen tů . Tato technika ale m ů ž e mýt př íč inou přeurči tos t i soustavy [60], nespl­
ňuje takzvanou Babuška-Brezziho p o d m í n k u a také m ů ž e vést k tzv. locking p r o b l é m u [39]. 
Podrobnějš í informace o patch testu kon tak tů pro NTS diskretizaci lze nalézt v [10]. Existují 
i modifikace NTS diskretizace, které patch testem procház í pro penaltovou metodu [85, 95] i 
pro metodu Lagrangeových mul t ip l ikátorů [85]. Technika contact domain navrhnuta v [21, 60], 
je za ložena na symetr ické NTS diskretizaci a tvarových funkcích kontak tn ích e lementů . Zóna 
mezi kon tak tn ími povrchy je vyp lněna kon tak tn ími prvky (obrázek 2.4d) a tvoří tak vrstvu, ve 
které je kontak tn í p r o b l é m řešen. Tato formulace je stabilní a p rocház í patch testem, ale její 
t ro j rozměrnou implementaci nelze aplikovat pro l ibovolně dě lené kontak tn í povrchy [59]. 

STS diskretizace z n á z o r n ě n á na obrázku 2.4c byla p rvně navržena v [72] a nás l edně pro 
dvourozměrný příklad definována v [97]. Kontakt je definován přes celé elementy v kontaktu. 
Diskretizace byla ú s p ě š n ě použ i ta v kombinaci s mortar metodou pro n e s h o d n é sítě inspiro­
vané domain decomposition metodou [81]. Jedná se o stabilní techniku procházej ící patch tes­
tem, ale její implementace pro všeobecné příklady představuje p r o b l é m [51, 64, 65, 92, 91]. Sa­
m o s t a t n á diskretizační technika je po t ř eba pro Nitscheho metodu [8, 86], kde Gaussovy body 
jednoho povrchu hrají rol i slavě uzlů. Porovnání Nitscheho a mortar techniky lze naléz t v [16]. 
Mortar metoda spočívá b u ď v zavedení mezi lehlé kontak tn í plochy, kde je definováno kon­
taktní napět í , nebo využití jednoho z kontak tn ích povrchů jako mortar plochy [83]. Tato formu­
lace vede na popis kontaktu se t ř e n í m pro velké prokluzy a velké deformace, p rocház í patch 
testem pro rozdí lné sítě a na rozdíl od NTS ne t rp í na locking p r o b l é m [93]. Další využití STS pří­
stupu bylo p rezen továno v [63], kde jsou na mez i leh lém kon tak tn ím povrchu definovány uzly, 
p ros t řednic tv ím kterých jsou vynuceny kontak tn í p o d m í n k y na uzlech př ís lušných segmentů , 
za pomoci Lagrangeových mult ipl ikátorů. 

I přes z m í n ě n é nedostatky je diskretizace NTS nejpoužívanější pro popis kontaktu mezi roz­
dí lnými s í těmi konečných prvků [96] a stále se rozšiřuje její aplikace na širší pole ú loh [46, 83]. 
V té to práci jsou využity diskretizace N T N a NTS. 

2.4.1 Hledání kontaktu 
Pro výpočet obecnějš ích diskretizaci kontaktu je p o t ř e b a nejprve kontakt lokalizovat. To spo­
čívá např . př i diskretizaci node-to-segment v na lezení odpovídající dvojice slavě uzlu a mas­
ter segmentu. K identifikaci dvojice se využívá výpočtu min ima funkcionálu pro no rmá lovou 
vzdálenost uzlu od segmentu, z d ů v o d u diskretizace na konečné prvky je t ř eba počí ta t pouze se 
spojitostí povrchu C°, což je dle [93] definováno jako 

F(x*) = m i n [F(JC)] o3e,Vjce(jc 0 ;JCi), (2.35) 
xe(xo;xi) 

\\x-x*\\<e:F{x)>F(x*). 

Tento př í s tup nevede vždy ke v h o d n é m u nalezení kontaktu, a tak je v h o d n é hledat i globální 
m i n i m u m s využi t ím infima z n á z o r n ě n é h o na obrázku 2.5. 

K lokalizování kontaktu se využívá Algoritmus 1, který pro každý slavě uzel vyhledá nejprve 
nejbližší segment za p ř edpok ladu min ima normálové vzdálenost i a posléze se provede ješ tě 
vyhledání nejbližší hrany pro na lezení p ř í p a d n é h o globálního minima. 
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Kapitola 2. Současný stav p o z n a n í 

Obrázek 2.5: Rozdíl mez i definicí ne jb l ižš ího b o d u podle in f a m i n [93]. 

i foreach uzel in slave_uzly do 
2 ď mi t i — Double.MaxValue; 
3 id - 0; 
4 foreach segment in master_segmenty do 
5 if uzel kolmo na segment (dopočet např. dle Ray Casting algoritmu [70] nebo 

Winding Number algoritmu [1 ]) then 
6 d - ko lmá vzdálenos t na segment; 
7 \id<dmin then 
8 dmin — d, 
9 id - segment.id 

10 end 
11 end 
12 foreach var hrana in segment do 
13 d - vzdálenost k h raně ; 
14 \ i d < d m i n then 
15 dmin — d; 
16 id - segmentid; 
17 end 
18 end 
19 end 
20 if id > 0 then 
21 uzel.segment_id = id; 
22 uzel.souradnice = dopoče t př i rozených souřadn ic polohy uzlu na segmentu 

(například dle [25]); 
23 end 
24 end 

Algoritmus 1: Výpočetní postup hledání kontaktní dvojice. 
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2.5 Časová diskretizace 
Rovnice (2.31) jsou ješ tě p ř ed časovou integrací diskretizovány v čase tak, že se výpočet rov­
nováhy p ř e d e p s a n é těmi to rovnicemi nep ředpok l ádá spojitě v l ibovolném čase t, ale pouze v 
diskrétních časových krocích Aŕ. Z té to časové diskretizace vyvstává p o t ř e b a výpočtu z m ě n y 
deformací u, rychlostí ů a zrychlení u v k a ž d é m časovém kroku A t. Časový krok A t je zpravidla 
d á n rozdě len ím celkového času T na určitý poče t ekvidis tantních úseků TIN (kdy N je poče t 
časových kroků), avšak je m o ž n é volit tento krok i variabilní. Právě metody pro výpočet z m ě n 
u, ú, u a velikost časového kroku Aŕ určují přesnos t , stabilitu a ná ročnos t řešení [7]. Metodami 
integrace je myš len popis vz tahů pro výpočet z m ě n deformací , rychlostí a zrychlení mezi jed­
notl ivými časovými kroky. Jednotlivé metody mají své výhody a často vyžadují r ů z n á nas tavení 
časových kroků a v závislosti na nich také dosahuj í různých přesnost í . Zde jsou p o p s á n y jen 
některé metody použ ívané pro výpočet ne l ineárn í dynamické analýzy. 

2.5.1 Explicitní integrace 

V explicitní m e t o d ě se pro výpočet deformací v čase tn+i p ř edpok ládá rovnováha v čase tn 

Mu„ = r„, (2.36) 

kde r značí reziduálni síly d a n é vztahem 

r„ = f„Ku„. (2.37) 

Nejběžněji použ ívanou metodou je pak metoda cent rá ln ích diferencí [7]. Hlavní výhodou té to 
metody je př i využití d iagonální matice M m o ž n o s t neřeši t rovnici (2.36) jako soustavu závislých 
rovnic vyžadující faktorizaci. Nevýhodou té to integrace je o m e z e n í velikosti časového kroku A ŕ 
z d ů v o d u stability, kdy časový krok m u s í být m e n š í než kritický časový krok A ŕ < tCI. Kritický 
časový krok ř c r = kde Tmin je ne jmenš í perioda v d a n é m časovém kroku. 

2.5.1.1 Metoda centrálních diferencí 

Tato metoda je jedna z nej využívanějších a vychází ze vztahu pro výpočet rychlosti 

1 

ů„ = — (u„+i - u „ _ i ) , (2.38) 

kdy n je pořad í časového kroku, a zrychlení 

ii„ = 2 — - , (2.39) 

kde 
— \xn 

u _ + i = , 2.40 
u „ - u „ _ i 

u__i = . 2.41 
n 2 Ař 

Substi tucí (2.40) a (2.41) do (2.39) lze zrychlení vyjádřit jako 

1 
ii„ = — ( u „ _ i - 2 u „ + u„+i) , (2.42) 
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Dosazen ím (2.42) a (2.38) do (2.31) z ískáme 

1 M u n + 1 = f n - Í K - A M | u B - í - ^ M | u „ _ i . (2.43) 
k A ŕ 2 J I A ř 2 ) " U ř 2 

Na základě výše uvedených rovnic je algoritmus za ložen na výpočtu zrychlení z rovnice (2.36) 

u „ = M - 1 ^ . (2.44) 

Při využití d iagonálni matice M , m ů ž e být sys tém rovnic rozložen do řešení N nezávislých rov­
nic pro každý s t u p e ň volnosti v k a ž d é m uzlu 

• rj 

u]

n^—., (2.45) 
m1 

Aúj = új

n-Atn, (2.46) 

új , = új , +Aúj, (2.47) 

ul+l = u]

n + ú] ,-At]

 l t (2.48) 

kde 

Ař 7 , = — — (2.49) 
n+í 2 

a j nabývá hodnot od 1 do N [112]. 

2.5.2 Implicitní integrace 

V implici tní m e t o d ě se p ředpok ládá rovnováha v čase tn+i 

Mu„+i + Ku„+i = f„+i, (2.50) 

což v p ř ípadě nelinearit vede k nutnosti i terací v k a ž d é m časovém kroku. 
2.5.2.1 Newmarkova metoda 

Výpočet rychlostí a deformací je v Newmarkově m e t o d ě d á n vztahy 

[ ( l - y ) u „ + r u „ + i ] A ŕ (2.51) 

u„+i = u „ + ů „ A ř + [ ( 0 , 5 - i 6 ) u „ + i 8 u „ + i ] A ř 2 , (2.52) 

kde y a /3 jsou volitelné parametry v intervalech 

7£<0;1>, (2.53) 

j8e<0;0,5>. 

Právě nas taven í t ěch to p a r a m e t r ů m á vliv na stabilitu řešení a jejich popis lze nalézt v řadě 
publikací (např. [47] či [98]). Metoda je b e z p o d m í n e č n ě stabilní při sp lnění p o d m í n k y 2/3 > y > 
\ , avšak [47] i [98] udávají, že urči té hodnoty y vedou k v ý z n a m n é chybě a metoda p o d m í n ě n ě 
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konverguje, pokud je zajištěn dos ta t ečně malý časový krok A r splňující p o d m í n k u 

A ř < - ^ = , (2.54) 

U>max\J\ - P 

kde /3 < \, y > \ a (omax m ů ž e být d o p o č t e n a z řešení vlastních čísel d o p o č t e m a>max - y21-- Za 
předpokladu , že přírůstky jsou d á n y 

(2.55) 

= u n + Au„+i 

Ů n +i = ů „ + Aů„+i 

= i i n + Au„+i 

)0Aí : 

- T Aů„+i = u„+i + — A u n + 1 , 

kde 

v /3Af 2 2y8 i 

Aú„+i = ( l - ^ ) A ř i i „ - ^ ů „ , 

lze př í růs tek deformací zapsat jako sumu př í růs tků přes iterace 

Niter 
L 
fc=i 

Dosazen ím rovnic výše do rovnice (2.50) z ískáme 

1 
Atin+i = ú„+i + - ^ - ^ Au„+i , (2.56) 

kde 

A-

(2.57) 

Au„+i = £ fcAAu„+i. (2.58) 

K„ f c Au = fcf„+i - MAú„+i , (2.59) 

K " = M A 7 M + K - ( 2 - 6 0 ) 

A A « Í í ^ i - M A Ú ^ O K - 1 p r o f c = l 
AAu„+i = < . (2.61) 

% + i K , / p r o f c > l . 

S využi t ím vztahu (2.61) k výpočtu rovnice (2.58) lze i te račně vypočítat př í růs tek deformace v 
časovém kroku. 
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3 I Cíle disertační práce 

Cíle té to diser tační p ráce byly na základě spo lupráce autora s firmou FEM consulting d á n y pře­
devším požadavky s tavební praxe po konkré tn ích řešeních jež by umožn i l a lepší a přesnější 
výpočty s tavebních a strojních konstrukcí . T é m a t e m práce jsou statika, dynamika a kinematika 
kon tak tů těles, a právě vývoj a implementace kon tak tů do řešiče na bázi konečných prvků dali 
vzniknout t ě m t o konkré tn ím cílům: 

1. Návrh nových metod pro explicitní dynamický kontakt. 

Budou navrženy nové obecné metody pro vynucen í vazbových p o d m í n e k kontaktu v ex­
plicitní dynamice tak, aby bylo m o ž n é integrovat vyšším časovým krokem při zachování 
stability řešení a zároveň u m o ž n i t řešit pohybové rovnice jako soustavu nezávislých rov­
nic, což je hlavní výhoda explicitních metod. Konvenční metody jako pena l tová metoda či 
metoda Langangeových mul t ip l ikátorů budou nahrazeny j inými přístupy. První navržená 
metoda bude vycházet z kinematiky entit, které jsou v kontaktu a z obecných kinematic­
kých pr inc ipů . D r u h á metoda bude za ložena na výpočtu z m ě n y energie, jež je z p ů s o b e n a 
kon tak tn ími silami na rozhran í kontaktu. 

2. Návrh originálního kladkového konečnoprvkového elementu. 

Budou definovány základní vazbové podmínky, které mají široké využití v r ámc i modelo­
vání konst rukcí za pomoci metody konečných prvků. S využit ím těch to základních vazeb 
budou definovány rovnice pro vytvoření kladkového konečněprvkového elementu simu­
lující m e c h a n i c k é chování kladky se z a n e d b á n í m vlivu po loměru , j enž u m o ž n í efektivní 
výpočet m o d e l ů umožňuj íc ích takovéto z jednodušení . Správnost řešení bude dokumen­
tována na porovnán í s analyt ickým řešením. Element kladky bude dále rozšířen o m o ž ­
nost zoh ledněn í geometr ické nelinearity a také nelinearity v p o d o b ě tření . 

3. Implementace a verifikace navržených metod do řešiče na bázi konečných prvků. 

Všechny teoreticky p o p s a n é př í s tupy u v e d e n é v té to prác i budou zapracovány do kom­
plexního sys tému firmy FEM consulting, což sebou obnáš í i náv rh v h o d n ý c h definic vstup­
ních a výs tupních rozhran í pro zadávání modelu i zobrazování dopoč í t aných výsledků. V 
práci budou uvedeny příklady vypočí tané pros t řednic tv ím vyvinutých funkcí a demon­
strují tak implementaci navržených řešení . 
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4 I Metodologie 

V podkapitole 2.2 byl do variační formulace (2.4) za úče l em ošet ření kontaktu p ř i d á n člen (2.5). 
V té to kapitole budou předs taveny dvě nejpoužívanější metody pro vynucen í kontak tn ích va­
zeb — penal tová metoda a metoda Lagrangeových mult ipl ikátorů. Dále pak bude shrnuta pro­
blematika stability explicitního časového schématu , konkré tně metody cent rá ln ích diferencí. 
Jeden z hlavních výsledků té to p ráce je stabilizace explicitní časové integrace p o m o c í kinema­
tického př í s tupu , který využívá bilance hybnosti na kon tak tn ím rozhraní . Proto je závěrečná 
sekce té to kapitoly věnována popisu kinematiky. 

4.1 Penaltová metoda 
Penal tová metoda se používá k vynucen í urči tých p o d m í n e k za pomoci dílčích omezen í . Obecně 
lze h ledán í takového řešení zapsat jako m i n i m u m funkce 

min( / (x) + P(x)), (4.1) 

kde P(x) je penal tová funkce a její konkré tn í podoba m á mnoho variací vě tš inou závislých 
h lavně na z p ů s o b u vyhodnocen í po rušen í d a n é podmínky. O d j e d n o d u c h é formulace statické 
penalty ve tvaru 

n 
P{x) = £ Wid, (4.2) 

Í'=I 

1 pro p o r u š e n o u vazbu i 

0 pro n e p o r u š e n o u vazbu i 
kde £i 

a w je velikost penalty, která zohledňuje také velikost po rušen í p o d m í n k y 

P(x) = £ WidJ, (4.3) 

di = eigi(x), 

kde di reprezentuje vliv vzdálenost i a K je exponent (často s hodnotou 1 nebo 2). Dále je m o ž ­
nost pro nesta t ické ú lohy využít dynamickou penaltovou funkci 

P(x) = f > ( r ) ť £ , (4.4) 

kde Si (ŕ) je zde jako funkce času (v obecnosti lze využít i j iných na čase závislých veličin jako je 
rychlost a zrychlení), např ík lad podle [35] 

Si(t) = (Wit)a, (4.5) 

19 (102) 



Kapitola 4. Metodologie 

kde a často nabývá hodnot 1 nebo 2, pro adapt ivní pena l tové funkce, které se snaží dopoč í ta t 
ideální velikost penalty za využití různých evolučních algori tmů, jež zohledňuj í r ůzné parame­
try p ředchoz ích výpoče tn ích generací . [31, 73] 

Přep i sem (4.1) do var iační podoby s využi t ím l ineární penal tové funkce (4.3) (pro K - 1) a 
s j ednocen ím značen í s podkapitolou 2.2 z ískáme 

ÔPiu) = í we(g)Ôg(u)dľc. (4.6) 

Konkrétní z p ů s o b využití té to metody v ú lohách mechaniky lze dohledat v řadě publ ikací (např. 
[14]). 

Penal tová metoda je relat ivně j e d n o d u c h á na implementaci v sys témech založených na me­
todě konečných prvků, ale m á velkou nevýhodu , kterou je volba váhy penalty. Porušení p řede ­
p s a n é vazby je závislé na volbě váhy penalty, což činí penaltovou metodu n e p ř e s n o u . Lze do­
kázat, že po rušen í vazby je ú m ě r n é 1/ w, avšak se zvětšující se v á h o u w je matice tuhosti h ů ř e 
p o d m í n ě n á [30]. Příklady volby penalty lze nalézt např ík lad v [48, 99]. 

Potenciální energii vazeb n p e n p řes penaltovou metodu lze vyjádřit sumou přes všechny 
penal tové p o d m í n k y i 

ripen = E wi^T ( ^ a í a ' u - a í ^ j = ^ u r ( A r W A ) u - W A r b , (4.7) 

kde W je d iagonáln í matice penalty vah w, A je matice všech p ř e d e p s a n ý c h minimal izovaných 
funkcí a, hodnota b[ - a ; u a vektor b je d á n vztahem b = Au. Minimalizací celkové potenciá ln í 
energie n + n p e n podle u z í skáme 

(K + A r WA)u = f+WA r b. (4.8) 

Rozměr soustavy zůs tává n e z m ě n ě n . 

4.2 Metoda Lagrangeových multiplikátorů 
Lagrangeovy mult ipl ikátory nebo též Lagrangeova funkce je metoda, která slouží k na lezení m i ­
n imáln ích či naopak max imá ln ích hodnot. Je u tvořen Lagrangián 

A) = / ( * ) - A g ( x ) , (4.9) 

kde f{x) je v n a š e m p ř ípadě min imal izovaná funkce, g(x) představuje funkci p ř e d e p s a n é vazby 
a A je Lagrangeův multiplikátor. Řešení spočívá v h ledán í shodných směrů gradientů těch to 
funkcí 

f v / ( x ) = AVg(x) 
V^?(x,A) = 0^ J 6 (4.10) 

\g{x) = 0 

a Lagrangeův mult ipl ikátor A představuje násobi te l gradientu Vg(x) tak, aby bylo dosaženo rov­
nosti. Pro p ř ípady s větš ím p o č t e m vazeb se řešení skládá ze sumy gradientů t ěch to vazbových 
funkcí 

Y7 cnr , , , Í V / ( x ) = I ^ 1 A ř V g ř ( x ) 
V«S?(x i , - - - ,x„ ,Ai- - - ,A w ) = 0^ 1 1 (4.11) 

(gi(x) = ••• = g w (x ) =0, 
kde se soustava skládá zn + m rovnic. [31] 

Metoda Lagrangeových mul t ip l ikátorů často slouží jako alternativa k penal tové m e t o d ě , vý-

20 (102) 



Kapitola 4. Metodologie 

hody a nevýhody při jej ím použi t í jsou následující [14]: 

+ Metoda Lagrangeových mul t ip l ikátorů je na rozdíl od penal tové metody p ř e s n á (kromě 
výpočetn ích chyb vzniklých z d ů v o d u ar i tmet ické přesnost i ) . 

+ Poskytuje p ře sné síly vazeb, které jsou důleži té v mnoha aplikacích. 

+ Nevyžaduje odhad oh l edně velikosti váhy penalty. 

- Vede k rozšíření soustavy o další n e z n á m é a matice již n e n í pozi t ivně definitní. 

Výše uvedené rovnice lze p řepsa t tak, aby odpovídaly značen í v podkapitole 2.2 a konkré tně (4.9) 
m á po t é tvar 

££{x,X) = ^ u r K u - u r f - A r g „ ( u ) . (4.12) 

Vazby p ř e d e p s a n é přes Lagrangeovy mult ipl ikátory jsou definovány ve funkci gw(u) = Au - b, a 
h l e d á n í m ex t rému ££ podle u a A za pomoci p o s t u p ů p ředs tavených zde a v kapi to lách 2.2 a 2.3 
tak lze dojít k výsledné řešené soustavě 

K A r 

A 0 A b 
(4.13) 

Řešením sys tému dostaneme h l e d a n é u a A, kde A představuje vazbové síly. 

4.3 Metoda centrálních diferencí z pohledu stability 

Časová integrace za pomoci metody cent rá ln ích diferencí je p o d m í n ě n ě stabilní [53, 102]. Jak 
uvádí Courantovo-Friedrichsovo-Levyho (CFL) kr i té r ium stability, n u t n á p o d m í n k a pro konver­
genci explicitního s c h é m a t u konečných diferencí je obsažení a dodržen í fyzikálních závislostí 
v numer i cké oblasti řešení . Nejčastěji se princip vysvětluje na j e d n o r o z m ě r n é rovnici 

du du 
— + a— =0, (4.14) 
ot ox 

jež popisuje konvekci v jednom s m ě r u rychlostí a. Tu lze upravit p ros t řednic tv ím Taylorova 
rozvoje na 

u»+1-u» aAxí aAt\d2u_ d2u 
+ a — = —— 11 - - — h r ^ r = v „ M W — ( 4 . 1 5 ) A r 2Ax 2 f A x j d x 2 - V n u m d x 2 ' 

kde v'num J6 n u m e r i c k á viskozita j enž m u s í být pozitivní 

aAt 
0< — < 1 , (4.16) 

A x 

aby řešení nedivergovalo, jak je p o p s á n o v [23]. Takzvané C F L či Courantovo číslo Cr tak mus í 
být 

aAt 
Cr = -—<!. (4.17) 

A x 
Courantovo číslo vyjadřuje p o m ě r mezi š í řením informace v čase a prostoru, konkré tně pak 
vyjadřuje po t řebu , aby se informace v rámci času nešíři la pomaleji než v r ámc i prostoru mezi 
uzly sítě, jak znázorňuje obrázek 4.1. 

21 (102) 



Kapitola 4. Metodologie 

n +1 

n -• 

- ô o e 

n-l - Q © • • 

n-2 - (?) 

i - 3 Í - 2 Í - 1 i 

a) n u m e r i c k á oblast závislost i 

í + 1 

dx 
dt 

A x A x 

b) s tab i ln í C F L c) n e s t a b i l n í C F L 

Obrázek 4.1: Grafické vy jádřen í kr i tér ia stability. 

Ke s p r á v n é m u vyčíslení a n á s l e d n é m u použi t í Courantova čísla je t ř eba zná t správné vs tupní 
hodnoty a, A ŕ a A x . Zde existuje několik př í s tupů , jak těch to čísel d o s á h n o u t . Pokud se ome­
zíme pouze na m e c h a n i c k é vlnění, m ů ž e m e vyjít z rychlosti šíření podé lných v ln v. To je u r č e n o 
elasticitou a set rvačnost í d a n é h o mater iá lu , pro klasické kapaliny 

(4.18) 

kde B je modul objemové p ružnos t i a p je hustota. Pro ideální plyny 

KRT 
(4.19) 

kde K je adiabat ický index, R - 8.314 J • mo l 1 • K 1 , T je teplota v kelvinech a M je molekulárn í 
hmotnost. Pro tělesa 

v = \l~> 
P 

(4.20) 

kde E je Youngův modul pružnos t i . Z toho je relat ivně s n a d n é určit rychlost šíření pro různé 
mater iá ly a b ě ž n é skupenství (a = v). Vzdálenost uzlů sítě je d á n a sítí konečných prvků a časový 
krok je vě tš inou dopoč í t áván z již uvedených hodnot tak, aby bylo Courantovo číslo Cr < 1. 
Úpravou (4.17) s dosazen ím a - v se tak d á vyjádřit max imáln í (tzv. kritický) časový krok A ř c r 
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pro libovolný element 
min(Axg) 

A ř c r , e = - • (4.21) 

Kritický časový krok pro celý model je roven n e j m e n š í m u časovému kroku p o č í t a n é m u přes 
všechny elementy 

A ŕ c r = m i n ( A ŕ c r , e ) , (4.22) 
e 

a tomu odpovídá i p o d m í n k a na výpočetn í časový krok 

A ř < A ř c r . (4.23) 

Toho se využívá jak v řešiči FEM consulting, tak např ík lad i v programu LS-DYNA, který pro 
výpočet výpoče tn ího časového kroku ve svém m a n u á l u [2] uvádí 

l 
A r = 0 .9 - , (4.24) 

v 

kde je hodnota sn ížena o 10 % (výchozí nastavení) ,v\e opě t rychlost šíření v ln a Z se dopočí tává 
zvlášť pro každý element dle jeho typu, pro pruty je Z rovno délce elementu a 

v = \ - , (4.25) 

V p 

skořepiny mají výpočet Z závislý na tom, zda se j e d n á o č tyřhran 

/ = — t A I n ( 4 - 2 6 ) 

max(Zi,Z2,Z3,Z4) 
nebo trojúhelník 

2A 

max(Zi,Z 2,Z 3) 

p ř ičemž pro všechny skořepiny platí 

v = \-Ti 2 ? ( 4 2 8 ) 

y p d - v 2 ) 

Objemové prvky mají pro šest is těn 
V 

Z = , (4.29) 
"•max 

pro tetrahedron je Z rovno min imá ln í výšce a rychlost 

E ( l - v ) 
p ( l + v ) ( l - 2 v ) 

(4.30) 

Alternat ivně k tomuto p ř í s tupu lze stabilitu řešení vyjádřit ze stability l ineární soustavy s 
využit ím vlastních čísel. Rovnice (2.31) lze vyjádřit za pomoci m o d á l n i matice soustavy tvořené 
vlas tními vektory 

<D=[0! 0 2 . . . O n ] , (4.31) 

jež jsou o r tono rmá ln í a normal izované vzhledem k h m o t á m 

O r M O = I, (4.32) 
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jako 

kde 

O r K O = fi2 = diag(w 2, o)\,..., a)2

n), 

q + fi2q = p, 

u = Oq, 

u = Oq, 

p = O r f . 

Následné dosazení rovnic (2.38) a (2.42) do rovnice (4.34) vede na 

2 I - A r 2 f i 2 - I 
I 0 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

q«+i 
q« 

q« + 
A ř 2 I 

q«-i 0 
Pn, 

nebo zkráceně 
q«+i =Aq„ + Lp„, 

(4.36) 

(4.37) 

kde A je obvykle označována za amplifikační matici nebo operá to r časové integrace pro dis­
krétní pohybovou rovnici a její vlastní čísla určují n u m e r i c k é chování integrace, konkré tně de­
finuje p o d m í n k u stability algoritmu 

p (A) < 1, 

kde p(A) je spektrální p o l o m ě r A j enž je definován 

p(A) =max(|A ;-|) 

a Xi je vlastní číslo A [88]. Uvedené odpovídá výpočtu vlastních čísel 

det 
2 I - A ř 2 n 2 - I 

I 0 
- A 

I - I 
I 0 

0 

vedoucí na 
- ( 2 - w 2 A ř 2 - A ; ) Á ; + l = 0 

2 - w 2 A ř 2 

A; = 4 + 
' ( 2 - w 2 A ř 2 ) 2 

1. 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

To m á př i zapracování p o d m í n k y \Xr 

krit ického časového kroku [19] 
1 (vycházející z (4.38) a (4.39)) za nás ledek vyčíslení 

a). 
(4.43) 

Dopoč í t ané hodnoty Xmax pro a»Ař e <0;5> jsou z n á z o r n ě n y na obrázku 4.2a, a to vče tně její 
imaginárn í části. Obrázek 4.2b dokládá p o d m í n e č n o u stabilitu metody cent rá ln ích diferencí, 
kdy od hodnoty a»Ař > 2 docház í k po rušen í p o d m í n k y stability (4.38) a hodnota spekt rá ln ího 
p o l o m ě r u p (A) je větší než 1. 
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toAt reá lná Xmax 

a) graf závis lost i m a x i m á l n í c h v l a s tn í ch čísel na u>At 

0 
0 1 2 3 4 5 _ i u 1 

W A ŕ reá lná část A w a x 

b) graf závis lost i s p e k t r á l n í h o p o l o m ě r u p (A) na <uAt c ) graf hodnot Xmax pro wAt e <0;2.1> 

Obrázek 4.2: Vynesení závis lost i Xmax a p (A) na a)A t. 

Ačkoli byla doposud p rezen tována pouze po t ř eba použi t í Courantova čísla Cr < 1, používání 
ma lého Cr do řešení vnáš í j inou chybu v p o d o b ě ros touc ího amplif ikačního faktoru pro vyšší 
frekvence [38, 79], jak je z n á z o r n ě n o na obrázku 4.3. Malé výpočetn í časové kroky vedou nejen 
k vysokým výpoče tn ím časům, ale také vzniká chyba d á n a prostorovou diskretizací [42]. 
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1 
* C R =0.1 
O C R =0 .3 
V C R=0 .5 

- Cr = 1.0 

5a 0.75 
i-H 
o 

7T 

frekvence / [Hz] 

Obrázek 4.3: U k á z k a ovl ivnění ampl i f ikačn ího faktoru p pro r ů z n á Courantova čísla Cr v závislost i na frekvenci, 
p ř evza to z [79]. 

4.4 Kinematika 
Kinematika je věda zabývající se pohybem sys tému těles bez p ř í m é h o zoh ledněn í sil či j iných 
fyzikálních jevů, jež tento pohyb způsobuj í [24]. Kinematika tedy neřeš í př íč inu pohybu, ale 
pouze p ř e n o s set rvačnost i a energie mezi spo lupůsob íc ími tělesy [28]. 

4.4.1 Pohyb 
Kinematiku m ů ž e m e rozdělit na práci se s a m o t n ý m pohybem bez ohledu na hmotu a setrvač­
nost, kdy se nejčastěji pracuje se čtveřicí základních rovnic vycházejících z p ř edpok ladu kon­
s tan tn ího zrychlení a dávajících do vzájemných vz tahů hodnoty počá tečn í rychlosti VQ, kon­
cové rychlosti v, časového úseku Ar , d ráhy A x a zrychlení a. V každé rovnici zároveň chybí 
jedna z j m e n o v a n ý c h veličin. Jedná se o rovnici rychlosti 

dv 

a 
dv 
dť 
ad t 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

V- VQ a A ŕ, (4.47) 

(4.48) v VQ + aAt, 
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kde n e n í t ř eba A x , rovnici d ráhy 

dx 
v = —, (4.49) 

dt 
dx-vdt, (4.50) 

dx-{vo + aAt)dt, (4.51) 

f d x = í ( 
Jxn J to 

2 

kde n e n í t ř eba v, rovnici d r u h é mocniny rychlosti 

{v0 + aAt)dt, (4.52) 
Jxo J to 

aAt2 

Ax = v0At + , (4.53) 

(4.54) 
dv a 
dx v' 

vdv-adx (4.55) 

| vdv- I adx, (4.56) 
2 2 

= aAx, (4.57) 

v2 = v2+2aAx, (4.58) 

kde n e n í t ř eba Aŕ a rovnice d ráhy vzniklá dosazen ím (4.47) do (4.53) 

{v - v0)At 
A x = í/ 0Ař + y ' ( 4 - 5 9 ) 

A x = —^-^ ^ A r , (4.60) 

V + Vn 
A x = - A ř , (4.61) 

2 

bez po t řeby a [13]. 

4.4.2 Hybnost 
Další část kinematiky řeší vzá jemnou interakci objektů s ohledem na jejich hmotu a rychlost. 
Zde bude p o p s á n a pouze s ohledem na tzv. Newtonovu kinematiku, p ř ičemž da lš ím p ř í s t u p e m 
je tzv. Einsteinova kinematika, která souvisí se speciální teori í relativity a je p o d r o b n ě p o p s á n a 
např . v [28]. Newtonova kinematika vychází z Newtonových zákonů [4, 58]: 

1. Těleso m u s í setrvat ve svém kl idovém stavu nebo v r o v n o m ě r n é m p ř í m o č a r é m pohybu, 
s výjimkou př ípadů , kdy na něj silově p ů s o b í j iné těleso. 

£ F = 0 (pro těleso v rovnováze) (4.62) 

2. Z m ě n a pohybu je ú m ě r n á h y b n é síle, která na n i působí , a sleduje směr té to síly. 

^ F = m a (4.63) 

3. Vždy existuje o p a č n á a stejně velká reakce na akci. Vzájemná interakce dvou těles (A a B) 
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je vždy stejná a směrovaná v opačných směrech . 

FAnaB = - F B n a A (4.64) 

Mez i základní pojmy se kterými kinematika pracuje patř í hybnost p vycházející z d r u h é h o po­
hybového zákona. Rovnici (4.63) lze p řepsa t do tvaru 

Z dv d 

F = ma. - m— - — rav, (4.65) 
dt dt 

Z*=Tf ( 4 ' 6 6 ) 

kde p je 
p = rav, (4.67) 

m - hmotnost a v - rychlost. Protože je rychlost vektor a hmota skalár, tak i hybnost je vektor se 
s h o d n ý m s m ě r e m jako rychlost. Z (4.64) a (4.66) vyplývá zákon zachování hybnosti izolované 
soustavy 

dpA „ dps 
A na B — 77 r B n a A ~ 

dt dt 
(4.68) 

F A n a B + F B n a A = ^ + ^ r r = 0, (4.69) 
dt dt 

což z n a m e n á že z m ě n a celkové hybnosti soustavy v čase je nulová 

ap = E A P ŕ = E míAv*- = 0 w - 7 ° ) 

a celková hybnost soustavy zůs tává n e m ě n n á 

P = Ep« = E m í ' v í = konst. (4.71) 

Dále je definováno těžiště, j ehož poloha k l ibovolnému bodu lze vyjádřit vztahem 

r 0 = V ^ 2 , (4.72) 
I r a , 

kde je r 0 - vzdálenost těžiště k bodu a r ; - vzdálenost hmoty ra; k tomuto bodu. Rychlost pohybu 
těžiště k l ibovolnému bodu v 0 je pak 

v 0 = — = - d t = (4.73) 
dt L r a ř - Zra ř -

Další použ ívanou kinematickou hodnotou, která zůs tává pro soustavu kons t an tn í je mo­
ment hybnosti L vz tažený k těžišti soustavy, jež je definován jako vektorový součin 

L = r x p, (4.74) 

kde r je vektor od hmoty k bodu [28], celkový moment hybnosti soustavy je tak d á n a sumou 

L = E r / x p ; - , (4.75) 

p ř í p a d n ě za pomoci úhlové rychlosti to kolem těžiště jako 

L = E r z x mUoi x r i), (4.76) 
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kde a) i x r i - vř-. Moment set rvačnost i kolem těžiště je vyjádřen vztahem 

/ = |r ;-| 2. (4.77) 

4.4.3 Typy kolize 
Základní dělení typů kolize je na elastickou a neelastickou. D ů v o d e m důležitost i tohoto dě­
lení je ne j ednoznačnos t vzá jemné interakce těles z pohledu velikosti vzá jemně p ř e d a n é síly. Z 
Newtonova t ře t ího pohybového zákona sice plyne rovnost vzá jemné interakce, o b e c n ě ale nen í 
s n a d n é urči t její velikost. Spektrum možnos t í , které splňují všechny vztahy z oddí lu 4.4.2 se 
pohybuj í v rozmezí dvou ext rémů. 

Jedním je elastická kolize, př i níž nedocház í ke z m ě n ě kinetické energie na j inou energii [68], 
a je proto využívána spíše pro výpočet pohybu jednot l ivých částic (a tomů) , p ř í p a d n ě pro kolizi 
n e k o n e č n ě tuhých objektů. Při tomto typu kolize jsou rychlosti po ná razu ve vztahu pro zacho­
vání hybnosti dvou částí 

mi v 1 > p + m 2 v 2 ) p = m i v u + m 2 v 2 ; f c , (4.78) 

kde jsou VÍIP - p ů v o d n í rychlosti p ř ed n á r a z e m a - rychlosti po nárazu , dopoč í t ány z p řed­
pokladu zachování kinetické energie 

2 m ^ h P + 2 M 2 V 2 . P = 2 m i V i > f c + 2 M 2 V 2 ' F C ' ( 4 ' 7 9 ) 

a jsou dány vztahy [68] 

m\ - m2 2m2 

vi.jt = v i n + v 2 p > (4.80) 
m\-m2 m\ + m2 

2m\ m2 - m\ 
v2)fc = vi,„ + v 2 , p . (4.81) 

m\ + m2 m\ + m2 

Ukázku elastické kolize zachycuje obrázek 4.4. 

m i m 2 _ ™i m 2 

a) P ř e d kolizí b) Kol ize c) Po kol iz i 

Obrázek 4.4: Elas t ická kolize. 

D r u h ý m ex t r émem je dokonale neelast ická kolize, kdy se po ná razu dvou částí pohybuj í 
tyto části stejnou rychlostí ve s m ě r u kolize, k inemat ická energie nezůs tává zachována a rovnici 
(4.78) m ů ž e m e pro rovnost v 1 ; í t = v2>fc p řepsa t do tvaru 

miv i , p + m 2 v 2 ) P = (mi + m2)vk, (4.82) 

a j e d n o d u š e z n í vyjádřit 

m ^ + mtv^^ ( 4 8 3 ) 

m\ + m2 

kde Vfc je výsledná rychlost obou částí po kolizi , jak je z n á z o r n ě n o na obrázku 4.5. 
Všechny možnos t i mezi t ěmi to d v ě m a ext rémy se dají klasifikovat jako neelast ická kolize, ve 

které docház í ke z m ě n ě kinetické energie na j inou formu energie, např . v důs ledku její p ř e m ě n y 
na teplo či po tenc iá ln í energii z n á z o r n ě n é na obrázku 4.6. 
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m i m 2 _ m i m 2 

vl,p v2,p Vk~ V\,k ~ V2,k 

a) P ř e d kolizí b) Kol ize c) Po kol iz i 

Obrázek 4.5: Dokonale nee la s t i cká kolize. 

a) P ř e d kolizí b) P o č á t e k kolize c) P r ů b ě h kolize s d e f o r m a c í a emi-
tací tepla 

Obrázek 4.6: Nee las t i cká kolize se z m ě n o u energie. 
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5 I Výsledky 

Tuto kapitolu lze považovat za ús t ř edn í část celé diser tační práce , ve které jsou p o d r o b n ě pre­
zentovány všechny výsledky, kterých bylo dosaženo ve snaze naplnit cíle definované v kapi­
tole 3. N á m ě t e m k výzkumu byla p ředevš ím autorova p ředchoz í zkušenos t s ř e šen ím kontakt­
ních ú loh a vývojem numer ických metod v r ámc i konečnoprvkového řešiče vyvíjeného firmou 
FEM consulting. Při snaze rozšířit stávající oše t ření kontaktu za loženého na diskretizaci typu 
node-to-node ze statické rovněž na dynamickou analýzu se nepř íznivě projevil vliv p o d m í ­
n ě n é stability explicitní časové integrace. Konvenční metody pro vynucen í kontak tn ích pod­
m í n e k nejsou pro explicitní dynamiku opt imální . Penal tová metoda ztrácí schopnost konver­
gence se vzrůstající hodnotou pena l tového parametru a řešení často vykazuje falešné oscilace 
kinemat ických veličin i kon tak tn ích sil. Kritický časový krok je navíc n e p ř í m o ú m ě r n ý velikosti 
penalty, což zvyšuje časové nároky n u m e r i c k é h o řešení . Hlavní nevýhodou metody Lagrange-
ových mul t ip l ikátorů v explicitní dynamice je fakt, že v k a ž d é m časovém kroku je t ř eba řešit 
impl ic i tně soustavu rovnic, což zpomaluje řešení a znehodnocuje to tak hlavní výhodu ex­
plici tního př í s tupu . Toto vedlo autora k n á v r h u vlastního řešení právě p o p s a n é h o p rob lému , 
které je p o d r o b n ě p rezen továno v té to kapitole. Nejprve je problematika stability explicitní in ­
tegrace ře šena pro p ř ípad kontak tn í diskretizace typu node-to-node v podkapitole 5.1. Dále 
je p o p s á n a implementace kontak tn í diskretizace typu node-to-segment pro statické ú lohy v 
podkapitole 5.2, aby mohla být v další části p ráce rozš í řena také pro dynamické problémy. Ná­
sleduje proto detai lní popis výpočtu okamžiku kontaktu v podkapitole 5.3, který je esenciální 
pro dvě nově navržené metody řešící dynamický kontakt typu node-to-segment, a sice kine­
mat ického pojetí kontaktu p o p s a n é h o v podkapitole 5.4 a metody za ložené na bilanci energie 
v podkapitole 5.5. N e m é n ě důleži tou součást í p ráce je podkapitola 5.6, která je věnovaná pro­
blematice vazbových podmínek . Výzkum v té to oblasti vyústil v definici vlastního kladkového 
elementu p o p s a n é m v oddí lu 5.6.7. 

5.1 Kontakt node-to-node 
Node-to-node diskretizace je j e d n o d u c h á a stabilní diskret izační metoda [96] pro s h o d n é sítě [93] 
a je použ i ta v programech RFEM a SCIA pro mode lován í k loubů. Node-to-node kontakt je defi­
nován dvojicí uzlů (master a slavě) a t ransformační maticí , k terá určuje směr kloubu (viz obrá­
zek 5.1). 

Lokální matice tuhosti kloubu je d á n a b u ď penaltovou metodou (podkapitola 4.1) jako 

K = A r WA, (5.1) 

kde 
W = diag(wi,. . . , w6), (5.2) 

31 (102) 



Kapitola 5. Výsledky 

master slave 

y 

x 

Obrázek 5.1: Node-to-node kontakt (master a slavě) a lokáln í s o u ř a d n ý s y s t é m v master uz lu , charakter izuj íc í s m ě r 
k loubu [112]. 

I 3 0 
0 I 3 

I 3 

0 
o 

- I 3 

1 o o 
0 1 o 
0 0 1 

(5.3) 

kde w\,wn jsou váhy penalty pro t u h é směry kloubu, p ř í p a d n ě lze metodou Lagrangeových 
mul t ip l ikátorů určit lokální matici tuhosti kloubu stejnou mat ic í A jako v (5.3), z o h l e d n ě n o u dle 
podkapitoly 4.2 (konkrétně v rovnici (4.13)). 

V p ř ípadě po t řeby lze matici tuhosti kontaktu K upravit v p ř í s lu šném stupni volnosti, a na­
hradit v á h u penalty w l ibovolnou tuhos t í c pro libovolný směr. Nahrad íme- l i p rvní s t u p e ň vol­
nosti wi v matici (5.2) tuhos t í c z ískáme 

W = díag(C, W2, U>3, U>4, U>5, WQ) 

a tomu odpovídající matici tuhosti 

(5.4) 

K = 

+ c 0 
+ U>2 

0 0 0 0 -c 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 -U>2 0 0 0 0 

+ W3 0 0 0 0 0 -w3 0 0 0 
+ U>4 0 0 0 0 0 -U>4 0 0 

+ w5 0 0 0 0 0 -w5 0 
+ w6 0 0 0 0 0 -we 

+ c 0 0 0 0 0 
+ U>2 0 0 0 0 

sym. + w3 0 
+ U>4 

0 
0 

+ w5 

0 
0 
0 

+ w6 

(5.5) 

Transformační matice kloubu 
T 0 
0 T 

(5.6) 

je s ložena z matic směrových kos inů T mezi g lobálním a lokálním s o u ř a d n ý m sys t émem 

C x,X Cx,Y 
C 

Cx,z 

y,X Cy)Y CytZ 
(5.7) 

_Cz,x CZIY CZiz_ 

kde CÍJ z n a m e n á kosinus svíraný osami i a / . Vzdálenost mezi uzly je z o h l e d n ě n a v transfor­
m a č n í matici rozšířené o matici excentricity E 
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I TE 
0 T 

(5.8) 

Matice excentricity 
0 

0 
-e y 

E = 
0 

(5.9) 

se skládá z excentricít a je ant isymetr ická. 

Obecně lze říci, že v konstrukci m á m e tři základní typy kloubů: 

• t uhý kloub, 

• t uhý kloub l ineárně podda jný v urči tých směrech , 

• ne l ineárn í kloub. 

Prvním je t u h ý kloub simulující n e k o n e č n ě t u h é spojení dvou uzlů. Tuhý kloub n e m á s á m o 
sobě v m e t o d ě konečných prvků žádný smysl, p ro tože tento typ spojení m ů ž e být j e d n o d u š e 
mode lován prvky se spo lečným uzlem. Je však zapotřebí , pokud jsou někte ré s t u p n ě volnosti 
kloubu podda jné . D r u h ý m typem je l ineární kloub s danou tuhos t í v d a n é m stupni volnosti. 
Tře t ím a ne jobecnějš ím typem je ne l ineárn í kloub, j ehož chování m ů ž e být p ř e d e p s á n o funkcí 
nebo závislostí jednoho s m ě r u na j i n é m stupni volnosti (např. t ření) . 

5.1.1 Modifikace algoritmu z důvodu stability 
Explicitní metoda je pouze p o d m í n ě n ě stabilní, jak bylo uvedeno v podkapitole 4.3. Courantovo-
Friedrichsovo-Levyho k r i té r ium stability pro časový krok mezi dvojicí uzlů je d á n o jejich vzdá­
lenost í /, tuhos t í k a h m o t n o s t í m v uzlech a lze tak p řepsa t rovnice (4.23) až (4.25) do podoby 

Toto kr i té r ium stability dokumentuje p rob lém, j enž nas tává př i t u h é m spojení dvou uzlů. 
Dosadíme- l i do rovnice (5.10) nulovou délku Z = 0 m, pak pro sp lnění kritéria stability mu­
s íme počí ta t s nu lovým časovým krokem. To je n e m o ž n é a i při malých vzdá lenos tech mezi 
uzly dos t áváme př i sp lnění tohoto kritéria neprakticky malý časový krok. Proto byla navržena 
modifikace algoritmu, pop rvé autorem předs t avená v [112], která u m o ž ň u j e t u h é m u kloubu 
m o d e l o v a n é m u p o m o c í node-to-node kontaktu korektní a časově n e n á r o č n ý výpočet explicitní 
metodou. 

Základní myš lenkou té to modifikace je z to tožněn í sil a hmot působíc í na dvojici kontakt­
ních uzlů, pokud je kontakt vyhodnocen jako tuhý. Grafické znázorněn í pro kontakt t uhý ve 
všech směrech ukazuje obrázek 5.2. 

Horní index («) 7 je využitý k popisu p rvn ího a d r u h é h o uzlu v node-to-node kontaktu a 
nabývá tak pouze hodnot 1 a 2. Spodní index («)G značí globální sou řadný systém, L lokální 
sou řadný sys tém a index ( • ) t e ř w p d o č a s n o u p r o m ě n n o u . 

(5.10) 
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m - m\ + m.2 

a) p ř e d ú p r a v o u b) po ú p r a v ě 

Obrázek 5.2: Z t o t o ž n ě n í sil a hmot. 

4 
'uy 

f uz 

r<px 
r<py 
ľIf z 

R L - T V R G 

(5.11) 

R temp = R 

(5.12) 

(5.13) 

Pro všechny t u h é směry qvR]

L 

R1

L{q)=R1

L{q) + R2

temp{q), 

R2

L{q)=R2

L{q)+R\emp{q), 
(5.14) 

kde q e (1;6) c N pro ú l o h u s šesti stupni volnosti v uzlů, p ř i čemž index q reprezentuje složky 
vektoru (od 1 pro rux po 6 pro r^ z ) . 

R 7

G = T f í

r - R { (5.15) 

P o d o b n á operace je provedena i s hmotami. 

M [ = diag(rai X , mLy, mLz, mL(px, mL(py, mL(pz) (5.16) 

MÍ = T f i - M ^ - T f i F r . (5.17) 

Matice MJ

L n e n í b e z p o d m í n e č n ě diagonální , proto je j i v p ř ípadě po t řeby nutno diagonalizovat. 
Její hodnoty jsou u loženy v d o č a s n é m pol i pro ná s l edné použi t í 

altemp a l V (5.18) 
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Pro všechny t u h é směry q v MÍ 

M{[q, q]=Ml

L[q,q]+M2

temp[q,q], 

M\[q, q] =M2

L[q,q]+M1

temp[q,q], 
(5.19) 

kde q e (1; 6> c N . Hmoty jsou po t é t ransformovány nazpě t do globálního s o u ř a d n é h o sys tému 
a diagonal izovány v p ř ípadě po t řeby 

M]

r = TR

T-M]

r (5.20) 

Po takovéto modifikaci jsou dopoč í t ány deformace za využití metody cent rá ln ích diferencí po­
psaných v rovnicích (2.45) až (2.49). Dále jsou p o p s á n y modifikace p o t ř e b n é pro něk te ré speci­
fické případy. Jedná se např ík lad o modifikaci pro klouby které jsou v některých směrech t u h é 
a bez t uhých podpor v jakémkoliv směru . Tuze p o d e p ř e n é a p o d m í n e č n ě tuze p o d e p ř e n é uzly 
mus í být také speciálně ošetřeny. Deformace vypočí tané za pomoci metody cent rá ln ích dife­
rencí jsou t ransformovány do lokálního s o u ř a d n é h o sys tému kloubu a vyšetřeny na dva speci­
ální případy. 

Uy 
i 

U 
<PÍ 

<Py 

VÍ 

(5.21) 

U temp 

(5.22) 

(5.23) 

Nejprve je provedena identifikace p o d e p ř e n ý c h k loubů v d a n é m stupni volnosti, po t é je defor­
mace z tuze p o d e p ř e n ý c h uzlů p ř i souzena d r u h é m u z dvojice uzlů ve všech tuhých směrech q 
kloubu. Pokud je tuze p o d e p ř e n d ruhý uzel 

^ ) = U 2

t e m p { q ) , 

a obráceně , pokud je tuze p o d e p ř e n první uzel 

V2

Líq)=V]empW-

(5.24) 

(5.25) 

Poté jsou vyhodnoceny ne l ineárn í klouby z a d a n é funkcí. Uživatel m ů ž e definovat l imitní tu­
host, k terá je b r á n a jako tuhá . 

Tuhá větev funkce, s tuhos t í přesahující l imitní tuhost, je vyobrazena na obrázku 5.3. Pokud 
deformace d mezi kon tak tn ími uzly překročí l imitní hodnotu d\im (dn m = 1 m m pro obrázek 5.3), 
kde d je x-tý element vektoru D 

D = u £ - U | , (5.26) 

jsou lokální deformace p řepoč í t ány tak, aby splňovaly tuto l imitní hodnotu a\m 

U}(x) = U}(x) 
d\í 

d ' 

U2

L{x) = U 2

L { x ) - ^ , 
L L d 

(5.27) 
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»F[kN] 

Obrázek 5.3: Funkce n e l i n e á r n í h o k loubu s tuhou větví (větev je tužš í n e ž l imi tn í tuhost) ukazuje závis lost síly F 
na p o s u n u t í d v d a n é m s m ě r u . Podobnou závislost lze p ř e d e p s a t pro moment a p o o t o č e n í . [112] 

a t ransformovány zpět do globálního s o u ř a d n é h o sys tému 

U7
G = T f í

r -u{ . (5.28) 

Zrychlení a rychlosti je p o t ř e b a přepoč í ta t pro modif ikované posuny s využit ím rovnic (2.45) -
(2.49) zpě tně 

új , = " (5.29) 

Aůj = ůj , - ůj , (5.30) 

4 = - — . (5.31) 

5.1.1.1 Příklad 

Výpočetní model je převzat z [108] a p o p s á n na obrázku 5.4. Pruty jsou definovány čtvercovým 
p r ů ř e z e m (obrázek 5.5a) a ma te r i á l em s E - 1 M P a a v = 0.5. Kloub mezi pruty (mezi uzly N I 
a N2) je mode lován jako t u h ý v t rans lačních směrech a ro tační směry (px a <pz jsou volné. Ve 
směru (py je p ř e d e p s á n a nelinearita z a d á n a grafem (obrázek 5.5b). Vlastní frekvence pro posun 
kloubu ve s m ě r u Z je / i = 0.505 H z pro negat ivní část funkce a f2 - 0.797 H z pro pozitivní část 
funkce. Kloub je za t ížen silou - 1 N ve s m ě r u Z po dobu 0.991 s. Výpočetní časový krok je 0.001 s. 

Obrázek 5.4: M o d e l dvou konzo l s p o j e n ý c h n e l i n e á r n í m k loubem mez i uzly N I a N 2 . Uze l N2 je za t í žen s i lou 1 N 
ve s m ě r u -Z. [108] 

Data převzatá z [108] jsou zobrazeny na obrázku 5.6. Výsledky př íkladu ukazují správné po­
sunu t í kloubu ve s m ě r u Z . Negativní posuny jsou - 4 m m pro pozit ivní část funkce kloubu s 
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a) b) 

l m 

[Nm] 

[rad] 

Obrázek 5.5: Čtvercový p r ů ř e z s d é l k o u strany 1 m nalevo (a) a graf n e l i n e á r n í h o k loubu napravo (b). 

•10" 3 

Obrázek 5.6: Výsledek p o s u n u t í u z l u N I a N2 ve s m ě r u Z s v y z n a č e n ý m i časy pro t u h é a vo lné chován í 
k loubu [108]. 

periodou T\ - 1.982 s, což odpovídá frekvenci f\. Pozitivní posuny jsou 2 m m pro negat ivní část 
funkce kloubu s periodou T 2 = 1.255 s, což odpovídá frekvenci f2. 
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5.2 Kontakt node-to-segment 
Diskretizace node-to-segment u m o ž ň u j e — ze své podstaty a na základě robustnosti — široké 
využití pro mode lován í kon tak tn ích úloh. Princip tohoto typu diskretizace bude pro jednodu­
chost vysvětlen pro 2D př ípad a l ineární elementy na obrázku 5.7. Kontaktní pá r je definován 
mezi master segmentem a slavě uzlem. Souřadný sys tém kontaktu pro l ineární master segment 
ve 2D vychází z vektoru u r č e n é h o p o č á t e č n í m a koncovým uzlem 

m x 2 x |, (5.32) 

délky 

/ = l |m| | , (5.33) 

kde společně s j edno tkovým t e č n ý m vektorem 

m 
t = y (5.34) 

a jednotkovou kolmicí n k t tvoří sou řadný sys tém kontaktu. Slavě uzel leží na kolmici k m ve 
vzdálenost i gjv od něj, p ř i čemž kolmice leží ve vzdálenost i £ od uzlu 1, a £ £ (0; 1). 

slave 

n 

t 
* ( 1 - 0 

I master 2 

Obrázek 5.7: Geometrie kontaktu node-to-segment. 

Pro dvě tě lesa v kontaktu po nalezení dvojice sláve uzlu a master elementu je vytvořen kon­
taktní element, který rozšiřuje p ů v o d n í slabou formulaci (2.3) na (2.4). Aktivní kontakt přispívá 
k vir tuální práci č l enem ÓTIC p o p s a n é m obecně v rovnici (2.5). Ve své diskrétní p o d o b ě pro kon­
takt na obrázku 5.7 m á příspěvek tvar 

ÓTIC = FNÔgN> (5.35) 

kde FN představuje no rmá lovou kontak tn í sílu. Matice tuhosti kontaktu je získána z linearizace 

AÓTIC = AFNÔgN + FNkÔgN> (5.36) 

kde symbol A indikuje linearizaci. Konkrétní podoba č lenu FN opě t závisí na zvolené m e t o d ě a 
člen A použi tý k její definici m á tvar 

n 
0 

- ( W ) n 
0 

-«fn 
0 

(5.37) 

Podrobný popis odvození pro metodu Lagrangeových mul t ip l ikátorů i penaltovou metodu je 
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uveden v [93], ř ada výjimkových p ř í p a d ů je podrobně j i p o p s á n a např ík lad v [96]. 

5.2.1 Ukázky implementace 
Pomocí tohoto p ř í s tupu byly spočí tány dva modely s využit ím kontaktu node-to-segment mezi 
dvojicí entit. Příklady jsou převzaty z [104]. 

První ukázka představuje kontakt mezi 2D elementy model je složen z pů lkruhu , j enž je 
zat lačován do desky, geometrie je p o p s á n a na obrázku 5.8. Výpočetní síť konečných prvků je 

4 .0m 2.0 m 4.0 m 
-í 

slave 

1.0 m 

0.2 m 
master 

5.0 m 

Obrázek5 .8 : Geometrie mode lu 1 [104]. 

v detailu vyobrazena na obrázku 5.9a. Výsledek spo lečně s vyobrazen ím deformací je na ob­
rázku 5.9b. 

a) p ř e d v ý p o č t e m b) výs ledné celkové deformace utot [mm] 

Obrázek 5.9: Deta i l tě les v kontaktu se sítí k o n e č n ý c h p r v k ů [104]. 

Stejného principu lze využít i pro obecnou 3D geometrii, jako důkaz je zde z n á z o r n ě n i pří­
klad kontaktu, kdy je koule za t lačena do membrány . M e m b r á n a je čtvercového tvaru o délce 
strany 5 m a je p o d e p ř e n a liniovými podporami na všech okrajových liniích, koule m á po loměr 
r = 0.5 m a je u m í s t ě n a 0.5 m nad m e m b r á n o u (viz obrázek 5.10), do které je po t é zat lačena. 
Velikost p ř e d e p s a n é deformace je 1 m ve svislém s m ě r u Z , což je 0.5 m pod počá tečn í rovinou 
membrány , jak je vyobrazeno na obrázku 5.11. 
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Obrázek 5.11: Deformace u [cm] od p o č á t k u kontaktu po konec v ý p o č t u [104]. 
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5.3 Určení okamžiku penetrace 
Přesný čas počá tku penetrace kontaktu lze vypočí tat z rychlostí a poloh jednot l ivých uzlů v čase. 
Rovnice pro výpočet p ř e s n é h o času jsou zapsány ve 3D pro p růn ik bodu q do plochy. Normála 
obecné roviny jež je definována body a, b, c lze zapsat jako [b - a) x (c - a). Uzel q se nacház í 
ve stejné rovině jako a, b, c, pokud 

{q-a)*((b-a)x(c-a)) = 0. (5.38) 

Příklad konfigurace je z n á z o r n ě n na obrázku 5.12. Rovnici (5.38) lze zapsat ve tvaru 

q{a xb + bxc + cxa)- a{b x c) - 0. (5.39) 

Značen í v rovnici (5.39) m ů ž e m e z jednoduši t s využit ím smíšeného součinu, který je defino-

a) P ř e d p e n e t r a c í b) O k a m ž i k penetrace 

Obrázek 5.12: P r ů n i k bodu q s rovinou abc. 

ván jako skalární souč in p rvn ího vektoru s vektorovým s o u č i n e m d r u h é h o a t ře t ího vektoru. 
Smíšený součin tedy m ů ž e m e definovat jako 

a.b.c= a{bx č). (5.40) 

Dosazení rovnice (5.40) do rovnice (5.39) vede k 

q.a.b + q.b.c + q.c.a - a.b.c - 0. (5.41) 

Uvažujeme-li b ě h e m jednoho časového kroku s p ř e d p o k l a d e m kons tan tn í rychlosti, je pozice 
uzlů v r ámc i časového kroku 

a(ř) - ap + tav, 

b{t) = bp + tbv, (5.42) 

c(ř) = cp + tcv, 

q{t) - qp + tqv. 
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Dosazen ím rovnice (5.42) do rovnice (5.41) z í skáme rovnici 3. ř á d u 

A ŕ 3 + £ ŕ 2 + Cŕ + D = 0, (5.43) 

kde 

A — qv.av.bv + qv.bv.cv + qv.cv.av — av.bv.cv, (5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

Výsledkem rovnice (5.43) je čas tc odpovídající konfiguraci vyobrazené na obrázku 5.12b, kdy 
leží uzel q v rovině abc. 

5.4 Kinematické pojetí dynamického kontaktu 
V rámci podkapitoly 5.2 došlo k implementaci kontaktu node-to-segment, který však způsobuje 
obtíže z pohledu stability p o p s a n ý c h v podkapitole 4.3. Protože př í s tup p o p s a n ý v oddí lu 5.1.1 
již nelze j e d n o d u š e aplikovat na obecnějš í kontakt node-to-segment, byl navržen nový př í s tup k 
řešení kontaktu v explicitní m e t o d ě vycházející z k inemat ického pojetí dynamického kontaktu. 
Zák ladem navržené metody je princip zachování hybnosti p o p s a n ý v oddí lu 4.4.2. 

Na s te jném principu zachování hybnosti na kon tak tn ím rozhraní již vznikly metody publi­
kované v [5, 82]. Př ís tup uvedený v [5] využívá k vynucen í p ř e d e p s a n ý c h p o d m í n e k rozšířené 
Lagrangeovy multiplikátory, což vyžaduje i terační řešení soustavy rovnic, které je v explicitní 
m e t o d ě nežádouc í . Druhý př í s tup uvedený v [82] nevyžaduje řešení soustavy rovnic, sami au­
toři ale uvádějí, že p ř í s tup zvyšuje energii soustavy a také m ů ž e docháze t k u m ě l é m u semknu t í 
entit v kontaktu pro neelastickou kolizi . Musel i proto zavést u m ě l é snížení vypočí taných kon­
taktních sil pro zachování nulové z m ě n y energie v p r ů b ě h u výpočtu a dále zavést d o d a t e č n o u 
z m ě n u rychlostí entit v kontaktu, aby nedocháze lo k n e c h t ě n é m u semknut í . 

Nově navržená metoda, pop rvé p ředs t avena v [107], nepoč í t á p r i m á r n ě kontak tn í síly, ale 
z d ů v o d u jejího specifického využití v explicitní m e t o d ě docház í po výpočtu pohybových rov­
nic ke korekci deformací uzlů na kon tak tn ím rozhraní . Počítají se p ř ímo deformace, rychlosti a 
zrychlení uzlů za p ředpok ladu : 

• nepenetrability gn > 0, 

• výpočtu p ř e s n é h o okamžiku kolize tc e (tn; tn+\), 

• rozdělení výpoče tn ího časového kroku A r na dva podkroky, sestávající z intervalů (tn; tc) 
a (tc'> tn+\)> 

• zachování hybnosti entit v kontaktu X p = konst, 

• dokonale neelast ické kolize. 
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Navržený př í s tup byl p o s t u p n ě použi t v ř adě funkcionalit, což vedlo ke z lepšení stability i vý­
sledků a každé té to části je věnován samos ta tný oddíl . Aplikace k inemat ického pojetí dynamic­
kého kontaktu je p o s t u p n ě p o p s á n a na p r o b l é m u ne l ineárn ích podpor (viz oddíl 5.4.1), po t é 
na node-to-node kontaktu v oddí lu 5.4.2 nás ledovaného obecně jš ím node-to-segment kontak­
tem v oddí lu 5.4.3 až po specifické p ř ípady větš ího p o č t u slavě uzlů na jednom segmentu v 
oddílu 5.4.4 a kontaktu dvou hran v oddí lu 5.4.5. 

5.4.1 Nelineární podpory 
Při řešení časových analýz s ne l ineá rn ími podporami se ukázal závažný p rob lém, a to zvládnut í 
p ř e c h o d u z p r u ž n é části na abso lu tně tuhou. Jedná se např ík lad o podpory t u h é pouze v jed­
n o m s m ě r u (tah/tlak) či podpory z a d a n é ne l ineárn í funkcí s tuhou větví. Přis toupilo se proto 
ke stabilizaci tohoto jevu za pomoci k inemat ické metody. 

Pro výpočet uzlu p o d e p ř e n é h o v l ibovolném s m ě r u ne l ineárn í podporou (v ukázkovém pří­
kladu ve s m ě r u x) jsou nejprve spoč teny deformace b ě ž n ý m z p ů s o b e m dle rovnice (2.43) (viz ob­
rázek 5.13a). Poté je zkontrolováno, zda se deformace uzlu nedostala do t u h é oblasti podpory 
[ux > u\im)> a pokud k t akovému překročení došlo, je na uzel apl ikována korekce a jeho poloha 
upravena tak, aby odpovídala definici podpory 

A u — U\[M — u, 
Au 

Av =—, 
A r 

(5.48) 

Aa 
Av 
Ä 7 ' 

V tomto p ř ípadě ux - unm, jak je z n á z o r n ě n o na obrázku 5.13b. V obecnosti se tento př ís tup 
aplikuje např . na j e d n o s t r a n n ě t u h é podpory, podpory s ne l ineárn í funkcí, jež obsahuj í t u h é 
větve či podpory s t ř en ím (viz obrázek 5.14). Takto p o p s a n á korekce je vždy p rováděna v lokál­
n í m s m ě r u podpor. 

fjj+i fjj+i 

y 
O 

u\? 
um 

y 
O 

u\? 
um 

Aux 

a) b) 

Obrázek 5.13: Výpoče t a korekce n e l i n e á r n ě t u h é podpory. 

V p ř ípadě existence více podpor v jednom místě , je t ř eba provést výpočet jednot l ivých díl­
čích silových složek pro správné hodnoty reakcí v př ís lušných p o d p o r á c h . K tomu je využíváno 
následujícího postupu. Příspěvek každého t u h é h o s m ě r u q každé podpory j, které podpíraj í 
stejný uzel, je p ř eveden z lokálního s o u ř a d n é h o sys tému podpory do globálního s o u ř a d n é h o 
sys tému pros t řednic tv ím t ransformační matice T. 

Sj

r = T r S{T, (5.49) 

kde matice SJ

L představuje matici č lenů příslušející t u h ý m s m ě r ů m podpory v lokálním sou­

ř a d n é m sys tému. Účinky SJ

C jsou seč teny do výsledné matice charakterizující př íspěvky tuhých 
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\fi-Fz 

u u 

-\fi-Fz 

Obrázek 5.14: Př ík lady n e l i n e á r n í c h funkcí podpor. 

směrů všech podpor v g lobáln ím s o u ř a d n é m sys tému 

s G = Z s G . 
7 

Matice SG se využije k na lezení řešení soustavy 

S G f G = r, 

(5.50) 

(5.51) 

kde r jsou nevyvážené síly v d a n é m uzlu a výsledkem jsou reakce fG od tuhých směrů podpor v 
daných globálních směrech . Dílčí reakce iJ

G pro každou podporuje t řeba dopočí ta t ze vztahu 

F G ~ S G F G 

a ná s l edně je transformovat zpět do s o u ř a d n é h o sys tému d a n é podpory 

(5.52) 

(5.53) 

5.4.1.1 Příklad rozpočtu podporových sil 

Následující výpočet slouží k ukázce výpočtu jednot l ivých dílčích reakcí na konkré tn ím příkladu. 
V jednom b o d ě jsou umís t ěny dvě uzlové podpory, každá se svým s o u ř a d n ý m sys t émem a vždy 

1 2 
t uhé v lokálním s m ě r u x (viz obrázek 5.15). Tomu odpovídají lokální matice SL' 

T 0 0 1 0 0 
0 0 0 s 2 -

a'L -
0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
(5.54) 

Za pomoci p ř e p o č t u (5.49) je vyjádřena Si v g lobáln ím s o u ř a d n é m sys tému S]

c 

S1 -
0.75 -0.433 0 0.5 0.5 0 
0.433 0.25 0 s 2 - 0.5 0.5 0 

0 0 0 0 0 0 
(5.55) 
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q i =[0.866 -0.5 0] 

q 2 = [0.707 707 0] : 

0.866 -0.5 0 
0.5 0.866 0 
0 0 1 

0.707 707 0 
-0.707 0.707 0 

0 0 1 

a) grafické z n á z o r n ě n í b) numer i cké hodnoty 

Obrázek 5.15: Lokální s m ě r y podpor. 

Dosazen ím (5.55) do (5.50) lze získat vyčíslení matice SG 

0.75 -0.433 0 0.5 0.5 0 1.125 0.067 0 
s G = Z s G = -0.433 0.25 0 + 0.5 0.5 0 = 0.067 0.75 0 

j 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Nalezením řešení soustavy rovnic (5.51) z ískáme hodnoty fc 

1.125 0.067 0 1 0.804 
0.067 0.75 0 f G = 0 = ^ f G = -0.072 

0 0 0 0 0 

Následuje výpočet globálních úč inků pro jednot l ivé podpory s p o m o c í (5.52) 

fG — S^f( GlG 

F G - S G F G -

0.75 0.433 0 
0.433 0.25 0 

0 0 0 

0.5 0.5 0 
0.5 0.5 0 
0 0 0 

0.804 0.634 
-0.072 = -0.366 

0 0 

0.804 0.366 
-0.072 = 0.366 

0 0 

zakončený t ransformací do lokálních směrů podpor dle rovnice (5.53) 

rL = T% = 
0.732 

0 
0 

fÍ = T 2 f G = 
0.518 

0 
0 

(5.56) 

1 2 
čímž z ískáme h l e d a n é hodnoty i£ jak pro zobrazení výsledku, tak pro vyhodnocen í p ř ípadných 
nelinearit v daných p o d p o r á c h . 

5.4.1.2 Verifikace řešení 

Správnost nav rženého algoritmu je d e m o n s t r o v á n a na př íkladu Signoriniho dynamického pro­
b l é m u pro I D (viz obrázek 5.16). Jedná se o ná raz prutu na tuhou překážku (modelováno jed-
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nostrannou podporou působíc í pouze v tlaku). Prut m á délku L - l m , E - IMPa , p rů řez o ploše 
A - l m 2 , hustotu p = l k g - m " 3 , počá tečn í rychlost Vq - l m - s " 1 a nacház í se v nulové vzdálenost i 
od podpory. Prut je rozdělen na 100 konečných prvků a maximáln i vlastní frekvence modelu 
tomax - 200 s" 1. Vypočtené hodnoty jsou porovnány s penaltovou metodou, jejíž výsledky jsou, 
stejně jako příklad, převzaty z [44]. Pro zobrazení výsledků jsou použi ty bez rozměrné jednotky 

co t 

L 

co F c  
v0EA' 

(5.57) 

kde Fc je kontak tn í síla, ť a F* jsou b e z r o z m ě r n é jednotky času a kontak tn í síly a co daných 

vztahem CQ •• '-j- značí rychlost šíření vln v prutu. 

Obrázek 5.16: Signoriniho p r o b l é m . 

- i y 

-2 

0.5 1.5 

-1 h 

0.5 1.5 

a) C r = 0.82 b) Cr = 0.5 

c) Cr = 0.5, ps = 3.5 d) Cr = 0.5, & = 1.5 

Obrázek 5.17: Výsledky k o n t a k t n í síly s p o č í t a n é k inemat ickou metodu (a, b) a penaltovou metodou (c, d). 

Obrázek 5.17 dokládá výhody k inemat ické metody oproti penal tové m e t o d ě . Za t ímco k i ­
nemat i cká metoda dovoluje spočí ta t d a n ý příklad s Cr - 0.82 (viz obrázek 5.17a), penal tová 
metoda s t ímto časovým krokem diverguje (jak je ukázáno v [44]). Z dalšího po rovnán í plyne 
dosažení přesnějš ích výsledků kinematickou metodou, a to navíc bez nutnosti volby penalty 
Ps, kde p s - u) i k (viz [44] a podkapitola 4.1). 
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5.4.2 Kontakt node-to-node 
Postup výpočtu pro kontakt node-to-node bude vysvětlen na dvojici uzlů 1 a 2 z obrázku 5.18. 
Napřed je spoč í tána deformace uzlů pro jeden časový krok v intervalu (tn; tn+i). Pokud v rámci 
tohoto časového kroku dojde ke kontaktu v čase tc e (tn; tn+i), je takto spoč tený časový krok 
rozdělen na dva dílčí podkroky. První podkrok spočívá ve výpočtu pohybových rovnic v časovém 
úseku (tn; tc). Druhý podkrok již p rob íhá za p o d m í n k y neelast ické kolize dvou h m o t n ý c h bodů , 
jak je p o p s á n o v oddí lu 4.4.3, v časovém intervalu <řc; ř^+f), kde index {• ) n e w označuje novou 
konfiguraci v d a n é m čase a časově je t™^ - tn+\. Nová rychlost uzlů v"e

2
w, použ i tá v d r u h é m 

podkroku, se vypočí tá z rovnic (4.82) a (4.83) jako 

'1,2 
P1 + P2 

m\ + m2 

(5.58) 

kde m\ a m2 jsou hmotnosti uzlů a p\ s p2 jsou hybnosti uzlů p ř ed kolizí spoč tených dle (4.67) 
jako pí = rriiVi. 

y 
Vl 

m2 

v 2 

y 
m2 m\ 

V2 V i 
y 

m2 

v 2 V l 

Obrázek 5.18: Penetrace kontaktu dvojice uzlů . 

(tn+l) 

Výpočet posunu t í , ke k t e r é m u dojde v intervalu <řc; t™f), je d á n vztahem 

P1 + P2 
Auc = tovff" = ( ř „ + i - tc) 

m\ + m2 

(5.59) 

jak je z n á z o r n ě n o na obrázku 5.19. Celkové p o s u n u t í v r ámc i jednoho časového kroku pro uzly 
v kontaktu je d á n o vztahem 

A « i = {tc - tn) VÍ + ( ř „ + i - tc) 
P1 + P2 

mi + m2' 
(5.60) 

Obrázek 5.19: Výpoče t n o v é polohy uzlů . 
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5.4.2.1 Verifikace řešení 

Navržený př í s tup je p o r o v n á n s penaltovou metodou, konkré tně s p ř ík ladem uveře jněným v [27], 
kde je s tudován vliv velikosti penalty na př íkladu dvou různě d louhých elastických pru tů , mezi 
k terými dojde ke kontaktu (viz obrázek 5.20). Délky p r u t ů jsou L\ - 10 m a L2 - 20 m, mo­
dul p ružnos t i E\ - E2 - 100 Pa, hustota p \ - p 2 - 0.01 k g / m 3 , plocha p rů řezů A \ - A 2 - l m 2 , 
vzdálenost mezi pruty d - 0 m a délka konečných prvků Leiem = 0.2 m. Počáteční rychlost v0 -
0.1 m/s m á pouze první prut s m ě r e m k d r u h é m u prutu. 

prut 1 K—H prut 2 
d - 0 m 

Obrázek 5.20: V ý p o č e t n í mode l dle H u ň k a [27]. 

Verifikace je provedena p o r o v n á n í m kontak tn í síly Fc spoč t ené za pomoci k inemat ické me­
tody (viz obrázek 5.21) s penaltovou metodou (viz obrázek 5.22). Data pro penaltovou metodu 
jsou převzata z [44]. Z porovnán í j a sně vyplývá výhoda nově navržené metody, kdy je dosaženo 
uspokojivých výsledků bez nutnosti určování jakýchkoliv vs tupn ích p a r a m e t r ů tak jako u pe­
naltové metody. Nejpartnější je v d a n é m př íkladu rozdíl pro Cr - 0.999, kdy penal tová metoda 
ve své základní var iantě n e n í schopna d o s á h n o u t re levantních výsledků pro jakoukoliv hodnotu 
penalty fís, kde (3S - wlk (viz [44] a podkapitola 4.1). 

•10" •10" 
i 

í\-
r 

} 
f  

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
t [s] 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
t [s] 

0.6 0.7 

a) Cr = 0.999 b) Cr = 0.2 

Obrázek 5.21: Výsledky k o n t a k t n í síly pro k inemat ickou metodu. 
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
f [s] 

7 

6 

5 

4 

^ 3 

2 

1 

0 

-1 

•10" 

a) Cr =0.999, ps = 0.125 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
f [s] 

b) Cr - 0.2, ps = 0.125 

•10" •10" 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
f [s] 

c) Cr = 0.999, & = 0.25 

--

-

A. I 

-

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
f [s] 

d) Cr = 0.2, 0 S = 0.25 

7 

6 

5 

4 

2 

1 

0 

-1 

•10" 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
f [s] 

e) Cr = 0.999, ŕ3 s = 1 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
f [s] 

f) Cr = 0.2, /3S = 1 

Obrázek 5.22: Výsledky k o n t a k t n í síly pro penaltovou metodu. 
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5.4.3 Kontakt node-to-segment 
Kinemat ická metoda byla dosud p rezen tována na I D př ípadech . Její zobecněn í pro víceroz­
m ě r n é p rob l émy bude p o p s á n o v tomto oddílu. Princip nav rženého k inemat ického p ř í s tupu 
pro stabilizaci kontaktu m ů ž e být p o p s á n na př íkladu j e d n o d u c h é h o 2D NTS kontaktu (viz ob­
rázek 5.23). Předpokládejme, že v čase tn nedocház í k ž á d n é penetraci uzlu 3 se segmentem 1-2. 
Jakmile je zjištěna penetrace v čase tn+\, m u s í se př i s toupi t k výpočtu p ř e s n é h o času, při k t e rém 
došlo k proniku. Přesný okamžik, př i k t e r ém došlo k penetraci, je vypočí tán dle podkapitoly 5.3, 
stejně tak i konfigurace v tomto čase. 

y 

Obrázek 5.23: Penetrace kontaktu [107]. 

Obrázek 5.24: Výpoče t nové polohy uz lů [107]. 

Výsledkem rovnice (5.43) je čas tc odpovídající konfiguraci vyobrazené na obrázku 5.23 ( ř c ) . 
Takto z ískaná konfigurace je využita k výpočtu nové up ravené konfigurace v čase t™e

+™. Na zá­
kladě Newtonových pohybových zákonů, podrobně j i p o p s a n ý c h v oddí lu 4.4.2, m ů ž e m e využít 
hybnost kontaktu 

P = Pl+P2+P3, (5.61) 

kde 

Pi = rriiVi. (5.62) 

Sloučením rovnic (5.61) a (5.62) z í skáme 

p = mv = m\Vi + m,2\2 + m3v3. (5.63) 
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Celková hybnost té to soustavy p je kons tan tn í 

p = p

n e w => A p = 0, (5.64) 

ale z d ů v o d u po t řeby j ednoznačnos t i řešení je n u t n é rozlišit typ kolize t ěch to entit. Základní 
dělení typů kolize je na elastickou a neelastickou podrobně j i p o p s a n ý c h v oddí lu 4.4.3. Z dů­
vodu aplikace nav rhovaného p ř í s tupu v sys tému na bázi konečných prvků, v n ě m ž p ř e d m ě t e m 
řešení h lavně s tavební a strojní konstrukce, a kde jsou v kontaktu pouze dílčí částí pros torově 
diskretizovaných a deformovate lných těles (podrobněj i p o p s á n o v podkapitole 2.3), je využito 
d ruhého , dokonale neelas t ického typu, kde docház í ke z m ě n ě kinetické energie na j inou formu 
energie, např . na potenc iá ln í energii či teplo v důs ledku tření . Při uvažování neelast ické kolize 
je b ě h e m zpracování kontaktu hybnost slavě uzlu P3 rozdě lena do master uzlů 1 a 2. 

p r W = P i + ( W ) - P 3 , (5.65) 

P 2 = P 2 + Í P 3 

Hybnosti p " | w jsou pouze imaginárn í hybnosti v master uzlech vycházející z p ředpok ladu roz­
nosu hybnosti slavě uzlu do master segmentu a slouží k dopoč í tán í nových rychlostí . Defor­
mace jsou dopoč í t ány ze vztahu 

u = Ařv . (5.66) 

Nová hybnost slavě uzlu p " e w je dopoč í t ána ze vztahu 

new = " 1 i 2 i ( 5 6 ? ) 

á m 3 

kde rychlosti vne

2

w lze vyjádřit z rovnice (5.62) 

Pi 
v/ = — . (5.68) 

m i 

Z d ů v o d u linearizace pohybových rovnic mohou být deformace vypočí tány jako 

u í T 1 = u i , « c + ( ř » + i - W - ^ 1 . (5.69) 
„new , í + + „new 
U 2 , f„ + 1 - u2,f c + {t„+i- tc) - V 2 I F N + 1 , 

new _ n ľ\ „new , r „new 

kde v f ^ w lze vyjádřit z dosazení rovnice (5.62) do rovnice (5.65) 

wnew = P l + d - 0 - P 3 ( 5 ? 0 ) 

1 ' Í B + 1 m i + ( l - 0 m 3 

„raew _ P2 + Í-P3 
2,řB +i m 2 + ^ . m 3 ' 

5.4.3.1 Verifikace řešení 

Verifikace řešení je provedena na 2D Hertzově úloze dvou válců o p o l o m ě r u r - 4 m z l ineárně 
elastického mate r iá lu s modulem pružnos t i E - 1 GPa, Poissonovým součin i te lem v = 0.2 a hus­
totou p = 1 k g - m " 1 . Válce se dotýkají v jednom b o d ě a mají počá tečn í rychlost vQ'y - -vQ'y = 
- 2 m • s - 1 . Z d ů v o d u symetrie je z o h l e d n ě n a pouze polovina každého válce. Je zvolen výpočetní 
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krok Aŕ = l e " 4 s. Mode l je převzat z [43, 61], analytické řešení př íkladu z [34, 52, 61] (spočí tané 
za p ř edpok ladu malých deformací a ž á d n é h o šíření vln). Výsledky spoč tené za pomoci penal­
tové metody jsou převzaty z [18]. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 
f[s] ř[s] 

c) p e n a l t o v á metoda - w-le5 d) K i n e m a t i c k á metoda - bilance energie 

Obrázek 5.25: Výsledky k o n t a k t n í síly s p o č í t a n é Kinemat ickou metodou (a, b), penaltovou metodou (c) a bilance 
energie pro Kinemat ickou metodu (d). 

Úloha je za pomoci k inemat ické metody spoč í tána pro dvě různě veliké sítě, délka hrany 
elementu na h r a n ě se slavě uzly m á v p r v n í m p ř ípadě délku Isiave = 0.1 m a v d r u h é m p ř ípadě 
délku Igiave = 0.05 m, jak je vyobrazeno na obrázku 5.26a a obrázku 5.27a. 
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a) Síť k o n e č n ý c h p r v k ů b) Šíření v ln a n a p ě t í ay [ N / m 2 ] v č a s e c h t - 0.1,0.2,0.3,0.4 [s] 

Obrázek 5.26: Výsledky n a p ě t í ay v čase s d é l k o u p rvku na r o z h r a n í kontaktu í-siave — 

0.1 m . 

a) Síť k o n e č n ý c h p r v k ů b) Šíření v ln a n a p ě t í ay [ N / m 2 ] v č a s e c h f = 0.1,0.2,0.3,0.4 [s] 

Obrázek 5.27: Výsledky n a p ě t í oy v čase s d é l k o u p rvku na r o z h r a n í kontaktu í-siave — 

0.05 m . 

5.4.4 Více sláve uzlů na jednom segmentu 
Výše uvedený postup dává dobré výsledky, je p řeh l edný a j e d n o d u š e pochopi te lný . Tento pří­
stup však n e n í korektní , dojde-li ke kontaktu více než jednoho sláve uzlu s j e d n í m segmentem. 
Dřívější kontakt teoreticky ovlivní celou konfiguraci a n e n í za ručeno dosažen í p o d m í n e k ne-
elastického typu. Postup by pro dodržen í p ř e s n é h o výpočtu bylo t řeba zobecnit a pracovat ve 
více intervalech podle p o s t u p n é h o výskytu kontaktu přes celou kontak tn í d o m é n u . Takovéto 
řešení bylo vyhodnoceno jako neperspekt ivn í z d ů v o d u ná ročnos t i i m p l e m e n t a č n í i výpočetní . 
V r ámc i aktuální linearizace každého jednoho časovém kroku A r je raději p ř i s t oupeno ke zjed­
n o d u š e n í a ovlivnění konfigurace z důvodu kolize více slavě uzlů s jednou master entitou v 
různých časech tj e (tn; tn+\) je z a n e d b á n o . 
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Kontakt sláve uzlu se segmentem vyvolává z m ě n u hybnosti v segmentu 

A p i = ( l - £ ) - P 3 . 

A p 2 = ̂ P 3 -

(5.71) 

Tyto z m ě n y hybnosti A p ! a A p 2 lze kumulovat pro l ibovolný poče t slavě uzlů, proto je n a p ř e d 
vypoč ten vliv všech slavě uzlů na př ís lušné master segmenty za pomoci obecnějš ího p ředp i su 

A P l = £ ( l - í i ) - p i , 
i 

Ap2 = L í i ' P i 

(5.72) 

a až po t é jsou vypočí tány deformace, rychlosti a zrychlení všech uzlů v kontaktu. K výpočtu no­
vých hybnos t í slavě uzlů již nelze využít rovnici (5.67), p ro tože by obecně vedla na sys tém o více 
n e z n á m ý c h nežli rovnic. Proto je využito p ř edpok ladu neelas t ického kontaktu a je vypočí tána 
rychlost slavě uzlu ze vztahu 

v f e w = ( l - ^ ) - v r w + í r v 2

m 

Takto d o p o č í t a n á rychlost po t é slouží k výpočtu zrychlení 

(5.73) 

v n w - v 
a f e w = a;-+ ' 

a polohy 
u 

tn+i tc 

= ui + (y?ew-v1)-(tn+1-tc). 

(5.74) 

(5.75) 

5.4.5 Kontakt dvou hran 
Při výpočtu kon tak tů entit ve 3D již nastávají situace, kdy je formulace kontaktu NTS nedos t aču ­
jící či vede k o p o m e n u t í urči tých p ř í p a d ů vzá jemného pos tavení kontak tn ích entit. Konkré tn ím 
p ř í p a d e m je kontakt m i m o b ě ž n ý c h hran. Pro zpřesněn í výpočtu je proto u m o ž n ě n o uvažovat 
také s kontaktem hrany na master segment, jak ukazuje obrázek 5.28. 

X 

Obrázek 5.28: Hrana na hranu. 

Poloha b o d ů kontaktu K\ a K2 na př ís lušných h r a n á c h lze vypočítat z p růn iku dvou linií. 
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Poloha b o d ů kontaktu je vyjádřena jako 

X*(ÍJCÍ) = ÍJCÍ - X A + (1 - S K L ) - X B > (5.76) 

X ^ O ^ ) = SK2 -Xc + (1 - í ír 2 ) "XD-

Poloha p růn iku je d á n a parametry ^ a ^ z ískanými z řešení rovnice = X K Z , kde po dosa­
zení do (5.76) z ískáme 

ÍJCX -XA + d - ÍJCX) - X B = - X c + (1 - SK2)-XD. (5.77) 

K výpočtu času kontaktu tc a polohy b o d ů A, B, C, D je opě t využito rovnic (5.38) - (5.47), kde 
je za q dosazen bod D. 

Zda bod průseč íku K, který lze nyní z totožni t s K\ a K2 {K - K\ - K2), leží na h r a n á c h AB a 
CD, je zjištěno dosazen ím XK do rovnic (5.76) a n á s l e d n ý m vyčíslením SKX a ŠK2 

SK, e (0; 1) => Kx e A B , (5.78) 

e (0; 1> => ^2 e C D . 

Obrázek 5.29: Kondenzace l inie do uz lu . 

Výpočet z m ě n y hybnosti je dopoč í t án z p ř edpok ladu kontaktu dvou tuhých linií a stejné 
koncové rychlosti v^ = \

K2
 pro mís t a kontaktu. Pro každou hranu se vypočte její hmotnost 

m\ - m A + mg, (5.79) 

m2 - mc + rriD 

a rychlost, která se př i p ř e c h o d u do lokálního s o u ř a d n é h o sys tému kontaktu bez t ření zjedno­
duší na rychlosti v;- = {v\tt; Viy, v\t(p\ v mís t ech 

X i ( í i ) = í i - X A + ( l - í i ) - X B > (5.80) 

X 2 ( í 2 ) = Í 2 - X c + ( l - Í 2 ) - X D . 

Pro zoh ledněn í vzdálenost í těžišť od mís ta kontaktu 

n = X J C l - X i , (5.81) 
r 2 = X ^ 2 - X 2 , 
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jsou dopoč í t ány momenty set rvačnost i př ís lušných linií 

Ji = mA-<f2 + m B - ( l - < f i ) 2 , (5.82) 

h = mc-Zl + mD-{l-S2)2 

a rychlosti v bodech Ki a K2 vyjádřeny právě t ěmi to parametry 

vjd = v i + r i - w i , (5.83) 

vK2 =v2 + r2-a)2, 

mi 
„ n e w _ „ , A P R * 

/ i 

Z p o d m í n k y rovnosti v n e w = v £ e w je vyjádřena z m ě n a hybnosti v mís tě kontaktu 

A P j C l = 9 2 — j , (5.84) 

mi h m2 h 

Apíf2 = 2 i"-
1 r i 1 R? 

— + — + — + — mi i i ni2 h 

Výpočet z m ě n y hybnosti A p ^ a Apg lze provést s využi t ím rovnice 

A p ^ w = ( l - ^ 1 ) - A p ^ ) (5.85) 

A p - W = ^ 1 - A p ^ , 

Stejným z p ů s o b e m lze provést i výpočet A p c a A p B 

A p g e u ; = ( l - « ^ 2 ) - A p ^ , (5.86) 
A P D = 4 í r 2 - A p í : 2 . 

Z t ěch to z m ě n lze dopoč í ta t nové rychlosti a j i m odpovídající zrychlení a polohy dle (5.73) 
až (5.74). 

5.4.6 Shrnutí 
Prezentované k inemat ické pojetí dynamického kontaktu pro explicitní metodu vede k d o b r ý m 
výs ledkům pro všechny prezen tované p ř í p a d y zachovává kons t an tn í celkovou energii soustavy 
v p r ů b ě h u řešení a p řekonává stabilitní p rob l émy p o p s a n é v podkapitole 4.3. Prezentovaný pří­
stup dopočí tává deformace za pomoci zoh ledněn í p ř e s n é h o času ná razu tc každého kontaktu. 
Deformace, rychlosti a zrychlení jsou dopoč í t ány s p o m o c í rozdělení výpoče tn ího časového 
kroku Aŕ e (tn; tn+\) na interval p ř ed n á r a z e m (tn; tc) a po ná razu (tc; tn+\). V intervalu po ná­
razu se p ředpok ládá dokonale neelast ická kolize. Navržený př í s tup také u m o ž ň u j e zoh ledněn í 
kon tak tů více slavě uzlů s jednou master entitou v rámci s te jného časového kroku, jak bylo 
p rokázáno na n u m e r i c k é m příkladu. Metoda nevyžaduje aplikaci pena l tové metody či Lagran-
geových mult ipl ikátorů, vni t řní iterace ani řešení soustavy rovnic. 
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5.5 Energetická metoda 
Z d ů v o d ů snahy o vyřešení p r o b l é m ů se stabilitou p o p s a n ý c h v podkapitole 4.3 byla nezávisle 
na k inemat i ckém př í s tupu p o p s a n é m v podkapitole 5.4 vyvinuta i d r u h á metoda přistupující k 
řešení j i ným z p ů s o b e m , a to z pohledu konzervace celkové energie soustavy [101,103,109]. 

Existující algoritmy založené na pr incipu konzervace energie jsou navrženy a p o p s á n y na­
příklad v [45], kde je dosaženo rovnosti energie za pomoci Lagrangeových mult ipl ikátorů, které 
vynucují p o d m í n k u na rychlostech, ale jsou modif ikovány geometr ické p o d m í n k y a n e n í za­
chována nepenetrabilita. N a tuto práci bylo navázáno v [100], kde bylo řešení rozší řeno ješ tě o 
regularizaci za pomoci penalty. Dále byl v [90] p rezen tován př í s tup pro N T N kontakt, s po t ře ­
bou speciálního p ř í s tupu pro modifikaci sítě v p r ů b ě h u výpočtu. Oproti tomu zde je prezento­
ván obecnějš í NTS kontakt, kde navíc n e n í t ř eba modifikovat síť pro zachování kompatibility 
jako u N T N kontaktu, jak již bylo p o p s á n o v podkapitole 2.4. 

V té to m e t o d ě se počí tá p ř í m o člen <5I1C z rovnice (2.4) takovým z p ů s o b e m , aby celková ener­
gie soustavy n f _ A f na začátku časového kroku a její nová hodnota n f na konci časového kroku 
zůstala stejná a její z m ě n a AI1 byla rovna nule 

A n = n f - n f _ A f = o. (5.87) 

Pro správné vyčíslení rovnice (5.87) je t ř eba zná t a vypočí tat všechny z m ě n y všech složek ener­
gie, jež jsou ovlivněny p ů s o b e n í m kontak tn í síly. 

Nově navržený algoritmus, p rezentovaný autorem práce poprvé k o m p l e t n ě v [ 109], se oproti 
výše z m í n ě n ý m liší h lavně v tom, že veškeré z m ě n y energie jsou vyjádřeny jako p r o m ě n n é kon­
taktní síly AIl(f c). Výpočet je pro názornos t p o p s á n na 2D řešení odpovídající obrázku 5.30, je 
však p lně rozšiři telný i do 3D. 

n 

t . ( i - O ( 

1 2 

Obrázek 5.30: Geometrie jednoho kontaktu node-to-segment. 

Z m ě n a celkové energie soustavy AI1 z p ů s o b e n a kon tak tn ími silami v r ámc i jednoho časo­
vého kroku skládající se ze z m ě n kinetické energie AIT^, po tenc iá ln í elastické energie A n C T a 
potenciá ln í polohové energie AUp m u s í být rovna nule, 

A n = A n f c + A n C T + A n p = o. (5.88) 

Rovnici (5.88) lze rozepsat do jednot l ivých př íspěvků zvlášť pro každý kontakt s, kde kontak tn í 
síla každého kontaktu fc>s způsobuje dílčí z m ě n y energie Mls 

AUs(fc>s) = MlkiS{fCiS) + An f f ( S (f C ( S ) + AUPtS{fCtS) = 0. (5.89) 

Další popis již z d ů v o d u p řeh lednos t i neobsahuje index (•) s , p ro tože výpočet lze provádět indi­
v iduálně pro každý kontakt zvlášť a výsledné kontak tn í síly vznikají sumac í úč inků jednot l ivých 
kon tak tů do výs ledného vektoru G, který reprezentuje člen dUc z (2.5). Postup výpočtu je tedy 
p o p s á n na jednom kontaktu. 
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5.5.1 Nalezení místa kontaktu 
K u rčen í mís ta i p ř e s n é h o času, kdy nastane penetrace kontaktu, je využito postupu u v e d e n é h o 
v podkapitole 5.3. Je zavedena veličina A í c odpovídající délce p ů s o b e n í kontak tn í síly v rámci 
d a n é h o časového kroku 

Aŕ c e<0;Aŕ>, (5.90) 

Aŕc = tn+l ~ tc. 

5.5.2 Směr kontaktní sily 
Při výpočtu s m ě r u kontak tn í síly se vychází ze s m ě r u pohybu uzlu a p ř í s lušného segmentu v 
kontaktu. Ve 2D je t ř eba určit čtyři n e z n á m é složky dvou vektorů rychlosti v 3 a v c , za t ímco jsou 
k dispozici pouze tři rovnice: dvě pro zachování hybnosti a jedna pro zachování energie. Mez i 
uzlem 3 a bodem C je uvažováno p ů s o b e n í kontak tn í síly dle 3. Newtonova zákona [58], mající 
stejnou velikost, avšak opačný směr. Uvažují se proto dva l imitní případy. V p r v n í m je t ření 
absolu tn í a nedocház í k ž á d n é m u prokluzu mezi uzlem a segmentem, což vede k odrazu uzlu 
3 a bodu C ve s te jném relat ivním s m ě r u jako p ř e d ná razem, avšak s o p a č n ý m z n a m é n k e m . Na 
uzel 3 bude působ i t kon tak tn í síla |f"| ve s m ě r u vektoru C3 a na bod C bude působ i t síla |f"| 
ve s m ě r u 3C (3C = - C 3 ) . Index («) f l značí řešení pro abso lu tn í tření . Lze tedy urči t j ednotkový 

3 

Obrázek 5.31: U rčen í s m ě r u p ů s o b e n í k o n t a k t n í síly na segment. 

vektor e c jako 

.a _ = VC3 

|fc

fll | V C 3 I ' 

D r u h ý m l imi tn ím p ř í p a d e m je nulové t ření v mís tě nárazu . V tomto p ř ípadě m u s í mí t kontak tn í 
síla směr no rmá ly n (viz obrázek 5.31) k segmentu, p ř ičemž úhe l dopadu a odrazu je stejný a 
symetrický právě kolem no rmá ly segmentu u m í s t ě n é v mís tě nárazu . 

e ° = í É = Ň ' ( 5 ' 9 2 ) 

kde index («)° slouží pro označen í nu lového tření . Všechny os ta tn í p ř ípady nacházej ící se někde 
mezi t ěmi to ext rémy lze chápa t jako kombinaci obou l imitních p ř ípadů , a proto je vyjádřen 
p ř e c h o d mezi n i m i za pomoci váhového koeficientu K e (0; 1), j enž kombinuje oba př ís tupy pro 
výpočet 

e c = (5.93) 
|lcl 
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kde 

fc = jcfc

a + ( l - j c ) f ° . (5.94) 

Určení p ře sné hodnoty K n e n í p ř e d m ě t e m této p ráce a slouží pouze jako alternativa k ostat­
n í m m o d e l ů m tření , jako např . klasické Coulombovo t ření [11], vč. varianty zohledňující rych­
lost [89], modely dle LuGre a Dahla [55] či dalš ím z n e s p o č t u variant t ření [49]. 

5.5.3 Změna kinetické energie 
Kinetická energie 11^ je p ř ímo závislá na z m ě n ě rychlostí jednot l ivých uzlů v kontaktu a lze j i 
s využi t ím Einsteinovy s u m a č n í konvence I e {1,2,3} zapsat 

1 

rifc = - m / V / V / , (5.95) 

n * = ^ m / v ; V ; , (5.96) 

An f c = n* - n f c = ^mrf-v* - ^ m / V / • v / = ^ m / ( 2 V / • A v j + A v j • A V / ) . (5.97) 

Ze z m ě n y hybnosti 

A p = fAř c , (5.98) 

kde f je síla a Ař c je čas po kterou síla působí , lze vyjádřit z m ě n u rychlosti 
A v = — Ař c . 

m 
(5.99) 

S využit ím rovnic (5.71) a (5.99) m ů ž e být vyjádřena z m ě n a rychlosti v uzlech 1,2 a 3 z p ů s o b e n á 
silou působíc í na segment 

A v i = — - ( 1 - f l A r c , 
m\ 

A v 2 = - — < f A r c , 
m 2 

f c 

A v 3 = — A ř c . 
m 3 

(5.100) 

Dosazen ím (5.100) do (5.97) je získán výraz, který lze upravit do konečné podoby 

An f c = - m i 

1 
+ - m 2 

2 

^ ( l - 0 + ^ 4 ( W ) 2 A ř c

2 

ÍYl\ 

^ < f + ^ h 2 A ř c

2 

m 2 "2 

= - V l • f c ( l - 0 A ř c + ^ ( 1 - O z Ař , 

+ -m3 

Í 2 f c - v 3 . f c f, 

m 3 

+ • 
C A ř 2 

2m\ 
fc ' fc f 2 . 2 f . fc - fC . 2 - v 2 • U A ŕ c + A ŕ c

z + v 3 • f c A ŕ c + 
2 m 2 2 m 3 

: A ŕ , 

(5.101) 
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5.5.4 Změna potenciální elastické energie 
Potenciální elastická energie se vlivem kontak tn í síly m ě n í v r ámc i jednoho časového kroku 
pouze v elementech j (na obrázku 5.32 vyznačeny modře ) , k te rým přísluší a lespoň jeden z uzlů 
kontaktu (1,2,3), p ro tože pouze tyto uzly jsou touto silou ovlivněny. Tuto energii lze zapsat jako 

kde a j je vektor napě t í a Aej je vektor př í růs tku pře tvoření na prvcích j od kontak tn í síly fc. 

Obrázek 5.32: Elementy z a h r n u t é do v ý p o č t u z m ě n y p o t e n c i á l n í e las t ické energie jednoho kontaktu. 

Popíšeme-l i tuto z m ě n u pro jednoduchost např ík lad na l ineárních př íhradových prutech, 
kde dolní index (•),• určuje číslo prutu, LQÍ je p ů v o d n í délka prutu, L ;- je délka prutu na začátku 
časového kroku a L ; * je z m ě n ě n á délka na konci časového kroku, pak lze energii pro p o p s a n ý 
příklad vyjádřit jako 

AFLj =(jjAej, (5.102) 

(5.103) 

A n f f = n ; - n f f = 
EÍAÍ 

[2ALi + AL*)AL* i ' 

kde Ej je Youngův modul p ružnos t i a Aj je průřezová plocha př í s lušného prutu i. 

5.5.5 Změna potenciální polohové energie 
Tato z m ě n a lze vyjádřit jako p ráce vnějších sil na p o s u n u t í uzlů 1, 2, 3. Jestliže 

Aui - — ( W ) A r c

2 , 

Au 2 (5.104) 

Au 3 
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pak je z m ě n a potenc iá ln í polohové energie rovna 

Aľlp = - A u / f / x t (5.105) 
j? jext j jext £ jext 

= - ^ - ( 1 - <f)Aŕc

2 + - ^ - Č A ŕ c

2 - ^ ^ A ŕ c

2 , 
m\ rri2 

kde ho rn í index ( « ) e x t značí vnější síly. 

5.5.6 Výpočet velikosti kontaktní síly 

Velikost kon tak tn í síly |f c | se vypočí tá z celkové z m ě n y energie z p ů s o b e n é touto silou 

A n = An f c ( f c ) + A n f f ( f c ) + A n p ( f c ) = o. (5.106) 

Všechny z m ě n y uvedené energie jsou funkce kontak tn í síly 

fc = If c |e c . (5.107) 

Z m ě n a celkové energie je tak funkce velikosti kontak tn í síly |fc | a času t rvání ná r azu A tc 

A n ( | f c | , A ř c ) = A n j f c ( | f c | ,A ř c ) + A n c r ( | f c | , A ř c ) + A n p ( | f c | , A ř c ) = o. (5.108) 

Velikost kontak tn í síly je vypočí tána z rovnice (5.108). Nás ledně je kontak tn í síla p ř epoč í t ána na 
př í růs tek uzlových sil 

A f 1 = A v A ^ = - f c ( l - 0 , 

Af 2 = A v 2 ^ - = - U , (5.109) 

^3 
Af 3 = A v 3 — - = f c. 

i\tc 

5.5.7 Shrnutí 
Důleži tou charakteristikou tohoto p ř í s tupu je respektování bilance energie na diskretizované 
soustavě. Každý aktivní kontakt je vyhodnocen zvlášť (viz obrázek 5.32) a účinky nás l edně se­
čteny do výs ledného vektoru G. Vektor G je d á n sumou všech kon tak tn ích sil fc a j e d n á se o 
vyčíslení sil z rovnice (2.5). Celý postup je pro názo rnos t p o p s á n Algori tmem 2. 
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Vstup: Aŕ c , /3, charakteristiky pro výpočet napě t í př ís lušných k e l ementů , p 7(0), vj, mi 
pro Ie {1,2,3} 

Výstup: z m ě n y uzlových sil A f i , Af 2 a Af3, jež jsou součást í výs ledného vektoru G 
1 nalezení p růn iku a času ná razu dle podkapitoly 5.3 z poloh a rychlostí př ís lušných uzlů; 
2 u rčen í s m ě r u kon tak tn ích sil ec dle oddí lu 5.5.2 z poloh a rychlostí; 
3 výpočet z m ě n y kinetické energie AIIfc(fc) dle oddí lu 5.5.3 z hmot a rychlostí (5.101); 
4 výpočet z m ě n y potenc iá ln í elastické energie An C T ( f c ) dle oddí lu 5.5.4 z poloh a 

fyzikálních charakteristik př ís lušných e l e m e n t ů (5.103); 
5 výpočet z m ě n y potenc iá ln í polohové energie A n p ( f c ) dle oddí lu 5.5.5 z hmot a sil 

působ íc ích v uzlech (5.105); 
6 výpočet velikosti kontak tn í síly f c ze z m ě n y celkové energie 

A n = An f c ( f c ) + An f f ( f c ) + A n p ( f c ) = o ; 

7 výpočet z m ě n y uzlových sil f i , f2 a f3 od kontak tn í síly dle (5.109); 

Algoritmus 2: Výpočet změny uzlových sil Afi, Af2 a Af3 od kontaktní síly. 

5.5.8 Příklad a porovnání s penaltovou metodou 
Verifikace algoritmu p roběh la na př íkladu elast ického prutu narážej ícího na tuhý segment, j enž 
je p o p s á n v [69]. Tuhý segment je p o d e p ř e n na jeho koncích. Vstupní hodnoty byly převzaty 
z [89] a zároveň slouží pro porovnán í výsledků s penaltovou metodou. Obrázek 5.33 ukazuje 
model nosn íku o délce L - 2 m , průřezové ploše A - 10~ 5 m 2 , s Youngovým modulem E -
2000 Pa a hus to t ě p = 2000 k g / m 3 , rozdě leného na 100 e l e m e n t ů s hmotou diskretizovanou do 
uzlů. Prut je p u š t ě n z výšky H - 0.0002 m s m ě r e m k t u h é podložce při gravi tačním zrychlení 
ve svislém s m ě r u g - 100 m / s 2 . Pro analýzu je použi tý výpočetn í časový krok Ař = 1 • 10~ 8 s. 
Kontakt je uvažován bez tření . 

Výsledky vyobrazené na obrázku 5.34 jsou převzaty z [109]. Obrázek 5.34a zobrazuje de­
formace uzlů 1, 2 a vývoj jednot l ivých složek energie v čase. Tyto deformace odpovídají ana­
lyt ickému řešení u v e d e n é h o v [89] a graf energií potvrzuje zachování celkové energie v čase. 
Takto dosažené výsledky mohou být po rovnány s penaltovou metodou uvedenou v [89] a zná­
z o r n ě n o u na obrázku 5.34b a obrázku 5.34c. Vzájemné srovnání výsledků z obrázku 5.34b a 
obrázku 5.34c ukazuje závislost výsledků na velikosti volené penalty w, a dále lze sledovat vývoj 
deformací uzlů 1 a 2 v čase a j i m příslušící z m ě n y energie. Výsledky poukazuj í na to, že pouze 
správně zvolené w vede ke shodě s analyt ickým řešen ím. Další příklady energet ické metody 
jsou uvedeny v Příloze A. 

Obrázek 5.33: Elast ický prut dopada j í c í na tuhou p o d l o ž k u . 
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Obrázek 5.34: Deformace uz lů 1 a 2, s p o l e č n ě s j edno t l i vými s ložkami energie pro energetickou metodu (a), pe­
naltovou metodu s w - 0.01 (b) a penaltovou metodu s w - 0 (c). 
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5.6 Svázání stupňů volnosti 

Jedná se o obecný př í s tup sloužící k definici k inemat ických podmínek , p r i m á r n ě používa­
n é m pro definování okrajových podmínek . Kromě okrajových p o d m í n e k je však tento př ís tup 
aplikovatelný pro širší spektrum úloh. Konkrétně lze tuto metodu využít i pro mode lován í růz­
ných d r u h ů vazeb, kterých je v rámci té to podkapitoly využito i pro definici nového kladkového 
elementu. 

V té to části jsou p o p s á n y i m p l e m e n t o v a n é typy vazeb, zapracované vždy ve dvou varian­
tách, využívající b u ď penaltovou metodu a nebo metodu Lagrangeových mult ipl ikátorů, vy­
cházející z p r inc ipů uvedených výše v podkap i to lách 4.1 a 4.2. 

Následující příklady typů vazeb budou vždy uvažovat s p rovázán ím uzlů s šesti stupni vol­
nosti (pos tupně : tří t rans lační ve směrech os x, y, z a tři ro tační kolem těchto os <px, (py a (pz). 
Horní index (•) 1 a («) 2 slouží jako identifikátor uzlu. Vazby lze teoreticky p ředepsa t v l ibovolném 
s o u ř a d n é m systému, který se také m ů ž e v p r ů b ě h u výpočtu m ě n i t v závislosti na jeho definici 
( n e m ě n n ý a měn íc í se v p r ů b ě h u výpočtu v závislosti na jednom či více řídících uzlech). 

5.6.1 Násobitel 
Tento typ vazby u m o ž ň u j e definovat násobi te le mezi zvolenými stupni volnosti. V p ř ípadě stej­
ných deformací se j e d n á o p ředp is 

Pokud m á být deformace ve s m ě r u x v d r u h é m uzlu 3krát větší než v uzlu p rvn ím, změni l by se 
první řádek v (5.110) na 

5.6.2 Diafragma 
Vazba tohoto typu představuje t u h é chování , avšak pouze v r ámc i j e d n é roviny. Chceme-li za­
vést diafragma mezi uzly v rovině xy , m á vazba předpis 

(5.110) 

w (5.111) 

u l = u\-<p\-Ay, 

Uy~ Uy "I" tyl • AX, 

<p2

z = <PÍ 

(5.112) 
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5.6.3 Tuhý prut 
Vazba simulující t u h ý prut lze p ř e d e p s a t při uvažování lokálního s o u ř a d n é h o sys tému s osou x 
soumeznou s osou prutu jako 

•Ay + <py-Az, 

U2y = u\ + (pl •Ax, 

u2

z = u\-(p\- •Ax, 

<P2x = <px> 

<Py = <Py, 

2 
<Pz = <pl-

(5.113) 

5.6.4 Pevná vzdálenost 
Vazba uchovává n e m ě n n o u vzdálenost mezi uz ly osu x tvoří spojnice p rvn ího a d r u h é h o uzlu. 

u2

x = u\ (5.114) 

5.6.5 Tuhé těleso 
Tato p o d m í n k a předepisuje chování b o d ů jakožto pohyb t u h é h o tělesa, a mezi všemi body v 
této vazbě je vzá jemně p ř e d e p s á n a p e v n á vzdálenost a stejná rotace. 

u\ = u\-(p\-Ay + (py-Az, 

Uy- Uy + (pl-AX-(PX- AZ, 

u2

z = ul + (pl-Ay-(py-Ax, 

vl = v\, 

(P2y = Vy, 

(5.115) 

5.6.6 Optimalizace vazeb 
Při aplikaci vazeb typu t u h é těleso či diafragma na m n o ž i n u uzlů, je vazba závislá na vzá jemné 
vzdálenost i jednot l ivých uzlů. Z p ů s o b vzá jemného propojen í uzlů je proto také významný, je­
likož n e v h o d n é propojen í uzlů s sebou m ů ž e př ináše t ř a d u negat ivních vlivů. N á h o d n é pro­
pojení vyobrazené na obrázku 5.35a m ů ž e z d ů v o d u závislosti tuhosti na vzdálenost i vazby u 
penal tové metody vést k n e p ř e s n é m u řešení , p ropojen í každého uzlu s každým uzlem zase k 
p r o b l é m u špa tně p o d m í n ě n é soustavy. Proto se provázání uzlů volí tak, že uzly jsou spojeny 
vazbami ve smyslu nejkratší m o ž n é spojnice mezi t ěmi to uzly, č ímž se sníží výskyt zbytečně 
rozdílných vzdálenost í v r ámc i j e d n é m n o ž i n y uzlů. 

Takto zvolený z p ů s o b propojení byl zapracován n a p ř e d za pomoci p ř e s n é h o řešení (viz ob­
rázek 5.35b), pozděj i byl však z důvodu výpočetn í ná ročnos t i p o p s a n é v 5.1 d o p l n ě n o m o ž n o s t 
u rčení tohoto propojen í za využití op t imal izačního algoritmu mravenč ích kolonií (ACO - Ant 
Colony Optimization) pro jeho jednoduchou implementaci a lepší výkon u větš ího poč tu pro­
pojovaných uzlů př i dosažen í dostačující přesnos t i . 

A C O je metaheur i s t ický př ís tup, kde je optimalizace p rováděna pros t řednic tv ím modelo­
vání mravenč ích fe romonů, jejichž hodnoty jsou analyzovány a upravovány v každé iteraci, v 
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Algoritmus Časová náročnost 
dynamický (přesné řešení) 0{nl x 2") 
A C O (1 iterace) 0{ri) [94] 

Tabulka 5.1: Časová n á r o č n o s t p o u ž i t ý c h a lgor i tmů . 

závislosti na j e d n o d u c h ý c h parametrech definovaných jako mí ra vypařování feromonu p, ex­
ponent vl ivu feromonu a a exponent vlivu vzdálenost i p\ Ukázka výsledků z p ů s o b e n ý c h úpra ­
vou p jde vidět na obrázku 5.35 př i po rovnán í obrázku 5.35c a obrázku 5.35d. Podrobnějš í popis 
algoritmu lze naléz t např ík lad v [56, 80]. 

a) n á h o d n é spojení , d - 32.183 m 
b) spo jen í za p o m o c i p ř e s n é h o řešení , 
d = 15.479 m 

c) spo jen í za p o m o c i algori tmu A C O p - 0.1, 
a = 0.5, p = 0.5, d = 16.064 m 

d) spo jen í za p o m o c i algori tmu A C O p - 0.15, 
a = 0.5, p = 0.5, d = 15.479 m 

Obrázek 5.35: Výsledky r ů z n ý c h z p ů s o b ů spo jen í uzlů , v č e t n ě výs l edné délky d. 

5.6.7 Element kladky 
Kladky jsou využity v mnoha budovách a kons t rukcích z d ů v o d u jejich kons t rukční jednodu­
chosti a mechan ických výhod při p ř e n o s u sil. Soustava kladek často tvoří rozsáhlý a kompliko­
vaný systém, což vedlo k n á v r h u řady řešení pro jejich mode lován í [6, 36, 37, 76]. Tento element 
byl autorem práce poprvé p ředs t aven v [105]. Nově vytvořený element kladky nepo t řebu je pra-

66 (102) 



Kapitola 5. Výsledky 

covat s tuhos t í lan př ipojených ke kladce, což vede na algoritmus j e d n o d u š e implementova­
telný do řešičů na bázi konečných prvků. 

F,=100 N 

FL=100 N I 

h=10 cm 

F7 =331/3 N 

50 N 

s=30 cm 

331/3 N 

25 N 
s=40 cm 

h=10cmj_/ \ h=10cmj 

Obrázek 5.36: Efektivita využi t í kladek [40]. 

h=10 cm 

5.6.7.1 Definice elementu kladky 

Element kladky je definován t rans formačními maticemi př ipojených lanových prvků a t řemi 
uzly (viz obrázek 5.37). Tři uzly zahrnuj í dva koncové uzly lan (NI, N3) a jeden uzel reprezentu­
jící kladku (N2). Po loměr kladky je z a n e d b á n a všechny tři uzly jsou s o u m e z n é . [105] 

X 

Obrázek 5.37: Idea l i zovaná soustava využívající element kladky [105,106]. 

Transformační matice každého lanového elementu je definována jako 

x a = T f l X , 

kde 
Tall 7«12 ?al3 

TA21 7«22 7«23 

TA31 ?a32 ^«33 . 

(5.116) 

(5.117) 

K popisu elementu poslouží obrázek 5.38 s fiktivně vzdálenými uzly N I , N2 a N3 (z d ů v o d u 
názornos t i ) . Chování elementu je definováno rovnicí 

dx^1 - dx%2 = dx^2 - dx^. (5.118) 

Rovnice elementu (5.118) je př i implementaci přes Lagrangeovy mult ipl ikátory z a p s á n a v ma-
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dxa 

X 

ya ^ 

Obrázek 5.38: Element kladky [105]. 

t i c i A z rovnice (4.13) 

Ta2l 

Ta3\ 
TBII - Tan 

TB2i-Ta2i (5.119) 
TB31 - Tou 

TBU 

TB31 

a vektor b je nulový. [105] 
Rovnice (5.119) lze využít i př i implementaci přes penaltovou metodu, kdy je dosazena do 

rovnice (4.8) a vektor b je opě t nulový. 
Vliv t ření v čepu kladky je m o ž n é zohlednit výpoč tem třecí síly, která je apl ikována na kon­

cové uzly lan N I a N3 dle vz tahů 

f NI + Sgn(dXa1 - dxlaZ)fJl\íab 
N2-, pAřl 

1^1 +|f£ 

I f f 1 

(5.120) 

f™ = - s g n ( d x f - ^ f ) M I U I | f r |

f c

+ | f f | f f , 

kde / i je součini tel t řen í a funkce sgn(«) se počí tá jako 

• 

sgn(x) = < 

Jednotlivé síly f^, f^2, a i^2 ze vz tahů (5.120) jsou vyobrazeny na obrázku 5.39. 

+1 když x > 0 

0 když x = 0 

-1 k d y ž x < 0 . 

(5.121) 
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5.6.7.2 Příklad 

Model použi tý k verifikaci elementu kladky je vyobrazen na obrázku 5.40 a převzat z č lánku au­
tora [105]. Podpora v uzlu 1 m á tuhost 5 k N / m ve s m ě r u X , podpora v uzlu 2 je t u h á ve všech 
směrech a uzel 3 je za t ížen silou 10 k N ve s m ě r u Y. Kladka je u m í s t ě n a v uzlu 2 a vni třní uzly 4 a 
5 jsou vytvořeny k u m o ž n ě n í využití elementu kladky. Normálová tuhost p rů řezu lana j e l MPa . 
Výpočet byl proveden v programu R F E M . Vypočí tané posuny v Tabulce 5.2 jsou stejné pro obě 

X 

Y 

k=5 kN/m 

4 m 

1 
2,(4,5) 

kladka 

EAla„a=l M N 

4 m 

l O k N 

Obrázek 5.40: Př ík lad využívající element kladky [105]. 

Uzly 1 3 
Směr dX dY dX dY 
Posun - analytické řešení 2.00 m 0.00 m 0.00 m 2.08 m 
Posun - Lagrangeovy mult ipl ikátory 2 .00m 0.00 m 0.00 m 2.08 m 
Posun - pena l tová metoda {w - 2.5 • 10 1 1) 2.00 m 0.00 m 0.00 m 2.08 m 

Tabulka 5.2: Výsledky [105]. 

metody. Výsledky odpovídají ana ly t ickému řešení . Dynamický výpočet využívající stejný klad­
kový element je součást í př í lohy B. 1. 

5.6.8 Relativní poloha 
Vazba u m o ž ň u j e definici t u h é h o provázání deformací a liší se liší od vazby pro t u h é těleso z od­
dílu 5.6.5 p ředevš ím relativní definicí polohy slavě uzlu oproti master elementu a také t ím, že 
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se nedefinuje pouze mezi dvojicí uzlů. Tato vazba lze p ř e d e p s a t mezi dvojici uzel-segment, při­
čemž segment m ů ž e tvořit jakákoliv linie, plocha či těleso. Souřadný sys tém je vždy z to tožněn 
se s o u ř a d n ý m s y s t é m e m master segmentu. 

5.6.8.1 Segment ID 

Spojení uzlu a I D segmentu si lze představi t jako spojení uzlu s linií (viz obrázek 5.41). Vzdá­
lenost kolmo k l in i i (směr os y a z) je kons tan tn í , za t ímco poloha kolmice od prutu k bodu je 
definována tak, aby byly její relativní vzdálenost i k u z l ů m prutu vždy ve s te jném p o m ě r u . Vazba 
je definována v s o u ř a d n é m systému, kdy je osa linie s o u m e z n á s osou x. 

slavě 
ux - ( í - 1) " Í + í • u x - ( « - 1) ( « - 1) <p\ + ^-(/> 2)-Az, 

slavě 
Uy ( í - D Uy + Š-Uy + ( « - D •<PI + t-(p2

z)-Ax- ( t f - D <Px + < - ^ ) - A z , 
slavě uz - ( í - D u\ + £ • u2

z + ( « - D <Px ( « - D + t-(p2

y)-AX, 
slavě _ 

Wx ~ ( í - D fpl + S-fPx' 
slavě _ 

<Py - ( í - D <Py + Š- <Py> 
slavě _ 

r z — ( í - D 

(5.122) 

uzel 

A" 

A z 

' z 1 segment 2 

Obrázek 5.41: Geometrie re la t ivn ího p ř i po j en í uz lu na I D segment. 

5.6.8.2 Segment 2D 

Připojení uzlu k 2D segmentu je pro názo rnos t p o p s á n o i definováno v lokálním s o u ř a d n é m 
sys tému 2D elementu (viz obrázek 5.42). Vzdálenost kolmo k segmentu (směr lokální osy z) je 
kons tan tn í , poloha kolmice od elementu k bodu je def inována relativní vzdálenost i k u z l ů m pro 
zachování s te jného p o m ě r u . Váhy jednot l ivých uzlů jsou pro č tyřhran definovány jako 

N i = - ( 1 - 0 ( 1 - 1 7 ) , 4 

ÍV 2 = - ( i + í)U - 17) , 
\ (5.123) 

iV 3 = - ( l+OU + 1 7 ) , 4 

N4 = -(1-0(1+17), 
4 
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a pro t rojúhelník jako 

~> = Ť < 
At 

N2 = - , 

N3 = —, 
A 

kde A - Ai + A2 + A3 - 1 (viz obrázek 2.3). 

kde m je poče t vrcholů. 

u 
slave 

u 
slave 

i=l 
m 

i=l 
m 

u 
slave 

m 

í'=l 
m 

i=i 

m 

m 

uzel 

(5.124) 

(5.125) 

y 

?7G<-1;1> 

4 
i ; i> 

^ 

í e < - i ; i > 2 'z 1 

Obrázek 5.42: Geometrie re la t ivn ího p ř ipo j en í uz lu na 2D segment. 
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5.6.8.3 Segment 3D 

Váhy jednot l ivých uzlů odpovídají použ i tým tvarovým funkcím d a n é h o tě lesového prvku, pro 
šest is těn jsou definovány jako 

Ni 
1 

~ 8 
C l - í ) d - i 7 ) C í-0, 

N2 

1 
~ 8 
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<Px> 
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<ŕy
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i=l 
m 

i=i 

(5.126) 

(5.127) 

kde m je poče t vrcholů. Pro os ta tn í tvary prostorových prvků lze využít např ík lad tvarové funkce 
uvedené v [54]. 
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5.6.8.4 Př ik lad l 

V př íkladu p řevza tém z [110] je relativní vazbou m o d e l o v á n svar. Mode l je p o p s á n na obrázku 5.44. 
Dvojice p r u t ů je d á n a obdéln íkovým p r ů ř e z e m (viz obrázek 5.47a) a ma te r i á l em s E - 1 M P a a 
v = 0.5. Pruty jsou tuze p o d e p ř e n y na své levé s t raně ve všech směrech a mají délku 10 m. Ver­
tikální vzdálenost mezi těžišti obou p r u t ů je 1 m. Pruty 1 a 2 jsou zat íženy stejnou silou F - 5N. 
Svar mezi pruty (master segment definovaný prutem 2 a slavě uzly na prutu 1) je mode lován 
jako tuhý a kontak tn í dvojice jsou vyobrazeny na obrázku 5.45. 

Ke kontrole výsledků slouží konzolový prut 3 (obrázek 5.46) se stejnou geometr i í jako prut 2 
s obdéln íkovým p r ů ř e z e m (obrázek 5.47b) a silovým za t ížením r o v n é m u 2F. Pro správně spo­
jené pruty 1 a 2 m u s í m e dostat na prutu 3 stejné deformace jako dos t áváme na prutu 2. 

I F 
X 

prut 1 
! F 

^ prut 2 

Obrázek 5.44: M o d e l s p o j e n ý c h konzo lových p r u t ů za t í ž en ý ch na jejich k o n c í c h s i lami F - 5 N ve s m ě r u Z [110]. 

slave uzly (prut 1) 
X 

I \ I \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / A 
\ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / ' \ 

\ I \ I \ I \ I \ I \ I \ I \ I \ I \ 
\ I \ I \ I \ I \ I \ I \ I \ I \ I, 

master segmenty (prut 2) 

Obrázek 5.45: Vizual izace kontaktu mez i pruty [110]. 

Na tomto modelu byla provedena l ineární Newmarkova časová analýza s využit ím pouze 
vlastní t íhy a kons t an tn ího zat ížení silami po dobu 50 sekund. Výsledky jsou vyobrazeny na 
obrázku 5.48. Výsledky tohoto př íkladu ukazují správné deformace v koncových uzlech prutu 2 
a 3. Deformace v obou koncových uzlech jsou 22.7 m m a graf také ukazuje, že uzly mají stejnou 
periodu. 
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2F 
X 

prut 3 

Obrázek 5.46: M o d e l k o n z o l o v é h o prutu 3 z a t í ž e n é h o na konc i s i lou 2F — 10 N ve s m ě r u Z [ 110]. 

a) b) 

1 m 

0.5 m 
2 m 

0.5 m 

Obrázek 5.47: Obdé ln íkové p r ů ř e z y s výškou 1 m nalevo (a) a s výškou 2 m napravo (b), maj íc í shodnou šířku 
p r ů ř e z u 0.5 m . 

25 
—•— konec pru tu 2 
—•— konec prutu 3 

20 30 
f [s] 

Obrázek 5.48: Výsledky p o s u n u t í k o n c o v ý c h uz lů p r u t ů 2 a 3 ve s m ě r u uz v čase [110]. 

50 
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5.6.8.5 Příklad 2 

Tento příklad demonstruje jednu z možnos t í využití vazeb z pododd í lu 5.6.8.1, konkré tně u m o ž ­
něn í mode lován í p ředp ínac í výztuže jakožto s a m o s t a t n é h o elementu s p ř í m ý m provázán ím na 
př ís lušný prutový prvek. 

Příklad porovnává dva modely z n á z o r n ě n é na obrázku 5.49. Jedná se o pros tý nosn ík délky 
/ = 10 m zat ížený vlastní t íhou (viz obrázek 5.49a) s u p r a v e n ý m modelem, který navíc obsa­
huje předpja tý kabel (viz obrázek 5.49b). Nosník m á obdélníkový p růřez (obrázek 5.50) z betonu 
C30/37, p ředp ínac í kabel m á kruhový průřez o p r ů m ě r u 6 m m z oceli Stl420/1570. Geomet-

1 = 10 m 

Ä Ä 
a) p ro s tý n o s n í k 

/ = 0.3125 m 

"A 
b) p r o s t ý n o s n í k s p ř e d e p n u t ý m kabelem 

Obrázek 5.49: Z n á z o r n ě n í dvou p o r o v n á v a n ý c h p r u t o v ý c h m o d e l ů , kde varianta a) je p ro s tý n o s n í k a mode l b) 
nav íc obsahuje p ř e d p j a t ý kabel. 

l m 
L 

0.5m 

Obrázek 5.50: P rů řez n o s n í k u . 

rie a p ředpě t í kabelu bylo zvoleno dle [57] tak, aby byl pokud m o ž n o vyrušen vliv vlastní t íhy 
na nosník . Byla proto zvolena parabol ická d r á h a se vzepě t ím / = 0.3125 m a p ředp ínac í silou 
200 k N . Nosník a kabel jsou rozděleny na 50 prvků. V d r u h é m modelu jsou uzly kabelu př ipo­
jeny k p r v k ů m nosn íku dle pododd í lu 5.6.8.1. 

Obrázek 5.51 ukazuje p r ů b ě h výsledných ohybových m o m e n t ů M y vzniklých od výše po­
p s a n é h o zatížení . U varianty b) lze pozorovat odchylku pouze 0.032 % od požadované korekce 
původn ích 62.5 k N m . 

Z m ě n a p r ů b ě h u ohybových m o m e n t ů M y m á p ř ímý vliv i na výs lednou deformaci nosn íku 
z n á z o r n ě n o u na obrázku 5.52, kde lze pozorovat vynulování p r ů h y b u v rámci s ledované přes­
nosti. 

Illllllllllllll]]^^ 
62.5 k N m 

a) p ro s tý n o s n í k 

ivlN111 

b) p r o s t ý n o s n í k s p ř e d e p n u t ý m kabelem 

Obrázek 5.51: Výs ledné o h y b o v é momenty M y . 
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1.21 m m 
a) p ro s tý n o s n í k 

0.00 m m 
b) p r o s t ý n o s n í k s p ř e d e p n u t ý m kabelem 

Obrázek 5.52: Výsledky p r ů h y b ů . 

5.6.8.6 Příklad 3 

Tento příklad představuje využití vazby pro 2D prvky z pododd í lu 5.6.8.2. Jsou porovnány dva 
modely z obrázku 5.53, v obou p ř í p a d e c h jde o desku s délkou 10 m, šířkou 1 m a t loušťkou 
0.2 m z betonu C30/37. Deska je za t ížena pouze vlastní t íhou. Tato deska je ve své d r u h é va­
r iantě navíc vyz tužena pět i p ř edp ínac ími kabely k ruhového p rů řezu o p r ů m ě r u 6 m m z oceli 
Stl420/1570, roz loženými ekvidis tantně po 0.2 m s geometr i í paraboly opě t tak, aby byl vyru­
šen vliv vlastní t íhy dle [57]. Kabel m á vzepět í / = 0.052 m a j e p ř e d e p n u t na 200 k N . 

y i 
10 m 

1 m 

a) deska, pohled na p ů d o r y s (nahoře ) a ze strany (dole) 

f = 0.052 m 

x 

b) deska s p ř e d e p n u t ý m i kabely, pohled na p ů d o r y s (nahoře ) a ze strany (dole) 

Obrázek 5.53: Z n á z o r n ě n í dvou p o r o v n á v a n ý c h sko řep inových m o d e l ů desky se s t a t i ckým s c h é m a t e m p r o s t é h o 
nosn íku , kde varianta a) je pouze z betonu a mode l b) nav íc obsahuje p ř e d p j a t é kabely. 

Deska i kabely jsou rozděleny na 50 prvků po své délce a deska na 5 e l e m e n t ů po své šířce, 
jak je z n á z o r n ě n o na obrázku 5.54. 

y i 

Obrázek 5.54: Použ i t á síť k o n e č n ý c h p rvků . 

V d r u h é m modelu jsou uzly kabelů př ipojeny k p r v k ů m desky za pomoci definice relativní 
polohy uzlu k p l o š n é m u prvku. Obrázek 5.55 ukazuje p r ů b ě h výsledných ohybových m o m e n t ů 
M x vzniklých od výše p o p s a n é h o zatížení. Průhyby jsou z n á z o r n ě n y na obrázku 5.56. 
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a) deska 

58.937 i 
53.579 
48.221 1 

42.863 
37.505 
32.147 
26.789 
21.431 
16.073 i 
10.715 
5.357 
-0.001 1 

b) deska s p ř e d e p n u t ý m i kabely 

0.223 i 
0.203 
0.184 1 

0.164 
0.144 
0.124 

0.105 
0.085 
0.065 

0.045 
0.025 
0.006 1 

Obrázek 5.55: Výs ledné o h y b o v é momenty M x [kNm/m] . 

a) deska 

27.9588 i 
25.4170 
22.8753 1 

20.3336 
17.7919 

15.2502 
12.7085 
10.1668 
7.6251 i 
5.0834 
2.5417 
0.0000 1 

b) deska s p ř e d e p n u t ý m i kabely 

0.0043 
0.0039 
0.0035 
0.0031 
0.0027 
0.0024 
0.0020 
0.0016 
0.0012 
0.0008 
0.0004 
0.0000 

_ 
Obrázek 5.56: Výsledky p r ů h y b ů u z [mm]. 
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Příklad demonstruje m o ž n o s t využití vazeb z pododd í lu 5.6.8.2 k mode lován í p ředp ínac í 
výztuže jakožto s a m o s t a t n é h o elementu s p ř í m ý m n a p o j e n í m na př ís lušné 2D prvky. 

5.6.8.7 Příklad 4 

Tento příklad je s h o d n ý s p ř ík ladem z pododd í lu 5.6.8.5, pros tý nosn ík je však na rozdíl od něj 
mode lován z objemových prvků. Kabel je opě t m o d e l o v á n za pomoci I D e lementů , jež jsou 
k 3D nosn íku př ipojeny s využit ím vazby pro 3D prvky z pododd í lu 5.6.8.3. Oba modely jsou 
znázo rněny na obrázku 5.57. 

10 m 

1 m 

a) pouze beton 

b) beton s p ř e d e p n u t ý m kabelem 

Obrázek 5.57: Z n á z o r n ě n í dvou p o r o v n á v a n ý c h o b j e m o v ý c h m o d e l ů se s t a t i ckým s c h é m a t e m p r o s t é h o n o s n í k u , 
kde varianta a) je pouze z betonu a mode l b) nav íc obsahuje p ř e d p j a t ý kabel. 

Délka hrany 3D prvků i prvků kabelu je 0.1 m a komple tn í síť konečných prvků je znázor­
n ě n a na obrázku 5.58. 

Obrázek 5.58: Použ i t á síť k o n e č n ý c h p rvků . 

Obrázek 5.59 ukazuje p r ů b ě h výs ledného napě t í ax. Celkové deformace jsou z n á z o r n ě n y na 
obrázku 5.60. 

Příklad ukazuje m o ž n o s t využití definice relativní polohy uzlu v ob jemovém prvku k mode­
lování p ředp ínac í výztuže a zároveň i p ř ímé porovnán í s ř e šen ím za využití pouze I D e l e m e n t ů 
(viz pododd í l 5.6.8.5). 
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a) pouze beton 

1.880 i 
1.539 
1.197 1 

0.855 
0.513 
0.172 i 

•0.170 
-0.512 1 

-0.854 i 
-1.195 
-1.537 
-1.879 1 

b) beton s p ř e d e p n u t ý m kabelem 

0.054 i 
0.049 
0.043 1 

0.037 
0.032 
0.026 
0.021 
0.015 1 

0.009 i 
0.004 
-0.002 
-0 .007 1 

Obrázek 5.59: Výs ledné o h y b o v é momenty ax [ N / m m 

a) pouze beton 

1.2134 i 
1.1031 

0.9928 1 

0.8825 
0 7721 
0.6618 i 
0.5515 
0.4412 
0.3309 i 
0.2206 
0.1103 

0 .0000 ' 

b) beton s p ř e d e p n u t ý m kabelem 

0.0021 i 
0.0019 
0.0017 1 

0.0015 
0.0013 
0.0011 
0.0010 
0.0008 1 

0.0006 i 
0.0004 
0.0002 
0.0000 1 

Obrázek 5.60: Výsledky celkových d e f o r m a c í u [mm]. 
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6 Závěr 

Předk ládaná diser tační p ráce se věnovala ošet ření kon tak tn ích vazbových p o d m í n e k v m e t o d ě 
konečných prvků. V úvodn í části byl shrnut současný stav p o z n á n í v té to problematice, kde po 
zformulování počá tečn í okrajové ú lohy s kontaktem v silné a slabé formě byla pozornost věno­
vána pros torové diskretizaci metodou konečných prvků a nás l edně časové diskretizaci. Nejen 
na základě kritické rešerše d o s t u p n é literatury, ale i inženýrské praxe autora ve firmě FEM Con­
sulting, bylo identifikováno několik o tevřených p rob lémů , které byly zformulovány do podoby 
tří cílů. 

P rvn ím a současně h lavn ím cílem té to p ráce bylo navrhnout a otestovat nový př í s tup k ře­
šení dynamických kontak tn ích p r o b l é m ů př i použi t í explicitní časové integrace. Je dobře známo , 
že běžně použ ívané př ís tupy pro vynucen í kon tak tn ích p o d m í n e k vedou často ke zhoršen í sta­
bility explicitního časového in tegračního schématu , což je nutno kompenzovat z m e n š e n í m vý­
poče tn ího časového kroku. Rovněž docház í k vnesen í chyb do výpočtu v p o d o b ě falešných os­
cilací p o s u n u t í na kon tak tn ím rozhraní a kon tak tn ích sil, které lze eliminovat např . l aděn ím 
hodnot vs tupn ích veličin v p ř ípadě penal tové metody nebo nu tnos t í řešit soustavu rovnic v pří­
p a d ě metody Lagrangeových mult ipl ikátorů. Pro vyřešení tohoto p r o b l é m u byly v závislosti na 
použi té diskretizaci kontaktu navrženy tři přístupy. První metoda, která byla p o p s á n a v podka­
pitole 5.1, je u r č e n a p ředevš ím pro abso lu tně t u h é stejně jako l ineárně a ne l ineá rně podda jné 
kontak tn í vazby typu kloub a je za ložena na z to tožněn í uzlů. Těžiš těm celé p ráce ja pak d r u h á 
navržená metoda, jejíž hlavní myš lenkou byla ú v a h a nad př íč inou vzniku výše p o p s a n ý c h os­
cilací. Při explicitní časové integraci se z rovnováhy sil v u rč i t ém časovém kroku tn vypočítá 
zrychlení, p o m o c í k terého se aktualizují k inemat ické veličiny v čase tn+\. P ř i tom se p ř e d p o ­
kládá, že kontak tn í síly jsou po celou dobu časového kroku A r kons tan tn í . To však n e m u s í být 
pravda, p ro tože ke kontaktu, a t ím p á d e m ke skokové z m ě n ě kontak tn ích sil, m ů ž e dojít v l i ­
bovo lném okamžiku z intervalu {tn, tn+i). D r u h á navržená metoda je za ložena na s tanovení 
okamžiku kontaktu tc a výpočtu k inemat ických veličin na základě zachování hybnosti. Metoda 
byla p o d r o b n ě p o p s á n a v r ámc i podkapitoly 5.4, kde byl tento př í s tup systematicky vysvětlen 
od př íkladu podpor, přes kontakt node-to-node až po obecný kontakt node-to-segment, vče tně 
popisu speciálních p ř í p a d ů pro kontakt vícero uzlů se s te jným segmentem a styku hran v pro­
storu. A konečně třetí nav rhovaná metoda vychází z výpočtu z m ě n y energie, jež je z p ů s o b e n a 
kon tak tn ími silami na rozhran í kontaktu. Konkrétní postup výpočtu jednot l ivých složek energie 
a jejich využití v r ámc i té to metody popisuje podkapitola 5.5. 

Vedle problematiky ošet ření kontaktu př i explicitní časové integraci byly v rámci předklá­
d a n é práce , konkré tně v oddí lech 5.6.1 až 5.6.8, s tudovány a i m p l e m e n t o v á n y nejrůznější typy 
vazbových p o d m í n e k mající široké využití ve s tavební praxi př i mode lován í kons t rukcí za po­
moci metody konečných prvků. Například provázání p ru tové výztuže se sítí konečných prvků 
modelující betonovou část konstrukce a tvořící tak společně že lezobetonový kompozit [33], 
nebo nah razen í svaru př i mode lován í př ípojů ocelových konst rukcí [75]. Při zapracování prová­
zání o b e c n é m n o ž i n y uzlů do j e d n é vazby bylo využito opt imal izačních a lgor i tmů p o p s a n ý c h 
v oddí lu 5.6.6. Příklady vybraných d r u h ů vazeb jsou uvedeny v pododd í l ech 5.6.8.4 až 5.6.8.7, 
kde modeluj í př ipojení p ředp ínac ího kabelu k be tonové části konstrukce. 
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Studium těch to základních vazeb dalo vzniknout d r u h é m u cíli té to p ráce — n á v r h u ori­
ginálního kladkového konečnoprvkového elementu, j enž by umožn i l zanedbat vliv p o l o m ě r u 
kladky, a poskytnout tak m o ž n o s t efektivnějšího výpočtu m o d e l ů umožňuj íc í takové zjedno­
dušení . V oddí lu 5.6.7 byly zformulovány rovnice pro vytvoření kladkového konečněprvkového 
elementu, které umožňu j í modelovat mechanismus kladky vče tně zoh ledněn í nelinearity způ­
sobené z o h l e d n ě n í m vlivu t ření př i pohybu lana přes kladku. Nově navržený element byl veri­
fikován p o m o c í d o s t u p n é h o analyt ického řešení . 

A konečně t ře t ím cí lem té to p ráce bylo všechny teoreticky p o p s a n é a navržené př ís tupy i m ­
plementovat do komplexn ího řešiče na bázi konečných prvků firmy FEM consulting za pomoci 
jazyků C# a FORTRAN, což s sebou obnáše lo i návrh v h o d n ý c h definic vs tupn ích a výs tupních 
rozhraní pro zadávání modelu i zobrazování dopoč í t aných výsledků. Nový kladkový element 
a vazbové rovnice byly i m p l e m e n t o v á n y za pomoci dvou běžně použ ívaných metod — penal­
tové metody a metody Lagrangeových mult ipl ikátorů. Všechny příklady u v e d e n é v kapitole 5 
byly vypočí tány pros t řednic tv ím vyvinutých funkcí a demons t ru j í tak implementaci i korekt­
nost navržených řešení . 

Rozšíření nově navržených metod pro explicitní dynamiku o vliv t ření na kontaktu a pokro­
čilejší m a p o v á n í kon tak tn ího rozhraní vče tně rozšíření o další typy diskretizace kontaktu bude 
p ř e d m ě t e m dalš ího vývoje. 

S ohledem na cíle s tanovené v kapitole 3 lze konstatovat, že veškeré cíle p ráce byly splněny. 
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A I Výsledky energetické metody 

A. 1 Náraz příhradové konstrukce 
Na níže uvedených obrázcích A.1 a A.2 je z n á z o r n ě n příklad čtvercové př íhradové konstrukce 
na tuze p o d e p ř e n ý př íhradový prut převzat z [109]. Délka strany čtverce L - 0.25 m, plocha 
p rů řezu A - 1 m 2 , Youngův modul p ružnos t i E - 10 8 Pa a hustota p = 10 4 k g / m 3 . Na p ř íh radu 
působ í gravitační zrychlení g = 10 m / s 2 a použ i t výpočetn í časový krok Ař = 10" 6 s. Obrázky za­
chycují z m ě n u energie pro p ř ípad abso lu tn ího a nu lového t ření pro energetickou metodu. Dále 
je vyobrazen i p r ů b ě h energie spoč í t aná s různými parametry penalty pro penaltovou metodou 
bez tření . 

a) mode l b) n u l o v é t ř en í c) a b s o l u t n í t ř en í 

Obrázek A .1: M o d e l a vizualizace d e f o r m a c í p ř í h r a d o v é konstrukce [109]. 
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0.4 0.6 
t [s] 

b) ene rge t i cká metoda, a b s o l u t n í t ř en í 
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d) p e n a l t o v á metoda w - 1 0 1 0 

0.8 

§ 4 0 0 

n fc 

n — n f f 

- An 
0.4 0.6 

ř[s] 

e) p e n a l t o v á metoda w - 10 1 1 

0.2 0.4 0.6 
ř[s] 

f) p e n a l t o v á metoda w - 1 0 1 2 

0.8 

Obrázek A.2: P r ů b ě h energ i í pro energetickou metodu (a, b) a pro r ů z n é hodnoty penalty kontaktu bez t ř en í (c, d, 
e, f) [109]. 
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Příloha A. Výsledky energet ické metody 

A.2 Impakt dvou válců 
Je ř e šena 2D Hertzova ú loha dvou válců (stejně jako v pododd í lu 5.4.3.1) o p o l o m ě r u r - 4 m 
z l ineárně elast ického mate r iá lu s modulem pružnos t i E - 1 GPa, Poissonovým součin i te lem 
v = 0.2 a hustotou p = 1 kg-s" 1 . Válce se dotýkají v jednom b o d ě a mají počá tečn í rychlost V1QV -
-v^y - - 2 m • s - 1 . Z d ů v o d u symetrie je z o h l e d n ě n a pouze polovina každého válce. Je zvolen 
výpočetní krok A r = l e ~ 4 s. Vs tupní veličiny jsou převzaty z [43, 61]. Výsledky z n á z o r n ě n é na 
obrázku A.3 jsou převzaty z [109]. 

a) Síť k o n e č n ý c h p r v k ů b) Šíření v l n a n a p ě t í CTy[N/m2] v č a s e c h t-0.1,0.2,0.3,0.4 [s] 

Obrázek A .3: Výsledky n a p ě t í ay v čase s d é l k o u p r v k ů na r o z h r a n í kontaktu L siave = 0.05 m . [109] 
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B I Výsledky kladkového elementu 

B. 1 Simulace lanové dráhy 
Příklad dynamické simulace lanové d ráhy je vyobrazen na obrázku B . l a převzat z č lánku au­
tora [111]. Podpora v uzlu 1 m á tuhost k - 100 k N / m ve s m ě r u Y, uzly 2 a 3 jsou p o d e p ř e n y tuze 
ve všech směrech a uzel 4 je zat ížen 300 k N ve s m ě r u Y. Dva kladkové elementy jsou umís t ěny 
v uzlech 2 (s vni t řn ími uzly 5 a 6) a 3 (s vni t řn ími uzly 7 a 8) tak, aby umožňova l i pohyb kabiny 
lanové d ráhy př ipojené k uzlu 9. Normálová tuhost lana 16.49 M N a hmotnost lana je 0.6 kg/m. 
Výpočet je proveden za využití ne l ineárn í časové analýzy s využi t ím Newmarkovy časové in ­
tegrační metody s nas t aven ím Rayleigho t l umen í a - 2 rad/s a výpoče tn ím časovým krokem 
A r = 0.001 s. Výsledky jsou z n á z o r n ě n y na obrázku B.2. 

2(5,6) 3(7,8) 

10 m 
EAkabel = 16.49 M N 

Mkabei = 0.6 k g / m 

4 

300 k N 
\ 

Obrázek B . l : M o d e l pro dynamickou s imulaci l anové d r á h y [111], 

85 (102) 



Příloha B. Výsledky kladkového elementu 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
ř[s] 

Obrázek B.2: Deformace uz lů 1, 4 a 9 vykres lených v čase [111]. 
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99 (102) 

http://www.geokotvy.cz/download.html
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Osobní údaje 
Jméno a př í jmení , titul: 
Adresa t rvalého bydliště: 

Telefon: 
E-mail: 
Datum narození : 
Národnos t : 

Hynek Štekbauer, Ing. 
Sadová 1247 
74258, Príbor 
Česká republika 
+420 724 122 665 
128232@vut.cz  
6.4. 1989 
Česká 

Pracovní zkušenosti 

07/2014-dosud 

10/2019-01/2020 

05/2014-12/2015 

10/2013-12/2014 

07/2013-08/2013 

06/2011-08/2011 

FEM consulting, s. r. o. 
Pozice: Výzkumný pracovník - p rogramáto r 
Náplň práce: Výzkum a vývoj a lgor i tmů pro analýzu konst rukcí zalo­
žených na m e t o d ě konečných prvků 

Dlubal Soßware GmbH, Německo 
Pozice: P rogramátor a test engineer (pracovní stáž) 
Náplň práce: P rogramování a tes tovaní numer i ckých metod pro ana­
lýzu konstrukcí 

VUT v Brně, Fakulta stavební 
Pozice: Tvorba apl ikačního softwaru 
Náplň práce: Tvorba softwaru pro posouzen í h ř e b ů a kotev 

Nemetschek Scia, s. r. o. 
Pozice: Test Engineer 
Náplň práce: Testování softwaru pro výpočet s tavebních konstrukcí 

Stráský, Hustý a partneři, s.r.o. 
Pozice: Projektant 
Náplň práce: Tvorba výkresů a návrh že lezobetonových konstrukcí 

INOS TAV BRNO, a.s. 
Pozice: Stavební technik 
Náplň práce: Koordinace, př íprava a řízení realizace s tavebních prací 
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Vzdělání 

02/2015-dosud 

09/2013-02/2015 

09/2009-06/2013 

09/2005-06/2009 

VUT v Brně, Fakulta stavební 
Studijní program: Stavební inženýrství, navazující doktorský 
Obor: Konstrukce a dopravn í stavby 
Téma disertační práce: Statika, dynamika a kinematika kon tak tů tě­
les. 

Školitel: doc. Ing. Ivan N ě m e c , CSc. 

VUT v Brně, Fakulta stavební 
Studijní program: Stavební inženýrství, navazující magis terský 
Obor: Konstrukce a dopravn í stavby 
Téma diplomové práce: Vypracování algoritmu a př í s lušného pro­
gramového modulu pro statické a dynamické řešení lan na kladkách 
Školitel: doc. Ing. Ivan N ě m e c , CSc. 
VUT v Brně, Fakulta stavební 
Studijní program: Stavební inženýrství, bakalářský 
Obor: Konstrukce a dopravn í stavby 
Téma bakalářské práce: Výpočet únosnos t i a deformací si lničního 
mostu a porovnán í s n a m ě ř e n ý m i hodnotami 
Školitel: Ing. Petr Šafář, CSc. 

Gymnázium Příbor 
Maturitní zkouška: Český jazyk, Anglický jazyk, Fyzika, Matematika 

Pedagogická praxe 

02/2017 - 06/2017 Vysoké učení technické, Fakulta stavební, Ústav stavební mechaniky 
výuka v rámci pov inné praxe doktorského s tudi jního programu 
Cvičení z předmětu Základy stavební mechaniky 

09/2016 - 12/2016 Vysoké učení technické, Fakulta stavební, Ústav stavební mechaniky 
výuka v rámci pov inné praxe doktorského s tudi jního programu 
Cvičení z předmětu Nelineární mechanika 

02/2016 - 06/2016 Vysoké učení technické, Fakulta stavební, Ústav stavební mechaniky 
výuka v rámci pov inné praxe doktorského s tudi jního programu 
Cvičení z předmětu Základy stavební mechaniky 

09/2015 - 12/2015 Vysoké učení technické, Fakulta stavební, Ústav stavební mechaniky 
výuka v rámci pov inné praxe doktorského s tudi jního programu 
Cvičení z předmětu Nelineární mechanika 

02/2015 - 06/2015 Vysoké učení technické, Fakulta stavební, Ústav stavební mechaniky 
výuka v rámci pov inné praxe doktorského s tudi jního programu 
Cvičení z předmětu Základy stavební mechaniky 
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Účast na řešení vědeckých projektů 

03/2020-02/2021 

03/2019-02/2020 

03/2018-02/2019 

03/2017-02/2018 

01/2016-12/2018 

07/2014-06/2015 

Projekt spec. výzkumu FAST-S-20-6294 
Název: Výpočtová predikce po rušen í cementových kompozitu 
při d y n a m i c k é m zatěžování 
Řešitel: prof. Ing. Jiří Vala, CSc. 

Projekt spec. výzkumu FAST-S-19-5878 
Název: Výpočtová analýza vzniku a šíření trhlin v kvazikřehkých 
mater iá lech rozš í řenou metodou konečných prvků (XPEM) 
Řešitel: prof. Ing. Jiří Vala, CSc. 

Projekt spec. výzkumu FAST-S-18-5184 
Název: Vlastnosti vybraných implic i tních metod v dynamice 
s tavebních konstrukcí 
Řešitel: prof. Ing. Jiří Vala, CSc. 

Juniorský projekt spec. výzkumu FAST-J-17-4720 
Název: Vypracování algoritmu pro kontakt mezi M K P prvky 
Řešitel: Ing. Hynek Štekbauer 

Projekt MPO OPPIK CZ. 01.1.02/0.0/0.0/15_019/0004929 
Název: Algoritmizace n á v r h u počá tečn ího tvaru m e m b r á n o ­
vých konst rukcí a jejich stat ická a dynamická analýza 
Řešitel: doc. Ing. Ivan Němec , CSc. 

Projekt MPO OPPI CZ.1.03/2.2.00/23.00705 
Název: Rozvoj progresivních metod v mechanice těles 
Řešitel: doc. Ing. Ivan Němec , CSc. 
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