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Abstrakt a klicova slova

Abstrakt

Disertacni prace se vénuje problematice dynamického kontaktu a kinematickych vazeb mezi
riiznymi entitami a s ni spojenou implementaci pro statickou a dynamickou kone¢noprvkovou
analyzu. Divodem vyvoje v této oblasti jsou vzriistajici ndroky na funkcionalitu MKP systémti
a rovnéz pfesnost a rychlost vypocetnich modelt. V praci je nejprve feSena problematika vy-
nuceni kontaktnich podminek v explicitni dynamice. Jsou navrZzeny nové metody s ohledem na
stabilitu explicitniho ¢asového integracniho schématu tak, aby nebyla potfeba zmensSovat vy-
pocetni casovy krok, ladit vstupni veliCiny ¢i feSit rozsdhly systém rovnic. Pfistupy vychdzi bud’
ze zékladnich kinematickych principli, nebo ze zdkona zachovdni mechanické energie. Déle
je pozornost vénovana riznym typtim vazbovych podminek majici §iroké vyuziti ve stavebni
praxi. Jejich porozuménti je vychozim bodem pro néslednou definici nové navrZzeného konec-
ného elementu kladky. Spravnost vSech teoreticky navrZzenych metod a jejich implementace je
demonstrovana na numerickych pfikladech.

Klicova slova

Kontakt, metoda kone¢nych prvki, explicitni dynamika, kladkovy element, kontaktni vazby, pe-
naltovd metoda, metoda Lagrangeovych multiplikatort.

Abstract

The dissertation deals with the problem of dynamic contact and kinematic constraints between
various entities and the related issues of its implementation for static and dynamic finite ele-
ment analysis. The reason for the development in this area is the increasing demands on functi-
onality of FEM softwares and also accuracy and performance of computational models. Firstly,
the problem of enforcing contact conditions in explicit dynamics is addressed. New methods
are proposed with respect to the stability of the explicit time integration scheme so that there
is no need to reduce the computational time step, adjust the input variables or solve a large
system of equations. These methods are based either on basic kinematic principles or on the
energy conservation law. Furthermore, attention is paid to different types of constraint condi-
tions having a wide application in civil engineering practice. Understanding them is the star-
ting point for the subsequent definition of the newly designed finite element of the pulley. The
correctness of all theoretically proposed methods and their implementation is demonstrated
by numerical examples.

Keywords

Contact, finite element method, explicit dynamics, pulley element, contact constraints, penalty
method, method of Lagrange Multipliers.
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1 | Uvod

Mechanickym kontaktem rozumime dotyk dvou ¢i vice téles, béhem kterého dochdzi k raz-
nym typtm interakce, jako je pfenos hybnosti, tepla, ¢i jinych druht energie [34]. Télesa se
béhem pohybu mohou libovolné dotykat svymi povrchy, nemiize v§ak dochdzet k jejich vza-
jemné penetraci. Tuto zdkladni charakteristiku mechanického kontaktu nazyvdme podminkou
nepenetrability ¢i neprostupnosti téles. V. mechanice deformovatelnych téles predstavuje kon-
takt obzvlasté naro¢ny problém. Lze na néj nahliZet jako na zvlaStni druh okrajové podminky,
kterd ovSem ptlisobi na pfedem nezndmé hranici, md nezndmou velikost a musi spliiovat tfeti
Newtontliv zdkon akce a reakce [58]. Proto se vSak nejednd o okrajovou podminku v pravém
slova smyslu, ale jeji stanoveni je soucdsti feSeni. To navic komplikuje fakt, Ze na kontaktnim
rozhrani dochézi k diskontinuité posunuti.

Podobneé jako u jinych problém@ matematické fyziky popsanych parcidlnimi diferenciél-
nimi rovnicemi, existuje jen omezené mnoZzstvi analytickych feSeni uloh linedrni elasticity s
kontaktem [22, 34, 78]. Proto se v inZenyrské praxi k feSeni ¢asto vyuzivd numerickych pii-
stuptll, nejcastéji na bazi metody kone¢nych prvkti (MKP) [7, 54]. MKP je metoda prostorové
diskretizace parcidlnich diferencidlnich rovnic. V $ir§im slova smyslu se v inZenyrské komunité
pod pojmem MKP rozumi vicetiCelovy softwarovy néstroj pro feSeni multi-fyzikalnich tloh. Ve
stavebni praxi se MKP vyuZiva nejcCast€ji pro fesSeni statickych a dynamickych, linedrnich i neli-
nedrnich uloh mechaniky kontinua. A je to pravé oSetfeni kontaktnich podminek, které dosud
pfedstavuje otevieny problém v nelinedrni kone¢noprvkové analyze [93].

Z pohledu MKP se kontakt déli podle typu diskretizace na: node-to-node, node-to-segment
a segment-to-segment. Diskretizace typu node-to-node [90] pfedpoklddd konformni kone¢no-
prvkové sité, tj. sité jejichZ hranicni uzly si odpovidaji. Obecnéjsi pfipad nekonformnich siti
oSetfuje diskretizace typu node-to-segment [95, 97], kterd zabranuje penetraci uzlu na jedné
strané kontaktniho rozhrani do segmentu, tj. hranice elementu, na strané druhé. Nejpokro-
CilejSim typem diskretizace je segment-to-segment [51, 64, 65, 97], kterd kontaktni podminky
formuluje v integralnim smyslu.

Bez ohledu na typ diskretizace 1ze mechanicky kontakt rozdélit na jednostranny (unilate-
rdlni) a dvoustranny (bilaterdlni) [93]. Rozhrani jednostranného kontaktu je schopno prenést
pouze tlakové zatiZeni. Pfi tahovém namé&héni dochdazi k oddéleni téles, jak je schematicky zob-
razeno na obrazku 1.1b. Naopak, dvoustranny kontakt je schopen pienést jak tlakové tak tahové
napéti, viz obrazek 1.1a. Oba tyto zdkladni typy kontaktu mohou nebo nemusi zohledniovat
tfeni na kontaktnim rozhrani. Pokud neni uvazovéno tfeni, tak se télesa mohou volné bez od-
poru pohybovat v tecném sméru ke kontaktnimu rozhrani, tj. nevznikaji Zddné tecné sily, viz
opét obrazek 1.1a. A naopak, pfi uvazovani tfeni vznikaji tecné sily, jejichz velikost je svdzadna
s tecnymi posuvy konstitutivinim modelem tfeni. Nejzndméjsim takovym modelem je Coulom-
bovo tfeni, které rozliSuje dva stavy — slepenti a skluz. Pokud te¢né sily nepiekroci jistou mez, je
tfeni ve stavu slepeni, coZ schematicky ukazuje obréazek 1.1c. Pti pfekroceni této meze dojde ke
skluzu, viz obréazek 1.1d. Pti oSetfeni tfeciho kontaktu v MKP se pak rozliSuje mezi tfenim s ma-
lymi nebo velkymi skluzy podle toho, zda mtiZe dochézet k tecnému pohybu v rdmci jednoho
¢i nékolika kone¢nych prvki, které kontaktni rozhrani diskretizuji. Je dlileZité poznamenat, Ze
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Kapitola 1. Uvod

kontaktni rozhrani diky tfetimu Newtonovu zédkonu akce a reakce nekond mechanickou praci.
Jedinou vyjimkou je stav skluzu, béhem kterého te¢né sily konaji praci na skluzech a dochézi
tak k disipaci mechanické energie.

a) kontakt bez tfeni b) oddéleni
&£°
(D
&£°
= \/
c) kontakt s tfenim lokdlni soufadny systém  d) prokluz béhem tfeni

Obrazek 1.1: Analogie mezi kontaktem a vnitinim délenim télesa: a) kontakt bez tfeni pfenédsi pouze tlakové sily v
lokdlnim soufadném systému, b) jakykoliv tah vede k vymizeni kontaktniho rozhrani, c) kontakt se tfenim mtize
pfendset smykové napéti, d) pfi Coulombové tieni, ve stavu bez prokluzu zde neni Zadny prokluz, dokud neni
dosaZeno kritického smykového napéti. [93]

Za specidlni typ kontaktu lze povaZovat pfipad, kdy kritickd mez te¢ného napéti neni defi-
novéna a télesa jsou tak trvale spojena bez moznosti prokluzu. Toho se nejcastéji vyuziva pro
spojovéani konformnich resp. nekonformnich konecnoprvkovych siti. V ptipadé konformnich
siti 1ze jednotlivé vazbové podminky piedepisovat v podobé linedrnich rovnic pro odpovida-
jici si pary uzli. Poznamenejme, Ze v komer¢nich systémech jako je NASTRAN [71], ANSYS [3]
a dalsi, se tento typ vazeb oznacuje terminem multi-point constraint.

V pfipadé nekonformnich siti nachdzi tento typu kontaktu Siroké uplatnéni nejen pro mo-
delovani nejriznéjsich konstrukénich spoji (lepené, svarové, nytové, Sroubové, apod.), alei pro
modelovani komplexnéjsich problémi stavebni praxe, jako jsou napft. Zelezobetonové kompo-
zity. Vybrané ptiklady jsou zobrazeny na obrazku 1.2, kde vlevo vidime model provazani ocelové
vyztuZze s betonovou ¢4asti konstrukce v systému ATENA [33]. Vpravo je pak pfiklad svarového
spoje modelovaného v systému IDEA StatiCa [75].

Y
\

a) pfipojeni vyztuZe [33] b) nahrazeni svaru [75]

Obrazek 1.2: Mozna vyuZiti pevného kontaktu/vazby pfi modelovani konstrukei.

Na obecnégjsi arovni lze problém linedrni i nelinedrni elasticity s kontaktem kategorizovat
jako optimalizacni tilohu s vdzanym extrémem [39]. Existuje celd fada metod feSeni, ovSem ve
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Kapitola 1. Uvod

vypoctové mechanice kontaktu se zdaleka nejcastéji pouziva penaltovd metoda [27, 35, 73] a
metoda Lagrangeovych multiplikdtort [32, 63, 93]. Princip penaltové metody spociva v preve-
deni optimaliza¢ni tilohy s vizanym extrémem na ulohu s volnym extrémem tak, Ze se vazbova
podminka vyndsobi pokutovym parametrem a pficte se k cilové funkci. Tato metoda je oblibena
pro svou jednoduchost a vypocetni nendrocnost, protoZe nezvySuje pocet nezndmych. Nevy-
hodou je potfeba volit hodnotu penaltového parametru, kterd je zavisld na feSené uloze. Pfilis
mald hodnota zptisobuje nepiesné splnéni vazbovych podminek a naopak pfili§ velkd hodnota
vede na Spatné podminény systém linedrnich rovnic.

Metoda Lagrangeovych multiplikdtort patii mezi klasické metody pro feSeni optimalizac-
nich udloh s vizanym extrémem. Na rozdil od penaltové metody vynucuje vazbové podminky
pfesné. Za nevyhodu této metody se nékdy povazuje fakt, Ze zvySuje pocet nezndmych a vede
na indefinitni systém linedrnich rovnic, tj. problém sedlového bodu, pro jehoZ feSeni je potieba
vyuzit odpovidajicich fesicu.

Neméné dtileZitou oblasti vypoctové mechaniky kontaktu je dynamicky kontakt. Rychlé ra-
zové dé€je a nelinedrni post-stabilitni analyzy, jako je napf. ndraz letounu do stavebni kon-
strukce, se nejcastéji v casové oblasti diskretizuji explicitnimi ¢asovymi schématy [88]. Vyho-
dou explicitni ¢asové integrace je, Ze v pifipadé diagondlni matice hmotnosti se systém linear-
nich rovnic stdvé linedrné nezavislym a kazdou rovnici tak 1ze fe$it samostatné, cehoZz lze vyuzit
k masivni paralelizaci feSeni. Oproti tomu hlavni nevyhodou explicitnich ¢asovych schémat je
jejich podminén4 stabilita, kterd limituje maximdalni velikost Casového kroku, se kterym lze sta-
bilné integrovat. D4 se ukdzat, Ze kriticky ¢asovy krok je pfimo imérny nejmensi periodé celého
systému resp. maximalni vlastni frekvenci kone¢noprvkové sité [7]. Kontaktni rozhrani je velmi
Casto kritickym mistem, které urcuje kriticky ¢asovy krok celého systému. S rostouci tuhosti
kontaktniho rozhrani se sniZuje perioda systému, resp. roste jeho nejvétsi vlastni frekvence, a
umeérné tomu se sniZuje kriticky ¢asovy krok. Limitnim pfipadem je dokonale tuhy kontakt, pro
ktery je kriticky ¢asovy krok nulovy a v takovém pfipadé nelze stabilné integrovat.

Z vySe popsaného je patrné, Ze oSetfeni explicitniho dynamického kontaktu predstavuje
otevieny problém, jehoZ vyfeSeni je hlavni ambici této disertacni prace. Pfedkladany text je
strukturovan do 6 kapitol v€etné ivodu a zavéru. Nejprve je v kapitole 2 shrnut soucasny stav
poznéni v relevantnich oblastech vypoctové mechaniky. Na zdkladé reSerSe odborné literatury
bylo identifikovdno nékolik cilti této disertacni prace, které jsou predstaveny v kapitole 3. Zadmé-
rem kapitoly 4 je pak podrobnéji popsat pouZité metody a ukdzat na jejich slabiny, které jsou
feSeny v hlavni C4sti této prace. V nejobsdhlejsi kapitole 5 jsou prezentovany vlastni vysledky
vyzkumu, kterych bylo v radmci diserta¢ni prace dosaZeno. Jsou zde popsdny principy nové na-
vrzenych metod a vylep$eni stdvajicich pfistupti, které byly implementovédny v rdmci feSice na
bézi kone¢nych prvk, jenz je vyuzivan jako vypocetni jddro v komercnich programech Diubal
RFEM a SCIA Engineer. Implementace byla nédsledné verifikovdana na celé fadé numerickych
priklad, které prokazuji pfesnost navrzenych metod a spravnost jejich implementace.
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2 | Souéasny stav poznani

Tato kapitola shrnuje potfebnou teorii aplikovanou v této prdci a jako takova se dotyka vSech
relevantnich oblastni vypoctové mechaniky, které jsou potfeba k oSetfeni statického i dyna-
mického kontaktu v MKP. V tivodu kapitoly je zformulovdna pocédtecni okrajova tloha elasticity
s kontaktem nésledovéna varia¢ni formulaci, jakoZto nutnym teoretickym zdkladem pro pro-
storovou diskretizaci metodou kone¢nych prvkil. Zminénd je rovnéz problematika diskretizace
kontaktniho rozhrani a vyhleddvani kontaktu. Pro feSeni dynamickych tloh je pak potieba ca-
sové diskretizace, o které je pojednédno v zavéru kapitoly.

2.1 Formulace pocatecni okrajové tilohy s kontaktem

Ulohu elastodynamiky s kontaktem, kter4 je schématicky zobrazen na obrazku 2.1, definujeme
jako ulohu nalezeni feSeni pohybové rovnice na oblasti Q = Q; U Qp majici hraniciI' =T UT» v
¢asovém intervalu T doplnénou o okrajové, pocatec¢ni a kontaktni podminky ve tvaru

V.o +f,=pii vQxT,

g=D:g,

e=1[{(Vu)" +Vu],

u=1u nal,xT,

n-o= nal's xT,
3 Jo 7 (2.1)

u(x) t)lt:O =UW VQ)

u(x) t)lt:O =V VQ)

g =0 nal'.xT,

05<0 nal,xT,

80, =0 nal;xT,

kde symbol V- md vyznam divergence, o je tenzor napéti, f, je vektor objemovych sil, p je hus-
tota a ii je druha casovd derivace pole posunuti, tj. zrychleni. Tenzor napéti je svazan s tenzorem
deformace € konstitutivnim vztahem, v pfipadé linedrni elasticity Hookovym zdkonem (2.1)»,
kde D je tenzor tecné tuhosti. Tenzor deformace € je definovan jako symetrickd ¢4st gradientu
posunuti, viz (2.1)3. Dirichletovy okrajové podminky (2.1), pfedepisuji posunuti # na hranici
I', €T a Neumannovy okrajové podminky (2.1)5 predepisuji trakéni vektor napéti f; na hra-
nici I'; c I'. Po¢éatecni uloha si Zdd4 predepsat rovnéz pocatecni podminky. Na celé oblasti Q
je proto pfedepsdno pocétecni posunuti u#y (2.1) a pocatecni rychlost vy (2.1)7 v Case ¢ = 0.
Konec¢né kontakt je charakterizovdn podminkou impenetrability (2.1)g, kterd vyZaduje, aby na
kontaktni hranici I'; c T’ byla mezera nezdporna g, = 0 a podminkou zdporné trakce (2.1)9,
ktera na kontaktnim rozhrani umoziuje pouze tlak o¢, < 0. Komplementaritu téchto dvou pod-
minek, tedy Ze bud’ je mezera oteviend a kontaktni trakce je nulové nebo mezera je uzaviena
a na kontaktnim rozhrani je tlak, vyjadfujeme tfeti podminkou, tzv. podminkou komplementa-
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Kapitola 2. Soucasny stav pozndni

I‘ity (2.1D10 .

Obrazek 2.1: Formulace pocatecni okrajovéa tlohy elastodynamiky s kontaktem.

2.2 Variacéni formulace

Pii feSeni iloh mechaniky vychdzime z variac¢nich principti, nejcastéji pak z Lagrangeova prin-
cipu minima celkové potencidlni energie soustavy. Tento princip udédva, Ze celkova potencidlni
energie soustavy II je minimdlni pravé kdyz je dosaZeno rovnovazného stavu. Pfi feSeni téchto
problémt hleddme minimum tohoto funkciondlu, kde je dosazeno 611 = 0. Energie II se skldda
z kinetické energie I, potencidlni energie vnitinich sil I1, a potencidlni prace vnéjsich sil (ob-
jemovych a povrchovych) I1,,

8TI = 81T + 611, — 81T, = 0. 2.2)

PtiuvaZzovéani dvou deformovatelnych téles Q; » s hranicemiI’; » 1ze jednotlivé energetické slozky
rozepsat, ¢imZ dostaneme zndmy princip virtudlnich posunuti [7] ve tvaru

6u-piid§2+f o:0edQ - fy-6udQ—f Jo-6udl' =0, (2.3)
I

Q1,2 Q1,2 Q1,2

kde je p - hustota, o - napéti, € - pfetvofeni, f, - objemové sily, fy - povrchové sily a u - defor-
mace. Popsany vztah (2.3) musime rozsifit, pokud chceme zdroven pocitat s néjakou formou
kontaktu, at’ uz se jedna o kontakt mezi témito télesy nebo o kontakt télesa se sebou samym.
Rozsifeny zapis uvazujici s kontaktem lze nalézt napftiklad v [83], a je obecné definovén jako

6u-pild§2+f o:0edQ— fy-6udQ—f Jo-6udl + 0611, =0, (2.4)
IN¥)

Q1,2 Q12 Q1,2

kde I1, je pfispévek energie kontaktu, ktery zprostiredkovéava interakci mezi télesy/plochami v
kontaktu. Clen 8T1, Ize zapsat v integralni formé jako

oIl = —f 045,0g,dl, (2.5)
T
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kde ¢ je normélové kontaktni napéti a g, je normdlové vzdélenost entit v kontaktu, avsak kon-
krétni podoba ¢lenu 0TI, se 1isi dle pouzité metody pro feSeni kontaktu a také v zavislosti na
formulaci kontaktu.

2.3 Diskretizace pomoci metody kone¢nych prvkia

vz 2

Metoda konec¢nych prvkti (MKP) je technika slouZici ke zjisténi pfiblizného feseni pfi zadanych
okrajovych podminkdach [29]. MKP vychézi z principu varia¢niho poctu a navazuje na préci Ri-
tze [67] a Galerkina [17], ktefi navrhovali feSeni funkciondlu pfimo za pomoci linedrnich kom-
binaci funkci [50]. Obecné tak jejich feSeni vede na soustavu linedrnich algebraickych rovnic,
coz je i pfipad metody kone¢nych prvki. Na rozdil od zminénych pfistupti je MKP lepsi ve zpi-
sobu, jakym je transformace na soustavu linedrnich algebraickych rovnic provedena [54]. Pfe-
chod je proveden za pomoci dekompozice spojité oblasti Q na dil¢i ¢asti Q. (viz obrazek 2.2),
na kterych je poté vyjadien fyzikdlni vztah za vyuZiti takzvanych tvarovych funkci pfimo na-
vazanych na dil¢i ¢ésti Q.. Poprvé pfisel s touto metodou Courant [9]. MKP je tak zobecnénd
Ritz-Galerkinova variatni metoda, kterd vyuZzivé tvarové funkce na malych kompaktnich oblas-
tech, jenZ jsou tizce provazany se zvolenym rozdélenim celé feSené oblasti na kone¢né prvky
(54].
Celkova potencidlni energie se tak rovna sumé energii ze vSech kone¢nych prvki

n=)» 1., (2.6)

tu mtzeme rozdélit na vnitini (I1""*") a vn&jsi (IT¢*") slozku

="+ T = Y i + Y e, 2.7)
e e

Energii 1ze zapsat ve formé préce jako soucin sily na posunuti (pfipadné napéti na pretvoieni)
pfes vSechny oblasti

o1 1
H””:Ef a:sdQ+Ef pu-udQ (2.8)
Q Q
18" = — fQ f, - udQ - fr fy-udrl’ (2.9)
1
HZE[ a:sdQ—f f,,-udQ—ffo-udl" (2.10)
Q Q T

Obrazek 2.2: Prostorové diskretizace spojité oblasti Q2 na jednotlivé elementy Q,.
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Diskretizace za pomoci metody kone¢nych prvkli bude vysvétlena na rovinném problému
za pfedpokladu rovinné napjatosti (0; = Yxz = Yzx = Yyz = Yzy = 0).

2.3.1 Vztahy pretvoreni-deformace a konstitutivni vztahy napéti-pretvoreni

Jak jiZ nézev sekce vypovid4, jednd se o vztahy pro vypocet pfetvofeni a napéti, jenZ jsou pro

vypocty v mechanice téles klicové. Vektor pfetvoreni a jemu odpovidajici linedrni ¢4st geomet-
rickych rovnic ma tvar

- Ouly
T ox
ouy
Ey=—
y 3y (2.11)
_ Oux + auy
Yay = 0y Ox
a konstitutivni vztahy pro vypocet napéti z pretvoreni pro linedrné izotropni material
E
Ox= m(gx +vey),
_E
Oy= m(£y+vsx), (2.12)
_E
Yoy = o@aw

2.3.2 Tvarové funkce

Jak jiz bylo uvedeno vyse, v metodé konec¢nych prvki se vyuzivaji takzvané tvarové funkce de-
finované pro kazdy konecny prvek. Prace s nimi je vysvétlena na linedrnim rovinném trojthel-
nikovém prvku ve 2D. Kromé trojuhelnikovych prvki existuje siroké spektrum jinych prvkd,
jejichZz podrobnéjsi popis lze nalézt naptiklad v [54] ¢i [7]. Tvarové funkce pro trojihelnikovy
linearni prvek lze vypocitat pfimo z plandrnich soufadnic. Poloha bodu b v trojihelniku je de-

finovdna pomoci barycentrickych soufadnic, které jsou popsdny poméry ploch

A
Nl =
A
Ap

N, =22 (2.13)
2TA
As
Ny= 23,
377A

kde plochy A;, A, a Az jsou zndzornény na obrézku 2.3b a celkové plocha elementu je rovna
A=A+ As + As. (2.14)

Zajimavosti je, Ze i pfes trojici barycentrickych soutadnic je poloha bodu urcena jiZz dvojici
soufadnic, protoze tfeti soufadnice mtize byt dopocitdna s pomoci predchozich dvou. Z (2.13)
a (2.14) také vyplyva

N1+ N> +N3=1, (2.15)
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Sﬂ
3 0,1)
2
® >
1 (1,07
a) b) c)

Obrazek 2.3: Tvarové funkce na jednom trojihelnikovém linearnim kone¢ném prvku.
¢ehoz se v praxi Casto vyuzivd a pfirozené soufadnice (viz obrazek 2.3c) slouzi k popisu polohy
3
X = ZN,‘X;’, (2.16)
i=1
3
y=) Niyi
i=1
a deformaci [7]
3

u=> Nu,. (2.17)
i=1
Dosazenim (2.15) do (2.16) ziskame
x1 x2 x3| [M X
i Y2 y3| | N2 =1y (2.18)

1 1 1)|ns] |1

X1 X2 x3]

Po vyfeSeni ()1 )2 ¥3 muzeme jednotlivé hodnoty N;, N, a N3 vyjadfit pfimo v kartéz-
1 1 1

skych soufadnicich

N, = (%213 = X3y2) + (2 — ¥3) Xp + (X3 — X2) Y1
1— )

2A
N, = (x3y1 — x13) + (¥3— 31) % + (X1 — X3) J/b’ 2.19)
2A
(X172 = x331) + (1 = ¥2) X + (X2 — x1) b
Ns = 2A ’

kde xj, a yj reprezentuji soufadnice bodu b (viz obrazek 2.3b) a

X1 N
2A=x1Y2+X2)3+X3)1—1X2—=Yox3—)3x1=|1 X2 J»2|. (2.20)
I x3 y3
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Alternativné s pomoci Jakobidnu

N2 X1 X
J ] + = ) 2.21
N3 N y @21
kde
| X2—X1 X3—X1
Yo—=¥1 ¥V3— 0N (2.22)
det] = (x2— x1)(y3 —y1) — (x3 = x1) (32 — y1) = 2A.
Maticovy zapis (2.17) je
]
Ux| N 0 N, O N3 0 Uxa |
uy B 0 Nl 0 N2 0 N3 uyz =Nu. (2.23)
Ux3
Uys |

Rovnice (2.23) a konkrétné matice tvarovych funkci N slouZi jako podklad k vyjadieni pre-
tvofeni z posunuti pomoci dosazeni do vztahti (2.11)

Ux1
Ouy ON N, ON: u
Ex P > 0 0 0 !
_ _ ouy _lo M o 9N 5 ONg| [Ux2
E=1¢&y | = ay = ay ) ay | |y
Yx duy  Ouy| |ONi 0N 0Ny ONp 09Ny ONy| | "V
y oy T ox dy ox dy 0x 0y x| |uys
Uys |
)
u
(V2= y3) 0 3=y 0 1 - y2) 0 . !
=—| o (x3 — X2) 0 (x1 — X3) 0 (x2 — x1) uxz =Bu, (2.24)
(X3—X2) (y2—y3) (x1—x3) (y3—y1) (x2—x1) (y1—V2) uyz
X.
| Uy3 |

kde B urcuje vztah mezi uzlovymi posuny u a vektorem pfetvofeni ¢ [74]. Matice B tak umoz-
nuje zapsat pfimo konstitutivni vztah mezi napétim a deformacemi s vyuzitim tvarovych funkci

jako
Ox E 1 v O Ex
o=|0y|= T2 v 1 1(_)V €y | =D& =DBu, (2.25)
Txy 0 0 S 1 1yxy

kde D je maticovy zdpis (2.12). Matice D je vyjaddfena pro elastické téleso, a proto je oznaCovdna
jako elastickd matice napéti-pfetvofeni ¢i matice D [74].

2.3.3 Ekvivalence sil v uzlech

Dle Castiglianova prvniho teorému plati, Ze pro elasticky systém v rovnovaze je parcidlni deri-
vace celkové energie pfetvofeni podle deformaci v bodu rovna aplikované sile ve sméru defor-
mace v témze bodu [29]. Diky tomu lze vyjadtit rovnovdhu mezi vnitfnimi silami v elementu Q,
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a vnéj$im zatiZenim plisobici na element Q, a jeho hranice I,

fa:(SsdQ:f f,,-6udQ+f f0-6ud1"—f ou-pitdQ. (2.26)
Qe Qe re Qe

Za pomoci tvarovych funkci pfi dosazeni (2.23) a (2.24) do (2.26) ziskdme

su’ f B odQ=6u’ ( f NTf,dQ + f NTfydll - f NTpNiiedQ), (2.27)
Q, Q. L,

e

kde du je virtudlni posun v uzlech. JelikoZ musi byt tento vztah platny pro jakékoliv hodnoty
virtudlnich posunuti, I1ze je pokratit [99]. Vysledny vztah

f BladQ = f NTf,dQ + f NTfydr - f NTpNidQ, (2.28)
Qe Qe re Qe

lze zapsat jako
M.,ii, + Kou, =1, (2.29)
kde
f, = f N'f,dQ + f NTfydr,
Q, T,
K, = f B DBdQ, (2.30)
Qe

M, = f pNNdQ.
Qe

2.3.4 Tvorba celkové soustavy rovnic

SloZenim vSech dil¢ich rovnic (2.29) pro kazdy konec¢ny prvek v Q ziskdme celkovou soustavu
rovnic
Mii + Ku =f, (2.31)

kde jsou jednotlivé ¢leny dédny lokalizaci vSech dil¢ich ¢asti kazdého elementu (2.7) do globdlni

soustavy
f:Af NeTf,,dQ+Af N/ fodT,
e JQ, e Jle
K=A f B/D,B.dQ, (2.32)
e JQ,

M: AL peNZNedQ,
e e

kde A je standardni operétor sestaveni globdlni matice z dil¢ich matic kone¢nych prvka [7].
Rozmér matic M, K a vektoru f je ddn sumou stupiili volnosti pfes vSechny uzly. Zapiseme-li
lokdlni uzlové submatice trojuhelnikového prvku jako

K¢ K¢ K¢
ii ij ik

K. = |Kj;, Ki; Ki |, (2.33)
Kj, Ki; K
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kde i, j a k jsou ¢isla uzli, miZeme popsal lokalizaci tohoto prvku do globdlni soustavy jako

1 i j k n
1 [o 0 0 0 o] [0
i 0 Ml?l. ij Ml?k of |4y
oo My My e My o |
e DAY e DY e
k 0 Mji ij Mjk Of |y
n 0 0 0 0 oj|o
0 0 0 0 o]0 0
0 K¢ - Kfj e K8 0| |u; f;
nE : : : = (2.34)
0 - K, - Kfj - KG e 0 |y f;
0 K - K - K of [uy fi
0 0 0 0 of]o 0

kde n je pocet uzlt.

Za své rozsifeni vdéci metoda konecnych prvkli hlavné potiebdm inzenyrské praxe, kdy
nad piimym feSenim parcidlnich diferencidlnich rovnic vynika hlavné svou tvarovou obecnosti.
Radu fyzikdlnich problémti Ize totiZ pro obecné tvary vyzadované inZzenyrskou praxi formulovat
jen slozité, zdali viibec.

11 (102)



Kapitola 2. Soucasny stav pozndni

2.4 Diskretizace kontaktu

Pro vypocet kontaktnich tiloh v metodé kone¢nych prvki je klicova diskretizace kontaktu, ktera
urcuje kontaktni elementy pfendsejici sily mezi télesy. Existuji rlizné zptisoby jak diskretizovat
rozhrani mezi povrchy, které definuji kontakt a jsou sami o sobé jiz diskretizovany. RozliSujeme
tfi typy diskretizace:

* Node-to-node (NTN),
* Node-to-segment (NTS),

* Segment-to-segment (STS).

NTN je nejjednodussi [41], nejstarsi a stabilni diskretizace [15] je pouZitelnd pouze pro kon-
formni sité, kde mé kazdy uzel na jednom kontaktnim povrchu odpovidajici uzel na druhém
kontaktnim povrchu [93], jednd se tedy pouze o propojeni mezi dvojici uzld, jak je znézor-
néno na obrazku 2.4a. Smér kontaktu pro kazdou dvojici uzlt je uren minimdlné jednim vek-
torem, obvykle normélou jednoho z povrchli. Kontakt NTN mtiZe byt vyuZit pouze v pfipadé

malych deformaci. Tento typ diskretizace pfendsi kontaktni napéti korektné ptes kontaktni roz-
hrani [77] a spliuje tak tzv. patch test.

e g

C) d)

Obrézek 2.4: Zndzornéni riznych druha diskretizaci kontakt(i: a) node-to-node, dvojice uzld a smér kontaktu;
b) node-to-segment, slave uzly a jim pfislu$ici master segmenty; c) segment-to-segment, kontaktni elementy a
mezilehld integracni linie; d) contact domain diskretizace, kontaktni elementy [93].

Diskretizaci NTS lze jiZz pouZit pro velké deformace [20]. Jednd se o vicetucelovou diskreti-
zacni techniku [26], pouZitelnou i pro nekonformni sité. Kontakt je tvofen kontaktnimi dvoji-
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cemi sestdvajicich se z uzlu (slave) a segmentu (master), na ktery je uzel projektovan (viz ob-
razek 2.4b). Takovéto projekce mize byt problematickd z pohledu citlivosti feSeni na nahly
pfechod slave uzlu z jednoho segmentu na jiny v prabéhu vypoctu, lze ji vSak vylepsit za po-
moci vyhlazovani master segmentti [87]. NTS ve své zdkladni formulaci neprochézi patch tes-
tem [12, 77], tento nedostatek lze vSak feSit vyuzitim two-pass techniky [20], kdy jsou kontaktni
dvojice hleddny dvakrat, protoZe oba povrchy slouZi jako slave i master k vytvofeni dvou vrstev
kontaktnich elementt. Tato technika ale miize myt pfi¢inou pfeurcitosti soustavy [60], nespl-
nuje takzvanou Babuska-Brezziho podminku a také mtiZe vést k tzv. locking problému [39].
Podrobnéjsi informace o patch testu kontakti pro NTS diskretizaci lze nalézt v [10]. Existuji
i modifikace NTS diskretizace, které patch testem prochézi pro penaltovou metodu [85, 95] i
pro metodu Lagrangeovych multiplikatort [85]. Technika contact domain navrhnuta v [21, 60],
je zaloZena na symetrické NTS diskretizaci a tvarovych funkcich kontaktnich elementti. Z6éna
mezi kontaktnimi povrchy je vyplnéna kontaktnimi prvky (obrazek 2.4d) a tvoii tak vrstvu, ve
které je kontaktni problém feSen. Tato formulace je stabilni a prochézi patch testem, ale jeji
trojrozmérnou implementaci nelze aplikovat pro libovolné délené kontaktni povrchy [59].

STS diskretizace zndzornénd na obrazku 2.4c byla prvné navrZzena v [72] a ndsledné pro
dvourozmérny ptiklad definovana v [97]. Kontakt je definovan pfes celé elementy v kontaktu.
Diskretizace byla ispésné pouzita v kombinaci s mortar metodou pro neshodné sité inspiro-
vané domain decomposition metodou [81]. Jednad se o stabilni techniku prochézejici patch tes-
tem, ale jeji implementace pro vSeobecné pfiklady pfedstavuje problém [51, 64, 65, 92, 91]. Sa-
mostatnd diskretizacni technika je potteba pro Nitscheho metodu [8, 86], kde Gaussovy body
jednoho povrchu hraji roli slave uzli. Porovnéni Nitscheho a mortar techniky lze nalézt v [16].
Mortar metoda spocivd bud’ v zavedeni mezilehlé kontaktni plochy, kde je definovdno kon-
taktni napéti, nebo vyuziti jednoho z kontaktnich povrchi jako mortar plochy [83]. Tato formu-
lace vede na popis kontaktu se tfenim pro velké prokluzy a velké deformace, prochazi patch
testem pro rozdilné sité a na rozdil od NTS netrpi na locking problém [93]. Dal$i vyuZziti STS pii-
stupu bylo prezentovédno v [63], kde jsou na mezilehlém kontaktnim povrchu definovany uzly,
prostfednictvim kterych jsou vynuceny kontaktni podminky na uzlech pfislusnych segment,
za pomoci Lagrangeovych multiplikdtort.

I pfes zminéné nedostatky je diskretizace NTS nejpouZzivané€jsi pro popis kontaktu mezi roz-
dilnymi sitémi kone¢nych prvki [96] a stéle se rozsituje jeji aplikace na §irsi pole tloh [46, 83].
V této praci jsou vyuzity diskretizace NTN a NTS.

2.4.1 Hledani kontaktu

Pro vypocet obecnéjsich diskretizaci kontaktu je potfeba nejprve kontakt lokalizovat. To spo-
¢iva napf. pfi diskretizaci node-to-segment v nalezeni odpovidajici dvojice slave uzlu a mas-
ter segmentu. K identifikaci dvojice se vyuZiva vypoctu minima funkciondlu pro normalovou
vzddlenost uzlu od segmentu, z divodu diskretizace na kone¢né prvky je tteba pocitat pouze se
spojitosti povrchu C?, coZ je dle [93] definovéno jako

F(x*)= min [F(x)] < 3¢ Vx € (x0; 1), (2.35)

X€(xp;X1)

lx—x"[|<e:F(x)=F(x").

Tento ptistup nevede vZdy ke vhodnému nalezeni kontaktu, a tak je vhodné hledat i globalni
minimum s vyuzitim infima znédzornéného na obrézku 2.5.

K lokalizovédni kontaktu se vyuzivd Algoritmus 1, ktery pro kazdy slave uzel vyhled4 nejprve
nejbliz§i segment za pfedpokladu minima normaélové vzdalenosti a posléze se provede jesté
vyhledéni nejblizsi hrany pro nalezeni pfipadného globédlniho minima.
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>

Obrazek 2.5: Rozdil mezi definici nejbliz§iho bodu podle inf a min [93].

1 foreach uzel in slave_uzly do
2 dmin = Double.MaxValue;
3 id=0;
4 | foreach segment in master_segmenty do
5 if uzel kolmo na segment (dopocet napr. dle Ray Casting algoritmu [70] nebo
Winding Number algoritmu [1]) then
6 d = kolmd vzddlenost na segment;
7 ifd <d,,;, then
8 Amin = d;
9 id = segment.id
10 end
11 end
12 foreach var hrana in segment do
13 d = vzdélenost k hrané;
14 ifd < d,;, then
15 dmin = d;
16 id = segment.id;
17 end
18 end
19 end
20 if id > 0 then
21 uzel.segment_id = id,;
22 uzel.souradnice = dopocet pfirozenych soufadnic polohy uzlu na segmentu
(napiiklad dle [25]);
23 end
24 end

Algoritmus 1: Vypocetni postup hledani kontaktni dvojice.
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2.5 Casova diskretizace

Rovnice (2.31) jsou jesté pfed casovou integraci diskretizovany v Case tak, Ze se vypocet rov-
novahy pfedepsané témito rovnicemi nepfedpokldada spojité v libovolném case ¢, ale pouze v
diskrétnich ¢asovych krocich At. Z této casové diskretizace vyvstavd potieba vypocCtu zmény
deformaci u, rychlosti @ a zrychlenti ii v kazdém ¢asovém kroku At. Casovy krok At je zpravidla
dén rozdélenim celkového casu T na urcity pocet ekvidistantnich tisekt T/N (kdy N je pocet
casovych krokti), avsak je mozné volit tento krok i variabilni. Prdvé metody pro vypocet zmén
u, U, ii a velikost casového kroku A¢ urcuji pfesnost, stabilitu a narocnost feSeni [7]. Metodami
integrace je myslen popis vztahti pro vypocet zmén deformaci, rychlosti a zrychleni mezi jed-
notlivymi ¢asovymi kroky. Jednotlivé metody maji své vyhody a ¢asto vyZaduji riznd nastaveni
¢asovych krokt a v zdvislosti na nich také dosahuji riznych presnosti. Zde jsou popsény jen
nékteré metody pouZzivané pro vypocet nelinedrni dynamické analyzy.

2.5.1 Explicitni integrace

V explicitni metodé se pro vypocet deformaci v Case ¢,,+; pfedpokldda rovnovaha v case ¢,
Mii,, =r,, (2.36)
kde r znaci rezidudlni sily dané vztahem
r, =f,Ku,. (2.37)

Nejbéznéji pouzivanou metodou je pak metoda centrdlnich diferenci [7]. Hlavni vyhodou této
metody je pfivyuziti diagondlni matice M moZnost nefesit rovnici (2.36) jako soustavu zavislych
rovnic vyzadujici faktorizaci. Nevyhodou této integrace je omezeni velikosti casového kroku At
z divodu stability, kdy ¢asovy krok musi byt mensi nez kriticky ¢asovy krok At < .. Kriticky

v ~ Tini . . v . P v 2
casovy krok t; = e, kde Tin je nejmensi perioda vdaném casovém kroku.

2.5.1.1 Metoda centralnich diferenci

Tato metoda je jedna z nejvyuzivanéjsSich a vychdzi ze vztahu pro vypocet rychlosti

. 1
u, = ZTAI,“ (Wp41 —up-1), (2.38)

kdy n je potfadi ¢asového kroku, a zrychleni

. l.ln+% - ﬁn—% (2.39)
wy,=—, .
" At

kde Wl —u

o n+1— n

un+% = A—t’ (240)

. Uy —Up

un_% = —At . (2.41)
Substituci (2.40) a (2.41) do (2.39) 1ze zrychleni vyjadrit jako

i.ln (un—l - 2un + un+1) ’ (2-42)

T A2
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Dosazenim (2.42) a (2.38) do (2.31) ziskame

1 2 1
(A—tzM) Uy = fn - (K— A—tzM) u,; — (A—tzM) U;_1. (2.43)

Na zdkladé vySe uvedenych rovnic je algoritmus zaloZen na vypoctu zrychleni z rovnice (2.36)
ii, =M 'r,. (2.44)

Pii vyuziti diagondlni matice M, miiZe byt systém rovnic rozloZen do feSeni N nezdvislych rov-
nic pro kazdy stupeni volnosti v kazdém uzlu

T
i) = 2, (2.45)
mJ
AW =il - Aty, (2.46)
o =dl | +Aw, (2.47)
I’l+§ I’l—z
i i j
U, | =Up+ un+% -Atm%, (2.48)
kde Aty + At
A =T (2.49)
I’l+§ 2

a j nabyvd hodnotod 1 do N [112].

2.5.2 Implicitni integrace

V implicitni metodé se pfedpoklada rovnovaha v case ;41
Mii, ) + Kuypq = £41, (2.50)

coz v pfipadé nelinearit vede k nutnosti iteraci v kazdém ¢asovém kroku.

2.5.2.1 Newmarkova metoda

Vypocet rychlosti a deformaci je v Newmarkové metodé dan vztahy
Wpe1 = Uy + [ (1= y) iy + yilpe1 | AL (2.51)
Wil = Uy + U, AL+ [ (0,5 )iy + Biins1 | AL, (2.52)

kde y a f jsou volitelné parametry v intervalech

Y €40;1), (2.53)
B €(0;0,5).

Prévé nastaveni téchto parametrii ma vliv na stabilitu feSeni a jejich popis lze nalézt v fadé
publikaci (napf. [47] €i [98]). Metoda je bezpodminecné stabilni pfi splnéni podminky 2 >y =
%, avSak [47] i [98] uddvaji, Ze urcité hodnoty y vedou k vyznamné chybé a metoda podminéné
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konverguje, pokud je zajistén dostatecné maly ¢asovy krok At spliujici podminku

1
Ats ———, (2.54)

Wmax %_ﬁ

kde < 3, ¥ = 3 @ Wmay mZe byt dopottena z feSent vlastnich Eisel dopottem w qx = 72—

= E, min’
predpokladu, Ze priristky jsou dany

Uy = Uy +Adyy,

Upe1 = Up+ AUy, (2.55)

Uy =10, + Al

a
. 1
Al =Uper + WAurHl’ (2.56)
Aty = l;ln+1 + LAurHl,
BAt
kde
A S
Aty = (— Wun - ﬁun)x (2.57)

. Y \uoo V.
Aty = (1——)Atu - =y,
n+1 2 ﬁ n ﬁ n
Ize pfirtstek deformaci zapsat jako sumu pfirtistkti ptes iterace
Niterk
Aupyy = ) “AAug,. (2.58)
k=1

Dosazenim rovnic vySe do rovnice (2.50) ziskdme

K,*Au=*f,,; —MA#,. 1, (2.59)
kde
R,= 1 MikK 2
"= BN +Kp,. (2.60)
kg .. —MAu,.1)K:! prok=1
kAAun+1: ](C n+1A_1 n+1) n p (2.61)
f,+1K;, pro k> 1.

S vyuzitim vztahu (2.61) k vypoctu rovnice (2.58) lze iteracné vypocitat pfirtstek deformace v
¢asovém kroku.
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3 | Cile diserta¢ni préce

Cile této disertacni prace byly na zdkladé spolupréce autora s firmou FEM consulting dany pfe-
devSim poZadavky stavebni praxe po konkrétnich feSenich jezZ by umoznila lepsi a pfesnéjsi
vypocty stavebnich a strojnich konstrukci. Tématem prace jsou statika, dynamika a kinematika
kontaktt téles, a pravé vyvoj a implementace kontaktti do fesice na bazi kone¢nych prvki dali
vzniknout témto konkrétnim ciliim:

1. Nduvrh novych metod pro explicitni dynamicky kontakt.

Budou navrzeny nové obecné metody pro vynuceni vazbovych podminek kontaktu v ex-
plicitni dynamice tak, aby bylo mozné integrovat vy$§im ¢asovym krokem pfti zachovani
stability feSeni a zdrovenl umoZnit fesit pohybové rovnice jako soustavu nezavislych rov-
nic, coZ je hlavni vyhoda explicitnich metod. Konven¢ni metody jako penaltovd metoda ¢i
metoda Langangeovych multiplikdtorti budou nahrazeny jinymi pfistupy. Prvni navrzena
metoda bude vychézet z kinematiky entit, které jsou v kontaktu a z obecnych kinematic-
kych principti. Druhd metoda bude zaloZena na vypoctu zmény energie, jeZ je zptisobena

kontaktnimi silami na rozhrani kontaktu.

2. Ndvrh origindlniho kladkového konecnoprvkového elementu.

Budou definovany zdkladni vazbové podminky, které maji Siroké vyuZiti v rdmci modelo-
vani konstrukci za pomoci metody kone¢nych prvki. S vyuZzitim téchto zakladnich vazeb
budou definovdny rovnice pro vytvofeni kladkového konecnéprvkového elementu simu-
lujici mechanické chovani kladky se zanedbdnim vlivu poloméru, jenz umozni efektivni
vypocet modelti umoznujicich takovéto zjednoduseni. Spravnost feSeni bude dokumen-
tovana na porovndni s analytickym feSenim. Element kladky bude déle rozsifen o moz-
nost zohlednéni geometrické nelinearity a také nelinearity v podobé tfeni.

3. Implementace a verifikace navrzenych metod do resice na bdzi konecnych pruvkii.

VSechny teoreticky popsané piistupy uvedené v této praci budou zapracovany do kom-
plexniho systému firmy FEM consulting, coZ sebou obnésiinéavrh vhodnych definic vstup-
nich a vystupnich rozhrani pro zadavéni modelu i zobrazovani dopocitanych vysledki. V
praci budou uvedeny pfiklady vypocitané prostfednictvim vyvinutych funkci a demon-
struji tak implementaci navrZzenych feSeni.
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4 | Metodologie

V podkapitole 2.2 byl do varia¢ni formulace (2.4) za GiCelem o3etieni kontaktu pfiddn Clen (2.5).
V této kapitole budou pfedstaveny dvé nejpouzivané€jsi metody pro vynuceni kontaktnich va-
zeb — penaltovd metoda a metoda Lagrangeovych multiplikdtorti. Dale pak bude shrnuta pro-
blematika stability explicitniho ¢asového schématu, konkrétné metody centrdlnich diferenci.
Jeden z hlavnich vysledki této prace je stabilizace explicitni ¢asové integrace pomoci kinema-
tického pfistupu, ktery vyuzivd bilance hybnosti na kontaktnim rozhrani. Proto je zdvérecna
sekce této kapitoly vénovana popisu kinematiky.

4.1 Penaltova metoda

Penaltovda metoda se pouZzivé k vynuceni urcitych podminek za pomoci dil¢ich omezeni. Obecné
1ze hledani takového feSeni zapsat jako minimum funkce

min(f(x) + P(x)), 4.1)

kde P(x) je penaltovd funkce a jeji konkrétni podoba md mnoho variaci vétSinou zavislych
hlavné na zplisobu vyhodnoceni poruseni dané podminky. Od jednoduché formulace statické
penalty ve tvaru

P(x)= ) wie;, (4.2)
i=1

1 pro poruSenou vazbu i
kdee; = y .
0 pro neporusenou vazbu i

a w je velikost penalty, kterd zohlednuje také velikost poruseni podminky

P(x) =) w;d}, (4.3)
i=1
di =€;gi(x),

kde d; reprezentuje vliv vzdélenosti a x je exponent (¢asto s hodnotou 1 nebo 2). Déle je moz-
nost pro nestatické tlohy vyuzit dynamickou penaltovou funkci

P) =) si(ndy, (4.4)

i=1

kde s;(#) je zde jako funkce ¢asu (v obecnosti lze vyuZit i jinych na ¢ase zavislych veli€in jako je
rychlost a zrychleni), napiiklad podle [35]

si(0) = (w;in?, (4.5)
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kde a ¢asto nabyvéd hodnot 1 nebo 2, pro adaptivni penaltové funkce, které se snazi dopocitat
idedlni velikost penalty za vyuziti riznych evolu¢nich algoritmu, jeZ zohlediiuji riizné parame-
try pfedchozich vypocetnich generaci. [31, 73]

Pfepisem (4.1) do variacni podoby s vyuzitim linedrni penaltové funkce (4.3) (prox = 1) a
sjednocenim znaceni s podkapitolou 2.2 ziskdme

6P (u) :f we(g)og)drT .. (4.6)
rc

Konkrétni zplisob vyuziti této metody v ilohdch mechaniky 1ze dohledat v fadé publikaci (napf.
(14]).

Penaltovd metoda je relativné jednoduché na implementaci v systémech zaloZenych na me-
todé konec¢nych prvki, ale ma velkou nevyhodu, kterou je volba vdhy penalty. Poruseni ptfede-
psané vazby je zavislé na volbé vahy penalty, coZ ¢ini penaltovou metodu nepfesnou. Lze do-
kéazat, Ze poruseni vazby je imérné 1/ w, avSak se zvétSujici se vdhou w je matice tuhosti hiife
podminéna [30]. Ptiklady volby penalty 1ze nalézt napfiklad v [48, 99].

Potencidlni energii vazeb Ilpen pfes penaltovou metodu lze vyjddrit sumou pres vSechny
penaltové podminky i

1 1

Mpen =Y wiun’ (EaiTaiu - aini) = EuT(ATWA)u —~WATD, 4.7)
i

kde W je diagondlni matice penalty vah w, A je matice vSech pfedepsanych minimalizovanych

funkci a, hodnota b; = a;u a vektor b je ddn vztahem b = Au. Minimalizaci celkové potencidlni

energie I1 + II,en podle u ziskame

K+ATWA)u=f+WA'b. (4.8)

Rozmér soustavy ziistdvd nezménén.

4.2 Metoda Lagrangeovych multiplikatort

Lagrangeovy multiplikdtory nebo téZ Lagrangeova funkce je metoda, kterd slouzi k nalezeni mi-
nimdlnich ¢i naopak maximdlnich hodnot. Je utvofen Lagrangian

ZLx,A) = f(x)-Ag(x), (4.9)

kde f(x) je vnaSem piipadé minimalizovana funkce, g(x) pfedstavuje funkci pfedepsané vazby
a A je Lagrangetiv multiplikator. Reseni spo¢iva v hleddni shodnych smérti gradientd téchto
funkci

\Y% = AV

Ve =0q T =AVEW (4.10)

g8(x)=0
a Lagrangetiv multiplikdtor A predstavuje nésobitel gradientu Vg (x) tak, aby bylo dosaZeno rov-
nosti. Pro pfipady s vét§im poctem vazeb se feSeni skldd4d ze sumy gradientti téchto vazbovych
funkci
Vix=X" 1;Vgix)

4.11
g X =-=g,x =0, ( )

vg(XL"',xn,Al'“,Am):0{

kde se soustava sklddd z n + m rovnic. [31]
Metoda Lagrangeovych multiplikatort ¢asto slouZzi jako alternativa k penaltové metodé, vy-
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hody a nevyhody pfi jejim pouZiti jsou nédsledujici [14]:

+ Metoda Lagrangeovych multiplikdtorti je na rozdil od penaltové metody presnd (kromé
vypocetnich chyb vzniklych z divodu aritmetické presnosti).

+ Poskytuje presné sily vazeb, které jsou dulezité v mnoha aplikacich.
+ NevyZzaduje odhad ohledné velikosti vdhy penalty.
- Vede k rozsifeni soustavy o dal3i nezndmé a matice jiZ neni pozitivné definitni.

Vyse uvedené rovnice lze pfepsat tak, aby odpovidaly znaceni v podkapitole 2.2 a konkrétné (4.9)
ma poté tvar

1
ZLx, )= EuTKu—qu—/'ngn(u). (4.12)

Vazby predepsané pfes Lagrangeovy multiplikdtory jsou definovédny ve funkci g,(u) =Au-b, a
hleddnim extrému £ podle u a A za pomoci postupt1 piedstavenych zde a v kapitoldch 2.2 a 2.3
tak Ize dojit k vysledné feSené soustave

u f

(3= () @.13)

Re$enim systému dostaneme hledané u a A, kde A pfedstavuje vazbové sily.

K AT
A 0

4.3 Metoda centralnich diferenci z pohledu stability

Casova integrace za pomoci metody centralnich diferenci je podminéné stabilni [53, 102]. Jak
uvadi Courantovo-Friedrichsovo-Levyho (CFL) kritérium stability, nutnd podminka pro konver-
genci explicitniho schématu konec¢nych diferenci je obsaZeni a dodrZenti fyzikédlnich zavislosti
v numerické oblasti feSeni. Nejcastéji se princip vysvétluje na jednorozmérné rovnici

@ma—”—o (4.14)
ot ox ’

jeZ popisuje konvekci v jednom sméru rychlosti a. Tu lze upravit prostfednictvim Taylorova
rozvoje na

+1
uf —u:f‘+au?+1—u:f‘_1:an( _aAt)azuEV 02_u (4.15)
At 2Ax 2 Ax ) oxz """ ox?’ '
kde v,um je numerickd viskozita jenZ musi byt pozitivni
alt
0< A_x <1, (4.16)

aby feSeni nedivergovalo, jak je popsano v [23]. Takzvané CFL ¢i Courantovo ¢islo C, tak musi
byt

alAt
=——=c

Ax
Courantovo cislo vyjadfuje pomér mezi Sifenim informace v ¢ase a prostoru, konkrétné pak
vyjadfuje potfebu, aby se informace v rdmci ¢asu nesifila pomaleji nez v rdmci prostoru mezi
uzly sité, jak zndzornuje obrazek 4.1.

Cr 1. (4.17)
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In

P S ST S -

b) stabilni CFL ¢) nestabilni CFL

Obrazek 4.1: Grafické vyjadreni kritéria stability.

Ke spravnému vycisleni a ndslednému pouziti Courantova ¢isla je tfeba znat spravné vstupni
hodnoty a, At a Ax. Zde existuje nékolik pfistupti, jak téchto ¢isel dosdhnout. Pokud se ome-
zime pouze na mechanické vinéni, mizeme vyjit z rychlosti §iteni podélnych vin v. To je ur¢eno
elasticitou a setrva¢nosti daného materidlu, pro klasické kapaliny

v=4/—, (4.18)

kde B je modul objemové pruznosti a p je hustota. Pro idedlni plyny

KRT
v=4\/——, (4.19)
M

kde « je adiabaticky index, R = 8.314 J-mol ™! - K1, T je teplota v kelvinech a M je molekuldrni

hmotnost. Pro télesa
E
v=+/—, (4.20)
\/ 0

kde E je Youngtiv modul pruznosti. Z toho je relativné snadné urcit rychlost §ifeni pro rtizné
materidly a bézné skupenstvi (a = v). Vzdalenost uzlii sité je ddna siti kone¢nych prvki a ¢asovy
krok je vétSinou dopocitavan z jiz uvedenych hodnot tak, aby bylo Courantovo ¢islo C, < 1.
Upravou (4.17) s dosazenim a = v se tak d4 vyjad¥it maximalni (tzv. kriticky) ¢asovy krok Az,
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pro libovolny element

min(Ax,)

Alere= 4.21)

Ve
Kriticky ¢asovy krok pro cely model je roven nejmensimu ¢asovému kroku pocitanému pfes
vSechny elementy
Ater = mein(A Iere) (4.22)

a tomu odpovidé i podminka na vypocetni ¢asovy krok

At <Aty (4.23)

wewv e

vypocet vypocetniho ¢asového kroku ve svém manudlu [2] uvadi

l
At = 0.9;, (4.24)

kde je hodnota sniZzena o 10 % (vychozi nastaveni), v je opét rychlost §ifeni vin a / se dopocitava
zvlast pro kazdy element dle jeho typu, pro pruty je / rovno délce elementu a

v=4/—, (4.25)

skofepiny maji vypocet [ zavisly na tom, zda se jednd o ¢tythran

A
= 4.26
max(ly, lp, I3, 1) (420
nebo trojuhelnik
2A
(4.27)

- max(ly, I, I3)’

E

pficemz pro vSechny skofepiny plati

Objemové prvky maji pro Sestistén

|4
l=—— (4.29)
Amax
pro tetrahedron je / rovno minimdlni vySce a rychlost
E1-v)
V= . (4.30)
p(1+v)(1-2v)

Alternativné k tomuto pfistupu lze stabilitu feSeni vyjadfit ze stability linedrni soustavy s
vyuzitim vlastnich ¢isel. Rovnice (2.31) Ize vyjadfit za pomoci moddlni matice soustavy tvorené
vlastnimi vektory

O=[0; Dy ... Dy, (4.31)

jeZ jsou ortonormdlni a normalizované vzhledem k hmotdm

oTM® =1, (4.32)
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a
O KD = Q7 = diag(w?, w?,...,0?%), (4.33)
jako
q+Q%q=p, (4.34)
kde
u=42aq,
u=0q, (4.35)
p=o'f.

Nasledné dosazeni rovnic (2.38) a (2.42) do rovnice (4.34) vede na

Qn+1] _ [21-AFPQ% -1|[ qa A1 (4.36)
Q. | I 0] |qn: o [F™ :
nebo zkracené
Qn+e1 =Aq, +Lpy, (4.37)

kde A je obvykle oznacovana za amplifika¢ni matici nebo operator ¢asové integrace pro dis-
krétni pohybovou rovnici a jeji vlastni ¢isla ur¢uji numerické chovéni integrace, konkrétné de-
finuje podminku stability algoritmu

pA) <1, (4.38)
kde p(A) je spektrdlni polomér A jenz je definovan
p(A) = max(|A;]) (4.39)

2 vz

a A; je vlastni ¢islo A [88]. Uvedené odpovidd vypoctu vlastnich cisel

21-A2Q% -1 I -1
T B | 0
vedouci na )
—Q2-wiAF=A)Ai+1=0 (4.41)
2-wiA* [2-wiAL?)?
{= 5 + n -1. (4.42)

To ma pfti zapracovdni podminky |14, < 1 (vychdzejici z (4.38) a (4.39)) za ndasledek vycisleni
kritického ¢asového kroku [19]

Aty = (4.43)

Wmax
Dopocitané hodnoty A4 pro wAt € {0;5) jsou zndzornény na obrazku 4.2a, a to vcetné jeji
imagindrni ¢4sti. Obrazek 4.2b doklddda podminecnou stabilitu metody centrdlnich diferenct,
kdy od hodnoty wAt > 2 dochdzi k poruseni podminky stability (4.38) a hodnota spektrdlniho
poloméru p(A) je vétsinez 1.
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a) graf zavislosti maximdlnich vlastnich ¢isel na wAt
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b) graf zavislosti spektralniho poloméru p(A) na wAt c) graf hodnot Ay pro wAt € (0;2.1)

Obrazek 4.2: Vyneseni zavislosti A4, a p(A) na wAt.

Ackoli byla doposud prezentovdana pouze potteba pouZiti Courantova ¢isla C, < 1, pouzivani
malého C, do feSeni vnasi jinou chybu v podobé rostouciho amplifikacniho faktoru pro vyssi
frekvence [38, 79], jak je zndzornéno na obrdzku 4.3. Malé vypocetni casové kroky vedou nejen
k vysokym vypocetnim ¢astim, ale také vznikd chyba ddna prostorovou diskretizaci [42].
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Obrazek 4.3: Ukazka ovlivnéni amplifika¢niho faktoru 8 pro rizna Courantova ¢isla C, v zavislosti na frekvenci,
prevzato z [79].

4.4 Kinematika

Kinematika je véda zabyvajici se pohybem systému téles bez pfimého zohlednéni sil ¢i jinych
fyzikdlnich jevt, jeZ tento pohyb zptisobuji [24]. Kinematika tedy nefesi pfi¢inu pohybu, ale
pouze prenos setrvacnosti a energie mezi spoluptisobicimi télesy [28].

4.4.1 Pohyb

Kinematiku mtizeme rozdélit na préci se samotnym pohybem bez ohledu na hmotu a setrvac-
nost, kdy se nejcastéji pracuje se ctvetici zdkladnich rovnic vychdzejicich z pfedpokladu kon-
stantniho zrychleni a dévajicich do vzdjemnych vztah@i hodnoty pocéte¢ni rychlosti vy, kon-
cové rychlosti v, ¢asového tseku At, drdhy Ax a zrychleni a. V kazdé rovnici zaroven chybi
jedna z jmenovanych veli¢in. Jednd se o rovnici rychlosti

a= @ (4.44)
Cdt’ '
dv=adt, (4.45)
v t
f dv :f adt, (4.46)
Vo o
vV— 1o = alt, (4.47)
vV =1y + alt, (4.48)
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kde neni tfeba Ax, rovnici drdhy

_dx

v=—, 4.49
’T, (4.49)
dx = vdt, (4.50)
dx = (vg+alAt)dt, (4.51)
X t
f dx=| (vo+alAt)dt, (4.52)
X0 o
alAt?
Ax = voAt+ 5 (4.53)
kde neni tfeba v, rovnici druhé mocniny rychlosti
dv _a (4.54)
dx v’ '
vdv = adx (4.55)
v X
f vdv = f adx, (4.56)
120} X0
v: - g
= alx, (4.57)
Ve = vg +2alAx, (4.58)
kde neni tfeba At a rovnice drahy vznikld dosazenim (4.47) do (4.53)
(v—vg)At
Ax = voAt+ — (4.59)
200+ V-1
x= #AI, (4.60)
v+
Ax=——Art, (4.61)

2

bez potfeby a [13].

4.4.2 Hybnost

~s ¥ 2

Dalsi ¢ast kinematiky fesi vzadjemnou interakci objekti s ohledem na jejich hmotu a rychlost.
Zde bude popsana pouze s ohledem na tzv. Newtonovu kinematiku, pficemz dal§im pfistupem
je tzv. Einsteinova kinematika, kterd souvisi se specidlni teorii relativity a je podrobné popsana
napf. v [28]. Newtonova kinematika vychdazi z Newtonovych zdkont [4, 58]:

1. Téleso musi setrvat ve svém klidovém stavu nebo v rovnomérném pfimocarém pohybu,
s vyjimkou piipad(, kdy na ngj silové ptisobi jiné téleso.

Z F=0 (pro téléso v rovnovaze) (4.62)

2. Zména pohybu je imérnd hybné sile, kterd na ni ptisobi, a sleduje smér této sily.

Y F=ma (4.63)

3. Vzdy existuje opacnd a stejné velkd reakce na akci. Vzdjemnd interakce dvou téles (A a B)
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je vzdy stejnd a smérovand v opacnych smérech.
FAnaB = _FB na A (4.64)

Mezi zdkladni pojmy, se kterymi kinematika pracuje patii hybnost p vychézejici z druhého po-
hybového zdkona. Rovnici (4.63) 1ze pfepsat do tvaru

ZF—ma—md—V—imv (4.65)
ST de de '
dp
F=—, 4.66
2 F=— (4.66)
kdep je
p=mv, (4.67)

m - hmotnost a v - rychlost. ProtoZe je rychlost vektor a hmota skaldr, tak i hybnost je vektor se
shodnym smérem jako rychlost. Z (4.64) a (4.66) vyplyva zdkon zachovéani hybnosti izolované
soustavy

d d
FAnaB = % BnaA— % (4.68)
d d
FAnaB+FBnaA:%+%:O, (4.69)

coZ znamend Ze zména celkové hybnosti soustavy v ¢ase je nulova
Ap=) Ap;=)_ miAv;=0 (4.70)
a celkova hybnost soustavy ziistdvd neménnd

p= Zpi = Z m;v; = konst. (4.71)

Vv ev

Ddle je definovéano tézisté, jehoz poloha k libovolnému bodu lze vyjadfit vztahem

X myr;

Crmy

Io ) (4.72)

v v e

M v

Vo = E = Zml dt = Zmlvl . (4'73)
dt Y m; > m;

Dalsi pouzivanou kinematickou hodnotou, kterd zlistdva pro soustavu konstantni je mo-

v v e

L=rxp, (4.74)
kde r je vektor od hmoty k bodu [28], celkovy moment hybnosti soustavy je tak ddna sumou
L=) rixp; (4.75)
pfipadné za pomoci thlové rychlosti w kolem téZisté jako

L=) r; x mj(w; xry), (4.76)
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kde w; x r; = v;. Moment setrvacnosti kolem téZisté€ je vyjadien vztahem

1= mlril*. 4.77)

4.4.3 Typy kolize

Zdakladni déleni typti kolize je na elastickou a neelastickou. Dtivodem dtlezZitosti tohoto dé-
leni je nejednoznacnost vzdjemné interakce téles z pohledu velikosti vzijemné predané sily. Z
Newtonova tfetiho pohybového zdkona sice plyne rovnost vzijemné interakce, obecné ale neni
snadné urcit jeji velikost. Spektrum moZznosti, které splnuji vSechny vztahy z oddilu 4.4.2 se
pohybuji v rozmezi dvou extréma.
Jednim je elastickd kolize, pfi niZ nedochdzi ke zméné kinetické energie na jinou energii [68],
a je proto vyuzivéna spiSe pro vypocet pohybu jednotlivych ¢éstic (atomii), ptipadné pro kolizi
nekonec¢né tuhych objekti. Pfi tomto typu kolize jsou rychlosti po ndrazu ve vztahu pro zacho-
vani hybnosti dvou ¢asti
MyVy,p + MpVo j = MV g+ MpVo i, (4.78)

kde jsou v; ;, - plivodni rychlosti pfed ndrazem a v; i - rychlosti po ndrazu, dopocitny z pied-
pokladu zachovéni kinetické energie

1 1 1 1
E mlvip + E I?’I2V§yp = E mlvik + E I?’I2V§yk, (4.79)
ajsou dany vztahy [68]
nmy—msy 27’)’12
Vik= Vipt V2,ps (4.80)
my;—mo my+ mo
27’)’11 nmyp — ma
Vo i = Vip+ V2, p. (4.81)
my + mo my+ my

Ukézku elastické kolize zachycuje obrézek 4.4.

11 my l mll nmy
. ULp V2,p ULk U2,k
a) Pfred kolizi b) Kolize ¢) Po kolizi

Obrazek 4.4: Elasticka kolize.

Druhym extrémem je dokonale neelastickd kolize, kdy se po ndrazu dvou ¢ésti pohybuji
tyto ¢asti stejnou rychlosti ve sméru kolize, kinematickd energie neztistavd zachovana a rovnici
(4.78) mlZeme pro rovnost vy i = vy ;. pfepsat do tvaru

Mmivy,p + MpVe p = (My + Mz) Vv, (4.82)
a jednoduse z ni vyjadfit

mivy, + myVy,
V) = P 2 (4.83)
mi+mo

kde vy je vyslednd rychlost obou ¢asti po kolizi, jak je zndzornéno na obrazku 4.5.

VSechny moZnosti mezi témito dvéma extrémy se daji klasifikovat jako neelastické kolize, ve
které dochdzi ke zméné kinetické energie na jinou formu energie, napf. v dtsledku jeji pfemény
na teplo Ci potencidlni energii zndzornéné na obrazku 4.6.
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m nmy mll n
l/l,p Uz,p . " Uk =V1,k=V2k
a) Pred kolizi b) Kolize ¢) Po kolizi
Obrazek 4.5: Dokonale neelasticka kolize.
teplo
_ .
Ut,p V2,p ¢ ‘. <
teplo
a) Pfed kolizi b) Pocatek kolize ¢) Pribéh kolize s deformaci a emi-

taci tepla

Obrazek 4.6: Neelasticka kolize se zménou energie.
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5 | Vysledky

Tuto kapitolu lze povaZzovat za Gstfedni ¢ést celé disertacni prace, ve které jsou podrobné pre-
zentovany vSechny vysledky, kterych bylo dosaZeno ve snaze naplnit cile definované v kapi-
tole 3. Namétem k vyzkumu byla pfedevs8im autorova pifedchozi zkuSenost s feSenim kontakt-
nich dloh a vyvojem numerickych metod v rdmci konecnoprvkového fesice vyvijeného firmou
FEM consulting. Pfi snaze rozsifit stavajici oSetfeni kontaktu zaloZeného na diskretizaci typu
node-to-node ze statické rovnéZ na dynamickou analyzu se neptiznivé projevil vliv podmi-
néné stability explicitni Casové integrace. Konven¢ni metody pro vynuceni kontaktnich pod-
minek nejsou pro explicitni dynamiku optimdlni. Penaltovd metoda ztraci schopnost konver-
gence se vzristajici hodnotou penaltového parametru a feSeni ¢asto vykazuje falesné oscilace
kinematickych veli¢in i kontaktnich sil. Kriticky €asovy krok je navic nepfimo umérny velikosti
penalty, coZ zvySuje Casové ndroky numerického feSeni. Hlavni nevyhodou metody Lagrange-
ovych multiplikdtorci v explicitni dynamice je fakt, Ze v kazdém ¢asovém kroku je tieba fesit
implicitné soustavu rovnic, coZ zpomaluje feSeni a znehodnocuje to tak hlavni vyhodu ex-
plicitniho pfistupu. Toto vedlo autora k ndvrhu vlastniho feSeni pravé popsaného problému,
které je podrobné prezentovédno v této kapitole. Nejprve je problematika stability explicitni in-
tegrace feSena pro piipad kontaktni diskretizace typu node-to-node v podkapitole 5.1. Déle
je popsdna implementace kontaktni diskretizace typu node-to-segment pro statické tlohy v
podkapitole 5.2, aby mohla byt v dalsi ¢asti prace rozsifena také pro dynamické problémy. Na-
sleduje proto detailni popis vypoctu okamziku kontaktu v podkapitole 5.3, ktery je esencidlni
pro dvé nové navrZzené metody fesici dynamicky kontakt typu node-to-segment, a sice kine-
matického pojeti kontaktu popsaného v podkapitole 5.4 a metody zaloZené na bilanci energie
v podkapitole 5.5. Neméné dtileZitou soucdsti prace je podkapitola 5.6, ktera je vénovand pro-
blematice vazbovych podminek. Vyzkum v této oblasti vyustil v definici vlastniho kladkového
elementu popsaném v oddilu 5.6.7.

5.1 Kontakt node-to-node

Node-to-node diskretizace je jednoduchd a stabilni diskretizacni metoda [96] pro shodné sité [93]
a je pouzita v programech RFEM a SCIA pro modelovéani kloubti. Node-to-node kontakt je defi-
novéan dvojici uzlli (master a slave) a transformac¢ni matici, kterd urcuje smér kloubu (viz obré-
zek 5.1).

Lokalni matice tuhosti kloubu je ddna bud’ penaltovou metodou (podkapitola 4.1) jako

K=ATWA, (5.1)

kde
W =diag(w,..., we), (5.2)
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Obrazek 5.1: Node-to-node kontakt (master a slave) a lokalni soutadny systém v master uzlu, charakterizujici smér
kloubu [112].

0
A= ol, (5.3)
1

I3 0 -Ig 0
0 I; 0 -Ig

kde wy, ..., wy, jsou védhy penalty pro tuhé sméry kloubu, pfipadné 1ze metodou Lagrangeovych
multiplikdtor( urcit lokdlni matici tuhosti kloubu stejnou matici A jako v (5.3), zohlednénou dle
podkapitoly 4.2 (konkrétné v rovnici (4.13)).

V ptipadé potieby lze matici tuhosti kontaktu K upravit v pfisludném stupni volnosti, a na-
hradit vahu penalty w libovolnou tuhosti ¢ pro libovolny smér. Nahradime-li prvni stupen vol-
nosti wy v matici (5.2) tuhosti ¢ ziskame

W =diag(c, wa, ws, ws, ws, we) (5.4)

a tomu odpovidajici matici tuhosti

[+¢c 0 0 0 0 0 -c O 0 0 0 0 |
+w, 0 0 0 0 0 -wy O 0 0 0
+ws 0 0 0 0 0 -ws3 O 0 0
+ Wy 0 0 0 0 0 -wy O 0
+ws 0 0 0 0 0 -ws O
_ +wg 0 0 0 0 0 —Weg
K= +c 0 0 0 0 0 (5.5)
+w, 0 0 0 0
sym. +ws 0 0 0
+ Wy 0 0
+Ws 0
+We |
Transformac¢ni matice kloubu
T O
Tg = 0 T] (5.6)

je sloZena z matic smérovych kosint T mezi glob4dlnim a lokdlnim soufadnym systémem

Cex Cyy Cyz
T= Cy,X nyy Cyz|, (5.7)
Cz,X Cz,Y CZ,Z

kde C; ; znamenad kosinus svirany osami i a J. Vzddlenost mezi uzly je zohlednéna v transfor-

w2y,

macni matici rozsifené o matici excentricity E
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Tre = (5.8)

T TE
0 T|°

Matice excentricity

E=]|-e;, O ex (5.9)

se skldda z excentricit a je antisymetricka.
Obecné lze ¥ici, Ze v konstrukci mame t¥i zdkladni typy kloubt:

e tuhy kloub,
e tuhy kloub linedrné poddajny v urcitych smérech,
* nelinedrni kloub.

Prvnim je tuhy kloub simulujici nekone¢né tuhé spojeni dvou uzlti. Tuhy kloub nemé sdm o
sobé v metodé kone¢nych prvkd zddny smysl, protoZe tento typ spojeni miiZe byt jednoduse
modelovan prvky se spoleCnym uzlem. Je v§ak zapotfebi, pokud jsou nékteré stupné volnosti
kloubu poddajné. Druhym typem je linedrni kloub s danou tuhosti v daném stupni volnosti.
Ttetim a nejobecnéj$im typem je nelinearni kloub, jehoZ chovani miize byt pfedepséno funkci
nebo z4avislosti jednoho sméru na jiném stupni volnosti (napf. tfeni).

5.1.1 Modifikace algoritmu z dtivodu stability

Explicitni metoda je pouze podminéné stabilni, jak bylo uvedeno v podkapitole 4.3. Courantovo-
Friedrichsovo-Levyho kritérium stability pro ¢asovy krok mezi dvojici uzlt je dano jejich vzda-
lenosti /, tuhosti k a hmotnosti m v uzlech a lze tak pfepsat rovnice (4.23) az (4.25) do podoby

l
At € —— (5.10)

\/K(k) '
min(m)

Toto kritérium stability dokumentuje problém, jenz nastava pfi tuhém spojeni dvou uzli.
Dosadime-li do rovnice (5.10) nulovou délku ! = 0 m, pak pro splnéni kritéria stability mu-
sime pocitat s nulovym c¢asovym krokem. To je nemozné a i pfi malych vzdalenostech mezi
uzly dostavame pfi splnéni tohoto kritéria neprakticky maly ¢asovy krok. Proto byla navrzena
modifikace algoritmu, poprvé autorem pfedstavend v [112], kterd umoznuje tuhému kloubu
modelovanému pomoci node-to-node kontaktu korektni a ¢asové nendro¢ny vypocet explicitni
metodou.

Zakladni myslenkou této modifikace je ztotoZnéni sil a hmot ptisobici na dvojici kontakt-
nich uzld, pokud je kontakt vyhodnocen jako tuhy. Grafické zndzornéni pro kontakt tuhy ve
vSech smérech ukazuje obrazek 5.2.

Horni index (s)/ je vyuzity k popisu prvniho a druhého uzlu v node-to-node kontaktu a
nabyva tak pouze hodnot 1 a 2. Spodni index (e) znaci globdlni soufadny systém, L lokalni
soufadny systém a index (e) s, docasnou proménnou.

33 (102)



Kapitola 5. Vysledky

m=m +my

my my
i
/ AN
/ N )
R2 /7 N R
Rl R 7 RN
/
4
R=R'+PR?
a) pfed tpravou b) po tpravé
Obrazek 5.2: ZtotoZnéni sil a hmot.
Tux
i r

R). = o (5.11)
@px
Toy

[ Tpz ]
R =T R/ (5.12)
L~ TR R :
R/, =R} (5.13)

Pro vSechny tuhé sméry g v R};

R;(9) = R (@) +R,,,(q),

2 2 1 (5.14)

kde g € (1;6) = N pro dlohu s Sesti stupni volnosti v uzld, pficemz index g reprezentuje slozky
vektoru (od 1 pro ryx po 6 pro ry;).
R.=Tz"-R] (5.15)

Podobnd operace je provedena i s hmotami.
Mi = diag(mLy, MLy, MLz, MLpx, MLpy, MLpz) (5.16)

M] = Tg-M.,-TxF". (5.17)

Matice M]L neni bezpodminecné diagondlni, proto je ji v pfipadé potieby nutno diagonalizovat.
Jeji hodnoty jsou uloZeny v do¢asném poli pro nédsledné pouZziti

M/ =M, (5.18)

temp —
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« Lo j
Pro vSechny tuhé sméry g v M;

M;lq,q] =M]lq,ql +Mi,,,[q,q],

(5.19)
M (g, q] =M;[q, q]+M,,,,[q,q],

kde g € (1;6) = N. Hmoty jsou poté transformovéany nazpét do globdlniho soufadného systému
a diagonalizovany v pfipadé potieby

M/ =Tg"-M - Tg. (5.20)

Po takovéto modifikaci jsou dopocitdny deformace za vyuZiti metody centrdlnich diferenci po-
psanych v rovnicich (2.45) az (2.49). Ddle jsou popsany modifikace potiebné pro nékteré speci-
fické pfipady. Jednd se napfiklad o modifikaci pro klouby, které jsou v nékterych smérech tuhé
a bez tuhych podpor v jakémkoliv sméru. Tuze podepfené a podminecné tuze podepiené uzly
musi byt také specidlné oSetfeny. Deformace vypocitané za pomoci metody centrédlnich dife-
renci jsou transformovéany do lokdlniho soufadného systému kloubu a vySetieny na dva speci-
alni pfipady.

j
B
ul =" (5.21)
Px
J
Py
¢z |
U] =T U}, (5.22)
Ulynp = U7 (5.23)

Nejprve je provedena identifikace podepfenych kloubti v daném stupni volnosti, poté je defor-
mace z tuze podepfenych uzlli pfisouzena druhému z dvojice uzli ve vSech tuhych smérech g
kloubu. Pokud je tuze podepfen druhy uzel

U (q) = U5, (@), (5.24)
a obréacené, pokud je tuze podepfen prvni uzel
U7(q) = Upgyp(@)- (5.25)

Poté jsou vyhodnoceny nelinedrni klouby zadané funkci. UZivatel mize definovat limitni tu-
host, kterd je brana jako tuha.

Tuh4d vétev funkce, s tuhosti pfesahujici limitni tuhost, je vyobrazena na obréazku 5.3. Pokud
deformace d mezi kontaktnimi uzly prekro¢ilimitni hodnotu djim, (djim = 1 mm pro obréazek 5.3),
kde d je x-ty element vektoru D

D=U;-Uj, (5.26)

jsou lokdlni deformace pfepocitany tak, aby splnovaly tuto limitni hodnotu djjp,

Ulw=0lw- i,
z (5.27)
@mzﬁm-?,
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A FIKN]
1 :
<— tuha vétev
0.51
T 0510 05 1 d{mm]
-- -0.5-

[l

Obrazek 5.3: Funkce nelinedrniho kloubu s tuhou vétvi (vétev je tuzsi nez limitni tuhost) ukazuje zavislost sily F
na posunuti d vdaném sméru. Podobnou zévislost 1ze pfedepsat pro moment a pootoceni. [112]

a transformovény zpét do globalniho soufadného systému
UL=Tg"-UJ. (5.28)

Zrychleniarychlosti je potfeba pfepocitat pro modifikované posuny Ué s vyuZitim rovnic (2.45)-
(2.49) zpétné

J J

: u —Uu
o =l 7 (5.29)
I’l+§ Atl’l-}-%
A=l - (5.30)
I’l+§ I’l—z
Lj Al
i (5.31)

5.1.1.1 Piiklad

Vypocetni model je pfevzat z [108] a popsdn na obrazku 5.4. Pruty jsou definovany ¢tvercovym
prifezem (obrédzek 5.5a) a materidlem s E = 1 MPa a v = 0.5. Kloub mezi pruty (mezi uzly N1
a N2) je modelovan jako tuhy v translacnich smérech a rotac¢ni sméry ¢, a ¢ jsou volné. Ve
sméru ¢, je pfedepsdna nelinearita zadana grafem (obrazek 5.5b). Vlastni frekvence pro posun

kloubu ve sméru Z je f; = 0.505 Hz pro negativni ¢4st funkce a f, = 0.797 Hz pro pozitivni ¢ast
funkce. Kloub je zatiZen silou —1 N ve sméru Z po dobu 0.991 s. Vypocetni ¢asovy krok je 0.001 s.

AN 10m NI N2 10m N3N
4 N N

Obrazek 5.4: Model dvou konzol spojenych nelinedrnim kloubem mezi uzly N1 a N2. Uzel N2 je zatiZen silou 1 N
ve sméru -Z. [108]

Data prevzata z [108] jsou zobrazeny na obrazku 5.6. Vysledky pfikladu ukazuji spravné po-
sunuti kloubu ve sméru Z. Negativni posuny jsou —4 mm pro pozitivni ¢4st funkce kloubu s
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A [Nm]

B 1m

/

=

v : [rad]

Obrizek 5.5: Ctvercovy priifez s délkou strany 1 m nalevo (a) a graf nelinearniho kloubu napravo (b).

1073
2 T
1 |
.9922%2
0
g 0.66:51
E 4|
N
S
-2
-3
| | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t[s]

Obrazek 5.6: Vysledek posunuti uzlu N1 a N2 ve sméru Z s vyznacenymi €asy pro tuhé a volné chovani
kloubu [108].

periodou T; = 1.982 s, coz odpovida frekvenci f;. Pozitivni posuny jsou 2 mm pro negativni ¢ast
funkce kloubu s periodou T» = 1.255 s, coZ odpovida frekvenci f,.
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5.2 Kontakt node-to-segment

Diskretizace node-to-segment umoznuje — ze své podstaty a na zdkladé robustnosti — Siroké
vyuziti pro modelovani kontaktnich tloh. Princip tohoto typu diskretizace bude pro jednodu-
chost vysvétlen pro 2D pfipad a linedrni elementy na obrazku 5.7. Kontaktni par je definovan
mezi master segmentem a slave uzlem. Soutadny systém kontaktu pro linedrni master segment
ve 2D vychézi z vektoru urc¢eného pocéatecnim a koncovym uzlem

m=X;—Xj, (5.32)

délky
I'=|ml|, (5.33)

kde spolecné s jednotkovym te¢nym vektorem

(=
T

(5.34)

a jednotkovou kolmici n k t tvofi soufadny systém kontaktu. Slave uzel leZi na kolmici k m ve
vzdalenosti g od néj, pficemz kolmice leZi ve vzdéalenosti ¢ od uzlu 1, a ¢ € (0;1).

slave
®
n gnn
T_, t ¢ 1-¢)
® - o
1 master 2

Obrazek 5.7: Geometrie kontaktu node-to-segment.

Pro dvé télesa v kontaktu po nalezeni dvojice slave uzlu a master elementu je vytvofen kon-
taktni element, ktery rozsifuje ptivodni slabou formulaci (2.3) na (2.4). Aktivni kontakt prispiva
kvirtudlni praci ¢clenem 611, popsaném obecné v rovnici (2.5). Ve své diskrétni podobé pro kon-
takt na obrdzku 5.7 mé pfispévek tvar

oI, = Fyogn, (5.35)
kde Fy pfedstavuje normdlovou kontaktni silu. Matice tuhosti kontaktu je ziskdna z linearizace
ASTI, = AFNSgn + FNASgN, (5.36)

kde symbol A indikuje linearizaci. Konkrétni podoba ¢lenu Fy opét zdvisi na zvolené metodé a
Clen A pouzity k jeji definici mé tvar

n
0

AT = _(185)“ . (5.37)

—¢én
0

Podrobny popis odvozeni pro metodu Lagrangeovych multiplikdtorti i penaltovou metodu je
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uveden v [93], fada vyjimkovych p¥ipadi je podrobnéji popsdna napiiklad v [96].

5.2.1 Ukdazky implementace

Pomoci tohoto pfistupu byly spoc¢itany dva modely s vyuZitim kontaktu node-to-segment mezi
dvojici entit. Piiklady jsou pfevzaty z [104].

Prvni ukdzka predstavuje kontakt mezi 2D elementy, model je sloZen z ptilkruhu, jenz je
zatlatovan do desky, geometrie je popsdna na obrazku 5.8. Vypocetni sit' kone¢nych prvk je

v 4.0m y 20m 4.0 m v
A 7 7 7
_ slave
0.2mZzE
master
50m

Obrazek 5.8: Geometrie modelu 1 [104].

v detailu vyobrazena na obrazku 5.9a. Vysledek spole¢né s vyobrazenim deformaci je na ob-
razku 5.9b.

500
462 ]
423

385—
346 -
308 —

269
231 ]
192

153
115
77
38

a) pfed vypoctem b) vysledné celkové deformace uo; [mm]

Obrazek 5.9: Detail téles v kontaktu se siti kone¢nych prvki [104].

Stejného principu lze vyuzit i pro obecnou 3D geometrii, jako diikaz je zde zndzornén i p¥i-
klad kontaktu, kdy je koule zatlacena do membrény. Membréna je Ctvercového tvaru o délce
strany 5 m a je podepfena liniovymi podporami na vSech okrajovych liniich, koule m& polomér
r = 0.5m a je umisténa 0.5 m nad membréanou (viz obrazek 5.10), do které je poté zatlacena.
Velikost pfredepsané deformace je 1 m ve svislém sméru Z, coz je 0.5 m pod pocatecni rovinou
membrény, jak je vyobrazeno na obrazku 5.11.
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Obrazek 5.10: Model kontaktu mezi 3D entitami (membranou a kouli) [104].

500
462 ]
423

385 —

346 -

308 —
269
231
192
153
115
77
38
0

Obrazek 5.11: Deformace u [cm] od pocatku kontaktu po konec vypoctu [104].
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5.3 Urceni okamZiku penetrace
Ptesny Cas pocatku penetrace kontaktu Ize vypocitat z rychlosti a poloh jednotlivych uzlti v ¢ase.
Rovnice pro vypocet piesného ¢asu jsou zapsany ve 3D pro priinik bodu g do plochy. Normadla
obecné roviny, jeZ je definovdna body a, b, c 1ze zapsat jako (b — a) x (c — a). Uzel g se nachazi
ve stejné roviné jako a, b, ¢, pokud

(g-a)*((b—a) x (c—a)) =0. (5.38)

Ptiklad konfigurace je zndzornén na obrazku 5.12. Rovnici (5.38) lze zapsat ve tvaru
glaxb+bxc+cxa)—a(bxc)=0. (5.39)
Znaceni v rovnici (5.39) mtizeme zjednodusit s vyuzitim smiSeného soucinu, ktery je defino-
" }

(b—a)x (c—a)

a) Pfed penetraci b) OkamZik penetrace

Obrazek 5.12: Pranik bodu g s rovinou abc.

van jako skaldrni soucin prvniho vektoru s vektorovym soucinem druhého a tfetiho vektoru.
SmiSeny soucin tedy mtizeme definovat jako

a.b.c=a(bxc). (5.40)
Dosazeni rovnice (5.40) do rovnice (5.39) vede k
g.a.b+q.b.c+q.c.a-a.b.c=0. (5.41)

UvaZujeme-li béhem jednoho ¢asového kroku s predpokladem konstantni rychlosti, je pozice
uzl v rdmci ¢asového kroku

a(t) = ap + tay,
b(t) = b, + tby, (5.42)
c(t) =cp+tcy,
q(t) = qp+tqy.
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Dosazenim rovnice (5.42) do rovnice (5.41) ziskdme rovnici 3. fadu

A +Br?+Ct+D=0, (5.43)

kde
A=qy.ay.by+qy.by.cy+qy.cyp.a, —a,.by.cy, (5.44)
B=qp.a,.b, + qy.ap.by + qy.a,.by, (5.45)

+qp.by.cy+qy.by.cy + qy.by.cp
+{p-Cy-Ay+ qy.Cp.ay + y.Cy.ayp
—ap.by.cy — ay.by.cy — ay.by.cy,
C=qp.ap.by +qp.ay.by + qy.ap.by + qp.by.cy + qp.by.cp + qy.by.cp (5.46)
+qp.Cp-ay + qp.Cy.ap + qy.Cp.Ap — Ap.by.Cy — ap.by.Cp — ay.by.Cp,
D =qp.ay.bp+ qp.by.Cp+ qp.Cp.ap — ap.bp.Cp. (5.47)

Vysledkem rovnice (5.43) je Cas t. odpovidajici konfiguraci vyobrazené na obrazku 5.12b, kdy
lezi uzel g vroviné abc.

5.4 Kinematické pojeti dynamického kontaktu

V ramci podkapitoly 5.2 doslo kimplementaci kontaktu node-to-segment, ktery vsak zptisobuje
obtiZe z pohledu stability popsanych v podkapitole 4.3. ProtoZe ptistup popsany v oddilu 5.1.1
jiznelze jednoduse aplikovat na obecnéjsi kontakt node-to-segment, byl navrZzen novy piistup k
feSeni kontaktu v explicitni metodé vychézejici z kinematického pojeti dynamického kontaktu.
Zakladem navrzené metody je princip zachovdni hybnosti popsany v oddilu 4.4.2.

Na stejném principu zachovani hybnosti na kontaktnim rozhrani jiz vznikly metody publi-
kované v [5, 82]. Ptistup uvedeny v [5] vyuziva k vynuceni pfedepsanych podminek rozsirené
Lagrangeovy multiplikédtory, coZ vyzaduje iteracni feSeni soustavy rovnic, které je v explicitni
metodé nezaddouci. Druhy pfistup uvedeny v [82] nevyZaduje feSeni soustavy rovnic, sami au-
tofi ale uvadéji, zZe pfistup zvysSuje energii soustavy a také mize dochédzet k umélému semknuti
entit v kontaktu pro neelastickou kolizi. Museli proto zavést umélé sniZeni vypocitanych kon-
taktnich sil pro zachovani nulové zmény energie v pritbéhu vypoctu a ddle zavést dodate¢nou
zménu rychlosti entit v kontaktu, aby nedochdzelo k nechténému semknuti.

Nové navrZzend metoda, poprvé pfedstavena v [107], nepocitd primarné kontaktni sily, ale
z dtivodu jejiho specifického vyuziti v explicitni metodé dochézi po vypoctu pohybovych rov-
nic ke korekci deformaci uzli na kontaktnim rozhrani. Pocitaji se pfimo deformace, rychlosti a
zrychleni uzli za predpokladu:

* nepenetrability g, =0,

e vypoctu presného okamziku kolize t; € (t,; t+1),

rozdéleni vypocetniho ¢asového kroku At na dva podkroky, sestdvajici z intervalti (t,; t.)
ate; th+1),

zachovéani hybnosti entit v kontaktu ) p = konst.,

dokonale neelastické kolize.
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Navrzeny pfistup byl postupné pouzit v fadé funkcionalit, coZ vedlo ke zlep3eni stability i vy-
sledk a kazdé této ¢asti je vénovan samostatny oddil. Aplikace kinematického pojeti dynamic-
kého kontaktu je postupné popsdna na problému nelinedrnich podpor (viz oddil 5.4.1), poté
na node-to-node kontaktu v oddilu 5.4.2 nasledovaného obecnéj$im node-to-segment kontak-
tem v oddilu 5.4.3 az po specifické pripady vétsitho poctu slave uzli na jednom segmentu v
oddjilu 5.4.4 a kontaktu dvou hran v oddilu 5.4.5.

5.4.1 Nelinearni podpory

Pfi feSeni Casovych analyz s nelinedrnimi podporami se ukédzal zdvazny problém, a to zvladnuti
pfechodu z pruzné ¢ésti na absolutné tuhou. Jednd se naptiklad o podpory tuhé pouze v jed-
nom smeéru (tah/tlak) ¢i podpory zadané nelinedrni funkci s tuhou vétvi. Pristoupilo se proto
ke stabilizaci tohoto jevu za pomoci kinematické metody.

Pro vypocet uzlu podepieného v libovolném sméru nelinedrni podporou (v ukdzkovém pii-
kladu ve sméru x) jsou nejprve spocteny deformace béZnym zptisobem dle rovnice (2.43) (viz ob-
razek 5.13a). Poté je zkontrolovédno, zda se deformace uzlu nedostala do tuhé oblasti podpory
(uy > wim), a pokud k takovému pfekroceni doslo, je na uzel aplikovana korekce a jeho poloha
upravena tak, aby odpovidala definici podpory

AU =Ujim — U,
Au

AL
_Av

_A_t.

Av (5.48)

Aa

V tomto pfipadé u, = ujnm, jak je zndzornéno na obrdzku 5.13b. V obecnosti se tento pfistup
aplikuje napt. na jednostranné tuhé podpory, podpory s nelinedrni funkci, jezZ obsahuji tuhé
vétve Ci podpory s tfenim (viz obrdzek 5.14). Takto popsané korekce je vZdy provddéna v lokal-
nim sméru podpor.

. u;rHl . . u;rHl .
uf{’ uf{’
o 9, ° w 2 R 9
| i, ‘ i Atk
X X
a) b)

Obrazek 5.13: Vypocet a korekce nelinedrné tuhé podpory.

V pitipadé existence vice podpor v jednom misté, je tfeba provést vypocet jednotlivych dil-
¢ich silovych sloZek pro sprdvné hodnoty reakci v ptislusnych podporach. K tomu je vyuZzivdno
nésledujiciho postupu. Ptispévek kazdého tuhého sméru g kazdé podpory j, které podpiraji
stejny uzel, je pfeveden z lokdlniho soufadného systému podpory do globdlniho soufadného
systému prostfednictvim transformacni matice T.

J _opTgl
S;=T'S;T, (5.49)
kde matice S}; pfedstavuje matici ¢lent pfislusejici tuhym smérim podpory v lokdlnim sou-

fadném systému. Uginky S]G jsou secteny do vysledné matice charakterizujici pfispévky tuhych
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F/\ Fx/\
|- Fol
u u
— |y Fl
Obrazek 5.14: Pfiklady nelinedrnich funkci podpor.
smért vSech podpor v globdlnim soufadném systému
_ J
S¢ = ZSG. (5.50)
J

Matice Sg se vyuzije k nalezeni feSeni soustavy

SGfG =r, (55 1)

kde r jsou nevyvazené sily vdaném uzlu a vysledkem jsou reakce f; od tuhych smért podpor v
danych globdlnich smérech. Dil¢i reakce f]G pro kazdou podporu je treba dopocitat ze vztahu

. =S/ f; (5.52)
a nésledné je transformovat zpét do soufadného systému dané podpory
f =T;f.. (5.53)

5.4.1.1 Pi¥iklad rozpoctu podporovych sil

Nasledujici vypocet slouzi k ukdzce vypoctu jednotlivych dil¢ich reakci na konkrétnim ptikladu.
Vjednom bodé jsou umistény dvé uzlové podpory, kazdé se svym soufadnym systémem a vzdy
tuhé v lokdlnim sméru x (viz obrazek 5.15). Tomu odpovidaji lokdlni matice Si’z

100 100
S;=(0 0 0] s:=|0 0 O]. (5.54)
000 000

Za pomoci pirepoctu (5.49) je vyjaddfena Si v globdlnim soufadném systému Sé

0.75 -0.433 0 05 05 0
SL=|-0433 025 o0 Si=|05 05 0. (5.55)
0 0 0 0 0 0
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q =[0.866 —0.5 0]"

q2 =[0.707 707 0]"

[0.866 —0.5 0
Ty=] 05 0.866 0
0 0 1

T, =1-0.707 0.707 0
0 0 1

[ 0.707 707 0‘

a) grafické znazornéni b) numerické hodnoty

Obrazek 5.15: Lokdlni sméry podpor.

Dosazenim (5.55) do (5.50) lze ziskat vycisleni matice Sg

‘ 0.75 -0.433 0
Sg=) S.=|-0433 025 0
‘ 0 0 0

+ 05 05 0 0.067 075 0
0

(5.56)

0.5 0.5 0‘ [1125 0.067 0‘

Nalezenim feSeni soustavy rovnic (5.51) ziskdme hodnoty fg

1.125 0.067 O 1 0.804
0.067 075 O0O|fg=|0| = f5=[-0.072
0 0 0 0 0

Nésleduje vypocet globélnich Gi¢inkt pro jednotlivé podpory s pomoci (5.52)

fl. = Sifc = |0.433 025 0| |-0.072| = [-0.366
0

(05 05 0
2. =Sifc= (05 0.5 0
[0 0 0

[ 0.75 0.433 0‘ 0804‘ [0634‘

0.804 0.366
-0. 072 0. 366

zakonceny transformaci do lokdlnich smért podpor dle rovnice (5.53)

0.732 0.518
fi=T'f,=| 0 £=T=| 0 |,
0 0

¢imz ziskdme hledané hodnoty fi’z jak pro zobrazeni vysledk, tak pro vyhodnoceni pfipadnych
nelinearit vdanych podporach.
5.4.1.2 Verifikace feSeni

Spravnost navrZzeného algoritmu je demonstrovdna na pfikladu Signoriniho dynamického pro-
blému pro 1D (viz obrazek 5.16). Jedna se o ndraz prutu na tuhou piekdzku (modelovéno jed-
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nostrannou podporou ptisobici pouze v tlaku). Prut ma délku L = 1m, E = 1MPa, priifez o plose
A=1m?, hustotu p = 1kg-m~3, po&atetni rychlost vy = 1m-s~! a nachézi se v nulové vzdalenosti
od podpory. Prut je rozdélen na 100 kone¢nych prvk( a maximdélni vlastni frekvence modelu
©max = 200 s~ 1. Vypoétené hodnoty jsou porovnany s penaltovou metodou, jejiz vysledky jsou,
stejné jako ptiklad, pfevzaty z [44]. Pro zobrazeni vysledki jsou pouzity bezrozmérné jednotky

t* = CLI F* = CoFe

L ¢ pEA’ (657

kde F; je kontaktni sila, t* a F; jsou bezrozmérné jednotky ¢asu a kontaktni sily a ¢y danych
vztahem cp = \/% znaci rychlost Sifeni vin v prutu.

Vo

j—»(_?

Obréazek 5.16: Signoriniho problém.

0 0
* _1 j * _1 j
-2 -2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2
t* t*
a) C, =0.82 b)C,=0.5
o 0
_q ””H””l ” l ”” el _ 1 AR A
%o \HUW"\ ‘H“\H\’ 1 A AR
: :
-2 -2
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2
t* t*
0 C,=0.5,6;=35 d)C,=05,B,=15

Obrazek 5.17: Vysledky kontaktni sily spocitané kinematickou metodu (a, b) a penaltovou metodou (c, d).

Obrézek 5.17 dokldda vyhody kinematické metody oproti penaltové metodé. Zatimco ki-
nematickd metoda dovoluje spocitat dany piiklad s C, = 0.82 (viz obrazek 5.17a), penaltova
metoda s timto casovym krokem diverguje (jak je ukdzano v [44]). Z dalSiho porovnéni plyne
dosazeni pfesnéjsich vysledki kinematickou metodou, a to navic bez nutnosti volby penalty
Bs, kde Bs = w/k (viz [44] a podkapitola 4.1).
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5.4.2 Kontakt node-to-node

Postup vypoctu pro kontakt node-to-node bude vysvétlen na dvojici uzlt 1 a 2 z obrdzku 5.18.
Napfted je spocitdna deformace uzli pro jeden ¢asovy krok v intervalu (t,; t,+1). Pokud v rdmci
tohoto ¢asového kroku dojde ke kontaktu v Case ¢, € (t; t;+1), je takto spocteny Casovy krok
rozdélen na dva dil¢i podkroky. Prvni podkrok spocivéa ve vypoctu pohybovych rovnic v ¢asovém
useku (ty; t;). Druhy podkrok jiz probihd za podminky neelastické kolize dvou hmotnych bodd,
jak je popsdno v oddilu 4.4.3, v ¢asovém intervalu (z; t¢'), kde index (¢)"**" oznacuje novou

n+l1

konfiguraci v daném Case a ¢asové je t,7) = ;1. Novd rychlost uzli v{'$", pouZitd v druhém

podkroku, se vypocitd z rovnic (4.82) a (4.83) jako

+
ppow = PL7P2 (5.58)
’ my +mo

kde m; a my jsou hmotnosti uzli a p; s p2 jsou hybnosti uzlt pted kolizi spoctenych dle (4.67)
jako p; = m;v;.

nm my my 1y my nmi

y ® —@— Yy —@ o—
.Vl Vo ‘ V2 \41 ‘ V2 \41
X X X

() ©) )

Obrazek 5.18: Penetrace kontaktu dvojice uzla.

Vypocet posunuti, ke kterému dojde v intervalu (z.; '¢{), je ddn vztahem

+
At = ALV = (tpiq — 1) P2 P2 (5.59)
’ my +mo
jak je zndzornéno na obrazku 5.19. Celkové posunuti v rdmci jednoho ¢asového kroku pro uzly
v kontaktu je ddno vztahem

+
Au; = (tc— tp)vi + Ly — tc)u- (5.60)
my + mo

P1tP2
(n+1 = 1) 3 5ms

>

Q-
L new

/1,2

ONE

Obrazek 5.19: Vypocet nové polohy uzlti.
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5.4.2.1 Verifikace Feseni

NavrZeny pfistup je porovndn s penaltovou metodou, konkrétneé s ptikladem uvefejnénym v [27],
kde je studovan vliv velikosti penalty na piikladu dvou rtizné dlouhych elastickych prutti, mezi
kterymi dojde ke kontaktu (viz obrazek 5.20). Délky prutti jsou L; = 10 m a L, = 20 m, mo-
dul pruznosti E; = E, = 100 Pa, hustota p; = p» = 0.01 kg/m?, plocha priifezti A; = A, = 1 m?,
vzdalenost mezi pruty d = 0 m a délka kone¢nych prvkii Lejen, = 0.2 m. Poc¢ate¢ni rychlost vy =
0.1 m/s md pouze prvni prut smérem k druhému prutu.

Vo
_
]
prutl 4 K—OH prut 2
=0m

Obrazek 5.20: Vypocetni model dle Hurika [27].

Verifikace je provedena porovnanim kontaktni sily F, spo€tené za pomoci kinematické me-
tody (viz obrazek 5.21) s penaltovou metodou (viz obrdzek 5.22). Data pro penaltovou metodu
jsou prevzata z [44]. Z porovndni jasné vyplyva vyhoda nové navrZzené metody, kdy je dosaZeno
uspokojivych vysledk® bez nutnosti ur€ovéni jakychkoliv vstupnich parametri tak jako u pe-
naltové metody. Nejpartnéjsi je vdaném pfikladu rozdil pro C, = 0.999, kdy penaltovd metoda
ve své zdkladni varianté neni schopna dosdhnout relevantnich vysledki pro jakoukoliv hodnotu

penalty B, kde B = w/k (viz [44] a podkapitola 4.1).

1072 1072
7 7 ‘
6 6
5 5
_4 4
Z 4 Z 4
<3 <3
2 2
1 1
0 0
-1 | | -1 | | |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 06 0.7
t[s] t [s]
a) Cr =0.999 b) C, =0.2

Obrazek 5.21: Vysledky kontaktni sily pro kinematickou metodu.
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1072 1072
‘ 7 !
6
roo o 5
_ i 4
Z ? E3
< : u?z
: 1
: 0
-1 L | | -1 I I |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 06 0.7
t[s] t [s]
a) Cr =0.999, Bs = 0.125 b) C, =0.2, Bs = 0.125
-10” 1072
7 ‘ | 7 ‘
5 ‘ R s 5
4 1 4
%3 | : | 2 %3
S8 : I S8
2 f : N 2
1 | : 1
0l : : 0
-1 | | | -1 | | |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 06 0.7
t[s] t [s]
) C, =0.999, s =0.25 d) C,=0.2, B =0.25
1072 1072
T
_______________ H i ‘
5 : T i I,
_ 4 l | | |
23 : | | | |
[ : : | : |
2 ! ! : i I
1 |
0 ! : :
-1 | | | -1 | ! |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 01 02 03 04 05 06 0.7

t[s]

e) C, =0.999, B =1

t[s]

f)C, =02, fs=1

Obrazek 5.22: Vysledky kontaktni sily pro penaltovou metodu.
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5.4.3 Kontakt node-to-segment

Kinematickd metoda byla dosud prezentovdna na 1D piipadech. Jeji zobecnéni pro viceroz-
mérné problémy bude popsdno v tomto oddilu. Princip navrZzeného kinematického pfistupu
pro stabilizaci kontaktu miiZe byt popsdn na pfikladu jednoduchého 2D NTS kontaktu (viz ob-
razek 5.23). Predpoklddejme, Ze v Case t,, nedochdzi k Zddné penetraci uzlu 3 se segmentem 1-2.
Jakmile je zjiSténa penetrace v Case f,1, musi se pfistoupit k vypoctu pfesného casu, pti kterém
doslo k proniku. Pfesny okamzik, pti kterém doslo k penetraci, je vypocitan dle podkapitoly 5.3,
stejné tak i konfigurace v tomto Case.

my
V2

Obrazek 5.23: Penetrace kontaktu [107].

_______ _ 4. p1+(1-8)ps
(tn+l tc) mi+(1-8&)ms

_ .qhew .qew
(1 é—) ulrtn+l+£ uzrtn+l

(tno1 = to) - REEERL

my+&-m3

Obrazek 5.24: Vypocet nové polohy uzlti [107].

Vysledkem rovnice (5.43) je €as ¢, odpovidajici konfiguraci vyobrazené na obrazku 5.23 (z.).
Takto ziskand konfigurace je vyuzita k vypoctu nové upravené konfigurace v ¢ase ¢, ;}. Na z4-
kladé Newtonovych pohybovych zdkont, podrobnéji popsanych v oddilu 4.4.2, mtizeme vyuzit
hybnost kontaktu

P =p1+P2+P3, (5.61)
kde
Pi = m;v;. (5.62)

Slou¢enim rovnic (5.61) a (5.62) ziskame

P = MV = mVy + MyVy + M3Vs. (5.63)
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Celkova hybnost této soustavy p je konstantni

w

p=p"" = Ap=0, (5.64)
ale z divodu potieby jednoznacnosti feSeni je nutné rozlisit typ kolize téchto entit. Zakladni
déleni typt kolize je na elastickou a neelastickou podrobnéji popsanych v oddilu 4.4.3. Z du-
vodu aplikace navrhovaného pfistupu v systému na bézi kone¢nych prvki, v némz predmétem
feSeni hlavné stavebni a strojni konstrukce, a kde jsou v kontaktu pouze dil¢i ¢asti prostorové
diskretizovanych a deformovatelnych téles (podrobnéji popsdno v podkapitole 2.3), je vyuzito
druhého, dokonale neelastického typu, kde dochdzi ke zméné kinetické energie na jinou formu
energie, napf. na potencidlni energii ¢i teplo v dtsledku tieni. Pfi uvaZzovani neelastické kolize
je béhem zpracovani kontaktu hybnost slave uzlu p; rozdélena do master uzlti 1 a 2.

new

P =p1+1-8)-p3, (5.65)

new

P, =p2+<¢-ps.

Hybnosti py'5" jsou pouze imagindrni hybnosti v master uzlech vychazejici z pfredpokladu roz-

nosu hybnosti slave uzlu do master segmentu a slouZzi k dopocitani novych rychlosti. Defor-
mace jsou dopocitany ze vztahu

u=Atv. (5.66)

Nova hybnost slave uzlu p5°* je dopocitdna ze vztahu

new new
p—-vVv nm;—v my

pglew — 1 2 , (5.67)
ms

kde rychlosti v'%" Ize vyjadFit z rovnice (5.62)

=P

i .
mi

(5.68)

Z dtivodu linearizace pohybovych rovnic mohou byt deformace vypocitany jako

new __ new
up =+ (G — 4V, (5.69)

new __ new
U,  =uz,+ (tn+1—1c) Vo the1?

new __ .qqlew . ew
usrtn+l - (1 - é—) ulrtn+l +€ uzrtn+l’

kde Vlni:i | 1ze vyjadrit z dosazeni rovnice (5.62) do rovnice (5.65)

new _P1+(1=8ps
Ltp+1 ml_'_(l_ams’
2,tn+1 m2+£.m3

(5.70)

5.4.3.1 Verifikace Feseni

Verifikace feSeni je provedena na 2D Hertzoveé tloze dvou valcli o poloméru r = 4 m z linedrné
elastického materidlu s modulem pruznosti E = 1 GPa, Poissonovym soucinitelem v = 0.2 a hus-
totou p = 1kg-m™!. Vélce se dotykaji v jednom bodé a maji po¢atecni rychlost vé’y = —vg’y =

—2m-s~!. Z divodu symetrie je zohlednéna pouze polovina kazdého vilce. Je zvolen vypocetni
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krok At =1e*s. Model je pfevzat z [43, 61], analytické feseni piikladu z [34, 52, 61] (spocitané
za predpokladu malych deformaci a Zadného Sifeni vin). Vysledky spoCtené za pomoci penal-

tové metody jsou pievzaty z [18].

0
~100
Z —200
<0
~300
—400
|
0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s]

a) Kinematickd metoda - Lgjave = 0.1 m

—-100

= —200

=300

—400

=500

|
0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s]

c) penaltovd metoda - w = 1¢°

energie

—-100

=200

=300

—400

0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s]

b) Kinematicka metoda - Lgjaye = 0.05 m

100

80

60

40

20

|
0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s]

d) Kinematickd metoda - bilance energie

Obrazek 5.25: Vysledky kontaktni sily spoc¢itané Kinematickou metodou (a, b), penaltovou metodou (c) a bilance

energie pro Kinematickou metodu (d).

Uloha je za pomoci kinematické metody spocitdna pro dvé rtizné veliké sité, délka hrany
elementu na hrané se slave uzly ma v prvnim pfipadé délku Lgjave = 0.1 m a v druhém piipadé
délku Lgave = 0.05 m, jak je vyobrazeno na obrazku 5.26a a obrdzku 5.27a.
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30
s |
4 -34=
—-65=
L -97 3
N —-129=
~160 3
\ -192 ;
—224
y
a) Sit’ kone¢nych prvkl b) Sifeni vin a napéti oy[N/mZJ v ¢asech t =0.1,0.2,0.3,0.4 [s]

Obrazek 5.26: Vysledky napéti o, v Case s délkou prvki na rozhrani kontaktu Lgaye = 0.1 m.

y —-32%
—643

) B -96

N -127

-159

\ -190

222

y
a) Sit’ kone¢nych prvkl b) Sifeni vin a napéti oy[N/mZJ v ¢asech t=0.1,0.2,0.3,0.4 [s]

Obrézek 5.27: Vysledky napéti o, v €ase s délkou prvki na rozhrani kontaktu Lgjaye = 0.05 m.

5.4.4 Vice slave uzlti na jednom segmentu

Vyse uvedeny postup dava dobré vysledky, je pfehledny a jednoduse pochopitelny. Tento pfi-
stup vSak neni korektni, dojde-li ke kontaktu vice nez jednoho slave uzlu s jednim segmentem.
Drivéjsi kontakt teoreticky ovlivni celou konfiguraci a neni zaruceno dosazeni podminek ne-
elastického typu. Postup by pro dodrZeni pfesného vypoctu bylo tfeba zobecnit a pracovat ve
vice intervalech podle postupného vyskytu kontaktu pfes celou kontaktni doménu. Takovéto
feSeni bylo vyhodnoceno jako neperspektivni z divodu ndro¢nosti implementacni i vypocetni.
V rdmci aktudlni linearizace kazdého jednoho ¢asovém kroku At je radéji pristoupeno ke zjed-
noduseni a ovlivnéni konfigurace z divodu kolize vice slave uzlt s jednou master entitou v
rtiznych Casech t; € (t,; ty+1) je zanedbano.
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Kontakt slave uzlu se segmentem vyvoldva zménu hybnosti v segmentu

Ap1=(1-¢)ps3, (5.71)
Apy =¢ - p3.

Tyto zmény hybnosti Ap, a Ap, Ize kumulovat pro libovolny pocet slave uzl(, proto je napfed
vypocten vliv vSech slave uzlli na pfislu§né master segmenty za pomoci obecnéjsiho pfedpisu

Ap; = Z(l -&)piy (5.72)

Ap2 =) &i-pi
i
a az poté jsou vypocitdny deformace, rychlosti a zrychleni vSech uzli v kontaktu. K vypoctu no-
vych hybnosti slave uzlii jiz nelze vyuZit rovnici (5.67), protoZe by obecné vedla na systém o vice

neznamych neZli rovnic. Proto je vyuzito pfedpokladu neelastického kontaktu a je vypocitdna
rychlost slave uzlu ze vztahu

Vl(zew =(1-¢&;) ,V;lew +&; .Vgew. (5.73)

Takto dopocitana rychlost poté slouzi k vypoctu zrychleni

viiew —vy;
a'’=a;+ ——, (5.74)
In+1 — e
a polohy
u; Y =i+ (v =) - (tne1 — 1. (5.75)

5.4.5 Kontakt dvou hran

Pti vypoctu kontaktti entit ve 3D jiZ nastdvaji situace, kdy je formulace kontaktu NTS nedostacu-
jici ¢i vede k opomenuti urcitych pripada vzajemného postaveni kontaktnich entit. Konkrétnim
pfipadem je kontakt mimobéZnych hran. Pro zpfesnéni vypoctu je proto umoznéno uvazovat
také s kontaktem hrany na master segment, jak ukazuje obrézek 5.28.

Y/l_B(A @ Y‘/I_S( @

Obrazek 5.28: Hrana na hranu.

Poloha bodt kontaktu K; a K> na pfislusnych hrandch lze vypocitat z priniku dvou linii.
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Poloha bodt kontaktu je vyjddifena jako

Xk, €x) =6k, - Xa+ (1-¢k,) X, (5.76)
Xi, () =¢x, " Xc+ (1= ¢ ) - Xp.

Poloha priiniku je ddna parametry ¢k, a ¢k, ziskanymi z feSeni rovnice Xg, = Xg,, kde po dosa-
zeni do (5.76) ziskame

¢k - Xa+(1=¢x) - Xp=¢k, - Xc+(1=¢k,) - Xp. (5.77)

K vypoctu casu kontaktu ¢, a polohy bodti A, B, C, D je opét vyuzito rovnic (5.38) - (5.47), kde
je za q dosazen bod D.

Zda bod pruseciku K, ktery lze nyni ztotoznit s K} a K» (K = Kj = K>), leZzi na hrandch AB a
CD, je zjisténo dosazenim X do rovnic (5.76) a ndslednym vyc¢islenim ¢, a ¢,

¢k, €(0;1) = Kj € AB, (5.78)
¢k, €(0;1) = K, € CD.

A Vo

Obrazek 5.29: Kondenzace linie do uzlu.

Vypocet zmény hybnosti je dopocitan z pfedpokladu kontaktu dvou tuhych linii a stejné
koncové rychlosti vk, = vg, pro mista kontaktu. Pro kazdou hranu se vypocte jeji hmotnost

mj = mu+ mg, (5.79)
my=mc+ mp

arychlost, kterd se pti prechodu do lokdlniho soufadného systému kontaktu bez tfeni zjedno-
dusi na rychlosti v; = {vy ¢; vy ; V1,4} v mistech

X;(61) =¢1-Xa+(1-¢&1)-Xp, (5.80)
Xo($2) =&2- X+ (1-¢&2) - Xp.

Vv ev

r =Xg, —Xj, (5.81)
Ir; = XKg _XZ’
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jsou dopocitdny momenty setrvacnosti piisluSnych linii

L=ma-&+mp-(1-&)7 (5.82)

Izsz'st%‘i‘mD'(l—fz)z

arychlosti vbodech Kj a K; vyjadieny pravé témito parametry

VK, =V1+1I1 W, (5.83)
VK2:V2+1‘2'(,02,
A
v sy =F
mi
Ap-r;
0! =w;+ P L
I.
l

Z podminky rovnosti vV = v;V je vyjadiena zména hybnosti v misté kontaktu

VK, — VK
ApKl = rzz ! > (5.84)
1 a1 42
nm + L + my + I
VK1 —VK2
ApKz ) 2 ) 2
- + 1 + - + 2
m I 2 Iz

Vypocet zmény hybnosti Apa a App 1ze provést s vyuZitim rovnice

Ap"®Y = (1-¢ék) - Apk,, (5.85)
Apgew = 61(1 . ApKl'

Stejnym zplisobem lze provést i vypocet Apc a App

ApY = (1-E¢x,) - Apk,, (5.86)
Apgew = 61(2 : ApKz'

Z téchto zmén lze dopocitat nové rychlosti a jim odpovidajici zrychleni a polohy dle (5.73)
az (5.74).

5.4.6 Shrnuti

Prezentované kinematické pojeti dynamického kontaktu pro explicitni metodu vede k dobrym
vysledktim pro vSechny prezentované pfipady, zachovava konstantni celkovou energii soustavy
v pribéhu feseni a pfekondva stabilitni problémy popsané v podkapitole 4.3. Prezentovany pti-
stup dopocitava deformace za pomoci zohlednéni pfesného ¢asu ndrazu ¢, kazdého kontaktu.
Deformace, rychlosti a zrychleni jsou dopocitdny s pomoci rozdéleni vypocetniho ¢asového
kroku At € (ty; t,+1) na interval pfed ndrazem (f,; t.) a po ndrazu (f.; t,+1). V intervalu po na-
razu se predpokladd dokonale neelasticka kolize. NavrZeny piistup také umoznuje zohlednéni
kontakti vice slave uzll s jednou master entitou v rdmci stejného casového kroku, jak bylo
prokdzano na numerickém pfikladu. Metoda nevyZaduje aplikaci penaltové metody ¢i Lagran-
geovych multiplikdtorti, vnitfni iterace ani feSeni soustavy rovnic.
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5.5 Energeticka metoda

Z davodt snahy o vyfeseni problému se stabilitou popsanych v podkapitole 4.3 byla nezavisle
na kinematickém pfistupu popsaném v podkapitole 5.4 vyvinuta i druhd metoda pfistupujici k
feSeni jinym zptisobem, a to z pohledu konzervace celkové energie soustavy [101, 103, 109].

Existujici algoritmy zaloZené na principu konzervace energie jsou navrZeny a popsdny na-
ptiklad v [45], kde je dosaZeno rovnosti energie za pomoci Lagrangeovych multiplikatort, které
vynucuji podminku na rychlostech, ale jsou modifikovdny geometrické podminky a neni za-
chovana nepenetrabilita. Na tuto praci bylo navdzdno v [100], kde bylo feSeni rozsifeno jesté o
regularizaci za pomoci penalty. Déle byl v [90] prezentovan pfistup pro NTN kontakt, s potfe-
bou specidlniho pfistupu pro modifikaci sité v pribéhu vypoctu. Oproti tomu zde je prezento-
van obecnéjsi NTS kontakt, kde navic neni tfeba modifikovat sit’ pro zachovani kompatibility
jako u NTN kontaktu, jak jiZ bylo popsano v podkapitole 2.4.

V této metodé se pocitd piimo ¢len 611, z rovnice (2.4) takovym zptisobem, aby celkova ener-
gie soustavy I1,_A; na zacatku casového kroku a jeji nova hodnota I1; na konci ¢asového kroku

zlstala stejnd a jeji zména AII byla rovna nule
AH:Ht—Ht_AtZO. (587)

Pro spravné vycisleni rovnice (5.87) je tfeba zndt a vypocitat vdechny zmény vSech slozek ener-
gie, jeZ jsou ovlivnény ptisobenim kontaktni sily.

Nové navrZeny algoritmus, prezentovany autorem prace poprvé kompletné v [109], se oproti
vySe zminénym lisi hlavné v tom, Ze veSkeré zmény energie jsou vyjadieny jako proménné kon-
taktni sily ATI(f.). Vypocet je pro ndzornost popsdn na 2D feSeni odpovidajici obrazku 5.30, je
vSak plné rozsifitelny i do 3D.

3
®

n gnn

t 1-—
1 2

Obrazek 5.30: Geometrie jednoho kontaktu node-to-segment.

Zména celkové energie soustavy AIl zptisobena kontaktnimi silami v rdmci jednoho ¢aso-
vého kroku sklddajici se ze zmén kinetické energie Ally, potencidlni elastické energie All,; a
potencidlni polohové energie AIl, musi byt rovna nule,

AIl = Al + All; + AIl, = 0. (5.88)

Rovnici (5.88) lze rozepsat do jednotlivych piispévka zvlast' pro kazdy kontakt s, kde kontaktni
sila kazdého kontaktu f; ; zptisobuje dil¢i zmény energie AIl;

AHs(fc,s) = AHk,s(fc,s) + AHO’,S(fC,S) + AHp,s(fc,s) =0. (5.89)

Dalsi popis jiz z dvodu pifehlednosti neobsahuje index (e), protoZe vypocet Ize provadét indi-
vidudlné pro kazdy kontakt zvlast’ a vysledné kontaktni sily vznikaji sumaci ti¢inkti jednotlivych
kontakti do vysledného vektoru G, ktery reprezentuje ¢len dIl, z (2.5). Postup vypoctu je tedy

popsdan na jednom kontaktu.
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5.5.1 Nalezeni mista kontaktu

Kurceni mista i pfesného ¢asu, kdy nastane penetrace kontaktu, je vyuZzito postupu uvedeného
v podkapitole 5.3. Je zavedena veli¢ina Af, odpovidajici délce ptisobeni kontaktni sily v rdmci
daného casového kroku

At, € (0;AD), (5.90)
Atc = tn+1 - tc.

5.5.2 Smér kontaktni sily

Pfi vypoctu sméru kontaktni sily se vychézi ze sméru pohybu uzlu a pfislusného segmentu v
kontaktu. Ve 2D je tieba urcit ¢tyfi nezndmé slozky dvou vektort rychlosti vs a v¢, zatimco jsou
k dispozici pouze tfi rovnice: dvé pro zachovéani hybnosti a jedna pro zachovani energie. Mezi
uzlem 3 a bodem C je uvazovano ptisobeni kontaktni sily dle 3. Newtonova zdkona [58], majici
stejnou velikost, avSak opacny smér. UvaZuji se proto dva limitni pfipady. V prvnim je tfeni
absolutni a nedochdzi k Zddnému prokluzu mezi uzlem a segmentem, coZ vede k odrazu uzlu
3 abodu C ve stejném relativnim sméru jako pfed ndrazem, av§ak s opa¢nym znaménkem. Na
uzel 3 bude piisobit kontaktni sila |f¢| ve sméru vektoru C3 a na bod C bude pusobit sila |f?]

ve sméru 3C (3‘6 = —E_E’;). Index () znaci feSeni pro absolutni tfeni. Lze tedy urcit jednotkovy

3

3C

o - @
1 ¢ 2

Obrazek 5.31: Urceni sméru ptisobeni kontaktni sily na segment.

vektor e, jako

a
a _ fc _V¢3

c = Toan

= . (5.91)
£l Ives

Druhym limitnim pfipadem je nulové tfeni v misté ndrazu. V tomto pfipadé musi mit kontaktni
sila smér normadly n (viz obrazek 5.31) k segmentu, pficemz tthel dopadu a odrazu je stejny a
symetricky pravé kolem normély segmentu umisténé v misté narazu.

f2 n

el =% =—, (5.92)

ifel  Inl
kde index (»)° slouZi pro oznaceni nulového tfeni. VSechny ostatni piipady nachazejici se nékde
mezi témito extrémy lze chdpat jako kombinaci obou limitnich pfipadd, a proto je vyjaddien
pfechod mezi nimi za pomoci vdhového koeficientu « € (0; 1), jenZ kombinuje oba ptistupy pro
vypocet

(5.93)
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kde
£ = xf%+ (1-10)f2. (5.94)

Urceni pfesné hodnoty x neni pfedmétem této prace a slouzi pouze jako alternativa k ostat-
nim modeltim tfeni, jako napft. klasické Coulombovo tfeni [11], v€. varianty zohlednujici rych-
lost [89], modely dle LuGre a Dahla [55] ¢i dal§im z nespoctu variant tfeni [49].

5.5.3 Zména kinetické energie

Kineticka energie IT je pfimo z4visld na zméné rychlosti jednotlivych uzla v kontaktu a 1ze ji
s vyuzitim Einsteinovy sumacni konvence [ € {1,2, 3} zapsat

1

Iy = > MIvIvI, (5.95)
1
I = EmIV;V;’ (5.96)
N 1 P | 1
Allg =11 = Iy = Emlvl V- Emlvl -V = EmI(ZV]-AV] + Avy-Avy). (5.97)
Ze zmény hybnosti
Ap =fAt,, (5.98)

kde fje sila a A, je ¢as po kterou sila ptlisobi, 1ze vyjadtit zménu rychlosti

f
Av=—At,. (5.99)
m

S vyuzitim rovnic (5.71) a (5.99) miize byt vyjddfena zména rychlosti vuzlech 1, 2 a 3 zptisobenda
silou plisobici na segment

f
Av) = ———(1 =&)AL,
nmy

f
Avy = ——=EAt,, (5.100)
ny
f.
AV3 = —Atc.
ms

Dosazenim (5.100) do (5.97) je ziskdn vyraz, ktery lze upravit do kone¢né podoby

1 2f, - fo-f
AHk:—ml(— c g+ 20(1—5)2At£) (5.101)
2 my my
1 2f, - f. f 1 (2f-vy ff
bom| - e A 2 ] g | YR 4 AL
2 my 3 ms ms

f.-f
=—vl-fc(1—£)Atc+; f(l—&)zAtcz

m
f.-f f.-f
_Vz'fcé—Atc'i' < C£2At02+vs'chtc+ < CAtcz.
2my 27’)’13
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5.5.4 Zména potencialni elastické energie

Potencidlni elastickd energie se vlivem kontaktni sily méni v rdmci jednoho ¢asového kroku
pouze v elementech j (na obrdzku 5.32 vyznaceny modfe), kterym pftislusi alespori jeden z uzl
kontaktu (1, 2, 3), protoZe pouze tyto uzly jsou touto silou ovlivnény. Tuto energii lze zapsat jako

All, =0 ;A€ (5.102)

kde o ; je vektor napéti a Ae; je vektor prirtistku pfetvofeni na prvcich j od kontaktni sily f..

b

WAV ~

/

Obrazek 5.32: Elementy zahrnuté do vypoctu zmény potencidlni elastické energie jednoho kontaktu.

PopiSeme-li tuto zménu pro jednoduchost napfiklad na linedrnich ptihradovych prutech,
kde dolni index (e); urcuje ¢islo prutu, Lo; je ptivodni délka prutu, L; je délka prutu na zacatku
casového kroku a L} je zménéna délka na konci casového kroku, pak Ize energii pro popsany
priklad vyjadfit jako

1 Li—-Ly; ¥  EiA;
Ha:_EiAi( i Oz) — zzzAng’
2 Lo; 2L0i
2
1 L7 —Loi\ E;iA;
M =~ Ei A | ———| = =5 AL}, (5.103)
2 L 212,
* EiAi * *
Ally =TT — Ty = Yl (2AL; + ALY) ALY,
0i
kde E; je Youngliv modul pruznosti a A; je prafezova plocha piislusného prutu i.
5.5.5 Zména potencidlni polohové energie
Tato zména lze vyjadfit jako prace vnéjsich sil na posunuti uzlt 1, 2, 3. Jestlize
__k 2
Alll =-—(1- g)Atc ’
nmy
f
Aup =— ——¢At?, (5.104)
n
fo
Allg :_A tc y
ms
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pak je zména potencidlni polohové energie rovna

ATl = —Au £ (5.105)
.fext f .fext f.. ext
=L a-9art+ 2t 2-Ar?
my my ms

kde horni index (e)®* zna&i vnéjsi sily.

5.5.6 Vypocet velikosti kontaktni sily

Velikost kontaktni sily |f.| se vypocitd z celkové zmény energie zptisobené touto silou
ATl = AT (F;) + Al (f) + AIT, () = 0. (5.106)
VSechny zmény uvedené energie jsou funkce kontaktni sily
fe =Ifclec. (5.107)
Zmeéna celkové energie je tak funkce velikosti kontaktni sily |f.| a ¢asu trvani ndrazu A,
ATI(f.|, Ate) = ATk (If.|, Ate) + ATl (1], Ate) + AL, (1f], Ate) =0. (5.108)

Velikost kontaktni sily je vypocitdna z rovnice (5.108). Nésledné je kontaktni sila pfepocitdna na
ptirtistek uzlovych sil

n,
Ay =Avy—=—1f.(1-9),
1 AAt c( 6)

c

np
Af, = Avo—— = —f.¢, 5.109
2 287 s ( )

c

ms
Ay = Avs— =f1,.
3 3Atc c

5.5.7 Shrnuti

Diilezitou charakteristikou tohoto pfistupu je respektovani bilance energie na diskretizované
soustavé. Kazdy aktivni kontakt je vyhodnocen zvldst' (viz obrazek 5.32) a tc¢inky nésledné se-
Cteny do vysledného vektoru G. Vektor G je ddn sumou vSech kontaktnich sil f; a jedna se o
vycisleni sil z rovnice (2.5). Cely postup je pro ndzornost popsan Algoritmem 2.
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Vstup: At., B, charakteristiky pro vypocet napéti pfislusnych k elementt, p;(0), vy, m;
pro [ €({1,2,3}
Vystup: zmény uzlovych sil Af;, Afy a Afs, jeZ jsou soucésti vysledného vektoru G
1 nalezeni priiniku a ¢asu ndrazu dle podkapitoly 5.3 z poloh a rychlosti pfislusnych uzl;
2 urCeni sméru kontaktnich sil e dle oddilu 5.5.2 z poloh a rychlosti;
3 vypocCet zmény kinetické energie AIl (f;) dle oddilu 5.5.3 z hmot a rychlosti (5.101);
4 vypocet zmény potencidlni elastické energie All,; (f;) dle oddilu 5.5.4 z poloh a
fyzikdlnich charakteristik pfislusnych elementti (5.103);
5 vypocet zmeény potencidlni polohové energie AIl, (f¢) dle oddilu 5.5.5 z hmot a sil
pusobicich v uzlech (5.105);
6 vypocet velikosti kontaktni sily f, ze zmény celkové energie
ATl = AT (f,) + All, () + AT, (£,) = 0;

7 vypocCet zmény uzlovych sil f;, f; a f3 od kontaktni sily dle (5.109);

Algoritmus 2: Vypocet zmény uzlovych sil Af}, Af, a Af; od kontaktni sily.

5.5.8 Pitiklad a porovnani s penaltovou metodou

Verifikace algoritmu probéhla na ptikladu elastického prutu nardzejiciho na tuhy segment, jenz
je popsan v [69]. Tuhy segment je podepfen na jeho koncich. Vstupni hodnoty byly ptrevzaty
z [89] a zaroven slouZzi pro porovndni vysledkii s penaltovou metodou. Obrazek 5.33 ukazuje
model nosniku o délce L = 2 m, priifezové plose A = 107> m?, s Youngovym modulem E =
2000 Pa a hustoté p = 2000 kg/m?3, rozdéleného na 100 elementi s hmotou diskretizovanou do
uzlti. Prut je pustén z vysky H = 0.0002 m smérem k tuhé podloZce pfi gravitatnim zrychleni
ve svislém sméru g = 100 m/s?. Pro analyzu je pouZity vypocetni ¢asovy krok At = 1-107% s.
Kontakt je uvaZovén bez tfeni.

Vysledky vyobrazené na obréazku 5.34 jsou prevzaty z [109]. Obrdzek 5.34a zobrazuje de-
formace uzla 1, 2 a vyvoj jednotlivych sloZek energie v ¢ase. Tyto deformace odpovidaji ana-
lytickému feSeni uvedeného v [89] a graf energii potvrzuje zachovani celkové energie v Case.
Takto dosaZené vysledky mohou byt porovnany s penaltovou metodou uvedenou v [89] a zna-
zornénou na obrdzku 5.34b a obrdzku 5.34c. Vzdjemné srovndni vysledkli z obrdzku 5.34b a
obrézku 5.34c ukazuje zavislost vysledkii na velikosti volené penalty w, a déle 1ze sledovat vyvoj
deformaci uzlti 1 a 2 v ¢ase a jim pfislusici zmény energie. Vysledky poukazuji na to, Ze pouze
spravné zvolené w vede ke shodé s analytickym feSenim. Dalsi pfiklady energetické metody
jsou uvedeny v Pfiloze A.

L
gl
y
‘ 1 | H =0.0002 m

X

Obrazek 5.33: Elasticky prut dopadajici na tuhou podlozku.
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g | =
g £
* N\ £
N =
-0.2 8 1
B
-04 0
1 N
-0.6 — I
N Hp
—uzel 1 -2 — Iy |
-0.8| —uzel 2 || — AIT
|
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [ms] t [ms]
a) energetickd metoda
El T 2|
E z
3 &
~0.5 5
-2
—4 _— Hk
— 1,
—]. 5 - HU
-6 — AIl
|
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [ms] t [ms]
b) penaltovd metoda s w = 0.01
g 0 =
£ £
5 5
-0.2 g 1
\|
-04 0
1 7~ N\
-0.6 — I,
— 1,
—uzel 1 -2 — Ty
-0.8} —uzel 2 || —— AIl
- |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t [ms] t [ms]

¢) penaltovd metoda s w =10

Obrazek 5.34: Deformace uzld 1 a 2, spole¢né s jednotlivymi slozkami energie pro energetickou metodu (a), pe-
naltovou metodu s w =0.01 (b) a penaltovou metodu s w =0 (c).
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5.6 Svazani stupnu volnosti

Jednd se o obecny pfristup slouzici k definici kinematickych podminek, primarné pouziva-
ném pro definovadni okrajovych podminek. Kromé okrajovych podminek je vSak tento pfistup
aplikovatelny pro §irsi spektrum tloh. Konkrétné lze tuto metodu vyuzit i pro modelovani rtiz-
nych druhti vazeb, kterych je v rdmci této podkapitoly vyuzito i pro definici nového kladkového
elementu.

V této Cdsti jsou popsany implementované typy vazeb, zapracované vzdy ve dvou varian-
tach, vyuZzivajici bud’ penaltovou metodu a nebo metodu Lagrangeovych multiplikdtora, vy-
chézejici z principti uvedenych vyse v podkapitolach 4.1 a 4.2.

Nésledujici priklady typt vazeb budou vzdy uvazovat s provdzdnim uzlti s Sesti stupni vol-
nosti (postupneé: tfi translacni ve smérech os x, y, z a tfi rotacni kolem téchto os @y, ¢, a ;).
Horni index (¢)! a (¢)? slouZi jako identifikdtor uzlu. Vazby lze teoreticky pfedepsat vlibovolném
soufadném systému, ktery se také miiZze v priibéhu vypoctu ménit v zavislosti na jeho definici
(neménny a ménici se v pribéhu vypoctu v zavislosti na jednom ¢i vice fidicich uzlech).

5.6.1 Nasobitel

Tento typ vazby umoznuje definovat ndsobitele mezi zvolenymi stupni volnosti. V pfipadé stej-
nych deformaci se jedné o pfedpis

uizl-u}c,
2 _ 1
uy—l-uy,
2 1
u,=1-u,,
5 i (5.110)
(szl'(l)x,
2 1
(pyzl'(py’
2 1
Y= 1'(/)2'

Pokud ma byt deformace ve sméru x v druhém uzlu 3krat vétsi neZ v uzlu prvnim, zménil by se
prvni fddek v (5.110) na
Uz =3-u.. (5.111)

X X

5.6.2 Diafragma

Vazba tohoto typu piedstavuje tuhé chovani, avSak pouze v rdmci jedné roviny. Chceme-li za-
vést diafragma mezi uzly v roviné xy, ma vazba pfedpis

Uy ==y Ay,
uf, = qu,+<p;-Ax, (5.112)
95 = ¢}
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5.6.3 Tuhy prut

Vazba simulujici tuhy prut lze pfedepsat pfi uvazovani lokédlniho soufadného systému s osou x
soumeznou s osou prutu jako

LUy - Ay+g)-Az,
uf,: qu,+<p;-Ax,
%: u%_(p;'Ax’ (5.113)
Px=Py
9= @y
9=y

5.6.4 Pevnavzdalenost

Vazba uchovavd neménnou vzdalenost mezi uzly, osu x tvofi spojnice prvniho a druhého uzlu.

u? = ul (5.114)

5.6.5 Tuhé téleso

Tato podminka predepisuje chovani bodt jakoZto pohyb tuhého télesa, a mezi v§emi body v
této vazbé je vzdjemné pfedepsdna pevnd vzddlenost a stejnd rotace.

ufc: u}c—<p;-Ay+<p},-Az,

uf,: qu,+<p;-Ax—<p}c-Az,

u%:u%ﬂp}cﬂy—(p},-Ax, 5115
Px=Px

05 =),

92 =9

5.6.6 Optimalizace vazeb

Pti aplikaci vazeb typu tuhé téleso ¢i diafragma na mnozinu uzlt, je vazba z4visld na vzajemné
vzdalenosti jednotlivych uzli. Zplisob vzdjemného propojeni uzli je proto také vyznamny, je-
likoZ nevhodné propojeni uzlii s sebou mtize pfindset fadu negativnich vlivii. Ndhodné pro-
pojeni vyobrazené na obrédzku 5.35a muze z divodu zavislosti tuhosti na vzddlenosti vazby u
penaltové metody vést k nepfesnému feSeni, propojeni kazdého uzlu s kazdym uzlem zase k
problému $patné podminéné soustavy. Proto se provazani uzla voli tak, Ze uzly jsou spojeny
vazbami ve smyslu nejkrat§i moZné spojnice mezi témito uzly, ¢imzZ se snizi vyskyt zbytecné
rozdilnych vzdélenosti v rdmci jedné mnozZiny uzlt.

Takto zvoleny zptisob propojeni byl zapracovdn napfed za pomoci pfesného feSeni (viz ob-
razek 5.35b), pozdéji byl v§ak z diivodu vypocetni ndro¢nosti popsané v 5.1 doplnén o moznost
urceni tohoto propojeni za vyuziti optimaliza¢niho algoritmu mravencich kolonii (ACO - Ant
Colony Optimization) pro jeho jednoduchou implementaci a lepsi vykon u vétSiho poctu pro-
pojovanych uzll pfi dosazeni dostacujici presnosti.

ACO je metaheuristicky pfistup, kde je optimalizace provddéna prostiednictvim modelo-
vani mravencich feromon, jejichZ hodnoty jsou analyzovadny a upravovany v kazdé iteraci, v
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Algoritmus Casov4 ndroénost
dynamicky (piesné fesent) O(n? x 2™
ACO (1 iterace) O(n) [94]

Tabulka 5.1: Casové naro¢nost pouZitych algoritmfi.

z4avislosti na jednoduchych parametrech definovanych jako mira vypafovani feromonu p, ex-
ponent vlivu feromonu @ a exponent vlivu vzdélenosti 8. Ukédzka vysledkt zptisobenych tpra-
vou p jde vidét na obrazku 5.35 pfi porovnédni obrdzku 5.35c a obrazku 5.35d. Podrobnéjsi popis
algoritmu lze nalézt napiiklad v [56, 80].

|
eeo N

b) spojeni za pomoci presného feSeni,

a) ndhodné spojent, d = 32.183 m d=15479m

T—H

| ..
oo N

o

[
¢) spojeni za pomoci algoritmu ACO p = 0.1, d) spojeni za pomoci algoritmu ACO p = 0.15,
a=0.5, =05 d=16.064 m a=05 =05 d=15479m

Obrazek 5.35: Vysledky rtiznych zptisobti spojeni uzld, véetné vysledné délky d.

5.6.7 Element kladky

Kladky jsou vyuzity v mnoha budovach a konstrukcich z dtvodu jejich konstrukéni jednodu-
chosti a mechanickych vyhod pfi pfenosu sil. Soustava kladek ¢asto tvoti rozsdhly a kompliko-
vany systém, coZ vedlo k ndvrhu fady feSeni pro jejich modelovani [6, 36, 37, 76]. Tento element
byl autorem préce poprvé predstaven v [105]. Nové vytvofeny element kladky nepotiebuje pra-
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covat s tuhosti lan ptipojenych ke kladce, coZ vede na algoritmus jednodusSe implementova-
telny do fesict na bazi kone¢nych prvki.

LSS

B
F,=50 N/ i

s=20 cm

,-100 N 50 N

25N
s=30 cm

F =100 Nl F =100 Nl F =100 Nl F =100 Nl

h=10cm |/ h=10cm]/

h=10cm] / \ h=10cm}]/ \
Obrazek 5.36: Efektivita vyuziti kladek [40].

5.6.7.1 Definice elementu kladky

Element kladky je definovan transforma¢nimi maticemi pfipojenych lanovych prvki a tfemi
uzly (viz obrézek 5.37). Tti uzly zahrnuji dva koncové uzly lan (N1, N3) a jeden uzel reprezentu-
jici kladku (N2). Polomér kladky je zanedbdn a v8echny tfi uzly jsou soumezné. [105]

|

N1, N2, N3

Xa /\

Ya Y, o

Obrazek 5.37: Idealizovand soustava vyuZivajici element kladky [105, 106].

Transformacni matice kazdého lanového elementu je definovédna jako

x, = T,X, (5.116)

Tan Taz Tai3
Ta=|Ta1 Tazz Ta2s|. (5.117)

Ta31 Ta32 Tass

K popisu elementu poslouZi obrdzek 5.38 s fiktivné vzdalenymi uzly N1, N2 a N3 (z divodu
ndzornosti). Chovéni elementu je definovano rovnici

dxgl—dxgzzdxévz—dxévs. (5.118)

Rovnice elementu (5.118) je pfi implementaci pies Lagrangeovy multiplikdtory zapsdna v ma-
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dxl?
X dx\{l"/lY \/17\12
. ./‘/\\. N3
Y N1 dxp? N
Xa dx;)vs /\
A Yy o

Obrazek 5.38: Element kladky [105].

tici AT z rovnice (4.13)
Tan
Tao1
Ta31
Tg11 — Tann
AT = | Tpo1 - Tz (5.119)
Tp31— Ta31
Ts11
T21
T31

avektor b je nulovy. [105]

Rovnice (5.119) lze vyuZit i pfi implementaci pfes penaltovou metodu, kdy je dosazena do
rovnice (4.8) a vektor b je opét nulovy.

Vliv tfeni v cepu kladky je moZné zohlednit vypoctem tfeci sily, kterd je aplikovdna na kon-
cové uzly lan N1 a N3 dle vztahti

fab :fa+fb,
£V = Lsgn(dxt — dxN?)plf blﬂ N1
s “ P AT (5.120)
I N3
b N3

N3 _ N3 N2
£, =-sgn(dx,” —dx, )ﬂlfablm b

kde u je soucinitel tfeni a funkce sgn(e) se pocita jako

+1 kdyzx>0
sgn(x) =40 kdyzx=0 (5.121)
-1 kdyzx<0.

fN] fNZ fN]

Jednotlivé sily £, £, £ a f)¥* ze vztaht1 (5.120) jsou vyobrazeny na obrazku 5.39.
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Obrazek 5.39: Znazornéni tfeni na kladce.

5.6.7.2 Piiklad

Model pouzity k verifikaci elementu kladky je vyobrazen na obrdzku 5.40 a pfevzat z ¢lanku au-
tora [105]. Podpora v uzlu 1 md tuhost 5 kN/m ve sméru X, podpora v uzlu 2 je tuhd ve vSech
smérech a uzel 3 je zatiZen silou 10 kN ve sméru Y. Kladka je umisténa v uzlu 2 a vnitini uzly 4 a
5 jsou vytvofeny k umoznéni vyuziti elementu kladky. Normélové tuhost prifezu lana je 1 MPa.
Vypocet byl proveden v programu RFEM. Vypocitané posuny v Tabulce 5.2 jsou stejné pro obé

4 m

| |
/I
‘ X k=5KN/m
N
-
Y A 2,(4,5)
1
kladka
4m
EA]ana=1 MN
3 L
10 kN
v
Obrazek 5.40: Ptiklad vyuZivajici element kladky [105].
Uzly 1 3
Smér ax ay ax ay
Posun - analytické feSeni 2.00m | 0.00m | 0.00m | 2.08 m
Posun - Lagrangeovy multiplikdtory 200m | 0.00m | 0.00m | 2.08 m
Posun - penaltovd metoda (w =2.5-10'") | 2.00m | 0.00m | 0.00 m | 2.08 m

Tabulka 5.2: Vysledky [105].

metody. Vysledky odpovidaji analytickému feSeni. Dynamicky vypocet vyuZivajici stejny klad-
kovy element je soucésti pfilohy B.1.
5.6.8 Relativni poloha

Vazba umoznuje definici tuhého provazéni deformaci a lisi se lisi od vazby pro tuhé téleso z od-
dilu 5.6.5 pfedevsim relativni definici polohy slave uzlu oproti master elementu a také tim, Ze
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se nedefinuje pouze mezi dvojici uzla. Tato vazba lze predepsat mezi dvojici uzel-segment, pfi-
¢emz segment muiZe tvofit jakdkoliv linie, plocha ¢i téleso. Soufadny systém je vzdy ztotoZznén
se soufadnym systémem master segmentu.

5.6.8.1 Segment 1D

Spojeni uzlu a 1D segmentu si lze pfedstavit jako spojeni uzlu s linii (viz obrézek 5.41). Vzda-
lenost kolmo k linii (smér os y a z) je konstantni, zatimco poloha kolmice od prutu k bodu je
definovana tak, aby byly jeji relativni vzdalenosti k uzltim prutu vzdy ve stejném pomeéru. Vazba
je definovana v soufadném systému, kdy je osa linie soumezn4 s osou x.

= =D U+ Ui = (€ =D @z 48 92) Ay + (€ -1y +E-93) Az,
Slﬂ”e =E-D-uy+E s+ (-1 gL+ &) - Ax— (- D@y +E-¢F)-Az,
Sl‘“’e = -0 ul & ut+ (€D pp+E¢3) Ay = (€~ 9} +¢-¢3) - Ax,
”‘“’e =€ -D-px+E9l,
”‘“’e = -1 @y +¢-9),
Sl‘“’e =(¢-D-g +{93

(5.122)

uzel

o
Az

Ay
X ¢ 1-¢)
Y ‘ °® ' o
z 1 segment 2

Obrazek 5.41: Geometrie relativniho pfipojeni uzlu na 1D segment.

5.6.8.2 Segment 2D

Ptipojeni uzlu k 2D segmentu je pro ndzornost popsano i definovdno v lokdlnim soufadném
systému 2D elementu (viz obrazek 5.42). Vzdédlenost kolmo k segmentu (smér lokdlni osy z) je
konstantni, poloha kolmice od elementu k bodu je definovédna relativni vzddlenosti k uzlim pro
zachovani stejného poméru. Vahy jednotlivych uzl jsou pro ¢tyrhran definovany jako

1
Ny = Z(l—f)(l—n),

1
Ny =1+ -m),

1 (5.123)
N3 =1+ +m),

1
Ny = Z(l—f)(l +1),
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a pro trojuhelnik jako

Ay
Nl -
A
Ay
N =22, (5.124)
Az
Ny=22,
T

i=1 i=1
slave _ mN z_mN i-A
1 = (LN u) (L Nipl)-az
1=

m (5.125)
yave = Z Ni ¢

m
slave _ i
(py - ZNi'(py’
i=1

m
slave _ i
9, = Z N; Pz
i=1

kde m je pocet vrcholti.

y"‘ X '
z 1 ¢e(-11) 2

Obrazek 5.42: Geometrie relativniho pfipojeni uzlu na 2D segment.
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5.6.8.3 Segment 3D

Véhy jednotlivych uzl odpovidaji pouzitym tvarovym funkcim daného télesového prvku, pro
Sestistén jsou definovany jako

Ni=20-O1-n1-0),
No=L0+O1-(-0),
Ny =20+ +)-),
Ni= (-0 +-0),

1 (5.126)
N5 =-(1-¢)A-m(1+7),

8
1

Ne = §(1+§)(1—n)(1+(),
1

Ny = §(1+§)(1+n)(1+(),

Ny = S(1-§A+mA+0)
slave ZN ux’
slave = ZNz o
uslave — ZN ul
slave ZNZ (p;’ (5127)

slave ZN (Pj,,

slave ZNZ (Pi,

kde m je pocet vrcholti. Pro ostatni tvary prostorovych prvki Ize vyuZzit napfiklad tvarové funkce
uvedené v [54].

72 (102)



Kapitola 5. Vysledky

segment 7

uzel (e(-11)

L d

/’ X Lot
y .4
z 1 ce(-1;1) 2

Obrazek 5.43: Geometrie relativniho pfipojeni uzlu na 3D segment.

5.6.8.4 Piiklad 1

V piikladu pfevzatém z [110] je relativni vazbou modelovédn svar. Model je popsan na obrazku 5.44.
Dvojice prutt je ddna obdelnikovym priifezem (viz obrazek 5.47a) a materidlem s E =1 MPaa
v = 0.5. Pruty jsou tuze podepfeny na své levé strané ve vSech smérech a maji délku 10 m. Ver-
tikdlni vzdalenost mezi téZisti obou prutti je 1 m. Pruty 1 a 2 jsou zatiZeny stejnou silou F =5N.
Svar mezi pruty (master segment definovany prutem 2 a slave uzly na prutu 1) je modelovan
jako tuhy a kontaktni dvojice jsou vyobrazeny na obrazku 5.45.

Ke kontrole vysledkt slouZi konzolovy prut 3 (obrézek 5.46) se stejnou geometrii jako prut 2
s obdelnikovym prafezem (obrdzek 5.47b) a silovym zatiZenim rovnému 2F. Pro spravné spo-

jené pruty 1 a 2 musime dostat na prutu 3 stejné deformace jako dostdvame na prutu 2.

AR

4 prut 2

Obrizek 5.44: Model spojenych konzolovych pruttli zatizenych na jejich koncich silami F = 5 N ve sméru Z [110].

slave uzly (prut 1)
X
ﬂ—( . . @ . . @ . . *—0
I\ AN AN I\ AN £\ £\ £\ £\ L\ 4
/ \ / A\ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ A |
/ \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ / \ //\:
|
® Z

master segmenty (prut 2)

Obrazek 5.45: Vizualizace kontaktu mezi pruty [110].

Na tomto modelu byla provedena linedrni Newmarkova ¢asové analyza s vyuzitim pouze
vlastni tihy a konstantniho zatiZeni silami po dobu 50 sekund. Vysledky jsou vyobrazeny na
obréazku 5.48. Vysledky tohoto pfikladu ukazuji spravné deformace v koncovych uzlech prutu 2
a 3. Deformace v obou koncovych uzlech jsou 22.7 mm a graf také ukazuje, Ze uzly maji stejnou
periodu.
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le
ﬁ & & & & & & & & & ®

prut 3

Z

Obrazek 5.46: Model konzolového prutu 3 zatiZzeného na konci silou 2F = 10 N ve sméru Z [110].

1m

<

2m
270.5m

zY 0.5m

Obrazek 5.47: Obdélnikové prifezy s vyskou 1 m nalevo (a) a s vySskou 2 m napravo (b), majici shodnou §itku
prifezu 0.5 m.

25 T T
—e— konec prutu 2
—o— konec prutu 3
20
_ 15
£
E
N
=
10
5 [
¥ - ! ‘
0 10 20 30 40 50

t[s]

Obrazek 5.48: Vysledky posunuti koncovych uzld prutti 2 a 3 ve sméru uz v ¢ase [110].

74 (102)



Kapitola 5. Vysledky

5.6.8.5 Priklad 2

Tento piiklad demonstruje jednu z moZnosti vyuZiti vazeb z pododdilu 5.6.8.1, konkrétné umoz-
néni modelovani pfedpinaci vyztuZe jakoZto samostatného elementu s pfimym provdzanim na
pfislusny prutovy prvek.

Ptiklad porovnava dva modely zndzornéné na obrazku 5.49. Jednd se o prosty nosnik délky
I = 10 m zatiZeny vlastni tihou (viz obrazek 5.49a) s upravenym modelem, ktery navic obsa-
huje predpjaty kabel (viz obrdzek 5.49b). Nosnik ma obdélnikovy priitez (obrézek 5.50) z betonu
C30/37, predpinaci kabel mé kruhovy priifez o priméru 6 mm z oceli St1420/1570. Geomet-

[=10m
A A

a) prosty nosnik

f=03125m

o —2

b) prosty nosnik s pfedepnutym kabelem

Obrazek 5.49: Znazornéni dvou porovnavanych prutovych modeld, kde varianta a) je prosty nosnik a model b)
navic obsahuje predpjaty kabel.

Y. |1m
7z
0.5m

Obrazek 5.50: Priifez nosniku.

rie a pfedpéti kabelu bylo zvoleno dle [57] tak, aby byl pokud moZno vyruSen vliv vlastni tihy
na nosnik. Byla proto zvolena parabolickd drdha se vzepétim f = 0.3125 m a pfedpinaci silou
200 kN. Nosnik a kabel jsou rozdéleny na 50 prvkd. V druhém modelu jsou uzly kabelu pfipo-
jeny k prvkiim nosniku dle pododdilu 5.6.8.1.

Obrézek 5.51 ukazuje priibéh vyslednych ohybovych momentt My vzniklych od vyse po-
psaného zatiZeni. U varianty b) l1ze pozorovat odchylku pouze 0.032 % od poZadované korekce
ptvodnich 62.5 kNm.

Zmeéna pribéhu ohybovych moment My méa pfimy vliv i na vyslednou deformaci nosniku
zndzornénou na obrazku 5.52, kde lze pozorovat vynulovédni prihybu v rdmci sledované ptes-
nosti.

a) prosty nosnik

b) prosty nosnik s pfedepnutym kabelem

Obrazek 5.51: Vysledné ohybové momenty My.
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a———— ———

1.21 mm

a) prosty nosnik

0.00 mm
b) prosty nosnik s pfedepnutym kabelem

Obrazek 5.52: Vysledky prihybt.

5.6.8.6 Piiklad 3

Tento piiklad ptredstavuje vyuZiti vazby pro 2D prvky z pododdilu 5.6.8.2. Jsou porovnany dva
modely z obrdzku 5.53, v obou piipadech jde o desku s délkou 10 m, Sitkou 1 m a tloustkou
0.2 m z betonu C30/37. Deska je zatiZzena pouze vlastni tithou. Tato deska je ve své druhé va-
rianté navic vyztuzena péti predpinacimi kabely kruhového priifezu o priméru 6 mm z oceli
St1420/1570, rozloZenymi ekvidistantné po 0.2 m s geometrii paraboly opét tak, aby byl vyru-
Sen vliv vlastni tihy dle [57]. Kabel m4 vzepéti f = 0.052 m a je pfedepnut na 200 kN.

10 m
Yy
1m

—
X
x A A

zV a) deska, pohled na ptidorys (nahofte) a ze strany (dole)

y“
—
X f=0.052m
— A —2
X

zY b) deska s pfedepnutymi kabely, pohled na ptidorys (nahofe) a ze strany (dole)

Obrazek 5.53: Znazornéni dvou porovnavanych skofepinovych modelti desky se statickym schématem prostého
nosniku, kde varianta a) je pouze z betonu a model b) navic obsahuje pfedpjaté kabely.

Deska i kabely jsou rozdéleny na 50 prvki po své délce a deska na 5 elementti po své Siice,
jak je zndzornéno na obrazku 5.54.

]

X

Obrazek 5.54: Pouzita sit’ kone¢nych prvka.

V druhém modelu jsou uzly kabelt ptipojeny k prvkéim desky za pomoci definice relativni
polohy uzlu k plo§nému prvku. Obrazek 5.55 ukazuje prtibéh vyslednych ohybovych momentt
M vzniklych od vySe popsaného zatiZeni. Prithyby jsou zndzornény na obrédzku 5.56.
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37.505

32.147
BT N 1 -

21.431

a) deska 16.073 o

0.144
0.124 g
l||‘ ‘Ill o

b) deska s pfedepnutymi kabely 0.065 o

Obrazek 5.55: Vysledné ohybové momenty My [kNm/m)].

279588

25.4170 -
22.8753
20.3336

177919
15.2502
12.7085 -
10.1668

a) deska 7.6251 -

0.0027
0.0024
0.0020 =
0.0016

b) deska s pfedepnutymi kabely 0.0012 -

Obrazek 5.56: Vysledky prithybtli u, [mm)].
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Kapitola 5. Vysledky

Ptiklad demonstruje moznost vyuZiti vazeb z pododdilu 5.6.8.2 k modelovéni pfedpinaci
vyztuZe jakoZto samostatného elementu s pfimym napojenim na ptislusné 2D prvky.

5.6.8.7 Priklad 4

Tento pfiklad je shodny s ptikladem z pododdilu 5.6.8.5, prosty nosnik je v§ak na rozdil od néj
modelovan z objemovych prvki. Kabel je opét modelovan za pomoci 1D elementt, jeZ jsou
k 3D nosniku pfipojeny s vyuzitim vazby pro 3D prvky z pododdilu 5.6.8.3. Oba modely jsou
zndzornény na obrazku 5.57.

10 m
1m
A YiN
X ’ a) pouze beton
V4
A A

b) beton s pfedepnutym kabelem

Obrazek 5.57: Znazornéni dvou porovnavanych objemovych modeli se statickym schématem prostého nosniku,
kde varianta a) je pouze z betonu a model b) navic obsahuje pfedpjaty kabel.

Délka hrany 3D prvka i prvkia kabelu je 0.1 m a kompletni sit’ kone¢nych prvka je zndzor-
néna na obrazku 5.58.

H
X H
FH 1T 1T FH
z H HH HH HH HH H

Obrazek 5.58: Pouzita sit’ kone¢nych prvka.

Obrazek 5.59 ukazuje prabéh vysledného napéti .. Celkové deformace jsou zndzornény na
obrézku 5.60.

Ptiklad ukazuje moznost vyuZiti definice relativni polohy uzlu v objemovém prvku k mode-
lovani predpinaci vyztuZe a zdroven i pfimé porovndni s feSenim za vyuziti pouze 1D elementt
(viz pododdil 5.6.8.5).
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e —_ 0.513
0.170

———————— gy

a) pouze beton -0.854 [

b) beton s pfedepnutym kabelem 0.009 O

Obrizek 5.59: Vysledné ohybové momenty o, [N/mm?].

0.6618
0.4412

a) pouze beton 0.2206 7

0.0013
0.0011

) i 5
0.0008

b) beton s pfedepnutym kabelem 0.0006 1

Obrazek 5.60: Vysledky celkovych deformaci u [mm].
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Pfedklddana disertacni préce se vénovala o$etfeni kontaktnich vazbovych podminek v metodé
kone¢nych prvki. V iivodni ¢asti byl shrnut sou¢asny stav pozndni v této problematice, kde po
zformulovéani pocate¢ni okrajové tlohy s kontaktem v silné a slabé formé byla pozornost véno-
vana prostorové diskretizaci metodou kone¢nych prvka a ndsledné ¢asové diskretizaci. Nejen
na zdkladeé kritické reSerSe dostupné literatury, ale i inZenyrské praxe autora ve firmé FEM con-
sulting, bylo identifikovdno nékolik otevienych problém, které byly zformulovdny do podoby
tfi cilt.

Prvnim a soucasné hlavnim cilem této prace bylo navrhnout a otestovat novy pfistup k te-
$eni dynamickych kontaktnich problémi pti pouziti explicitni ¢asové integrace. Je dobfe zndmo,
Ze béZzné pouzivané piistupy pro vynuceni kontaktnich podminek vedou €asto ke zhorSeni sta-
bility explicitniho ¢asového integracniho schématu, coz je nutno kompenzovat zmensenim vy-
pocetniho ¢asového kroku. RovnéZz dochazi k vneseni chyb do vypoctu v podobé faleSnych os-
cilaci posunuti na kontaktnim rozhrani a kontaktnich sil, které 1ze eliminovat napf. ladénim
hodnot vstupnich veli¢in v pfipadé penaltové metody nebo nutnosti fesit soustavu rovnic v pii-
padé metody Lagrangeovych multiplikdtorti. Pro vyfeSeni tohoto problému byly v zavislosti na
pouzité diskretizaci kontaktu navrZeny tfi pfistupy. Prvni metoda, ktera byla popsana v podka-
pitole 5.1, je ur€ena pfedevsim pro absolutné tuhé stejné jako linedrné a nelinedarné poddajné
navrzend metoda, jejiz hlavni mySlenkou byla tivaha nad pfi¢inou vzniku vy$e popsanych os-
cilaci. Pfi explicitni Casové integraci se z rovnovahy sil v ur¢itém c¢asovém kroku #, vypocita
zrychleni, pomoci kterého se aktualizuji kinematické veli¢iny v Case ;. Pfitom se pfedpo-
klad4a, Ze kontaktni sily jsou po celou dobu ¢asového kroku At konstantni. To v§ak nemusi byt
pravda, protoZe ke kontaktu, a tim pddem ke skokové zméné kontaktnich sil, miize dojit v li-
bovolném okamziku z intervalu (t, f,+1). Druhd navrZzend metoda je zaloZena na stanoveni
okamziku kontaktu ¢, a vypoctu kinematickych veli¢in na zdkladé zachovani hybnosti. Metoda
byla podrobné popsédna v ramci podkapitoly 5.4, kde byl tento pfistup systematicky vysvétlen
od pfikladu podpor, pfes kontakt node-to-node aZ po obecny kontakt node-to-segment, v€etné
popisu specidlnich pfipadi pro kontakt vicero uzla se stejnym segmentem a styku hran v pro-
storu. A konecné tieti navrhovand metoda vychdzi z vypoctu zmény energie, jeZ je zptisobena
kontaktnimi silami na rozhrani kontaktu. Konkrétni postup vypoctu jednotlivych sloZek energie
ajejich vyuziti v rdmci této metody popisuje podkapitola 5.5.

Vedle problematiky o3etfeni kontaktu pfi explicitni ¢asové integraci byly v rdmci pfedkla-
dané prace, konkrétné v oddilech 5.6.1 az 5.6.8, studovdny a implementovany nejrtiznéjsi typy
vazbovych podminek majici Siroké vyuziti ve stavebni praxi pfi modelovani konstrukci za po-
moci metody kone¢nych prvka. Naptiklad provazani prutové vyztuze se siti kone¢nych prvki
modelujici betonovou ¢ést konstrukce a tvofici tak spolecné Zelezobetonovy kompozit [33],
nebo nahrazeni svaru pii modelovani pfipojti ocelovych konstrukci [75]. Pfi zapracovani prova-
z&ni obecné mnoziny uzl do jedné vazby bylo vyuzito optimaliza¢nich algoritmt popsanych
v oddilu 5.6.6. Pfiklady vybranych druhti vazeb jsou uvedeny v pododdilech 5.6.8.4 aZ 5.6.8.7,

2 v 2z

kde modeluji pfipojeni pfedpinaciho kabelu k betonové ¢4sti konstrukce.
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Studium téchto zékladnich vazeb dalo vzniknout druhému cili této prace — névrhu ori-
ginédlniho kladkového konecnoprvkového elementu, jenZ by umoznil zanedbat vliv poloméru
kladky, a poskytnout tak moznost efektivnéjstho vypoctu modelti umoznujici takové zjedno-
du$eni. V oddilu 5.6.7 byly zformulovéany rovnice pro vytvofeni kladkového kone¢néprvkového
elementu, které umoziuji modelovat mechanismus kladky vcetné zohlednéni nelinearity zpti-
sobené zohlednénim vlivu tfeni pfi pohybu lana pfes kladku. Nové navrZeny element byl veri-
fikovdn pomoci dostupného analytického feSeni.

A konecné tfetim cilem této préce bylo vSechny teoreticky popsané a navrzené pfistupy im-
plementovat do komplexniho fe§ice na bazi kone¢nych prvkt firmy FEM consulting za pomoci
jazykli C# a FORTRAN, coZ s sebou obndselo i ndvrh vhodnych definic vstupnich a vystupnich
rozhrani pro zad4dvani modelu i zobrazovani dopocitanych vysledkii. Novy kladkovy element
a vazbové rovnice byly implementovany za pomoci dvou béZné pouzivanych metod — penal-
tové metody a metody Lagrangeovych multiplikatort. VSechny pfiklady uvedené v kapitole 5
byly vypocitany prostfednictvim vyvinutych funkci a demonstruji tak implementaci i korekt-
nost navrzenych feSeni.

w2y,

Rozsifeni nové navrzenych metod pro explicitni dynamiku o vliv tfeni na kontaktu a pokro-
Cilejsi mapovani kontaktniho rozhrani v€etné rozsifeni o dalsi typy diskretizace kontaktu bude
pfedmétem dalsiho vyvoje.

S ohledem na cile stanovené v kapitole 3 1ze konstatovat, Ze veSkeré cile prace byly splnény.
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A | Vysledky energetické metody

A.1 Naraz prihradové konstrukce

Na nize uvedenych obrazcich A.1 a A.2 je zndzornén ptiklad ¢tvercové pfihradové konstrukce
na tuze podepfeny pifihradovy prut pfevzat z [109]. Délka strany Ctverce L = 0.25 m, plocha
pritfezu A = 1 m?, Youngtiv modul pruznosti E = 10® Pa a hustota p = 10* kg/m3. Na piihradu
ptisobi gravitaéni zrychleni g = 10 m/s? a pouZit vypocetni casovy krok At = 1078 s. Obrazky za-
chycuji zménu energie pro pfipad absolutniho a nulového tfeni pro energetickou metodu. Déle
je vyobrazen i priibéh energie spocitand s riznymi parametry penalty pro penaltovou metodou
bez tfeni.

a) model b) nulové tfeni c) absolutni tfeni

Obrazek A.1: Model a vizualizace deformaci pfithradové konstrukce [109].
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Obrazek A.2: Priibéh energii pro energetickou metodu (a, b) a pro rtizné hodnoty penalty kontaktu bez tfeni (c, d,
e, f) [109].
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A.2 Impakt dvou vélct

Je feSena 2D Hertzova tloha dvou valct (stejné jako v pododdilu 5.4.3.1) o poloméru r =4 m
z linedrné elastického materidlu s modulem pruznosti E = 1 GPa, Poissonovym soucinitelem
v =0.2 ahustotou p = 1 kg-s™!. Vélce se dotykaji vjednom bodé a maji pocatecni rychlost vé’y =
- vg’y = —-2m-s"!. Z ditvodu symetrie je zohlednéna pouze polovina kazdého vélce. Je zvolen
vypocetni krok At = 1e~* s. Vstupni veli¢iny jsou pfevzaty z [43, 61]. Vysledky zndzornéné na
obrazku A.3 jsou prevzaty z [109].

a) Sit’ kone¢nych prvkl b) Sifeni vin a napéti oy[N/mZJ v ¢asech t =0.1,0.2,0.3,0.4 [s]

Obrézek A.3: Vysledky napéti o, v Case s délkou prvkil na rozhrani kontaktu Lgjave = 0.05 m. [109]
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B | Vysledky kladkového elementu

B.1 Simulace lanové drahy

Ptiklad dynamické simulace lanové dréhy je vyobrazen na obrazku B.1 a pfevzat z ¢lanku au-
tora [111]. Podpora v uzlu 1 mé tuhost k = 100 kN/m ve sméru Y, uzly 2 a 3 jsou podepieny tuze
ve vSech smérech a uzel 4 je zatiZen 300 kN ve sméru Y. Dva kladkové elementy jsou umistény
v uzlech 2 (s vnitinimi uzly 5 a 6) a 3 (s vnitinimi uzly 7 a 8) tak, aby umoznovali pohyb kabiny
lanové drahy pfipojené k uzlu 9. Normaélova tuhost lana 16.49 MN a hmotnost lana je 0.6 kg/m.
Vypocet je proveden za vyuziti nelinedrni ¢asové analyzy s vyuzitim Newmarkovy €asové in-
tegracni metody s nastavenim Rayleigho tlumeni a = 2 rad/s a vypocCetnim ¢asovym krokem
At =0.001 s. Vysledky jsou zndzornény na obrazku B.2.

kladka |, 2m |, 8 m |, Kladka
X d | 1 /

\ . .

Y 4B N
2(5,6) 3(7,8)
10 m
EAyapel = 16.49 MN
Mkabel =0.6 kg/m

1 4 A\
k=100 kN/m 300 kN

Y

Obrazek B.1: Model pro dynamickou simulaci lanové drahy [111].
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u [m]

——uzel 9, smér X
——uzell,smérY
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7N\

-\ 7\ ~ |
\ /N N

\ . \_

\ / \// -

\\V/ ! | ! |

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obrazek B.2: Deformace uzlt 1, 4 a 9 vykreslenych v ¢ase [111].
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