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Uvod

V této diplomové praci se zaméiime na markovské rozhodovaci procesy,
jejichz koncept se datuje do padesatych let dvacatého stoleti a jedna se o
pomérné dobfe probadanou oblast matematiky, presto se zde najdou dosud
nevyfeSené problémy. Tyto procesy maji uplatnéni v mnoha oblastech od
ekonomie a7z po automatizaci nebo robotice. Jmenuji se, stejné jako krater
na mésici, po ruském matematikovi Andreji Markovovi (1856 - 1922), ktery se
zabyval takzvanymi Markovovymi fetézci z nichz se tyto rozhodovaci procesy
postupné vyvinuly.

V této praci je nejdiive zavedeme, dokazeme si nékteré jejich vlastnosti.
Poté si ukdzeme algoritmy, které maji za cil takovéto problémy feSit a imple-
mentujeme je v softwaru. Nakonec se pokusime aplikovat tyto algoritmy na
problém v oblasti energetiky, konkrétné se zamérime na problém souvisejici
s napétim v siti. Jesté o néco vice nez samotné feseni naseho problému nés
budou zajimat algoritmy, které pritom pouzijeme.

Problémem, kvili kterému se na tyto algoritmy chceme podivat je, ze v
blizké budoucnosti dojde k ipravam zékona. Tyto Gpravy zpusobi, Ze matice
se kterymi nyni pracujeme, se stanou jednoduSe feceno obrovskymi a nara-
zime z tohoto diivodu problémi s hardwarem, piedevsim s velikosti pracovni
paméti. Bude nas tedy kromé rychlosti konvergence algoritmu zajimat i jeho
pamétova narocnost.

Vérim, 7e tyto procesy jsou i v dnes$ni dobé, témér sto let od objeveni,
zajimavé, predevsim diky jejich pouziti v robotice a oblasti umélé inteligence.
Navic se pri jejich studii muze ¢lovék podivat do ruznych kouti matematiky,

coz je pro mé také velice zajimaveé.



1. Uvod do MDP

Méjme proces, ktery dozoruje néjaky kontrolor. Kontrolor miize do pro-
cesu zasdhnout v danych ¢asech, ty nazveme rozhodovaci epochy. Oznac¢me
mnoZinu rozhodovacich epoch jako T'. Obecné plati ' C R{. Pro potieby této
prace budeme piedpokladat, ze T je spofetna mnozina (ideélné kone¢na).
Predpoklada se, 7ze v kazdém t € T dojde k rozhodnuti, pfic¢emz nedélat nic
je také rozhodnuti.

Ozna¢me mnozinu vSech stavi, v nichZ se miize proces nachazet jako S,
mnozinu vSech akct, které miize kontrolor zvolit ve stavu S jako Ag, a nakonec

definujme mnozinu vsech akei A = J, 4 Ag. I o mnozinich A a S budeme

seS
predpokladat, Ze jsou kone¢né, nebo alesponn spocetné.

Bude nés zajimat, jak se bude proces vyviji, tedy jak se méni stavy.
Prechody mezi stavy jsou zatiZzeny ndhodou, pravdépodobnosti prechodu z
jednoho stavu do jiného jsou ovSem znamy pro kazdou akci, dvojici stavi
a rozhodovaci epochu. Pravdépodobnost pifechodu ze stavu s € S do stavu
j € S za volby akce a € A v epoSe t € T oznacme jako podminénou pravdeé-
podobnost p(j|s,a).

A nakonec se dostavame k odménam. Pro kazdy stav s € S, kazdou akci
a € A a rozhodovaci epochu t € T, definujeme r(s, a) jako ocekdvanou od-
ménu, kterou rozhodovatel ziskd pro tuto kombinaci. Oc¢ekdavanou odménu
(s, a) pak jesté muzeme rozepsat. Pro dané j € S ozna¢me jako r(s, a,7)
odménu za to, Ze jsme ve stavu s zvolili akci a a skondili ve stavu j. Pak mu-
zeme psat (s, a) = E].GS ri(s,a, j)p(j|s, a), coz odpovida stiedni hodnoté
diskrétni nahodné veli¢iny, ktera nabyva hodnoty r(s,a,j) s pravdépodob-

nosti p;(j|s, a).

Definice 1. Uspotradanou pétici (T, S, Ag, pi(+|s, a), (s, a)) prvki definova-



nych vye nazveme markovskyj rozhodovaci proces, didle MDP (Markov Deci-

sion Process).

Pozndmka 1. e Pokud plati: Vt,t' € T : p(jls,a) = pv(j|s,a) a Vt,t' €
T :r(s,a) = ry(s,a), budeme vynechavat index ¢. Takovéto procesy

se nazyvaji homogenni.

e Toto zavedeni je postacujici k praktickému pouziti, (podrobné&jsi de-
finici naleznete v apendixu . OvsSem neni zfejmé, pro¢ by mél byt
proces markovsky, nebo presnéji, co to viibec Markovova vlastnost je.
Formélni definici miZete najit zde [2l Neformalné lze fici, Ze v tako-
vémto procesu nezélezi na celé historii, ale pouze na poslednim stavu,
ve kterém se proces nachazel. V nasi definici jsme toho dosahli tak,
ze pravdépodobnosti prechodu p.(+|s,a) pfijima jako argument pouze

posledni stav (a akci).

Definice 2. Mé&jme posloupnost ndhodnych veli¢in { X, },en, nabyvajici hod-
noty z mnoziny stavu S. Markovovou vlastnosti této posloupnosti nazveme

rovnost

P<Xn+1 = 8j|Xn = Sian = Si—1y-.- ,XO = S()) = P(Xn+1 = Sj‘Xn = Si)
(1)

prokazdé n =0,1,... apro viechny stavy s;, s;, 8,1, . . ., So spliiujici P(X,, =

Si,Xn:Si_l,...,XOISO) > 0.

Priklad 1 (Stamgastova cesta domi). Stamgast stoji po zaviracce pied hos-
podou, muze jit doprava, nebo doleva po chodniku, ten mé 5 metri. Pokud
dojde na pravy okraj, spadne do piikopu, coz ohodnotime jako —100. Nao-

pak na levém okraji se nachazi jeho diim, dojde-li tam dostane odménu +1.



Pokud dorazi do pfikopu, nebo domu, tak tam usne. Na kazdém metru se
miize rozhodnout, jestli ptjde doprava, nebo doleva, ovSem diky intoxikaci

pujde vytouzenym smérem jen s pravdépodobnosti p = 0.7.

Zapisme tuto tulohu v jazyku MDP. Nejprve S = {0,1,2,3,4,5,6}, kde
nazvy jednotlivych stavi fikaji, jak daleko jsme od domova, stav 0 je do-
mov a stav 6 je pirikop. Mame 2 akce v kazdém stavu Vs € S : A, =
{doprava, doleva}. Pravdépodobnosti pirechodu pak zavedeme nejprve pro
libovolnou akci a € A a stavy j € {0,6} jako p(i|j,a) = d;j, pro zbylé stavy
pak zadefinujeme p(j — 1|7, doprava) = 0.3, p(j + 1|7, doprava) = 0.7, p(j —
1|7, doleva) = 0.7, p(j + 1|4, doleva) = 0.3, viechny ostatni pravdépodobnosti
polozime rovny nule. Jediné nenulové odmény pak budou r(1,a,0) = 1 a
r(5,a,6) = —100 a tedy r(1, doleva) = 0.7, r(1, doprava) = 0.3, r(5, doprava)
—70, (5, doprava) = —30 ostatni jsou nulové. *

Diky tomu, Ze predpokladdme spocetnost mnoziny S, mizeme pro homo-
genni proces definovat matici pravdépodobnosti prechodu pro kazdou akci
a € A jako P, = (p(i]j,a))ijes. Jedna se stochastickou matici, tedy vSechny
prvky jsou nezaporné a tadky se s¢itaji na jednicku. Podobné do matice

zapiSeme i odmény pro kazdé a € A: R, = (r(s,a,j))i jes-

Poznamka 2. e Pro nehomogenni proces by pribyl jesté index ¢ vyjadiu-
jici epochu. OvSem vétsinou se zabyvame pravé homogennimi procesy,

proto si dovolim tento index vynechat.

e Velkou vyhodou tohoto prepisu do matic je zefektivnéni vypoctu a

jednodussi softwarova implementace.

e Tyto matice byvaji pro vétsi problémy tidké, je vhodné s nimi tedy

takto pracovat.
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Piiklad 2. Jak by tyto matice vypadaly pro problém v piikladu

Zacneme matici odmén, protoze v tomto ptfipadé bude stejna pro obé akce.
Stejné jako ostatni 2 matice bude Ctvercova a 7 x 7. Matice bude plna nul
az na dvé vyjimky, podminka r(1,a,0) = 1 ¥iké, Ze zde ma byt jednicka v 2.

fadku v 1. sloupci a za r(5,a,6) = —100 pak umistim —100 na 6. fadek do 7

sloupce.
000000 O
100000 O
000000 O
R.=1(1000000 0
000000 O
000000 —100
000000 O

Co se tyce matice pravdépodobnosti ptechodu pro akci doprava, prvni a
posledni fadek jsou jednoduché, v prvnim fadku je jen jednicka v 1. sloupci, v
7. fadku pak v 7. sloupci. Mezi nimi bude 0 na diagonéle, tato pravdépodob-
nost by odpovidala tomu, Ze Stamgast zlistane na stejné pozici, pak 0.7 na
horni sekundarni diagonéle, protoze tyto pozice odpovidaji pohybu doprava,

a 0.3 dolni sekundéarni diagonale.

10 0 0 0 0 O
03 0070 0 0 O
03 0070 0 O
0
0

0
Paoprava =1 0 0 0.3 0 0.7 0
0 0 0030 07
0 0 0 0030 0.7
0 00 0 0 0 1

11



Nakonec pro akci doleva, bude matice podobné, jen se prohodi pozice 0.3

a 0.7

10 0 0 0 0 O
070030 0 0 O
0070030 0 O
Raoleva =1 0 0 07 0 03 0 0
0 0 0070030
0 0 0 0070 0.3
0 00 0 0 0 1

*

Otéazka zni, jaké akce volitv danych stavech? K tomu slouzi takzvana
rozhodovaci pravidla, d; : S — A, neboli zobrazeni, které pfifadi stavu s v
case t akci a. Tato pravidla uvazujeme v této praci deterministicka, pokud
nebude feceno jinak, navic musi pracovat pouze s poslednim stavem, aby
se zachovala markvskost. Pokud se jich budeme drzet, miZzeme napsat od-
mény a pravdépodobnosti prechodu jako (s, d;(s)), respektive py(-|s, di(s)),

a hlavné:

ri(s,di(s)) = > rold, di(s))pi(jls, d(s)) (2)
j€S
Tato volba pozadavki na rozhodovaci pravidla je pomérné piisna. Oznac¢me
markovska deterministickd pravidla jako MD. Dalsi skupinu takzvanych mar-
kovskych nedeterministickych pravidel MR. Tato pravidla pak udavaji prav-
dépodobnostni rozdéleni na mnoziné akci. Pokud bychom dovolili rozhod-
nuti libovolnou zavislost na historii, tedy nebyt obecné markovské, ziskame

pro deterministické volby HD, a nedeterministické HR. Ozna¢me DX K =

12



MD, MR, HR, HD, mnoziny vSech rozhodovacich pravidel dané¢ho typu v case
t.

Nyni, kdyz jiz vime, jak budeme volit akce v jednotlivych ¢asovych oka-
mzicich, se mizeme zamyslet, jak je budeme volit dlouhodobé. Strategii ro-
zumime posloupnost rozhodovacich pravidel, 7 = (di,,ds,...,dp,_1),n €
N,d; € DE, K = MD,MR,HR,HD. A mnoziny vSech takovychto strate-
gif pak zna¢ime jako I1¥, K = MD, MR, HR, HD.

Vyznamnou skupinu pak tvori staciondrni strategie, tyto strategie nejsou
zavislé na Case, plati totiz pro kazdé t € T : d; = d, tedy 7 = (d,d,...).
Tyto strategie budeme znacit d°°. MnoZinu v8ech stacionarnich determinis-
tickych, respektive nedeterministickych, strategii budeme znagcit IT5P, respek-
tive TISR, Stacionarni deterministické strategie se nékdy oznacuji jako ryzi.
Prave takovéto strategie budou hrat zasadni roly pozdéji, az se dostaneme k

MDP s nekone¢nym poctem krokii.

Pozndmka 3. PovSimnéme si, Ze pii stacionarni strategii nejsou rozhodovaci
pravidla funkci ¢asu a nejsou tedy zavisla na historii, kazda stacionarni stra-

tegie je tedy markovska.

Pozndmka 4. Plati inkluze I15P C IR c TIMR ¢ ITHR 1P ¢ IMP ¢ TIMR
MR & 1P < TIMP < TIMP < TIMR. Z poznamky [3] vime, 7e kazda stacionarni
strategie je markovska, ITI5F C IIMR a I15P ¢ IIMP. Pokud povolime zavislost
na historii v libovolném tvaru ,HD, HR, a za libovolny tvar zvolim zavislost
pouze na poslednim stavu, ziskAm markovskost, tedy ITM® c ITHR o [TMP
TP, Pokud definujeme rozdéleni pravdépodobnosti jako P(z) = 1 pro dané
z a nula jinak, ziskdme deterministickou volbu a tedy ITHP c ITHR TIMP

HMR7 a HSD C HSR.
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1.1. Jednokrokovy proces

Nyni jiz mensi ochutnavka toho, co bude nasim cilem v této praci a to
je volba vhodné strategie. Zatim se podivame pouze na proces s T' = 1,2,
tedy proces, u kterého probéhne jen jeden krok. Navic budeme predpokladat
kone¢nost mnozin A a S.

Celkova odména se bude skladat z okamzité odmény (s, a) a koncové
odmény v : S — R. Ta v podstaté ptifadi kazdému stavu, ve kterém skutecné
skon¢ime, néjakou odménu, napiiklad pozdéji to bude ocekdvand odmeéna
procesu, ktery zapocne v tomto stavu. Protoze nezname vysledny stav s
jistotou, budeme i tady uvazovat stfedni hodnotu vsSech moznych vysledkii.
Oznac¢ime-li nAhodnou proménnou, kterd odpovida koncovému stavu jako Xo,

dostaneme:

ri(s,a) + ES(0(X2))) = r1(s,a) + > pilils, a)o(j). (3)

jes

My bychom chtéli zvolit takovou strategii m = (dy), kterd zvoli akci a* €

A,, pro kterou bude tato hodnota maximalni:

ri(s,a”) + 3 _pi(ils,a”)o(j) = max{ri(s,a) + > _pi(ils,a)o()}. (4)

JES JjES

Pro zjednoduSeni zavedeme notaci:

a” € argmax{ry(s,a) + Zpl(j‘& a)v(j)}- (5)

Pozndmka 5. Zatimco max{-} vraci ¢islo konkrétné hodnotu maxima, arg max{-}

vraci mnozinu vSech ¢isel maximalizujicich vyraz v zavorce.

Protoze predpokladame kone¢nost mnoziny A, musi byt mnozina A, také
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kone¢na. Maximum tedy existuje, protoze hleddme maximum pfes prvky
kone¢né mnoziny. Nemusi byt ovSem dano jednoznacné.
Reseni takovychto problémi, s danou funkei v(-), bude naprosto stézejni

pro pouzivani algoritmi, které budou uvedeny pozdéji v této praci.

1.2. Nekonec¢né procesy

V této kapitole se za¢neme zabyvat piipadem kdy T = Ny. Konkrétné si
pripravime pozici pro samotné algoritmy. Projdeme optimaliza¢ni kritéria a
zavedeme pojmy, potiebné pro praci s témito procesy.

Nekonec¢nost naseho procesu vede, mimi jiné, k problémim s definici od-
mén. D& se predpokladat, ze se neobejdeme bez pojmu limita, a také to tak
bude. Zatim jsme zavedli odmény, které ziskame za jeden krok, ovsem vic by
nas zajimala celkovd odména za cely proces, tedy jejich soucet pies vSechny
epochy. To je ovSem v tomto piipadé nekonecna suma. Zpocatku budeme
chtit jeji bodovou konvergenci pro kazdy stav s € S. Pozdé&ji zavedeme i
konvergenci ve vhodné normé.

Prvni otazkou bude, jakou odménu muZzeme ocekivat od dané strate-
gie. Mame-li strategii 7 = (di,ds,...), muzeme na§ proces piepsat jako
{(X4, (X, Y2)) hen, kde X, je stav procesu v Case t, Y, = di(X}) je zvo-
lena akce a r.(-, ) je o¢ekavana odména. Pro markovskou strategii se jedna o
markovsky fetézec s odménami, ktery je také vysvétlen v apendixu .

Nyni jiz zavedeme nékolik zédkladnich pojmi. Tyto pojmy zavedeme pro
obecnéjsi skupinu strategii = € ITHE. Ve vEech téchto definicich, tedy defini-
cich a o] bude vystupovat stav s € S, ktery bude znacit stav, ve kterém

proces zapocal:

Definice 3. Ocekdvanou celkovou odménou strategie = € 'Y definujeme

15



jako:

n—-+o0o n—-+0o

vi(s) = lim ET{) r(X,Yi)} = lim vp,,(s) (6)

kde v, ,(s) je oCekdvana celkovd odména téze strategie za m + 1 kroku s

nulovou koncovou hodnotou:
Unta(s) = E:{ZT<Xta Yi)} (7)
t=1

Mize se samoziejmé stat, ze tato posloupnost diverguje k +00, —oo, nebo
limita dokonce ani nemusi existovat. Pokud je to mozné, napiiklad pomoci

Lebesgueovy véty, prohazuje se limita a stiedni hodnota:

vi(s) = EZ{)_ r(Xi, Y)} (8)

Odmeény v budoucnosti pro nas c¢asto nemaji tak velkou cenu jako ty
soucasné, toto chovani nam pomiize zachytit tzv. diskontovand odmeéna, kdy
ponechame hodnotu odmény v prvnim kroku, ale ostatni pak zmensujume

pomoci mocnéni faktoru A € [0, 1)

Definice 4. Diskontovanou odmeénu strategie m € II'"'R s diskontnim faktorem

A € ]0,1) definujeme jako:

™ _ : U t—1
oF(s) = i BTN 010} 9)
I tato suma nam mize divergovat, podivejme se na postacujici podminku

jeji konvergence:
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Lemma 1. Necht existuje M € R splnugici:

sup sup{|r(s, a)|} = M, (10)

seS acA
potom limita lim,,_, oo ET{> 1 | X'"'r(X,, Y3)} je vlastni pro X € [0,1).

Dikaz. Plati:

lim [ET{Y N (XY £ lim BNV S (1)
t=1

n—+400o n—-4o00
t=1

n—-+00

n +o00 400
< lim BT NTMYP=Y NT'M=MY N'<+oo  (12)
t=1 t=1 t=1

Prvni nerovnost ziskdme z trojihelnikové nerovnosti, druhou z predpokladu,
pak vyuzijeme toho, Ze stfedni hodnota redlného ¢isla je pravé toto cislo a

odstranime ji. Z vypoctu plyne také existence limity. |
Nakonec by nas zajimalo, jak rychle se nase odména méni:

Definice 5. Primérnym ziskem strategie m € IIHR je

n—4+oo N n—+oo N

g"(s) = lim 1E§{Zr(xt,yt)}: lim lng(s). (13)

pokud tato limita neexistuje, zavadi se dvojice pojmu limes inferior primér-

ného zisku a limes superior prumérného zisku:

1 1
"(s) = liminf —v;, espektive g7 (s) = li —v; . 14
g% (s) = liminf “u7,, (s), respektive g7 (s) = lmsup opy(s).  (14)

1.3. Kritéria optimality

Nyni jiz k moznym kritériim, které budeme sledovat pti volbé idealni
strategie.
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Maximalizace oc¢ekavané celkové odmény

Toto kritérium nejspiSe nikoho nepiekvapi. Jak napovida nadpis, budeme
hledat takovou strategii 7 maximalizujici

o(s) = lm oT(s). (15)

n——+o0o

Problém tohoto kritéria je pravé existence této limity, pripadné jeji ko-
nec¢nost. Pokud k takovémuto problému dojde pro jedno nebo vice kritérii,
miizeme provést néjakou restrikci, nebo zvolit jiné kritérium.

Podivejme se, jaké modely ovSem pomoci tohoto kritéria zkoumat mi-

zeme. Definujme:

v (s)y = E”{Z (X1, Y))} (16)

—EW{Z (X, Yo, (an)

kde r= (X4, Y;) = max{—r(s,a),0} a r7(X;,Y;) = max{r(s,a),0}. Jsou
to tedy sumy kladnych sc¢itanci, budou tedy existovat. Pridame-li k tomuto
predpoklad, 7e pro kazdou strategii 7 je bud v™(s)y, nebo v™(s)_ kone¢na,
bude limita v™(s) = lim,_, 4o v];(s) existovat, navic plati:

V(s) = lim ol (s) = 7 (s) — o7 (s)-. (18)

n——+0o

Uvedme zajimavé skupiny takovychto modeli:

e Nezdporné omezené modely: ¥s € S3a € Ay : r(s,a) =2 0 a v™(s)y je
kone¢né pro vSechny piipustné strategie.
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e Nekladné modely: Existuje strategie 7 takové, 7e Vs € S,a € A :

r(s,a) £ 0 a pro v8echny strategie v7(s) > —o0.

o Konvergentni modely: Pro kazdy stav a kazdou strategii v™(s), a v™(s)_

jsou konec¢né.

Problémy modelované nezapornymi omezenymi modely jsou typicky ta-
kové, ve kterych se snazime vyhnout néjakému kone¢nému stavu. Naptiklad
hrajeme na vyhernich automatech, mizeme hrat, dokud nam nedojdou pe-
nize, snazime se tedy hrat tak, abychom se nedostali do stavu ,,UZ mi nic
nezustalo®. Nekladnym modelim pripada opa¢né situace, chci se co nejrych-
leji dostat do néjaké mnoziny a tam zistat.

Pro tyto modely nazveme strategii maximalizujici celkovou oc¢ekévanou
odménu optimdlni pro celkovou odmeénu. Takovato strategie 7* € IIMP gpl-

nuje:
Vo e IMP Vs € S:v™ (s) 2 v™(s). (19)
Hodnotou daného MDP rozumime

v*(s) = sup v"(s). (20)

TEMMD

Strategie optimalni pro celkovou odménu tedy spliuje:

*

Vs e S:v*(s) =0" (s). (21)

Existence strategie splitujici tyto rovnost je pak postacujici podminkou

existence strategie optimalni pro celkovou odménu.
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Maximalizace diskontované ocekavané celkové odmény

I vyznam tohoto kritéria je zfejmy. Cilem této kapitoli ovsem bude ukazat

jiny pohled na tuto charakteristiku, pro pripomenuti:

vi(s) = lim ET{Y A 7'r(X,V)} (22)

n——+o0

Méjme ndhodny markovsky proces s nahodnou délkou v nezéavislou na
volbé akeci. Definujeme oc¢ekdvanou celkovou odménu pro strategii m pro ta-

kovyto proces:

() = ET[EA)  r(X, V). (23)

t=1

Zvolme nyni vhodné pravdépodobnostni distribuci v, konkrétné zvolime

geometrické rozdéleni s parametrem A, Ge(\):
Pv=mn)=X"11-)\). (24)
Lemma 2. Necht plati predpoklady lemmatu (1] a v ~ Ge(\), pak
vy (s) = vi(s) (25)

Diikaz. Nejdiive si rozepiSeme stiedni hodnotu £, jako ET[E,{> ;_, (X, Y;)}] =
ET Y (X, Y)A T (1 = M),

7 predpokladt, téch z lemmatu (1} je tato suma absolutné konvergentni.
Miizeme pouzit Fubiniho vétu a prohodit sumy ET > 0[S (X, V) A" 1 (1—

it
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Provedeme nékolik uprav

L=2)) A =1-nO_ I - i A" (26)

t—1
1= A=) =1-1+ X" =) (27)

n=1

+00 yn—1
1A

kde jsme pouzili s¢itaci vzorec )~ = L+ a fakt, Ze viechny ostatni

(1=2)

¢leny se odecetly mezi sebou.

Dosadime a ziskdme

vi(s) = EZ{ A7 (X,, V) = vi(s).

t=1

To v podstaté odpovida procesu s absorbénimi stavy. Proces se néjak
chova, nez se v case t dostane do nékterého z téchto stavii, a tam uz ztistane.
Takovymi stavy byly tfeba domov nebo pfikop v prikladu se Stamgastem.

Strategii nazveme diskont-optimdlni pro dané A € [0, 1), pokud
Vo e IMP s € S 0] (s) = v](s). (28)
Pro modely s diskontnim faktorem hodnotou daného MDP rozumime

vy(s) = SEED vy (s). (29)
wellM

Diskont-optimalni strategie tedy spliuje:

Vs € S:vi(s) =0y (s), (30)
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Existence strategie splijici tyto rovnosti je opét postacujici podminkou
existence diskont-optimalni strategie.

Pokud bude zjevné, Ze se jedna o diskontovany MDP, budeme pro jedno-
duchost nazyvat tyto strategie jednoduse optimdind.

Ne v8echny algoritmy nam ale dovoli této strategie s jistotou dosdhnout,
zavadi se tedy slabsi pojem e-optimdlni strategie. To je takova strategie 7}

spliwjici pro kazdy stav s € S:

*

vy (s) = vi(s) — e (31)

Dalsi kritéria optimality

Nejdiive strucéné zformulujeme strategie optimalizujici zisk. Pokud exis-
tuje g(s) pro vSechny stavy, pak strategii s optimalnim ziskem rozumime

strategii 7* takovou, Ze
vr e IMP s € S : g™ (s) = g™(s). (32)
Optimdlnim ziskem g* pak rozumime

g*(s) = sup v"(s). (33)

rETMD

Jako v minulych ptipadech, i tady existuji rovnosti, které slouzi i jako

postacujici podminka existence:
Vs €S :g*(s) =g" (s). (34)

Pokud by ¢™(s) pro nékteré strategie neexistovalo, mizeme vyuzit slabsi

podminky v definici [p] Strategii 7* nazveme primérné optimdlni pokud
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HMD

pro kazdy stav s € S a kazdou strategii 7 € plati

. 1 1
g7 (s) = liminf ~o7,,(5) 2 limsup ~v7 (s) = g7(s)  (35)

n—4o0o0 N n—+oo N

Pripadné jeste slabsi kritéria g™ (s) = g™ (s) a g7 (s) = g7 (s). Takovéto
m* pak nazveme liminf primeérné optimdind, respektive limsup primérné op-

timadlni.

Asymptoticka optimalita

Co kdyz nevime, kolik v] je, nebo jestli existuje? Presto bychom chtéli
srovnavat strategie mezi sebou? f{ekneme, ze strategie ™ asymptoticky do-
minuje strategii m, pokud pro kazdy stav s € S a kazdou akci a € A plati

liminf[v? (s) — v (s)] =0 (36)
n——+0oo

Ne vSechny dvojice strategii je ovSem mozno touto statistikou rozlisit.
Definujeme tedy jesté jedno kritérium, které je o néco jemnéjsi. V tomto
piipadé fekneme, ze © v priméru asymptoticky dominugje strategii m, pokud
plati pro kazdy stav a kazdou strategii

liminf = S [0 () — 07 ()] 2 0. (37)

n—+oo N

Pokud i toto selze, miizeme se pokusit pouzit jesté:

liminf ¥ [oF (s) — o7 (s)] = 0. (38)

n—-+o0o
t=1
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Citliva kritéria pro diskontovany MDP

Pro diskontovany MDP se pouzivd skupina kritérii zalozen& na limit-

nim chovani danych strategii pro A jdouci k 1 zleva. Konkrétné pro n =

—1,0,1,2,... fekneme, Ze 7* je n-diskont-optimdalni, pokud pro kazdy stav
s € S a strategii 7 € IIMP:
liminf(1 — A)™"[v§ (s) — v} (s)] = 0. (39)
A—1—
Pokud je m* n-diskont-optimalni pro kazdé n = —1,0,1,2,... znac¢ime ji

jako oco-diskont-optimdlni. A 1-optimdini, nebo také blackwell optimdlni, je

strategie 7*, pokud existuje A*(s) takova, ze

*

[vX (s) —vi(s)] 20 (40)

pro vSechny piipustné strategie m a pro v8echna A takova, ze \*(s) < A < 1.
Ozna¢me \* = sup,.¢{A\*(s)}. Pro nekone¢nou spocetnou mnozinu S
mize dojit k tomu, ze \* = 1. Pokud \* < 1, nazveme strategii silnée blac-
kwellovsky optimdlni.
Plati, ze pro n = —1 dostaneme obdobu kritéria optimalniho zisku a ze
blackwellovsky optimalni strategije jsou praveé co-optimalni. Navic O-optimalitu
budeme nazyvat biased optimalitou. Je zjevné, 7e n-optimalita implikuje m-

optimalitu pro n > m.

1.4. Vektorova notace

V této kapitole si nejdiive zavedeme prostor, ve kterém se budeme po-
hybovat a pozdéji si jesté zopakujeme vektorovou notaci naseho problému,

kterd bude dale ¢asto vyuzivana.
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Méjme vektorovy prostor redlnych omezenych funkei na S, ktery oznac¢ime
jako V. Na této mnoziné zavedeme Céastecné uporddani po komponentech,
znac¢ime <. Pro nespocetnou S bychom museli jesté zavést Vy, jako prostor
borelovsky meéfitelnych funkei z V. Pro nejvySe spocetné plati V' = V.
Na této mnoziné pak zavedeme supremovou normu |jv|| = sup,.g |v(s)].
Pro matici M € R", M = (my;);;;, definujeme jeji normu jako: || M| =
SUDie(1,2,...n} 2?21 m;;. Déle jesté oznacme e € V' jako funkcei nabyvajici hod-
noty jedna v kazdém stavu z S, tedy Vs € S :e(s) = 1.

Méjme libovolné rozhodovaci pravidlo d € dMP a libovolné stavy j a s.
Pak definujeme r4(s) = r(s,d(s)) a pa(jls) = p(j|s,d(s)). Tyto hodnoty
poskladame k sobé jako vektor ry = (r4(s)ses), a matici Py = (pa(jls));ses-
Ocekavanou odménu za jeden krok pak mizeme ziskat jako r4 + AP;v pro

0 £ X\ £ 1. Bylo by dobré, kdybychom takto nemohli opustit prostor V, coz

si nyni dokazeme:

Lemma 3. Necht S je diskrétni mnozZina, pak pro omezené odmény, tedy
takové splniugici pro libovolnyj stav s € S a pro kaZdou pripustnou akei a € A,
podminku |r(s,a)] < M < 400, 0 £ X\ <1 a rozhodovaci pravidlo d € DMP

plati, Ze pro kazdé v € V' je rq + APyv je prukem V.

Diikaz. Pro dikaz tohoto tvrzeni ndm v podstaté stac¢i ukazat omezenost
funkce r4+ APyv, prvni ¢len mizeme jednoduse omezit z predpokladi r4(s) <
M, tedy ry € V. Druhy ¢len pak z || P|| = 1 mizeme omezit normou v, ktera

je kone¢na protoze v € V, tedy APyv € V. |

Matice pravdépodobnosti pfechodu pro vice nez jeden krok, pokud bychom
se drzeli markovské deterministické strategie m = (dy, ... ), by pak byla rovna
souc¢inu pifslusnych matic, tedy pro n krokt: Py, Py, ... P, tento soucin ozna-

¢ime jako P!.
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Ocekavanou diskontovanou odménu strategie m tedy muzeme zapsat po-

moci vzorce:
—+oco
vy = E APy, (41)
t=1

1.5. Rekurze a Bellmanovy rovnice

V této kapitole se jiz seznamime s principy, na zékladé kterych budou
fungovat samotné algoritmy. V celé kapitole budeme predpokladat nasledujici

¢tyti podminky:
e Budeme predpokladat stacionaritu odmén a pravdépodobnosti prechodu,

e omezenost odmén, tedy existuje M > 0 takové, Ze |r(s,a)] £ M < 400

pro vSechna s € S,a € Ag,
e vzdy diskontujeme odmény faktorem 0 < \ < 1,
e S je nejvySe spocetnd mnozina.

Zacneme tim, ze si ukdzeme, jak prepsat ocekavanou discountovanou od-
ménu jako rekurzi. Pravé tento tvar se ndm bude pozdéji hodit pii hledani
optimélnich strategii.

Pro danou strategii 7 € IIM® a piipustné \ jsme definovali o¢ekdvanou

odménu jako
+00
vR(s) = BT{Y_ AN 7hr(X, Vo)l (42)

t=1

To nejdiive prepiSeme do vektorové notace, ve které polozime P rovnu
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jednotkové matici, a poté upravime pomoci (41)):

+o0o
T t—1 pt—1
v/\—g NPTy
t=1

=T + )\Pled2 + )\QPdlpdgrdg + ...
= T4 +)\Pd1(rd2 +)\2Pd27'd3 —|—)

=g, + APy 0¥
Pro stacionarni strategii d = (d,d, ... ) se problém zjednodusi na
a= _ >
vy =1q+ APy . (43)

Tyto rovnosti fikaji, Ze ocekavanou diskontovanou odménu jedné strate-
gie ziskdme jako okamzitou odménu plus lambda nasobek vaZeného souctu
oc¢ekavanych diskauntovanych odmén, kde vahy jsou pravdépodobnosti pie-

chodu. Pro jesté lepsi ndhled se podivejme na jeden radek této soustavy:

VR (s) = ray(s) + Y Apa, ()03 (5). (44)

jes

Pro samotné zkoumani MDP zavedeme linedrni operator Ly : V — V

jako
Lgv=rs+ AP (45)
Rovnici pak muzeme napsat ve tvaru:
vi” = Lgv§ . (46)

v O A 2 e z v o M e z
Coz vede na dilezité pozorovani, Ze v§ " je pevnym bodem operatoru L,
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coz pozdéji vyuZzijeme.

Podivejme se jesté na dvojici vét, které se nam pozdéji budou hodit:
Véta 4. Necht 0 < X < 1. Pak pro libovolnou staciondrni strategii d*°,d €
DMDP | je Uﬁm jediné feSent rovnice

Lyv=rs+ APw=uv (47)
a navic miuZeme psdt
= _ ~1
Uy = (I — )\Pd) Tq. (48)
Diikaz. Jednoduchymi upravami ziskame z (47)):

(] — /\Pd)U =Tq. (49)

Pak pouzitim poznatki z linearni algebry ziskdme o(AP;) < || AP, £
A < 1 a tedy existuje inverze k (I — AP;), kterou umime vyjadiit jako
(I — APy~ = 3222 A\=1Pi~t. Vynasobime rovnici touto inverzi zleva.
Rozepiseme inverzi jako sumu a nakonec z (41)
+o0
v=(I=APy) rg=Y NPy =08 (50)

t=1

Vétab. Necht 0 S X <1 au,veV. Pak pro libovolnou staciondrni strateqii
d>™ plati:

o pokud platiu = 0, pak (I —AP;)'u =20 a (I — APy) ‘u = u,

e ddle pokud u = v, pak (I — A\P;)™'u = (I — AP;)™'v, a nakonec
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o je-liu >0, plati uT (I —APy) 1 20 aul (I — APy~ = ul.

Diikaz. Stejné jako v minulém piikladé muzeme diky tomu, ze o(AP;) < 1,
rozvinout (I — AP;)~! do fady a poté vyuzit faktu, Ze vSechny prvky matice
P; jsou nezaporné, tedy vSechny prvky, které vynechdme, jsou také nezaporné

vektory, poté dostaneme napftiklad pro prvni piipad:
(I = AP) 'u=u+APu+ NPlu+-=uz=0. (51)
Zbylé tvrzeni dostaneme pouhou substituci v = u— v, ptipadné se analogicky

postup aplikuje pro nasobeni zleva u’. [ |

Nyni se podivejme na soustavu rovnic optimality:

o(s) = sup {r(s,a) + Y Ap(jls, a)v(j)}. (52)

a€Ag jes

Tyto rovnice budeme nazyvat Bellmanovy rovnice.

Definujme si operator £ : V' — V jako:

Lv= sup {rq+ A\Pw}. (53)

deDl\dD

Nejdiive se podivejme na vlastnosti tohoto operatoru v zavislosti na

vztahu v a optimdlni strategie vy:
Véta 6. Necht' v € V', potom plati:
e pokud v 2 Lv, pak v = v},
e pokud v < Lv, pak v < v3,

e pokud v = Lv, pak v = v}.
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Diikaz. Zatneme prvni vlastnosti, zvolme libovolnou strategii m = (dy,...)
pak v} =Y 7 NPy  Z v 2 Lo ziskdme v 2 14, + APy,v pro libovolné

d; € m, rozepiseme tedy:
UgT’dl+)\Pd1Uzrdl—F)\Pdl?“dQ—i-)\QPledz’Uz (54)

Toto plati pro libovolny pocet kroku n, odecteme nyni v§ na obou stranich

nerovnice:
o
v—o} 2 \"Plv — Z N Pipg,. . (55)
t=n

Zvolme € > 0 libovolné. Pak z ||A\"Prv|| < N'|lv]] a 0 = A < 1 existuje

dostatecné velké n € N, Ze plati:
—(€/2)e £ \"Plv < (¢/2)e. (56)

Druhy ¢len pak muzeme odhadnout, stac¢i zespodu, pomoci predpokladu o

omezenosti odmén a toho ze soucet prvki na libovolném radku P je rovna 1

AMe o= o
_1_>\ E;Apﬂpdt+l‘ (57)

Tato nerovnice taky plati az od urcitého, obecné jiného, n. Vezmeme tedy

takovy index pro ktery plati oba nase odhady pak:

S
v
S
>y
|
@)

(58)

Pokud aplikujeme limitu € — 0 a poté suprémum pies 7 € IIMP, dostaneme
pozadovanou vlastnost.

Pro diukaz druhé vlastnosti zvolime opét libovolné € > 0, z predpokladu
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DMP spliwjici: v < ry + APyv + ee. To upravime na

plyne existence d €
v = (I=AP) Hrg+ee) =v§" + (I — \Py)~Lee pomoci véty i Opét pomoci
limity € — 0 a aplikaci suprema pies strategie dostaneme druhou vlastnost.

Tteti vlastnost je pak kombinace prvnich dvou.

Prvni dvé vlastnosti nejsou prili§ zajimavé, spis slouzi k diikazu treti.
Pravé z té tieti vidime, 7ze ndmi hledané feSeni, pokud tedy existuje, je pev-
nym bodem naseho operatoru.

Znovu jsme tedy narazili na pojem pevny bod, s nim souvisi nasledujici

znama véta véta:

Véta 7 (Banachova véta o pevném bodé). Necht U je Banachiiv prostor a
operdtor T : U — U je kontrakce, tedy 3\ € [0,1)Vu,v € V : ||[Tv — Tu||
AM|v — ul|. Pak:

o [Lristuje prave jedno v* € U splnwjici Tv* =v* a

o Pro libovolné v° z U, konverguje posloupnost {v"} % definovand pro
qguj n=0

kazdé piirozené n, jako v = Tv" ! = T™)° k v*

Diikaz. Zacneme diikazem konvergence posloupnosti z druhého bodu véty.

Necht m = 1:

m—1 m—1
R O s B P Sl F et S
k=0 k=0
m—1
A (1 — \™
< Skt — o) = 2y
— (1—=2X)

Prvni nerovnost je pri¢teni nuly a trojuhelnikové nerovnosti, pak pouzijeme
definicei prvki posloupnosti a toho ze T je kontrakce. {v"} 29 je tedy cau-

chyovska a tedy v Banachové prostoru i konvergentni, oznacme limitu v* a
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dokazme zZe se jednd o v* ze znéni véty.

0= |Tv" — v S [Tv" =" + [l —v*|| = [|Tv" = Tv" 7| + [l — 7|

S Mo =0 [l = o7l

Protoze {v™}29 konverguje k v* miizeme vhodnou volbou n, zmensit pravou
stranu pod libovolné malou hodnotu a limitné ziskdme 0 = ||Tv* — v*|.
Jednoznacnost je pak vidét téméi okamzité z dikazu sporem, necht u,v € V

jsou dva ruzné pevné body V:
[v = ull = [Tv = Tul| = Ao —ul

Coz je spor, protoze A je ostie mensi nez 1 . |

Tato véta nam dava velice silny nastroj, pokud by tedy operator £ byl

kontrakce. Podivejme se, ze tomu tak skutec¢né je:
Véta 8. Necht A € [0,1), pak L je kontrakce na V.

Diikaz. Méjme u,v € V, s € S libovolné pevné. Zacnéme napiiklad s moz-
nosti Lv = Lu a zvolme a € argsup,ca,{r(s,a) + A ;cqp(j]s; a)v(j)}-

Méjme na paméti, Ze pracujeme v supremovské normé. Pak

0= Lo(s) = Lu(s) S r(s,a7) + A Y pljls,al)o(j) = r(s,al) =AY pljls, alu(j)

jes jes
=AY (s, af)(0(7) —u(5)) XY plils, al)llo = ull = Ao —ull.
jes jes

Pro predpoklad Lu(s) = Lv(s) bychom dostali po stejném postupu Lu —
Lv £ Mv—ul|. Dohromady pak |Lv(s)—Lu(s)| < A|v—u/|. Aplikaci suprema

pfes s na rovnici dostaneme || Lv— Lul|| £ A|jv—ul| coz jsme chtéli dokazat W
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Nyni jiz ndm nic nebrani dokazat tvrzeni, které bylo nasim cilem:

Véta 9. Necht plati predpoklady ze zacdtku kapitoly, konkrétné stacionarita
odmeén a pravdépodobnosti prechodi, omezenost odmén, diskontovdni pomoct
A€ 0,1) a S je nejuyse spocetnd mnozina. Pak ezistuje pravé jedno v* € V

splnugict Lo* = v*. Navic v* = v3.

Diikaz. Dikaz je nyni jiz jednoduchy, existence a jednoznacnost plyne z véty

[7l A rovnost v* = v} z véty [6] [ |

Optiméalni oc¢ekdvand odména tedy existuje a je dana jednoznacné. Stra-
tegii kterd ji nabyva pak mizeme identifikovat pomérné jednoduse s pomoci

nasledujici véty:

Véta 10. Strategie % € TIMP je optimdlni prdave tehdy, kdyz je v¥ Fesend

Bellmanowvyjch rovnic.

Diikaz. Pokud by byla 7* optimélni, pak ihned dostavame v§ = v}. Opacnou
implikaci dostaneme z véty@a toho, ze v} jakoZto Yeseni Belmanovych rovnic

je pevnym bodem L. [ |

Stoji za to poznamenat, ze tato véta nam poskytuje moznost, jak hledat
optiméalni strategii. Teoreticky miizeme generovat strategie a poté je testo-
vat pomoci této véty. O neprakti¢nosti tohoto feSeni snad nemusim nikoho
presvédcovat. Navic tato strategie jiz jednozna¢né dana neni.

Tyto vysledky jiz jsou pomérné silné, my bychom ovSem potad chtéli vic.
Zajimalo by nas, jestli ndhodou mezi vSemi optiméalnimi strategiemi neexis-
tuje alespon jedna staciondrni. Pro nase zkouméni se nejdiive sezndmime s

nasledujicim pojmem:
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Definice 6. Pro dané v € V nazveme rozhodovaci pravidlo d* € DMP yylep-

Sugicim v, nebo zachovdvajicim v, pokud:
d* € arg max {ry + AP
gdGDMD{ da+ d }7
nebo ekvivalentné po slozkach:

r(s,d"(s)) + D Ap(ils, d"(5))v(j) = max{r(s,a) + >_ Ap(ils, a)u(i)}
j€S j€S
No a nyni jiz k dvojici vét, které nam dovoli zamérit se pravé na stacio-

narni strategie:

Véta 11. Necht S je diskrétni mnoZina a supremum L je nabyjvdno pro kaZdé

veV. Pak:

o Existuje zachovdvajici rozhodovaci pravidlo d* € DMP,

e pro zachovdvajici rozhodovact pravidlo d* je deterministickd staciondrni

strategie (d*)>° optimdlni a

® U} = SUPgepvp VY -

Diikaz. Prvni bod plyne z toho, 7Ze suprema se nabyvaji, mizeme misto nich
psat maxima, coz odpovida definici zachovavajicitho rozhodovaciho pravidla.
Pro druhy bod si musime vzpomenout na to, Ze z vétylf] existuje pravé

jedno feSeni Lv = v a to v3.
* * * * *
tedy

U; = ([ — )\Pd*)?”d*
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. . . . s )
ze véty [4| pak vime, 7Ze se musi jednat praveé o vf\ =,

No a treti bod plati, protoze se toto supremum nabyva pravé v d*. |

Véta 12. Pokud existuje zachovdvajici rozhodovaci pravidlo, nebo optimdlni

strategie, pak existuje optimdini strategie kterd je staciondrni.

Drikaz. Pokud existuje zachovavajici rozhodovaci pravidlo, tak se stac¢i odka-
zat na druhy bod predchozi véty [11}
Zajimavejsi ¢ast tvrzeni pak mizeme dokazat tak, Ze zvolime libovolnou

optimalni strategii m € IIMP| pak existuje d’ € DMP takove, 7e plati:

vy =7rg + APyvl £ sup {rq+ APl } = Lo] = 0], (59)
de DMP
tedy d’' je zachovavajici a dostaneme se rovnou na prvni piipad. |
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2. Algoritmy reSeni MDP

Nyni se jiz konecné dostavidme k samotnym zptisobim feSeni naseho pro-
blému. Konkrétné si ukdZeme tii nejbéznéjsi algoritmy. V textu si uvedeme
pseudokody téchto algoritmii, jejich plnou implementaci v jazyce Python na-
jde ¢tenar v piiloze.

Zajimat nés bude i rychlost konvergence, proto si o ni néco pripomeneme:

Definice 7. Necht posloupnost {x,} konverguje v normé k bodu x. Existuje-

li p 2 1 a konstanta C nezavisla na n, pro néz plati:

k+1

™ = =]

lim 1 =
st ([ =zl

C, (60)
fekneme, ze 7ad konvergence {x,} je roven p.

Specialné pak:

e prop=1a C € (0,1) hovofime o linedrni konvergenci

eprop=1aC =0, nebo 1l <p<2adC >0, pak o superlinedrni

konvergenci

e a nakonec pro p = 2 hovoiime o kvadratické konvergenci

2.1. Policy iteration

Prvni algoritmus je zalozen na hledani stacionarniho rozdéleni, poté co
jej najdeme pro dané rozhodovaci pravidlo, napocitame jeho funkci odmeén.
Nacez hledame, jestli existuje jiné rozhodovaci pravidlo, které by vedlo k
vylepsni.

Zac¢néme s konvergen¢ni vétou:

Véta 13. Necht S a A jsou konecné mnoziny, pak
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Algoritmus 1 Policy iteration
Zvol libovolné d° € D
n=>0
while true do
Spocti v™ pomoci: (I — APy, )v™ =14
Zvol dp 41 € argmaxgep{rq + APyv"}, pokud je to mozné d,, = d,, 41
if d,,, = d, then
return d,
else
n=n-+1
end if
end while

e Posloupnost {v"} generovand pomoci algoritmu Policy iteration kon-

verguje v norm€ k optimu a to monotonné.
e Algoritmus najde v koneéném poctu kroki optimdlni strategii.

existuje-li navic K, 0 < K < +o00, splniugici pro kaZdé n € N:

|P — Pi, || € Klle" — 5]

kde P jsou matice pravdépodobnosti pirechodu pro dané rozhodovaci pravidla,
pak plati:

3 — w3l KA
lox = o3ll> ~ 1=A

(61)

Konvergence algoritmu je tedy kvadratickd.

Pokud by platilo lim,,_, o || Py — Pdv; = 0, pak algoritmus konverguje
dokonce superlinearné.

Nejvétsi problém tohoto algoritmu spoc¢iva v feSeni (I — APy, )v" = ry.
I ptes to Ze se jedn& o soustavu linearnich rovnic, tato soustava miize byt

velkd a tudiz jeji feSeni narocné. ZjednoduSené feceno algoritmus potiebuje
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pomérné malo kroku, kazdy krok je ovSem néaroc¢ny. Tento problém pak fesi
posledni algoritmus v této kapitole 2.3} diky jehoz existenci se Policy iteration
témér nepouziva.

Pokud by ¢tenafe zajimal diukaz véty [14] nebo vice k tomuto algoritmu,
muze nahlédnout do [2, Chapter 6.4.].

2.2. Value iteration

V tomto algoritmu se na problém podivam z hlediska operatoru L, defi-
novany zde Hlavni myslenka algoritmu spoc¢iva v tom, 7e v kazdém kroku

aplikujeme tento operator, dokud nedosahneme pevného bodu.

Algoritmus 2 Value iteration

Zvol libovolné v € V ae > 0

n=>0

while true do
for all s € S do

V() = maxaeag {r(s, a) + 5 W (ils, a)u(5)}

end for
if lut! — 7| < <A then

by
for all s € S do

de(s) € argmaxeeas{r(s, a) + 3 cs AP(jls, )™+ (5)}
end for
return d,
else
n=n+1
end if
end while

Podivejme se na konvergen¢ni vétu:
Véta 14. Necht € > 0, zvolme libovolnou funkci odmén vy

e Posloupnost {v"} generovand pomoct algoritmu Value iteration konver-

gquje v normé k optimau.
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o Algoritmus najde v konecném poctu kroki e—optimdlni strategii.

1
[

° < ). Konvergence algoritmu je tedy linedrnd.

lox =3l

Konvergenc¢ni vlastnosti se daji zlepSit pomoci riiznych implementaci. Ve-
lice pfirozena, alesponn mné to tak piijde, je Gaus-Seidelova verze algoritmu.
Hlavni myslenkou této implementace je aktualizace funkce odmén slozku po
slozce, a pokud je to mozné pouzivime hodnoty, které jiz byly aktualizovany
v této iteraci.

Pokud by ¢tenafe zajimal dukaz véty [14] nebo vice k tomuto algoritmu,
muze nahlédnout do [2, Chapter 6.3.].

2.3. Modified policy iteration

Ptedchozi algoritmy méli kazdy své vyhody a nevyhody, co kdybychom se
tedy pokusili zkombinovat oba tyto pristupy? Zlepseni spoc¢iva v nahrazeni
nasi soustavy linearnich rovnic a jejiho teSeni, (I — AP, )v™ = 1y, aplikaci
naseho operatoru L, viz

Takto ziskdme néjakou vylepSenou strategii, kterou pak pouzijeme jako
startovni v nésledujicim kroku.

Muzeme nahlédnout, zZe pokud polozime m,, = 0, ziskdme Policy iteration,
naopak pokud povolim m,, jit do nekonec¢na, dostaneme Value iteration.

Nyni ke konvergencni vété:

Véta 15. Necht'e > 0, zvolme libovolnou funkci odmén vy, pak pro libovolnou

posloupnost {m,} plati:

e Posloupnost {v"} generovand pomoci algoritmu Modified policy ite-

ration konverguje v normé k optimu a to monotonné.

e Algoritmus najde v koneéném poctu kroki e—optimdlni strategi.
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Algoritmus 3 Modified policy iteration

Zvol libovolné v° € V, € > 0 a (neklesajici) posloupnost kladnych ¢isel

{mn}n2

n=2~0
while true do
Zvol d,, 1 € argmaxgep{rq + AP"}, d,, = dpy1, je-li to mozné d,, =

s
u® = maxgep{rqy + \Pjo"}
if [ul —v"|| < 2 then
return d. =d,.,
else
for k in range (0,m,) do
uk+t + APy, uk

- Tdn+1

end for
,UnJrl — umn
n=n+1
end if
end while

n+1 *
H'U)\n _Z?‘H S )\mn—i-l +e
[l —oxll =

Konvergence algoritmu je tedy linedrni.

Modified policy iteration tedy konverguje rychleji nez ptivodni Policy ite-
ration, ptivodni konverguje kvadraticky zatimco tento linearné, coz z piivod-
niho algoritmu udélalo pouhy ptiklad pro skripta, ktery se nepouziva v praxi.

Logicka otazka je pak jak volit m,,? Tento problém neni jesté zcela vyte-
Sen. Zajimavym vysledkem zkoumani tohoto problému je ovsem to, 7e pokud
dovolime m,, rust v zavisloti na n nade vSechny meze, bude algoritmus teo-
reticky konvergovat superlinearné.

Pokud by ctenare zajimal dikaz véty nebo vice k tomuto algoritmu,
miize nahlédnout do [2, Chapter 6.5.].
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3. Prakticka ¢ast

Konecné se dostavame k samotné praktické ¢asti této prace. V té se po-
divime jednak na problém v energetice, na néjz by se daly pouzit pravé
markovské rozhodovaci procesy. Podivame se i na jednotlivé algoritmy feseni

a srovname jejich vlastnosti na realnych datech.

3.1. Popis situace

Cely nas problém se to¢i okolo takzvaného principu ,,Vylij, Nalij*. Kon-
krétnéji jde o to, abychom v pfenosové soustavé udrzovali stabilni napéti.
Aby tomu tak bylo je tfeba, aby objem elektiiny dodané do sité (,,Nalij*),
byl stejny jako objem odebrané (,Vylij“).

Tuto rovnovdahu na tzemi Ceské republiky hlida spole¢nost pod nazvem
Ceska elektroenergetickd prenosova soustava, zkracené CEPS. Aby ji zajistila,
pouziva systém pokut a odmén, jak jiz to tak byva, pokuty jsou vétsi nez
odmény. Spole¢nosti musi dopfedu udat kolik energie do sité dodaji a kolik
ji ze sité odeberou. Toto je pak pro né néjaka ta nulova hladina, kterou kdyz
presné naplni tak se nemusi o nic vic starat.

Ne vzdy je toto ovSem mozné. Je tézké s naprostou jistotou dopiedu od-
hadnout kolik energie odebere rodiny diim v danou hodinu, nebo jestli bude
svitit slunce a slune¢ni elektrarna vyroby piesné dané mnozstvi elektiiny. V
praxi se tedy témér nikdy nestane, ze by stav sité byl presné takovy, jak se
slibilo.

Ovsem samotny fakt, Ze nedojde k naplnéni tohoto slibu nevede auto-
maticky k pokuté. Naopak mize dokonce vést i k odméné. Napiiklad pokud
dodé elektrarna vice energie do sité béhem hodiny, v niz elektfina v siti chybi,

dostane odmeénu. Pokud si nazveme rozdil mezi dodanym a slibenym mnoz-
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‘ Vychylka sité \Moje vychylka H Dodéam vic ‘ Dodam min ‘
Prebytek POKUTA odména
Nedostatek odména POKUTA

Tabulka 1: Schema pokut CEPS

stvim energie spole¢nosti jako odchylka firmy, tedy odchylka firmy = dodany
objem energie — slibeny objem energie, a totéz udélame pro celou pienosovou
soustavu, odchylka soustavy = celkovy objem dodané energie — ocekavany
stav. Mizeme jednoduse tict, Ze pokud ma odchylka firmy a odchylka sité
stejné znaménko, pak bude firma platit pokutu, protoze jeji akce vedou k
nerovnovaze v siti. Pokud maji tyto odchylky opac¢né znaménko, dostane
naopak odménu, protoze jeji akce podporuji stabilitu sité. Tento systém je
mozné nahlédnout v tabluce 3.1l Tyto odchylky byly v dobé zaznamenéavani
pouzivanych dat méreny co hodinu, ovSem tyto intervaly se maji zkracovat.
Byla vyslovena teorie, ze odchylky sité spliuji Markovovu vlastnost, tato
domnénka je v této praci povazovana za pravdivou.

Pokud bychom tedy byli schopni pfedpovidat vychylky sité v néasledujici
hodiné a méli k tomu baterii, dokazali bychom generovat penize jen tim, Ze

bychom piispivali ke stabilité sité a to je presné to, o co se nyni pokusime.

3.2. ResSeni

Nejdiive si néco fekneme k moznym akcim. Budou konkrétné dvé akce
Nabit a akce Vybit. Na prvni pohled by nékdo mohl hledat akci Nedélej nic.
Ta je ovSsem nyni schovana uvniti jiz uvedenych akci, predpokladame totiz,
Ze baterii bud celou vybijeme nebo nabijeme. Nabijeni nabité baterie tedy
muzeme piekladat jako ,,Nedélej nic*.

Zpracovavat budeme data za pil roku, konkrétné od 1.7.2022 do 31.12.2022.

Meéfeni jsou provadéna co hodinu, dohromady mame tedy celkové 4416 po-
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Obrézek 1: Schéma stavové struktury

zorovani.

Pro tuto praci budeme pfedpokladat, Ze se dny mezi sebou prili§ nelisi
a vytvorime Tetézec pro libovolny cely den. Stavy budou dany pomoci tro-
jice charakteristik, konkrétné pocateéni hodiny (do 0 do 23), stavu baterie
(nabito x vybito) a znaménka vychylky v této hodiné (4 nebo -). Oznacéime
hodinay o, napiiklad 12V znaci, 7e ve dvanact hodin byla bate-
rie nabitd a mezi dvanactou a jednou byl v siti nedostatek energie. Mame
tedy ¢tyti stavy na kazdou hodinu, dohromady 96 stavi. Stavy jsou sefazeny
nasledovng: Nebite (Nabito yybite gVybite qNabito " Tato zavedenf nam vy-
tvori urcitou strukturu na mnoziné stavi, ne nepodobnou schematu neuro-
nové sité. Jednotlivé vrstvy budou tvofit stavy v pfislusné danym hodinim,
a stavy v po sobé jdoucich hodinach jsou vzajemné propojené, a pak se musi
také propojit vrstvy piislusné 23. a 0. hodiné. Schema piechodt mezi dvémi
vrstvami je mozné si prohlédnout na obréazku: I} kde zelené Sipky znadi pie-
chod mezi stavy za ktery dostaneme odménu, za ¢ervené pokutu a ty ostatni
by odpovidaly tomu, Ze jsme nic neudélali.

Nyni se podivejme na matice pirechodu jako takové. Mizeme prechazet

vzdy jen ze stavi v hodiné h do hodiny h + 1, respektive z 23 do 0. VétSina

pravdépodobnosti prechodi tedy bude nutné rovna nule a nenulové hodnoty
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\P3o 0 0 0 ...}

Obrazek 2: Schema matice pravdépodobnosti pfechodu

Pahah+a P4h.ah+5
P4h+1.4h+4  Pah+1,4h+5
Pah42,4h+4  Paht2,4h45
P4h+-3.4h+4  Pah+43,4h+5

Pah,4h+6 Pahah+7
Pah+1,4h1+6 Paht1,4h+7
Pah+2,4h46 Pah42,4h47
P4ah+3.4h+6 PAh+3,4h+7

o O o o
o O O O
o O O O
o O O o

Obrazek 3: Tvar matice P,pyq pro akei nabit (vlevo), respektive vy-
bit(vpravo)

budou pouze v ur€itych blocich, viz schema 2, kde matice Py € R
obsahuji pravdépodobnosti pfechodu mezi stavy v hodiné h a h + 1.

Dalsi nuly v matici pfechodu vzniknou v zavislosti na volbé akce, nabije-
nim nabité baterie ji neni mozné vybit. I matice P} 41 tedy budou mit pro
kazdou akci specificky tvar. Pro akci nabit budou nenulové prvni dva sloupce,
pro akci vybit pak bude nenulovy treti a ¢tvrty, opét zde pro rychlejsi po-
chopeni obréazek [3

V definici ndm zbyva uz jen matice odmén pro obé akce. I kdyz teoreticky
potiebujeme dvé, a implementace pocita se dvéma, my si vystac¢ime jen s
jednou. To diky tomu, Ze pfechody mezi stavy, za které bychom pro jednu
akci dostali odménu, nebo pokutu, maji pro druhou akci pravdépodobnost

pirechodu nula. Celkova matice odmén bude mit stejnou strukturu jako matice
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Obrazek 4: Schéma matice odmén R

pravdépodobnosti prechodii, viz obrazek [} jen misto matic P, 511 do tohoto
schémétka dosadime matici odmén R. Tvar matice R jsme jiz troSku nakousli,
kdyz jsme Fesili schéma na obrazku [I} Schematicky si ji muzeme prohlédnout

na obrazku

3.2.1. Poznamky k implementaci

7 poznatkil v minulé kapitole mtzeme pro nas problém dojit k jesté né-
kolika zavérim, které by nam mohli pomoct najit lepsi zpisob feSeni naseho
problému.

Prvni pozorovani je, Ze matice v naSem problému jsou sice velké, co se
tyce rozméri, ovsem pomérné ridké. Bylo by tedy vhodné podivat se, jestli
pouziti #idkijch matic nebude zadouci.

I kdyby jejich pouziti nevedlo ke zrychleni algoritmu, mohli bychom po-

moci takovéto implementace umoznit vyuziti téchto algoritmii i v obdobi,
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kdy se budou vychylky métit kazdych 5 minut, to by bylo 12% 24 x4 = 1152
stavil, pokud bychom nic jiného nezménili. Mohli bychom narazit na limitace
hardwaru.

Co to viibec jsou fidké matice? Velice jednoduse se da fict, Ze matice je
fidka, pokud vetsina jejich prvki je rovna 0. A na co jsou dobré? V softwaru
je typicky mozné takovéto matice ukladat specifickym zptisobem. Zazname-
nany nejsou celé matice, ale pouze nenulové hodnoty a jejich soutadnice.
Kazdy nenulovy prvek m;; libovolné matice M se da vyjadrit jako uspo-
fadana trojice (7,7, m;;). Tyto trojice se pak uspofadaji podle daného klice,
typicky po fadcich (tzv CSR formdt). Ukazme si na piikladu jak matici ulozit
ve formatu CSR:

Priklad 3. Podivejme se na matici [{; z naseho problému pro akci Nabit:

0.650.3500
02707300
0.650.3500
02707300

tuto matici mizeme jako fidkou napsat jako:

Data = (0.65,0.35,0.27,0.73,0.65,0.35, 0.27, 0.73)
Sloupec = (0,1,0,1,0,1,0,1)

Radek = (0,2,4,6)

Kde pole Data obsahuje zaznamenané hodnoty a jeho délka odpovida

poc¢tu nenulovych prvki. Pole Sloupec mé stejnou délku a obsahuje index
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sloupce. Nakonec pole Radek ma vzdy délku rovnou poctu radki a obsahuje

index prvniho prvku v poli Data obsahujici prvek z daného radku.

*

Ceho doséhneme pouzitim tohoto formatu? Méjme libovolnou matici M €
R™™ a v ni k nenulovych prvki. Reknéme Ze na uloZeni jednoho ¢isla po-
uzijeme 8 bajti, to odpovida pythonovskému floatu. Na ulozeni této matice
ve standardnim formatu pouZzijeme 8 x n? bajtti. Pro uloZeni stejné matice
jako ridké jen jako usporaddané trojice potifebujeme celkem 8 x 3 * k bajti.
Pro format CSR pak potiebujeme dokonce jen 8 (2 x k + n). Lehce nahléd-
neme, ze pokud plati n? > 2 x k +n, dojde k tspoie paméti ulozime-li matici
ve formatu CSR. Pro nas piiklad [3| je lepSi tradi¢ni implementace, protoze
16 < 20, ale pokud bychom se podivali na celou matici pfechodu dostaneme
962 = 9216 > 2% 2% 96 + 96 = 480. Takovato implementace by tedy méla byt
vyhodna. Vice o fidkych maticich najdete naptiklad v [3].

Druhé pozorovani je, ze specificka struktura stavii ndm nabizi jesté jednu
moznost jak nemuset pouzivat tak obrovské matice. Podivame-li se na al-
gortimus Value iteration, z kapitoly zjistime, ze abychom aktualizovali
hodnoty funkce odména piislusné stavim v hodiné h + 1, matici pravdé-
podobnosti prechodu z hodiny A do hodiny h + 1, odmény piislusici témto
pfechodim a hodnoty funkce odmén piislusné stavium hodiny h.

V naSem piikladé to znamenad, Ze nebudeme aktivné pouzivat matice 96 x
96 ale 4 x 4. Navic velikost téchto matic nebude zavislé na frekvenci méfeni
vychylek. Samoziejmé je otazkou, jestli takovito implementace bude lepsi

nez tradi¢ni algoritmy s fidkymi maticemi.
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3.2.2. ReSeni problému

Podivejme se nyni, jak se ndm povede vyfeSit na§ problém s baterkou.
Na to jsme nejdiive museli ziskat z dat pravdépodobnosti prechodu. Ty jsou
ziskané z celého datasetu, nebyly tedy pouzity testovaci a trénovaci skupiny.
Duvodem bylo, 7e piechody mezi stavy s kladnou a zapornou vychylkou
jsou v datasetu zastoupeny pomérné fidce, ¢asto jsou v hodnotach jednotek.
Omezeni se na testovaci a trénovaci data casto vedlo k naprosté ignoraci
téchto prechodi. I takto nékteré prechody nikdy nenastaly napiiklad pokud
byla vychylka mezi 1:00 a 2:00 kladn&, tak tomu tak bylo i v nasledujici
hodiné, ani jednou za ptul roku se nestalo jinak.

Velikost odmén a pokut jsem naskaloval jako 1:5. Navic predpokladame,
ze naSe baterie neni dost velkd na to, aby zcela obratila vychylku. Diskontni
faktor A\ jsem polozil roven 0.9. V inicia¢ni strategii plati, Ze pro sudé stavy
a nulu jsem zvolil akci nabit pro liché pak vybit.

Pro takovouto situaci, jsem byli schopni nalézt strategii, ktera vede ke
kladné o¢ekavané odmeéné. A kterd je stejnd pro vSechny algoritmy, tedy op-
timalni strategie ziskana pomoci Policy iteration je stejna jako e— optimalni
strategie ziskané ostatnimy algoritmy.

Vzhledem k tomu ze tato stategie o, kterda nam v pruméru pfinese témér
0.75*velikost odmény, je odpovédi na nasi puvodni otédzku, napiSme si ji.
Pomuzeme si znac¢enim N = nabit, V = vybit a I = | nic nedélej*:

o=V, I,I,I,I,I,I,I,V,N, 1,1, VN, I, I,V N, I,I,V,N, I,

LI, NI,V I,I,I,V.I,I,I,V,I.I,I,I1,1,1,I,V,I,1,I,I,N,I,1I,
v,iv, v, [, I, [,V NIIVNIIVIIIVIIIINIMI,
V. [,LI,LI,VI,I.I,I, NI, 1,I1,N,I,1,1,1,1).
Jesté poznamka k interpretaci: pokud ve stavu s v hodiné h ptislusi akce

a, znamena to, 7e pokud se ocitneme v tomto stavu s tak béhem ptisti hodiny
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H CC (ms) ‘ CC s RM (ms) ‘ PC (ms) ‘ PC s RM (ms) ‘

Policy iteration 2.7982 14.1817 22.0156 112.8906
Value iteration 3.4431 180.5281 4.7031 179.9844
MPI 4.8172 624.376 37.2812 1908.4063

Value iteration blocks 1.5431 - 1.53125 -

Tabulka 2: Porovnani rychlosti jednotlivych algoritmi

se mame 1idit akci a. Odpovida to situaci kdy se podivame co se stalo minulou

hodinu, tam uvidime doporuc¢enou akci a tou se budeme ridit v této.

3.2.3. Porovnani algoritmi

Nyni se jesté podivame na jednotlivé algoritmy a porovname, jak rychle
jsou schopny nalézt zadané feSeni. Respektive se podivime na jejich imple-
mentace v Pythonu. K tomu pouzijeme dvojici statistik. Konkrétné se podi-
vame na celkovy cas (dale Cé) potfebny k nalezeni feseni a procesorovy cas
(dale PC).

Kazdy algoritmus byl spustén tisickrat a pak byla vzina prumérna doba
exekuce, abychom zabranili problémim s vlivem nahodné pusténych pro-
grami. Je tfeba si byt védom, Ze tyto informace jsou znac¢né zavislé na kva-
litdch hardwaru. éasy jsou pak uvedeny v tabulce .

Pokud se ¢tenar na prvni pohled vydésil, stejné jako autor, Ze Cas na
procesoru je typicky delsi nez vypocetni ¢as, mize se opét uklidnit. Moderni
procesory jsou schopné provadét na vice vldknech ve stejny okamzik, a tim
zrychlit vypocet jako takovy.

Zda se, ze co se tyce rychlosti algoritmu, je implementace pomoci bloki
vyhodna. Zd4 se také, ze Value iteration na procesoru travi pomérné malo
¢asu, coz odpovida tomu, Ze operace potiebné pro tento algoritmus jsou na
urovni nasobeni vektoru. Zajimavy je i fakt, ze MPI je ze vSech algoritmi

nejpomalejsi. Pravdépodobné jsme splnili predpoklady superlinearni konver-
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gence pro PI.

Samoziejmé dalsi zajimavost je, jak dlouho jsou zpracovavany algoritmy
s fidkymi maticemi. Ptriznam, Ze tyto algoritmy je mozné zrychlit. Problém
spo¢iva v omezenich které plynou ze zpisobu ulozeni matic, konkrétné ve
format CSR, transponovat takovouto matici je pomérné naro¢né. Je mozné
zvolit jiné zplisoby ulozeni, problém s nimi je, Ze se mi nepodafilo najit
verzi, kterd by zarovein zrychlila algoritmus a zaroven nezvysila pamétovou
narocnost.

Zopakujeme také poznatky o pamétové narocnosti, které jsme zapocaly
v kapitole [3.2.1] Pro uloZeni v8ech dat pro klasické algoritmy bez pouziti
fidkych matic potfebujeme dvé matice odmén a dvé matice pravdépodobnosti
prechodu kazd4a o rozmérech 96 x 96, dohromady 4 * 962 = 36864 hodnot do
nasi paméti. Pro blokovou implementaci pak potiebujeme misto kazdé této
matice dvacet¢tyri matic o rozméru 4 x 4, dohromady 7680 hodnot tedy asi
pétinu. Pokud bychom ukléddali matice 96 x 96 jako fidké potfebovali bychom
dohromady 4 % 480 = 1920 hodnot. Co se ty¢e pamétové naroc¢nosti mizeme

tedy s klidem fict, ze ¥idké matice jsou s prehledem nejzajimavéjsi.
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4. ZAaveér

Co se nam tedy v této praci povedlo? Definovali a motivovali jsme po-
vlastnosti. Uk4zali jsme si algroritmy urc¢ené k feSeni takovychto problémii a
implementovali jsme je v jazyce python.

Tyto implementace jsme pouzili k feSeni problému z redlného svéta, kon-
krétné v oblasti energetiky a ten se nam povedlo vyfesit. Zamérili jsme se
na zpusoby, které by mohli vést k zefektivnéni feSeni tohoto problému coz
se nam povedlo specifickou implementaci algoritmu Value iteration, kterd si
vedla lépe nez jsem ocekaval.

Rychlost algoritmi pro takovyto problém jsme pak empiricky porovnali
pomoci ¢asu potfebného pro vypocet a procesorového casu, vysledky je mozné
nahlédnout v tabulce Nékteré vysledky nejsou uplné ocekavané, pre-
devsim pomalost algoritmi s Tidkymi maticeli stejné jako fakt, Ze Policy
iteration je rychlejsi nez jeji modifikované verze.

Podivali jsme se i na problém vzniku velkych matic, které budou potieba
pro Teseni podobnych problému v budoucnu, a kromé jiz zminéné specifické
implementace jsme se pokusili problém vytesit i pouzitim fidkych matic, kon-
krétné jsme zvolili format CSR, které nam tento problém da se Fici vyftesily.
Ptvodni matice zabiraly v paméti témér dvacetkrat vice mista nez ty ridké.

Nastaly ovSem i nékteré problémy. Prvni spociva ve faktu, ze i presto, ze
jsem ptuvodné myslel, Ze mam dostatek dat, bych nyni uptednostnil, kdybych
mél k dispozici jesté jeden rok navic, abych jej mohl pouzit jako testovaci set.
Stejné tak implementace ridkych matic vedla ke zpomaleni algoritmi, coz by
se idealné dit nemélo, ¢emuz napomahd i mé volba formatu CSR. Stejné tak
mize byt na viné mé ipmlementace algoritmii.

Nas model by Slo vylepsit, napiiklad bychom mohli povolit vice akeci.
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Bylo by mozné povolit nabijet a vybijet baterii jen ¢astecné. Zavedli bychom
k tomu akce ,Nabij o 2%* a ,Vybij o %" a navic bychom se pii této im-
plementaci neobesli bez akce ,,Nic nedélej“. Stejné tak by nam pfibyly stavy.
Misto nabito a vybito bychom uvadéli informaci o stavu baterie.

Jen pro predstavu se jesté zamyslime, jak velky by tento problém byl.
Povolime-li zménu stavu baterie o nasobky deseti, tedy +0, £10%, £20%,
..., £100%, dostaneme 21 akci, tedy 21 matic piechodu a stejny pocet matic
odmén. Navic matice budou nasobné vétsi, kazda tato matice bude o rozmé-
rech 528 x 528, to jest 22 stavi pro kazdou hodinu. Pro blokovou implementaci
z kapitoly bychom potiebovali matice 22 x 22. Matice prechodu by byly
jesteé 1idsi, protoze nadale bychom mohli pomoci jedné akce piejit z jednoho
stavu do nejvyse 2 jinych. Ze stavu 0% se miuizeme pomoci akce ,,Nabij o
20%* dostat jen do stavii 149% a 140%,

Podobné by bylo mozné zakomponovat i dalsi informace, které by mohli
mit vliv na chovani sité. Da se ocekavat, Ze chovani energetické sité v zimé
se bude lisit od jeho chovani v 1ét€, i kdyby jen vlivem solarnich elektraren.
Stejné tak se da o¢ekavat rozdil mezi vikendy a pracovnimi dny. Tyto pro-
blémy by méli byt feSitelné pomoci stejnych algoritmi jen bychom museli
yhafouknout® stavy o dalsi proménné, ktera by je definovala.

S timto ovSem narazime na néco, co povazuji za omezeni tohoto zptisobu
reSeni. A to konkrétné naroc¢nost na mnozstvi dat, kterd budou potieba.
Jen to, ze budeme métit vychylku sité kazdych pét minut ndm vytvori 1152
stavi za kazdy den. Navic si dovolim vyslovit doménku, ze ziskat dostatek
relevantnich dat nebude lehké, protoze trh s energetikou posledni dobou pro-
chéazi zna¢nymi turbulencemi at uz zpusobenymi valkou, nebo opatienimi v

ramci Green dealu.
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Apendix

Zavedeni markovskych fetézci

V této sekei si ukdzeme jak se da také dospét k definici markovskych roz-
hodovacich procesti. Za¢neme od nejjednodussiho konstruktu a to Markoviv

retezec:

Definice 8. Rekneme, Ze posloupnost diskrétnich ndhodnych velic¢in { X0 freny s
které nabyvaji hodnot z mnoziny S C Ny, tvoii Markoviv Tetézec, jestlize

plati:

P(Xn+1 = ]|Xn = Z.nan—l - i?L—la Xp_g = in—27 s 7X0 = ZO) - P(Xn—l-l' = j’Xn = Zn)
(62)

pro kazdé n € Ny a ig,...,i,,] € S pro které:
P(Xn = ina anl - Z.nfl, Xn,Q = Z’n*Za e ,XO - Zo) > O (63)

K Markovovskym fetézciim si uvedeme dvé dilezité vlastnosti:

Definice 9. Oznac¢me pro libovolné 7,7 € S an € N: pgb) pravdépodobnost,
7e se za n kroka dostaneme ze stavu ¢ do stavu j. f{ekneme, 7e fetézec je
nerozlozitelnyj, pokud pro kazdou dvojici stavii i, j € S existuje n € N takové,
ze pg-z) > 0.

Definice 10. Necht {X,,,n € N} je homogenni Markoviv fetézec s mnozinou

stavit S a matici pravdépodobnosti prechodu P. Necht a = {a;,j € S} je

rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné S. Potom a nazveme staciondrnim
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rozdélenim daného rozdéleni, plati-li:
a=aP (64)

Stacionarni rozdéleni o ndm udava pravdépodobnost, Ze po ustaleni pro-
cesu se bude fetézec nachazet v daném stavu.

Casto by nés zajimalo, co chovini Fetézce pfinese nam. K tomuto slouzi
takzvané Markovovy Tetézce s vynosy, kde nam pribudou, jak jiz nazev na-
povida, odmény.

Méjme matici R = (r;;), kde r;; je odmeéna za prechod ze stavu i do stavu
J. Tuto matici nazveme matice odmén. Markovovsky fetézec spolu s jemu
prislusnou matici odmén nazveme pravé Markovoviv fetézec s viinosy.

Zatim jsme je analyzovali néjaky proces, nad kterym jsme neméli zddnou
kontrolu. Co kdyz mizeme ovliviiovat chovani procesu? To nam dovoli prave
markovské rozhodovaci procesy, kterymi jsme se zabyvali a jejichZz definici
jsme zac¢inali, konkrétné definice

Pokud by se ¢tenaf chtél dozvédét o tomto tématu vice, mize nahlédnout

napiiklad do [I].
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Prilohy

V piiloze pojmenované Suransky DP _Prilohy.zip je mozna najit kody

slibené v kapitole [2] stejné jako data pouzita v prakticke ¢asti[3]
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