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Uvod

Logistickd rovnice je jednou z nejpouzivanéjsich rovnic pii modelovani populacniho rustu.
Studuje se jak ve formé spojité (diferencidlni), tak diskrétni (diferencni). V této praci se
budeme zabyvat ivodem do dynamickych systému prostfednictvim diferenc¢ni logistické
rovnice.

Prace je rozdélena do ¢ty kapitol. V prvni kapitole budou predstaveny osobnosti, které se
zabyvaly dynamickymi systémy, teorii chaosu a nejvice ptispély k rozvoji logistické dife-
ren¢ni rovnice.

V druhé kapitole zavadime pojmy tykajici se logistické diferen¢ni rovnice, témi jsou: dyna-
micky systém, diferenéni rovnice, rovnovazné body a periodické body a cykly. Tyto pojmy
jsou prevazné cerpany ze zdroju [13], [14], [15], [16], [17].

Nasledujici treti kapitola pojednava o logistické rovnici. Je rozdélena do tii casti. Prvni
cast se zameéruje na analyzu logistické rovnice, druhda a tieti ¢ast pojednava o bifurka¢nim
diagramu a chaosu.

V posledni kapitole predstavime diskrétni modely Malthusuv a Verhulstuv. Pro zajimavost
uvedeme nékolik piikladu spojitych modeli. Vzhledem k rozsahu této prace jde o prosté
uvedeni do problému dynamickych systému. Celd prace je sdzena pomoci typografického
systému IXTEX, grafy jsou vytvoreny v matematickém softwaru GeoGebra.



Kapitola 1

Osobnosti

Cilem této ivodni kapitoly je priblizit osobnosti, které se zabyvaly a ptispély ve zkoumani
logistické rovnice a teorie chaosu.

1.1 Thomas Robert Malthus

AN ESSAY

PRINCIPLE OF POPULATION;

A VIEW OF ITS PAST AND PRESENT EFFECTS

HUMAN HAPPINESS;

LONDON -
JOHN MURRAY, ALBEMARLE STREET.

| ADECERXN.

Obrazek 1.1: Thomas Robert Malthus Obrazek 1.2: Esej o principu populace

Reverend Thomas Robert Malthus se narodil 13. inora 1766 ve Wottonu nedaleko Gu-
ildfordu ve Velké Britanii, byl ditétem vzdélanych rodi¢t Daniela Malthuse a jeho zeny,
byvalé Henrietty Catheriny Grahamové. Diky vazené a dobfte situované rodiné se Tho-
masovi dostalo elitniho vzdélani v Cambridge. Pti studiich vynikal v latiné, angli¢tine,
starofectiné a predevSim matematice. Byl velmi silné duchovné zalozen a po ukonceni
studii pusobil nékolik let jako anglikdnsky pastor. Ozenil se az ve véku 38 let. Vzal si
svou sestfenici Harriet a mél s ni t¥i déti. Od roku 1805 pusobil jako profesor déjin a po-



litické ekonomie na East India College. Podilel se na zalozeni klubu politické ekonomie a
Londynské statistické spole¢nosti. Zemiel 23. prosince 1834 v Bathu ve véku 86 let.

Mezi léty 1798 a 1826 publikoval Malthus v nékolika vydéanich svoje nejznaméjsi dilo Esej
o principu populace. Puvodné slo o maly spis, protoze autor spravné tusil, Ze jde o sporné
a ne piilis popularni téma. Esej vyvolala mnoho protestu a odmitani. Avsak nasli se i jeji
nadseni priznivci. Uspéch této knihy predstihl ocekavani a brzy Malthuse proslavila v Anglii
i za jejimi hranicemi. S kazdym novym vydanim pfichazely i kritiky, které obohatily vydani
dalsi, a tak vznikaly stale nové materidly. Esej napsal v reakci na optimismus svého otce,
a jako kritiku nézoru anglického filozofa Williama Godwina (1756-1836) a francouzského
matematika a osvicenského filozofa Marquise de Condorceta (1743-1794). Goodwin tvr-
dil, ze se lidé mohou sebezdokonolovat tim, ze rozviji svij vlastni rozum — to znamena
svou inteligenci, a pravé ta hraje u clovéka nejveétsi roli. Malthus s tvrzenim, ze u clovéka
hraje nejvétsi roli rozum, nesouhlasil, schvaloval, ze se ¢lovék muze tidit rozumem, ale
i kdyz se jim 1idi, stdle podléha zakladnimu prirodnimu zdékonu. Podle Mathuse zdkon
prirody v ¢lovéku vyvolava dva zakladni pudy — potravni a rozmnozovaci pud. Tvrdil,
ze tyto pudy stoji nad rozumem. Déle zkoumal existenci souladu mezi potravnim a roz-
mnozovacim (populaénim) motivem. Dospél k zévéru, ze soulad mezi motivy neni. Tvrdil,
Ze se potraviny zvysuji aritmetickou fadou, tzn. 1,2,3,4,5, ... ale populace se zvySuje ge-
ometrickou fadou, tzn. Ze se ¢isla nasobi 1,2,4,8,16, ... V tomto Malthus vidél zakladni
problém: potraviny rostou mensi rychlosti nez populace, a to zpusobuje zna¢né komplikace.
Své tvrzeni se snazil dokazat na vyzkumech v USA i Evropé. Malthusova teorie nebyla ni-
kdy potvrzena. Dalsim jeho objevem byl napiiklad zdkon klesajicich vynosu. [1], [2], [3]

PFYERHULST.

Obrazek 1.3: Pierre Frangois Verhulst



1.2 Pierre Francois Verhulst

Pierre Francois Verhulst se narodil 28.tijna 1804 v Bruselu v tehdejsi francouzské kolo-
nii pozdéjsi c¢asti Belgie. Pochazel ze zamozné rodiny, ktera mu dopiala kvalitni vzdélani.
Stredni skola Athenaeum v Bruselu méla vynikajici povést a dala Verhulstovi mnohem
sirsi vzdélani, nez jiné skoly v té dobé, obzvlasté ve vyuce ptirodovédnych predmétu. Ver-
hulst vynikal ve védé, ale mél i jiné schopnosti, dvakrat vyhrél cenu latinské poezie. Spolu
se spoluzdky Josephem Plateauem a Guillaume-Adolphem Nerenburgerem ziskali hlavni
cenu v matematice v srpnu 1822. V tomto roce Verhulst prerusil vzdélani v Athenaeu. Byl
velmi horlivy, chtél rychle pokracovat ve studiu na vysoké skole. V zari 1822 zacal studovat
na univerzité v Gantu obor exaktnich véd. Po pouhych 3 letech studia dne 3.srpna 1825
ziskal doktorsky titul za svou praci De resolutione tum algebraica, tum lineari Aequatio-
num binominalium®, ve které studoval sniZzeni stupné binomickych rovnic. Prvni zminka
o popula¢nim rustu vedouci ke vzniku logistické rovnice vznikla v roce 1838 v prispévku
Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement?, kde pise:

SVime, ze slavny (Thomas Robert) Malthus ukdzal, Ze lidskd populace
md tendenci rust geometrickou Tadou, tedy tak, Ze se zdvojndsobi za
urcité casové obdobi, napriklad kaZdych dvacet pét let. Toto tvrzeni je
nesporné, pokud budeme ignorovat zvysujici se problém s obstardanim si
gidla. .. Virtudlni ndrust populace je proto omezen velikosti a plodnosti
zeme. Vysledkem je, Ze populace se dostdvd blize a blize k dosaZeni rov-
novazného stavu...”

V prispévku Verhulst argumentoval proti modelu popula¢niho rustu a misto toho navrhl
model s diferencialni rovnici, nyni znamy jako logistickd rovnice ve tvaru

' =rz(l—x).

Dalsi knihu o popula¢nim rustu s nazvem Recherches mathématiques sur la Loi d’accroisse-
ment de la population® vydal v roce 1844. Neni jasné, pro¢ pojmenoval rovnici jako logis-
tickou, Hugo Pastijn se domniva:

», Neni jasné, pro¢ Verhulst ve svém sdéleni z listopadu 1844 nazyvd tuto
krivku A courbe logistique*. Dalo by se odhadnout, Ze se odkazuje na
termin logistika, souvisejici s prepravou a distribuci v dodavatelském
retézci armddy, analogicky k zdsobovdani obZivy, to znamend, populace,
kterd se povazuje za omezenou. Termin logistika se do jisté miry pouZival
ve wvojenském prostredi. Mohl s nim byt obezndamen prostrednictvim
svych vojenskych kontakti ve Vojenské akademii v Bruselu. Dalsi mozné
vysvétlend terminu logistiky mohl byt francouzsky vygraz ,logis® (misto
k Zivotu), ktery samozrejmé souvisel s omezengmi zdroji pro obZivu po-
pulace, kterou se Verhulst zabyjval ve svém modelu. ”

'Rozlisen{ a vyieseni algebraickych a také linedrnich binomindlnich rovnic
2Pokyny k zdkonu o ristu populace
3Matematicky vyzkum zdkonu ristu populace



Verhulst byl v roce 1848 zvolen prezidentem Krélovské akademie pro védy a umeéni Belgie.
Spatny zdravotni stav, ktery ho trapil cely zivot, se zhorsoval a v roce 1849 zemrtel. [4], [5],
[6]

=
=
—
_

Obrézek 1.4: John von Neumann

1.3 John von Neumann

Matematik, informatik, chemik, fyzik, inzenyr, vynélezce, ekonom, jaderny védec a vy-
sokoskolsky pedagog rodnym jménem Janos Lajos Neumann se narodil 28. prosince 1903
v Budapesti v Madarsku. Neumann se celosvétové proslavil v roce 1928 jako spolutvirce
matematické teorie her, ktera se dodnes pouziva v ekonomice i v politice. V roce 1930 se
stal, uz jako prosluly védec, spolu s Albertem Einsteinem zakladajicim clenem a vedoucim
oddéleni matematiky nového ”Institut for Advanced Study” v Princetonu. Nejvyznamnéjsi
jsou jeho objevy jako prukopnika digitdlnich pocitacu a operacni teorie kvantové mecha-
niky a konceptu celularniho automatu. Spolu s Edwardem Tellerem a Stanislawem Ulamem
se zabyval jadernou fyzikou, kde vytvorili zdkladni predpoklady termonukledarnich reakei a
vodikové bomby. V roce 1947 spolu se Stanislavem Ulamem studoval vlastnosti rovnice

Ynt+1 = 1- 2y7217

ve ktera je dnes znamé jako Ulamovo zobrazeni. Toto zobrazeni 1ze prevést na tvar logistické
rovnice s parametrem r = 4
Tpy1 = 42, (1 — x,).

Zemtel po dlouhém boji s rakovinou 8. inora 1957. [7]

4Logisticka kiivka
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Obrézek 1.5: Stanistaw Marcin Ulam

1.4 Stanistaw Marcin Ulam

Stanistaw Marcin Ulam se narodil 13. dubna 1909 ve Lwéwu v tehdejsim Rakousku-Uhersku.
Byl americky matematik polského a zidovského puvodu. Stal se vynalezcem termonuklearni
zbrané, rakety na nukledrni pohon a predstavil fadu matematickych teorii. Dokonce si ne-
chal patentovat konstrukci atomové bomby. Jak jiz bylo feceno, Ulam pracoval s Neuman-
nem na studiu Ulamova zobrazeni. V roce 1984 zemfel na srde¢ni mrtvici v Santa Fe. [§]

Obrazek 1.6: Robert May
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1.5 Robert May

Fyzik a ekolog Robert May se narodil 8. ledna 1938 v Sydney v Austrélii. Jiz od pocatku své
kariéry se May vénoval populac¢ni dynamice zvitat. Na logistickou rovnici narazil pfi popisu
vyvoje populace. Zjistil, jak se chova populace pfi nizkych hodnotach parametru r, také
zjistil pri jakych hodnotach se populace neustali. Védél, co se déje az do hodnoty 3, 5699,
ale nebylo mu jasné, co za touto hodnotou nésleduje. Odpovéd na tuto zdhadu odhalili az
jeho doktorandi, James Yorke a Tien-Yien Li, které dnes povazujeme za zakladatele teorie
Chaosu. V roce 2001 mu byl udélen dozivotni titul Lord. May stale jesté uc¢i a sbird ruzné
ceny za své objevy v oboru populacniho vyvoje. [9], [10]

Obréazek 1.7: James Alan Yorke

1.6 James Alan Yorke

James Alan Yorke, profesor matematiky a fyziky, byvaly predseda matematiky na Uni-
versity of Maryland, Collage Park, se narodil 3.srpna 1941 v Plainfieldu v New Jesey ve
Spojenych statech americkych. Yorkeho snad nejvice proslavil ¢lanek ,, Period three implies
Chaos“®, na kterém spolupracoval s jiz zminénym Tien-Yienem. Clanek publikovali v roce
1975 v ,,The American Mathematical Monthly“S. Profesor Yorke byl spoluautorem tiech
knih o chaosu ,, Dynamics: Numerical Ezplorations“”, ,,Coping with Chaos“® a ,Chaos: An

5Perioda tii implikuje chaos
6 Americky matematicky mésiénik
"Dynamika: Numerické zkoumani
8Jak se vyrovnat s chaosem
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Introduction to Dynamical Systems“® a monografie o kapavce a epidemiologii. V roce 2003

spolu s Beniotym Mandelbrotem dostal japonskou cenu v oblasti védy a technologie. Yor-
keho zivotopis obsahuje vice nez 300 publikaci a mnohé z nich jsou dostupné online. [11]

Obrazek 1.8: Mitchell Jay Feigenbaum

1.7 Mitchell Jay Feigenbaum

Mitchell Jay Feigenbaum se narodil 19. prosince 1944 ve Filadelfii ve Spojenych statech
americkych. Feigenbaum je matematicky fyzik, jehoz prace v teorii chaosu vedla k ob-
jevu znamé Feigenbaumovy konstanty. V roce 1970 ziskal doktorat za préaci o disperznich
vztazich podle Francisova zdkona. Péar let pusobil na Cornellu jako védecky pracovnik, a
poté jako postgradudlni pracovnik na Polytechnickém Institutu ve Virginii. Po dvou le-
tech stravenych ve Virginii dostal nabidku na dlouhodobéjsi spolupraci v Los Almanos
v Novém Mexiku v Narodni laboratori, kterou prijal. Zapojil se do Wilsonovy skupiny,
jejiz myslenkou bylo vyfeseni pul stoleti starého problému turbulence. Fraigenbau piSe:

, Kdyz jsem dorazil do Los Alamos, vedouci oddéleni teorie P. Crru-
thers citil, Ze nastal ten sprdvny cas a ja byl vhodny clovek, ktery by
mohl zjistit, jestli Wilsonova skupina renormalizace muze vyresit sto-
leti a pul stary problém turbulence. Ve zkratce — nemohla, nebo doposud
nevyresila — ale dovedlo mé to k nadherngm smérum.”

9Chaos: Uvod do dynamickych systému
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Do téchto ,nadhernych sméru“, na které Fiegenbaum odkazuje, zahrnuje studii chaosu,
ve které vytvoril pozoruhodny objev. Diky pomalym poc¢ita¢im se mu podarilo zpozoro-
vat vSechny mezistupné vypoctu, které mu pomohly pti studiu chovani diferen¢ni rovnice.
V roce 1975 nalezl konstanty, diky kterym piispél ke studiu logistické rovnice a teorii cha-
osu. Tyto konstanty byly po Fiegenbaumeovi pojmenovany, tzv. Feigenbaumovy konstanty,
vyjadiujici pomér rozdilu mezi dvéma nasledujicimi bifurkacnimi'® body. V dubnu 1976
Fiegenbaum dokonéil svij prvni ¢lanek na toto téma a predlozil ho ¢asopisu, poté ¢ekal
Sest meésicu na rozhodnuti, ale bohuzel byl odmitnut. V nasledujicich letech byl pozadan
o kopii ¢lanku od vice nez 1000 védct. Nakonec se mu podafilo zverejnit ¢lanek v roce 1978.
V roce 1982 byl jmenovan profesorem. O pér let pozdéji ziskal Wolfovu cenu za fyziku. [12]

0rozvétvujicimi se
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Kapitola 2

Matematicky aparat

V této préaci se budeme hlavné zabyvat diferencni rovnici ve tvaru
z(n+1) =rz(n)(l —xz(n)). (2.1)

Tato rovnice se nazyva diskrétni logistickd rovnice s pocatetni podminkou z(0). V této
kapitole jsou ¢erpany definice z knih [13] ¢aste¢ného prekladu [14], [15], [16], [17].

2.1 Dynamické systémy

Vyvoj urcitych jevii ménicich se v ¢ase nazyvame dynamickymi systémy, tyto systémy
pouzivame tam, kde potfebujeme vyjadrit dynamické chovani. Dynamickym chovanim
méame na mysli ur¢itou zménu stavu systému v case (napf. rok, meésic, tyden, den, ...)
Tyto jevy nachazime naptiklad v oblasti ekonomie, statistiky a strojového uceni, mediciné
¢i chemii. Nejcastéji jsou tyto jevy spojovany s rustem ¢i poklesem populace, feSeni prutoku
elektrického proudu v elektrickych obvodech ¢i sporeni na bankovnich uc¢tech. Dynamické
systémy lze popsat diferenénimi nebo diferencialnimi rovnicemi ptipadné jejich sousta-
vami. U dynamickych systému nds zajimé vyvoj jevu, c¢asto si klademe otazku, jak lze
predpovédét stav systému v budoucnosti a jakych stavi bude systém nabyvat.

2.2 Diferenc¢ni rovnice

Diferenc¢ni rovnice obvykle popisuji vyvoj urcitého jevu v prubéhu ¢asu, pokud chapeme
c¢as v diskrétnich krocich. Napiiklad mame populaci v case (n+ 1), jejiz velikost z(n+1) je
funkei n-té generace x(n). Tento vztah vyjadiime pomoci diferencni rovnice, kde n znaci
¢asovou jednotku

z(n+1) = f(z(n)) n=0,1,2,... (2.2)

15



Tato diferencni rovnice se nazyva autonomni neboli nezavisla na ¢ase. Pokud bychom méli
dany pocateéni bod xg, muzeme generovat posloupnost

xo = z(0),

x1 = z(1) = f(z(0)) = f(zo),

wy = 2(2) = f(z(1)) = f(f(20)) = f*(20),

w3 = 2(3) = f(2(2)) = f(f(f(20))) = f*(w0),

Kde f je iteracnd funkci, bod xg je pocatecni iteraci a slozend funkce f", pro kterou plati

fl(ifo) = f(wo),
(o) = F(f™(0)) pro n=1,23...,

se nazyva n-ta iterace bodu xzq, viz Obrazek 2.1.

2.3 Rovnovazné body

Definice 2.1. Necht je ddno zobrazeni f : R — R. Bod z* z definiéniho oboru f budeme
nazyvat rovnovazny bod diferenéni rovnice

z(n+1) = f(z(n)), (2.3)
jestlize je pevnym bodem zobrazeni f, tj. f(z*) = x*.

Pokud budeme rovnovéazny bod x* sledovat v ¢ase, pak =* = 2*(n) muzeme chapat jako
konstantni funkci y = z*, nebot jestlize x(0) = z* je poc¢atecnim bodem, potom plati

Graficky rovnovaznym bodem je z-ové soutadnice pruseciku grafu funkce f(z) s grafem
funkce y = z. Obrazek 2.1 znazornuje situaci pro funkci

z(n+1) =2%(n),

kde f(z) = 23, ma tii rovnovdzné body. K nalezeni téchto bodu polozime f(z*) = z*, ¢ili
dostdvame rovnici 2° = x, kterou kdyz vyfesime, dostaneme z-ové souradnice jednotlivych

16



f(a’;(())) .................................

f(a’;(]_)) .

f(z(2))

¥/ T3 T2 T1 o  x(n)

Obrazek 2.1: Graf funkce f(z) = 2% [vlastni tvorba]
rovnovaznych bodu: zj = —1, 27 =0 a x) = 1.
Obrazek 2.2 ilustruje jiny priklad, kdy
fx) =2 —x+1.

a tedy, kdyz polozime funkci f(z) = 22 — x + 1 = x ziskdme jen jeden rovnovdzny bod
¥ =1.

Definice 2.2. Necht z je bodem defini¢niho oboru zobrazeni f. Jestlize existuje kladné
celé ¢islo n a rovnovazny bod x* rovnice (2.3) takovy, ze f™(x) = z*, f"~'(x) # z*, potom
x nazyvame eventudlné rovnovaznym bodem.

Priklad 2.1. (Stanové zobrazeni). Uvazujeme rovnici

2(n+1) = T(2(n)),

kde .
B 20 0<z<3
T($)_{2(1—x) legp<i

Tato rovnice mé dva rovnovazné body 0 a %, viz Obrazek 2.3.

T(0)=2-0=0,
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e

zt =1 x(n)

Obrazek 2.2: Rovnovéazny bod f(z) = 2? — x + 1 [vlastni tvorba]

r(2)=2-2.2-2
3 3 3

Nyni si ukazeme nékolik prikladu eventudlné rovnovaznych bodu. Naptiklad posloupnost:

6
R L LT Lo (1Y
3.2n) 3. on L 3.2n)  3.n2 ’ 3.0 ) 3 2n

To znamend, ze rovnovazny bod % je dosazitelny z kazdého bodu tvaru #, tedy po-

sloupnost téchto bodu tvori eventualné dosazitelnych bodu. Obdobné muzeme nalézt po-
sloupnost:
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z(n+1)

f(zo) t--------------

0.5

1 z(n)

Obrazek 2.3: Rovnovazné body stanového (z anglického tent) zobrazeni [vlastni tvorba]

Definice 2.3. Necht z* je rovnovazny bod diferencni rovnice (2.2). Pak:

1. z* nazveme stabilni (viz Obr. 2.4), jestlize pro kazdé £ > 0 existuje § > 0 takové, ze

pro kazdou pocatecni iteraci zg, jez spliuje nerovnost |xg — z*| < §, plati | f™(xg) —
x*| < &, a to pro véechna n € N. Jestlize z* nenf stabilni, pak se nazyva nestabilni

(viz Obr. 2.5).

. Rekneme, ze bod x* je atraktivni (pritazlivy), jestlize existuje n > 0 takové, ze pro
kazdé xq splnujici
|z(0) —2*| <n plati lim z(n) = z".
n—oo
Jestlize n = oo, potom se bod z* nazyva globdlné pritahugici (atraktivni) rovnovazniy
bod nebo globdlni atraktor.

Naopak fekneme, ze bod x* je odpuzujici (repulzivni), jestlize existuje n > 0 takové,
ze pro kazdé xo # x* splaujici |zo—a*| < 1 existuje takové n € N, ze | f™(xg) —z*| > .

. Bod z* je asymptoticky stabilni rovnovdzny bod (viz Obr. 2.6), jestlize je stabilni a
pritazlivy. Jestlize n = oo, potom bod x* nazyvame globalné asymptoticky stabilni
rovnovazny bod.

V nésledujicich vétach si uvedeme dulezité kritérium asymptotické stability ¢i nestabi-
lity rovnovaznych bodu.

Véta 2.1. Necht x* je rovnovdzngm bodem diferencni rovnice (2.2), kde f je spojité dife-
rencovatelnd v x*. Potom jsou pravdivé ndsledugjici vyroky:
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A x,
¥+ e
°
w* + 6 __':'4_' I, _ __________ _ - - = _,; _ —
To ¢ .
x* ~".
.
w*_(s -___________'..___: ____________
¥ —e¢
I S S A A

Obréazek 2.4: Stabilni rovnovazny bod x*. Pokud se zy nachazi v é-okoli bodu z*, pak je
x, v e-okoli z* pro vSechna n > 0. [vlastni tvorba)]

A 7% )
¥+ ¢
.'.
..'.. .:A' ..‘
x*+9 —— —'e. —————————— — ————— *; - — =
.

-0 T e T T T ' '———————————j—
°

x*—e¢

®
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 m

Obrézek 2.5: Nestabilni rovnovazny bod x*. Existuje takové € > 0, ze pro kazdé xq spliujici
|zg — x*| < 0 pro kazdé 6 > 0 existuje n € N, pro které x,, = f™(zo) nelezi v e-ovém okoli
bodu z*. [vlastni tvorba)]
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Obrazek 2.6: Asymptoticky stabilni rovnovazny bod x*. Je stabilni a zaroven plati: jestlize
xg je v m-okoli z*, pak lim,, ., f"(x¢) = z*. [vlastni tvorba]

a) Jestlize |f'(x*)| < 1, potom je x* asymptoticky stabilni.

b) Jestlize | f'(z*)| > 1, potom je x* nestabilni.

Véta 2.2. Predpokladdme, Ze pro rovnovazny bod x* diferencni rovnice (2.2) md f'(z*) = 1.
Potom plati nasledugici tvrzeni:

a) Jestlize | f"(x*)| # 0, potom je x* nestabilni.

b) Jestlize | f"(x*)] =0 a f"(x*) > 0, potom je x* nestabilni.

c) Jestlize | f"(x*)] =0 a f"(z*) <0, potom je x* asymptoticky stabilni.
Diikaz. Viz pouzitd literatura [13].

Nyni budeme uvazovat Schwarzovu derivaci funkce.

Fa-315

Konkrétné pro piipad kdy f'(z*) = —1, je

Sf(x)

S (prat).

S = —f"(a") -

21



Véta 2.3. Predpokliddme, Ze rovnovadzny bod x* diferencni rovnice (2.2) md f'(x*) = —1.
Potom plati nasledujici tvrzeni:

a) Jestlize Sf(x*) <0, potom je x* asymptoticky stabiln.

b) Jestlize Sf(xz*) > 0, potom je x* nestabilni.

2.4 Periodické body a cykly

Definice 2.4. Necht zq lezi v defini¢nim oborou zobrazeni f. Potom:

1. xo nazyvame periodicky bod zobrazeni f nebo (2.2), jestlize pro néjaké piirozené k je
¥(x0) = 0 a fi(xg) # 29 proi = 1,2, ..., k—1. To znamend, Ze bod je k-periodicky,
jestlize je pevnym bodem f*, tj. jestlize je rovnovaznym bodem diferenéni rovnice

2(n+1) = gla(n)), (2.4)
kde g = f*. Periodickd orbita bodu z,
O(x()) = {I'(), f(.l’o), f2(‘T0)7 cry fk71<x0)}7
je casto nazyvana k-cyklus.

2. o nazveme eventudlné k-periodickym, jestlize pro néjaké prirozené ¢islo m je f™(zo)
k-periodickym bodem. Jinymi slovy, x( je eventualné k-periodické, jestlize

fm+k($0) = f"(x0).

Na Obrézku 2.7 muzeme vidét étyfi pevné body grafu funkee f2, kde f je tzv. logistickd
funkce. Z jiz zminénych ¢tytech pevnych bodu, jsou dva (z7, z%) pevnymi bodu funkce f
(viz Obr. 2.8). Body (2,1, xp2) tvoif 2-cyklus.

Definice 2.5. Necht bod z, je k-periodickym bodem zobrazeni f. Pak fekneme, Ze bod
je:

1. stabilni, jestlize je stabilnim pevnym bodem zobrazeni f*,

2. asymptoticky stabilni, jestlize je asymptoticky stabilnim pevnym bodem zobrazeni
fk
3. nestabilni, jestlize je nestabilnim pevnym bodem zobrazeni f*.
Pozndmka 2.1. Z definice (2.5) vyplyvéd, ze pokud je jeden bod néjakého k-cyklu stabilni,
pak jsou stabilni i ostatni body tohoto cyklu. Toto tvrzeni plati i pro nestabilitu bodu,

tudiz jestlize je jeden bode néjakého k-cyklu nestabilni, pak jsou nestabilni i ostatni body
tohoto cyklu. Proto mluvime o stabilité, pripadné nestabilité celého periodického orbitu.
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A
z(n + 2)

xz Lp1 ‘L>1k Lp2 \ x(n)

Obréazek 2.7: Graf funkce f2 kde f(x) = 3,3x(1 — ) [vlastni tvorba]

Déle si uvedeme kritéria stability cyklu, neboli kritéria stability pevnych bodu funkce
f*, tato kritéria zkoumame podobné jako u pevnych bodu funkce f.

Véta 2.4. Necht O(xo) = {xo, 21, ..., Tp_1} je k-cyklus funkce f, kterd je spojité diferen-
covatelna. Pak:

a) k-cyklus O(xo) a tedy 1 kazdy jeho bod je asymptoticky stabilni, jestlize plati
[f' (o) - f'(r) - f i) <1,

b) k-cyklus O(xq) a tedy i kazdy jeho bod je nestabilni, jestlize plati
|f'(@o) - (1) o fian-1)] > 1

Diikaz. Podle véty (2.4) je x stabilni |f'(z)| < 1 a nestabilni |f'(x)| > 1. Podle véty
o derivaci slozené funkce plati, ze

[ (o)) = [f(f* (@o)) = F(f* M wo)) - [f* (o)) =
= f'(@per) - [ @) = = flaw-r) - (@) - f (o).
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xz(n+1)

@] wo Tp1 x5 Tpz \ :c(n)V

Obrézek 2.8: Graf funkce f(x) = 3,3x(1 — x), kde bod xy je skoro periodicky bod a body
Tp1 & Tpe jsou periodické. [vlastni tvorbal
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Kapitola 3

Logisticka rovnice

V této kapitole rozebereme rovnici (3.1). Za¢neme rovnovaznymi body a pres cykly se

dostaneme az k chaosu. [18]
Mame tedy logistickou diferen¢ni rovnici

z(n+1) =rz(n)(1 —z(n)),

kterd se vaze k iterovani funkce

F.(z)=rz(l—2), xz€][0,1], re€]0,4].

3.1 Analyza logistické rovnice
Dale budeme pouzivat oznaceni pro rovnici

F.(z) =rz(1 —z).

3.1.1 Rovnovazné body

Abychom dostali rovnovazny bod funkce F, musime polozit

t.

Resfme tedy kvadratickou rovnici

jejimiz kofeny jsou

25
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V nékterych ptripadech jsou oba tyto kofeny rovnice zaroven pevnymi body funkce F.,
které oznacujeme
1
x1=0 a ry=1——.
Pocet pevnych bodu funkce F, zavisi na hodnoté parametru r. Obrazek 3.1 znazornuje
rovnovazné body logistického zobrazeni F,.. Nyni vysettime stabilitu kazdého rovnovazného
bodu v zévislosti na hodnotach parametru r € (0,4). Uvazujeme definiéni obor funkce F,
pro interval (0, 1)

Obrazek 3.1: Graf funkce F, pro ruzné hodnoty parametru r [vlastni tvorba]

1. Bod rovnovahy zj = 0 je pevhym bodem funkce F, na celém jejim defini¢nim oboru
pro vSechny hodnoty parametru r.

a) Pro 0 <r <1, je za podminky
|Fr(=1)] <1,
t].
|r —2r(z})] < 1,
bude podle véty 2.1 pevny bod z* = 0 asymptoticky stabilni. Ovérime si dosa-
zenim z] = 0, pak
Ir| < 1.
A tento bod z} = 0 je jedinym pevnym bodem funkce F, pro r € (0,1).Graf
funkce na tomto intervalu lezi pod primkou y = x, viz Obréazek 3.1.
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b) Piipad pro r = 1 si zdda specidlni pozornost. Protoze Fj(0) =1 a F{'(0) = —2
z véty 2.2 plyne, ze 0 je nestabilni. To je jisté pravda, kdyz uvazujeme pravé
i levé okoli nuly. Pokud se podivame blize, zjistime, ze stabilita je porusena
pouze zleva, zatimco zprava lze bod 0 oznacit za asymptoticky stabilni. Levé
okoli ovsem nepatii do definicniho oboru funkce F,., a tak bod nula je pro nasi
rovnici asymptoticky stabilni na celém intervalu [0, 1].

c) Pror > 1 je x] = 0 podle véty 2.2 nestabilnim pevnym bodem.
2. Bod rovnovéhy x5 =1 — %, r # 1. Aby platilo z* € (0, 1), musi byt r > 1. Jelikoz

plati
F'(z) =r —2rz,

F’<1—1>:r—2r(1—1>,
r r

1
F'(l——) =r—2r+2,
r

pak s vyuzitim vét 2.1 a 2.3 dostaneme:
a) pro 1 < r < 3 je x* asymptoticky stabilni,
b) pro r = 3 je x* nestabilni,

c¢) pro r > 3 je x* nestabilni.

3.1.2 2-cykly

Abychom nagli 2-cykly, musime fesit rovnici F?(x) = x, tedy
r*r(1—z)1—rx(l—1)] ==z, (3.3)

roznasobime
—rPat 4 2033 — 32 — 22 4% =,
upravime
ot — 20323 + (P + )2 — (r? - Da =0, (3.4)

a dostaneme rovnici ¢tvrtého stupné, kterd ma nejvyse ¢tyfi redlné koteny. Mezi koteny
rovnice (3.3) patii i pevné body ] = 0 a 25 = ’”;—1, abychom tyto body vyloucili, vydélime
rovnici (3.4) polynomem (z — z})(x — 23) tj. x(x — =*). Ziskdme kvadratickou rovnici
ve tvaru

r*x? —r(r+ 1)z + (r+1) = 0. (3.5)

Diskriminant této kvadratické rovnice je

D= (—(r* + 7)) — 4°(r + 1),
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Obrazek 3.2: Graf funkce F? pro ruzné hodnoty parametru r [vlastni tvorba]

po Upravé mame
D=r*—2r% -3 =r%(r = 3)(r + 1).

Resenfmi jsou body 2-cyklu

r+1—+/(r—3)(r+1)

T = 2r ’
., r+14+4/(r=3)(r+1)
1'4: 2/,~ .

Z defini¢niho oboru téchto feseni je ziejmé, ze 2-cyklus existuje pouze pro r > 3. Jestlize
je parametr r = 3 diskriminant D = 0 a jedinym kofenem je pevny bod z* = %, pro lepsi
predstavu viz Obréazek 3.2. Pokud r presdhne tuto kritickou hodnotu 3 a zaroven D > 0,
pak vzniknou dva ruzné realné koreny odpovidajici cyklu délky 2. Podle véty 2.4 je 2-cyklus
asymptoticky stabilni, kdyz

|F(2(0) Fi(z(1)] < 1,

T

tedy presnéji pokud

Lo, (1_2r+1— (r—3)(r+1)) (1_2r+1+\/(;“—3)(r+1)> -1

2r
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—1<1—=(r=3)(r+1)<1.

To je splnéno pro
r<1+v6~ 3,44949.

Zkoumany 2-cyklus je asymptoticky stabilni pro 3 < r < 3,44949, za touto hodnotou
se stava nestabilni.

Jelikoz jsou vypocty nasledujicich cykli naroéné, nebudeme se jimi vice zabyvat. Pro predstavu
4-cyklu uvadime Obréazek 3.3. Vypocty pro 4-cykl viz zdroj [13].

"N
Yy
1.2 4
r=4
19 ﬂ
0.8-I
06{ J
0.4 1
0.2 1
r=1
0 S
L2 L4
-0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 €T
-0.2

Obréazek 3.3: Graf funkce F* pro rizné hodnoty parametru r [vlastni tvorba]

Véta 3.1. (Sarkovského véta) Nechl f je spojitd funkce z intervalu I do I. Na mnoziné
vSech prirozenyjch ¢isel zaved'me nové uspordddni definované ndsledovné:

3<5<7<...<2:3<2:5<2-7T=<...<22.3<=<22.5<22.7< ...

=3 T < < <22 <2<,

Nejprve jsou vSechna lichd ¢isla riznd od 1 v prirozeném usporddant, pak jejich dvojndsobky,
dale jejich ctyrnasobky atd. a u uspordadani se ukonci mocnina ¢isla 2 v sestupném poradsi.
Ma-li funkce f cyklus radu m, kde m < n, tak f mad i cyklus rddu n.
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Nasledujici tabulka shrnuje hodnoty nastupu 2"-cyklu.

n | cyklus (27) | ron

1 12 3

2 |4 3.449490
3 |8 3.544090
4 |16 3.564407
5 | 32 3.568750
6 | 64 3.569690
7 | 128 3.569890
8 | 256 3.569934
9 | 512 3.569943
10 | 1024 3.569945
11 | 2048 3.569946
oo | limitni bod | 3.569947

Tabulka 3.1: cyklus 2" [19]

3.1.3 Bifurkac¢ni diagram

Teorie bifurkace se nejcastéji aplikuje v dynamickych systémech. K bifurkaci dochazi pti
malych zménach parametru r. Bifurkace znac¢i kvantitativni nebo kvalitativni zménu rov-
novaznych bodu. Pro vétsinu hodnot r vétsich nez 3,57 se systém stava chaotickym,
nicméneé i po této hodné muzeme najit oblasti, ve kterych se systém ustéli. Systém zpusobuje
neocekavané zmény chovani. Na grafu logistické funkce neni zcela jasné, pii jakych pocatecnich
podminkach je systém stabilni, kdy dochazi ke zdvojovanim period nebo pro jaké hod-
noty nastava chaotické chovani systému. Bifurkacni diagram nam pomaha k predstaveni
si detailtt chovani systému. Na tomto zobrazeni nalezneme na horizontalni ose hodnoty
vstupniho parametru. V nasi praci se jedna o parametr r. Na vertikdlni ose se zobrazi
x(n) pro n > ng (po odeznéni pocatecniho stavu) najdeme rovnovazné body dynamického
systému. Na Obrazku 3.4 vidime, ze ro, < r < 4 existuje velké mnozstvi malych oken,
kde pritazlivou mnozinou je asymptoticky stabilni cyklus. Nejvétsi takové ,,okno* je kolem
hodnoty r = 3,828427...(r = 1 + v/8), kde mame pfitazlivy 3-cykl. Ve skuteénosti zde
mame k-cykly pro vSechna prirozena k, ale jejich ,okna“ jsou prilis§ mala na to, abychom
je mohli bez ptislusného zvétseni vidét. Mimo tato ,,okna“ obrazek vypada chaoticky. Cely
proces vétveni je vidét na Obréazku 3.8. Pro situaci zndzornénou na Obrazku 2.8 si ukdzeme
graf posloupnosti pro r = 3,3 (viz Obr. 3.5). [20]

3.2 Chaos

Zmatek, neporadek, nebo stav s vysokou neusporadanosti, to jsou vyznamy slova, kterym
se budeme v této podkapitole zabyvat. OvSem neni chaos jako chaos. Chaos, ktery mame
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0.8 Perioda jedna

- N Perioda dvé /1
0.6 ,\ - I\
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04 - Stabilni oblast
0.2 + Oblast chaosu
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r
Obrazek 3.4: Bifurkacéni diagram logistické rovnice [21]

na mysli pojednava o deterministickém chaosu. Z ¢asového hlediska je to budouci stav,
ktery neni predvidatelny pii neznamé pocatecni hodnoté. Muze nastat v systému, ktery ma
vice nez dvé stavové proménné, tedy naptiklad trojdimenzionalnim prostoru. V diskrétnich
procesech existuje i jednorozmérny chaos, ktery nastava pravé u Logistické rovnice.

Jak jsme si jiz tekli v prvni kapitole, v roce 1975 T. Li a J. Yorke publikovali ¢lanek
,Perioda tfi implikuje chaos“, v némz se zabyvaji cykly. Nyni si uvedeme dvé zakladni
véty z tohoto ¢lanku. [22]

Veéta 3.2. (T. Li - J. Yorkeho véta). UvaZujeme spojité zobrazeni f : I — I, které md
cyklus délky tri. Pak f mad cykly délky n > 1.

Véta 3.3. (T. Li- J. Yorke). Necht f : I — I je spojitd funkce, kterd md 3-cyklus. Potom
existuje nespocetnd mnozina B C I s témito vlastnostmi: Pro kazdé x,y € B, © # vy, a pro
libovolny bod q, ktery generuje néjaky cyklus plati

limsup || f"(z) — f"(y)I| > 0,

T—00
fm i | () = ()] = 0

lim sup [[f*(x) = f"(g)|| > 0.

T—r00

Funkci s vlastnostmi uvedené v této vété nazyvame chaotickou funkci a mnozinu B
chaotickou mnozinou funkce f.
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z(n)

n

Obrazek 3.5: Graf posloupnosti x,, pro r = 3,3 s pocatecni hodnotou zy = 0,1 [vlastni
tvorbal

z(n)

n

Obrazek 3.6: Graf posloupnosti x,, pro r = 3,5 s pocateéni hodnotou zy = 0,1 [vlastni
tvorbal

n

Obrazek 3.7: Graf posloupnosti x, pro r = 3,83 s pocatecni hodnotou xy = 0,1 [vlastni
tvorbal

32



Stabilni feseni
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Chaos

Obrazek 3.8: Bifurkaéni kaskdda mifici k chaosu [23]
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Kapitola 4

Modely rustu populace

Jak jsme se jiz zminili logistickd rovnice lze studovat ve spojité i diskrétni formeé. Pro
zajimavost a prehled si uvedeme nejznaméjsi piiklady spojitého logistického rustu. [18],
[24]
Uvazujme obecny model rustu populace
/

' =r(n, )z,

kde r(n,z) je mira rustu populace funkci ¢asu a velikosti populace. Vybérem r(n,z)
dostavame nasledujici rovnice populacniho rustu:

1. logisticka Verhulstova rovnice

2. Richardsova rovnice

3. Smithova rovnice

4. Gompertzova rovnice
K
r(n,x)=roIn| —|,
x

atd. VSechny uvedené rovnice jsou autonomni. K > 0 je tzv. kapacita prostiedi.
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4.1 Diskrétni exponencialni riust—Malthustv model

V prvni kapitole uvadime, ze Thomas Robert Malthus v roce 1798 vydal ekonomickou
uvahu FEsej o principu populace, kterou ovlivnil spoustu védcu. Nyni si predstavime Mal-
thustuv model. V modelu muze jit o jakoukoliv populaci napt. populaci ryb, rostlin nebo
penéz. Malthusovskym modelem rozumime

Tpt1 =T,

kde x, oznacujeme velikost populace v case n, pak populaci v nasledujicim ¢ase znacime
n + 1 a parametr r je konstantni rust populace. Resenim je exponencialni funkce

Ty = Tor".

Tato rovnice modelu je kladnou mirou rustu parametru r exponencidlné rostouci populace.

Pokud
1. r < 1 populace vymie (rovnovazny stav x, = 0, je stabilni),

2. r > 1 populace bude rust nade vSechny meze (rovnovéazny stav z,, = 0, je nestabilni).

4.2 Diskrétni logisticky rust riast—Verhulstiiv model

Nyni uvazujeme takovou modifikaci predchoziho modelu, ze mira rustu parametru r bude
linearné klesat v zavislosti na velikosti populace z,,. Jestlize dosahneme urcité velikosti
populace K, kterou nazyvame kapacitou prostiedi, bude mira rustu r = 0. Pokud kapacitu
K prekroc¢ime, bude velikost populace klesat. Tj.

Tn
Tpy1 =T (1 — f) Ty

35



Z.aver

Cilem této prace bylo provést analyzu logistické diferencni rovnice, rozebrat jednotlivé
vlastnosti a k nim potfebny matematicky aparat. Vytvoreny text ma slouzit k rozsiteni
védomosti tykajicich se dynamickych systému prostiednictvim diferenéni rovnice.

Prvni ¢ast prace je vénovana vyznamnym osobnostem, které prispély k rozvoji logistické
rovnice. Slouzi tak, jako tvod do problematiky rovnice. Nasleduje kapitola definice, po-
jednava o dynamickém systému, diferen¢ni rovnici, nejdulezitéjsich definicich a vétach,
které jsou potiebné k urceni vlastnosti logistické rovnice. Nejvice jsme se zamérili na vypocet
pevnych bodu a jejich stabilitu pro ruzné hodnoty parametru r. Rozebrali jsme rovnici
2-cyklu a nasli jeji body cyklu z3 a x;. Dale jsme predstavili Bifurkacni diagram a chaos.
V posledni kapitole jsme se zaméfili na logisticky rust.

Celd prace je sdzena IXTEX, grafy jsou vykresleny v programu GeoGebra.
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