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Uvod

Cilem prace je predstaveni nového trendu matematického vzdélavani,
a to Ctyrkrokového procesu. V této dobé se postupné vse digitalizuje a mame
mnohem vétsi pristup kdigitalnim technologiim a vypocetni technice. Vyuka
matematiky vSak zaostava a je vyuCovana stejnym zpUsobem, jako pred mnoha lety,
kdy jsme vSechny tyto moznosti jesté neméli, to se mize vSak zménit.

Prvni ¢ast této prace je zamérena na formu soucasné matematiky, a co by bylo
vhodné zménit. Dale jsou predstaveny a popsany kroky ¢tyrkrokového systému, kde
se zaci nejprve uci definovat problém, poté ho predefinovat do matematického
jazyka do vypocitatelné podoby, dale jde o samotny vypocet a nalezeni odpovédi,
a nakonec jejiinterpretace. Poté jsou rozebrany potfebné zmény, které bychom méli
ucinit ve Skolstvi. Jsou zde uvedeny vyhody vypocletniho predmétu, a to jak
pro rozvoj technickych obord, schopnost jedince fungovat v kazdodennim Zivoté, ale
i prostému trénovani logického mysleni. Propojeni Skolské matematiky a pocitacd
muoze u nékterych lidi vést k obavam, napriklad, ze kdyz budou zaci pouzivat
vypocetni techniku, tak se nenauci zaklady matematiky, ze uz tak zaci travi mnoho
Casu u obrazovek ¢i ze matematika ma daleko k tomu, aby byla s pocitaci propojena
ajiné.

Dale jsou v této praci uvedené klicové kompetence pro matematiku a jeji aplikace.
Prace vdalsi casti uvadi kompetence matematicky gramotného zaka, jako jsou
schopnost matematizovat redlné situace, uzivat matematicky jazyk, pracovat
s problematickymi Ulohami. Ne kazdy zak je schopen dosahnout stejné Urovné
matematické gramotnosti, ale je vhodné, aby se pribliZil co nejvice idealu. Poté je
ukazano, jak vypadaji matematické Ulohy ve Skole, jaké jsou jejich druhy a jakym
zpUsobem se knim vsoucasné dobé pristupuje. Ucitelé by méli moznost jim
poskytnout jiny pohled na klasickou matematiku s uzitim pocitacd, kterymi by si
pomohli s poCetnimi operacemi a urychlili jejich proces poznavani.

Prace se zaméruje na osovou a stfedovou soumérnost, proto je dale rozebrano,
v jakych rocnicich je vyu€ovano ucivo osové a stfedové soumérnosti, a jaké jsou

predpoklady na zaka. Obé soumérnosti jsou zde obecné definovany a jsou uvedeny



zakladni poznatky uziti pfi reSeni problém{, které se casto vyucuji na zakladnich
Skolach.

V soucasné dobé existuje mnoho aplikaci a matematickych softward, které nam
mohou pomoci fesit matematické problémy. Tyto softwary jsou riznorodé a zalezi
na uzivateli, ktery mu vyhovuje nejlépe. V praci jsou uvedeny nékteré z moznosti,
jako Wolfram Mathematica, GeoGebra, Maple, Cabri, ale existuje jich mnohem vice.
Postupné dochazi o snahy rozsifovani digitalni gramotnosti zakd na zakladnich
Skolach a propojeni matematiky s pocitaci by mohlo mnohé znich motivovat
a mohlo by zacit dochazet ke zlepSeni jejich vysledky, jelikoz prosté pocty by byly
prenechany pocitacim, a tak by nemuselo dochazet tolik ke vzniku numerickych
chyb.

Jelikoz se jiz dfive lidé snazili najit jiné zpUsoby, jak FeSeni matematickych problémU
zjednodusit, jsou zde také uvedeny jiné druhy ctyrkrokového procesu. Tyto procesy
se mirné lisi, ovsem jejich zaklad a ucel bude stejny, zjednodusit a zefektivnit feseni
matematickych problém0 a pomoci tak zakdm nejen v matematice, ale i bézném
Zivoté.

Cilem praktické ¢asti je nabidka sbirky Uloh vyuzivanych poznatkd osové a stfedové
soumérnosti vrealném zivoté. Tyto Ulohy zamérené na soumérnosti budou
ukazovat na jeji uziti bud pfimo ¢i nepfimo, ne vzdy bude nutné uziti téchto funkci
v programech. ReSeni téchto Uloh se pokusi zapoijit kreativni mysleni zakd. Ulohy se
budou snazit odliSovat od téch ve skolnich ucebnicich, kde jde ¢asto o konstrukeni
Ulohy sjejich FeSenim popsanym pfimo v zadani. Ctytkrokovy proces se snazi
o propojeni matematiky s vypocetnimi technologiemi, proto pro jejich feseni bude
v praci vyuzito matematickych softward predevsim programu GeoGebra, ovsem
u nékterych z nich bude ukazana i alternativa pfi uZiti programu Wolfram Alpha. Zaci
se zde budou ucit pracovat vtéchto digitalnich prostredich pfi feseni riznych
problém0. Reseni Uloh zde bude popsano pomoci ¢tyrkrokového procesu, toto
reseni vSak zavisi na jedinci, proto zde bude uvedena moznost, jakym zpUsobem

proces mUzeme uchopit.



1. Forma soucCasné matematiky
Kapitola vychazi zinformaci publikovanych vknize Conrada Wolframa

The Math(s) Fix: An Education Blueprint for the Al Age.

Matematika je bez debat zakladem Skolniho kurikula. Se vstupem do obdobi umélé
inteligence se jeji dilezitost stale zvySuje. Ackoliv zpUsob, jakym je vyucovana je
ponékud zastaraly a pokud se toto nezméni stane se jednou ze ,stojatych vod"
pro par nadsency, a casem postupné z kurikula vymizi. Tato prace se pokusi ukazat
jiny pohled na klasické priklady a zpUsob, jak umirajici védu ozivit, podpofit a doplnit
chybéjici kontext, kterému se ve Skolach nedostava, zaroven také jak posilnit
postaveni matematiky v dobé umélych inteligenci.

Odpovédi na otazku, proc je jiny pfistup pro vyuku matematiky ddlezity, by mohlo
byt napriklad to, ze pokud budeme matematiku ucit stejnym zpUsobem jako
do soucasné doby, spousta studentd nevédomky prijde o prilezitost uspét v mnoha
oblastech, a to zejména v téch, kde se setkavame s uzitim mysleni podporeného
pocitaCovymi vypocetnimi technologiemi. Tyto zmény musi byt provedeny citlivé
a postupné, tak aby generace, které témito zménami projdou nebyly postaveny
do nevyhodnych pozic vic¢i tém mladSim. Musi byt nahlédnuto na to, co je
a co predstavuje matematiku v soucasné dobé a jak funguje a na zakladé toho
navrhnout potfebné zmény.

Kde se setkavame s matematikou? Matematika je zakladem mnoha ostatnich véd,
a aniz bychom si to chtéli pfipustit, ovliviiuje nase rozhodovani skoro o ¢emkoliv.
Je docela paradoxem, Ze je pro mnoha lidi nenavidénym predmétem a pfinasi jim
utrpeni, a pritom je velmi dulezita.

Matematika v realném svété je nejucinnéjsim lidskym systémem reseni problémd.
Je to abstraktni myslenkovy systém, ktery se da aplikovat na obrovské mnozstvi
realnych lidskych problém0 a nabizi lepSi odpovédi ¢i jejich feSeni. Matematika
je univerzalni jazykem, nezélezitak, odkud clovék pochazinebo jaké je jeho vyznani.
Mainstreamova matematika se vSak postupné odkloruje od Sirokého vyuziti
v redlném svété a stupnujici nasledky tohoto odklonu budou mit dopad na budouci
vztah s umélou inteligenci.

Moznd se zda, ze tento problém je komplexni. Bylo provedeno mnoho

prezkoumavani po celém svété, a i kdyz doslo ke zlepseni ve zpdsobu, jakym je ucivo

8



matematiky zakdm predavano a vice lidi se ji zacalo vénovat, tak stale se nam
pozadavky na matematiku v realité oddaluji. Zaméstnavatelé vyzaduji po svych
zaméstnancich vétsi znalost matematiky, vysoké skoly pridavaji do nabidky
potfebné kurzy matematiky, jelikoz jinak dobfi studenti sni mivaji vétSinou
problémy.
Problém s matematikou by se dal shrnout jednoduse. V realném svété se o vétsinu
vypoctl staraji pocitace, ovsem ve Skolach je tomu naopak a vétSinu vypocty
provadéji studenti. Matematika vyucovana na skolach je asi 8o % odliSna od té,
kterou pouzivame v redlném svété. Az na elementarni a aritmetiku a jednoduché
odhady, skoro zadné vypocty nejsou provadény rucné, vyuzivame k tomu pocitace.
Kurikulum nasich kol vSak zatim predélano nebylo a nebylo zde zavedeno propojeni
s pocitaci, jelikoz pocitaji s tim, ze kazdy student to vie spocita sam a ve vyjimecnych
pripadech je mu umoznéno uziti néjakého pristroje, ktery mu pomize s vypocty.
Na prvni pohled se pocitani zpaméti ¢i ru¢né nezda jako takovy problém a jisté je
vyhodné pro vyvoj mozku. OvSsem pokud bychom pocitali pouze timto zpisobem
mUze to vést ke katastrofé pti Spatném odhadu i trivialni chybé. Pocitace nam za to
nabizeji vice zpUsobl a nastroji pro nalezeni feseni problémg.
Ovsem matematika neni jedinym predmétem, ktery by se mél zménit, jde o cely
systém vzdélavani. Musime se naucit problémy definovat, prevést do abstraktni
roviny, najit zde nejlepsi odpovéd a poté prenést zpét do reality a reseni zde
aplikovat.
ReSeni problémd tedy bude prochazet nasledujicimi kroky:

1) Definovat otazky

2) Predefinovat do vypocitatelné podoby

3) Vypocitat a odpovédét

4) Interpretovat odpovédi

2. Kroky Ctyrkrokového systému
Kapitola vychazi zinformaci publikovanych vknize Conrada Wolframa

The Math(s) Fix: An Education Blueprint for the Al Age.



2.1 Definovat
Definovat znamena najit otazku, na kterou se chceme zeptat, co potrebujeme zjistit.

Zda umime definovat otazku ¢i otazky tak, abychom mohli pocitat. Co musime
predpokladat, co nevime, co mUze mit vliv na vysledek. V tomto kroku si musime
uvédomit, co je z kontextu dileZité a co naopak zanedbatelné, jaké faktory ovliviuji

nase vysledky a na co je nutné se soustredit.

2.2 Predefinovat do vypocitatelné podoby
V tomto kroku musime problém prevést do abstraktniho jazyka. Ten nemusi byt

presné v kontextu s danym problémem, ale je konstruovan tak, aby reprezentoval
nastroje, kterymi budeme problém pocitat.

Tedy otazku, kterou si jako lidé polozime, prelozime do jazyka, ktery je pocitac
schopny dist a vyresit nas problém. V této Casti se zbavujeme kontextu naseho
problému, a to ztoho ddvodu, Ze tento proces zpresni nase reSeni. Nasim cilem
je najit nastroje, které mizeme opakované pouzit pro feseni problému v rdznych
oblastech, radéji nez najit vice zplsobU reseni problém0, které jsou si navzajem
podobné. Timto zpUsobem dostaneme kolekci nastrojd, které mdzou byt aplikované
na nové postupné se objevujici problémy a ty mohou byt efektivné reSeny pocitaci.
V soucasné dobé vyzaduji pocitace kod ¢i obcas diagramy, dfive to byly pravé
matematické formule. Existuje mnoho jazykd a tyto rdzné jazyky nam nabizeji rizné
nastroje a pomoci nich hledame feSeni naseho problému. Rizné jazyky podminuji
r0zné zpUsoby mysleni. Zalezi také na hloubce nasi znalosti jazyka, ktery pouzivame.
Tento krok je dosti konceptuadlni a intelektualni, proto je dobré spoléhat na intuici
a jiz ziskané zkusenosti.

2.3 Vypocitat a odpovédét

Nyni mame z predchoziho kroku problém preveden do abstraktniho jazyka a nasim
cilem tedy je najit abstraktni odpovéd na abstraktni otazku. V soucasné dobé je
vétSina matematiky zamérena pravé na tento krok, avsak to je Spatné. Snaha
ovladat maly okruh rdznych vypoct0, které ani nejsou povétsinou nutné pro realny
zivot, davala smysl ovsem v dobé, kdy jesté nebyly pocitace. Tedy pokud clovék
drive neumél pocitat, znamenalo to, ze nebyl schopny pouzivat matematiku.
Pocitdme stim, ze vsoucasné dobé tento krok provadéji pocitace, které my

nastavime, ale jiz jednotlivé vypocty neprovadime. Akce, které provadime

10



vvvrs

pfinastavovanije védét, kdy pracovat strategicky a kdy naopak byt skepticti ohledné

detail0.

2.4 Interpretovat odpovédi
Po dokonceni kroku 3 dostaneme abstraktni odpovéd, vysledek ziskany pomoci

pocitaCe nebo vypocitany rucné. MUze jit o Cislo, graf, vzorec nebo interaktivni
program. Vtomto kroku tuto abstraktni odpovéd vezmeme a odpovime si,
co to znamena pro pUvodni otazku, pro skutecnost.

Musime si polozit nasledujici otazky. Jak tomu rozumime v kontextu? Je to rozumna
odpovéd? Potfebujeme jesté néjaké dalsi Upravy? Casto se stava, ze prvni vytvorena
odpovéd neni dostatecna a musime nasledujici kroky opakovat znovu. Tedy
ve zkratce, hlavnim cilem ctvrtého kroku je potvrdit, zda jde o uzitecnou

a spolehlivou odpovéd'k otazce definované v kroku 1.

3. Kde je potrfebna zména ve skolstvi?
Kapitola vychazi zinformaci publikovanych vknize Conrada Wolframa

The Math(s) Fix: An Education Blueprint for the Al Age.

Jadro soucasné mainstreamové matematiky je soustfedéno na uméni vypoctd,
reseni problémd bez kontextu a abstraktni algebre. Zatimco pro zapojeni pocitacd
je uzivano komplexnéjsich problémd s vétsim mnozstvim kontextu. Skoro vSude
tento mainstreamovy predmét je vysoce proceduralni a nekonceptualni, zatimco je
neprakticky pro primé uziti. Matematika ztraci mnoho studenti jesté pred tim, nez
se dostanou k vysSimu pocetnimu mysleni, a tedy neziskaji tu potfebnou jiskru ziskat
zajem o matematiku. Misto toho pouze ti, ktefi jsou schopni prezit nudné hodiny
nebo jsou vzacnym pripadem studentU s vlastnim zajmem o matematiku nebo maji
vysoce vzdélaného ucitele, ktery soustredi ¢as navic, aby vypéstoval zajem ve svych
studentech o matematiku, se v konecném vysledku zajimaji o matematiku. Zbytek
studentd vétsSinou skondi seslabym pochopeni konceptu, par praktickymi
schopnostmi a skoro zadnym nadsenim.

Pozornost na tuto zménu je zamérena na matematiku druhého stupné ne prvniho
stupné, a to ztoho ddvodu, Ze odpojeni se od reality je mensi. Zacatecni

matematika, pocty a témata pUsobi propojené s realitou. Az pozdéji, Casto ke konci
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prvniho stupné, se od reality odpojuje. Musime si polozit otazku, zda napfriklad déleni
vicecifernym délitelem je uzivané vbézném zZivoté. Ano, ale povétsinou ne
manualné, misto ru¢niho pocitani vyuzijeme kalkulacky ¢i pocitace nebo chytrého
telefonu, ktefi tyto Cisla mezi sebou vydéli mnohem rychleji. Druhou otazkou mize
byt, zda nas schopnost této Cinnosti obohacuje a zda nam pom0ze pfi modernim
reseni problém0d pomoci vypocetniho mysleni? Jde o Uvod do algoritmd
a demonstruje, jak mdze byt algoritmus ndpomocny. Rzné algoritmy mohou byt
vyuzity vjinych predmétech vice propojenych srealnym Zzivotem, jako napfriklad
biologie.

3.1 Tfi ddvody pro povinny vypocetni pfedmét

3.1.1 Rozvoj technickych obor(
Koncem pozdniho 20. stoleti doSlo k vyraznému rozvoji praci svysokou Urovni

porozuméni vypocetnich operaci, tato mista jsou vysoce placena a jsou dUlezita
pro spolecnost. V poloviné tohoto stoleti vétsina vedoucich spolecnosti byla vyucena
v humanitnich oborech a pravech, ke konci stoleti zacina tento trend mifit spisSe
k pfirodovédnym obordm. Tyto obory se nesoustredi jen na individualni vypocty, ale
spiSe na to, co je mozné, jak vyuzit tento proces a jak myslet tvorivé/vypocetné.
V posledni dobé u novych odvétvi socidlnich médii je pravé algoritmicky pfistup
cilem Uspéchu. Pozadavky na zvyseni poctu lidi se schopnosti vypocetniho mysleni
se zvysuji. Je tedy potreba vice matematiky, ale jinym zpUsobem, nez je dosud
ucena. Postupné vstupujeme do dob umélé inteligence a zde toto mysleni bude ¢im

dal vice potreba.

3.1.2 Kazdodenni Zivot
U kazdodenniho zivota je to mysleno jako schopnost se podilet na vyvoji spolecnosti

nebo alespon adekvatné prezivat. V. mnoha zemich se nutnost vypocetniho mysleni
zvysuje. Objevuje se v moznostech vybéru pujcky, zdravi, jidla a diet. Diky tomuto
mysleni se u¢ime moznosti filtrovat a vybirat pro nas ty nejlepsi moznosti, jde
o jakousi vypocetni gramotnost.

3.1.3 Trénovani logického mysleni
Zde jde o schopnost myslet a souvisle zdOvodnovat. Jisté kazdy predmét vyzaduje

urcitou Uroven logického mysleni nutné pro jejich analyzu, jejich zakladem je vSak
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matematika. A to napfiklad pfi urovani pravdivych tvrzeni, hledani jejich dUkazd.
Je vyuzivana napriklad pfi hledani odpovédi s vice moznostmi.

3.2 Pro a proti

Samoziejmé se najdou skeptici proti vyuziti pocitacd ve vyuce matematiky.

Casto pokladanou otazkou mize byt ziskani zakladd matematiky. Argumentem je,
ze studenti by nejprve méli ziskat zaklady matematiky predtim, nez se pusti
do uzivani vypocetni techniky, pocitacd. Ano, je vhodné byt schopni vykonavat
cinnost bez pomoci. Co jsou ale vlastné ty zaklady? Mél by to byt pravé ctyrkrokovy
proces, ktery aplikujeme na reSeni problémd realného svéta. Pravé tento proces by
nejprve mél byt vyuzit pfi reSeni problém0 pomoci techniky, se kterou se setkavame
v redlném zivoté nejcastéji, tedy s pomoci pocitace. | pokud bychom se zvlast ucili
zaklady systému matematiky pfi vyuziti pocitace, budeme pouzivat jiny systém
algoritmd, nez bychom pouzivali pfi pocitani ru¢né. Pravé mnoho lidi, kdyZz se feknou
zaklady matematiky, si predstavi pocitani na papir pomoci papiru a tuzky.
U matematiky ucené na prvnim stupni se setkavame s matematikou, kterd je
vyuzitelnd ve skutecném svété. Konec prvniho stupné a druhy stupen se odlisuje.
Dalsim nazorem by mohlo byt, ze vlivem pocitac0 studenti matematiky hloupnou.
Jeto ztoho dlvoduy, zZe pfivyuziti pocitace se ze zak{ stavaji bezmyslenkovi mackaci
tlacitek, jelikoz pocitace za né prebiraji intelektualné narocné ulohy a tim i vétsinu
prace. Zavedeni pocitacl i do ostatnich véd vSak nezpUsobilo, ze by byly ménécenné
Ci nendrocné, spise to nabidlo vice moznosti. Samoziejmé mnoho praci je nyni diky
pocitacdm jednodussi, jelikoz pocitace mohou vykonavat lidskou praci, napriklad
vypocty. PocitaCe mohou akorat pomoci zakim ukazat jinou stranku vypocetniho
mysleni a posunout je dal. Nez je pocitac schopen provadét akce sam, musel byt
naprogramovan ¢lovékem.

DalSim nazorem je, ze rucni pocitani nam pomaha k porozuméni, porozuméni
konceptdm se nam timto zpUsobem vepisuje do paméti. Méné castym nazorem
byva, ze postupy, které se u¢ime, nebyvaji témi, které potfebujeme a uceni se, jak
pouzit metody, kterym nerozumime a byt vtom vytrvaly, je vyhodna schopnost,
ktera v nas navic buduje sebedlvéru. Existuji pripady, kdy uceni se mechanicky
a nabyvani tak zkuSenosti a automatizace pouziti procesu, mize pozdéji v nas

vyvolat zdjem se do tématu ponofit hloubéji a pripadné proces i vylepsit. Pri
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programovani je vyzadovano také urcité mnozstvi discipliny, kdyz se clovék udi
novym operacim a jak pouzivat pravidla, pfi ziskani okamzité zpétné vazby, zda jsme
uspéli ¢i nikoliv, a tak se mdzeme primo naucit co funguje a co naopak ne.

Mezi jiné argumenty patfi, ze vypocetni mysleni je spojené s pocitaci, ale dnesni
matematika je daleko od propojeni spocitadi. Skoro vsechny vypolty jsou
provadény v realité na pocitacich, vyjimkou je matematika ve vzdélavani. Vyjimkou
mohou byt mista bez elektriny a pocitacu ¢i velmi specifickych praci jako napriklad
hraci blackjacku, kde je rucni pocitani nutnosti. Avsak u cehokoliv vice komplexniho,
mainstreamového prevazuji pravé pocitaCe. Tak jako dfive patfila latina
mezi intelektualni predméty a byla soucasti kurikula na akademickych skolach, nyni
je vymrelym jazykem a udi se vyjimecné. Byla zakladem pro uceni se néceho jiného.
Pro rodilé mluvci anglického jazyka mohla byt napriklad zdrojem pro gramatiku.
Tedy klasickd matematika mUze byt prostfedkem pravé pro uceni se treba
zminéného programovani. Tvrzeni, ze vétsinou ti zaci, ktefi jsou dobfi ve Skolni
matematice poté ¢asto skonci u technickych praci ¢i vyzkum, ze vynikani ve skolské
matematice a matematice vysokoskolské je ukazatelem Uspéchu v pozdéjsim
zivoté, nemaji zadny podklad v realité. Neexistuje totiz zadné méfitko Uspéchu.
Ddvodem pro technicky zalozené prace je spise motivace a zajem o technické obory,
ti jedinci jsou ¢asto nuceni pracovat s matematikou. Matematika ve vétsiné pripadd
nenaplnuje potreby jedincd pro redlny zivot.

Existuje tvrzeni, ze dnesni matematika procvicuje jedincovu mysl, coz je urcité
pravda, zalezi viak v jakém sméru. Ui nas zaklady a logiku nejriznéjSich dikazy,
ovsem pokud hleddme cinnosti cvicici mozek jako aktivitu pro vsechny ucastniky
uCebniho procesu, najdou se jisté vhodnéjsi aktivity nez didkazy a teorémy.
Vypocetni mysleni vykazuje vysokou schopnost porozuméni. Programovani
vyzaduje konceptualni mysleni z pohledu algoritmizace. Nabizi rizné druhy jazyka,
r0zné druhy programi a také z ¢eho se programy skladaji. Programovani nam ihned
dava zpétnou vazbu a tim nabizi okamzitou opravu nedostatkd.

Nejvétsi obavu maji dnesni rodice z toho ddvodu, jak moc a silné jsou jejich déti
zavislé na obrazovkach vypocetnich zafizeni, a to nejcastéji ve formé chytrych
telefon0 ¢i tabletd. Zavislost na téchto neobycejnych novych technologiich ma

na mnoho lidi Skodlivé Ucinky a neni to limitovano pouze na déti. Jelikoz Mat Fix
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nabizi propojeni matematiky s pocitacem, mUze byt pravé cas u obrazovek jednim
z odrazujicich ddvodd. Jaké mdze mit tedy nasledky? Mdzeme rozlisit vice kategorii;
fyzicka Ujma zpUsobena zafizenim (poskozeni zraku, vliv radiovych vin atd.),
zhorSeni vystupovani ve spolecnosti z d0Gvodu snizeného kontaktu s lidmi, natlak
socidlnich médii, zhorSeni pozornosti a zvySena pasivita, kompulzivni chovani.
Ale pocitace nemaji jen nevyhody, ale i spoustu moznosti, které nam nabizi, jako
schopnost mit pristup k nejriznéjSim informacim, rozsifovani obzord pomoci her
a simulaci, lehce dosazitelné a Siroce rozsahlé zpdsoby, jak se kreativné vyjadrit. Tak
jako s kazdymi novymi technologiemi, casem je postupné vylepSujeme a rizika
snizujeme. Cilem této zmény v matematice je prezentovat informace lépe, nez by to
dokazala kniha, jelikoz zaci provadi aktivné vobsahu zmény. Tyto aktivity
povzbuzuji rozvoj spoluprace jak sucitelem, tak i se spoluzaky oproti klasické
matematice. Zak pouziva pocital jako Casové neomezeny nastroj pro Feeni
problémd. Zacina s prazdnou strankou a poté aktivné vyuziva vlastni zkusenosti, Usili
a intelekt krozhodovani, kam se pohnout dal vprostoru mnoha vykonnych
schopnosti, ke kterym mame pfistup.

Je nutné znat, jak pocitac¢ funguje pred tim, nez mu zacneme véfit? Na uUrovni
matematického softwaru je vyhodou pred pouzitim funkce mit predstavy,
jak konkrétni funkce funguje, ale urcité nebudeme schopni fict, jakym zpdsobem je
tato funkce naprogramovana na pocitaci. Vétsinu problém0 vsak nemizeme
zkontrolovat rucné, jelikoz vysledky jsou pfilis velké, feseni pfilis komplexni a mimo
nase schopnosti. DGvodem mnoha chyb je uzivani Spatnych nastroj0, limitovanych a
prednastavenych nastroji. Tedy zpUsob, jak se vyhnout chybovani je naucit se,
jakym zpUsobem ovérit vysledky, a to spise nez se ucit feseni rucné, se naudit, jak
dojit k FeSeni vice cestami. Je vhodné takeé ziskavat zkusenosti s tim, co se nepovede,
zlepSujeme se tak v jejich nachazeni v procesu a opravovani.

DalSim argumentem je, ze tato zména by byla moc riskantni, a proto nemidze byt
provedena. Byla by moc riskantni pro budouci Zivot studentd, ekonomiku a vlady
nasich zemi. Cim déle budeme tuto zménu odkladat, tim raznéjsi poté bude
az konecné nastane.

Nékteri fikaji, ze potfebujeme dostatecnou evidenci, pred tim, nez zacneme

sinovacemi. Ano, evidence je jisté dUlezita. MUzeme se na ni ale divat dvéma
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pohledy. Jednou z nich je inovaci fizena evidence a druhou evidenci fizena inovace.
Tedy jestli nejprve zavedeme zménu a sledujeme jeji nasledky, nebo jestli hledame
mozné nasledky pred tim, nez je zména zavedena. Mame vSak evidenci,

zda soucasny zpUsob vyucovani matematiky je nejlepsi?

4. Matematika a jeji aplikace — klicové kompetence
Vramci uciva zakladni Skoly pro vyuziti ctyrkrokového reseni problém0 bude

nejCastéji zastoupena Kompetence k feseni problémd, jelikoz zak musi problém
rozpoznat a pochopit, vlastnim Usudkem si promyslet a naplanovat jeho reseni,
pripadné najit vhodné varianty redeni, ovéfit spravnost a moznost uziti reseni
pro podobné problémy a poté kriticky rozhodnout a obhajit odpovéd. Tento set
kompetenci se prolina postupné vsemi kroky ¢tyrkrokového systému. [2]

V neposledni fadé s rozvojem vyuky informatiky na Skolach, jelikoz postupné vse
prechazi do digitalni podoby a misto mechanického pocitani, se zaciname vice
priklanét k uziti pocitacl, tak i Kompetenci digitalni. To znamena vyuziti digitalnich
zarizeni a aplikaci pro usnadnéni prace, zautomatizovani a jejiho zkvalitnéni. [2]
Rozvoj cilovych kompetenci v této vzdélavaci oblasti, které souvisi s ctyrkrokovym
procesem feSeni problém0, vede Zaka k rozvijeni jeho logického mysleni, kritickému
usuzovani, musi také zvladat srozumitelné a vécné argumentovat. Soustredi se na
schopnost abstraktniho a exaktniho mysleni. Poté je dilezité provadét rozbor
a vytvaret plan jeho feseni, odhadovat vysledky, hledat a volit spravny postup feseni

atd. [2]

16



4 ’

5. Matematicka gramotnost zakd zakladniho vzdélavani
Schopnosti matematicky gramotného zaka:

Schopnost matematizovat realné situace
Zak je schopny analyzovat reédlnou situaci a formulovat Fedeni pomoci
matematického aparatu. Jde o prevedeni redlného problému postupnym
oprostovanim se od reality na problém matematicky, jeho feSeni a poté
vyuziti kritického mysleni kurceni smyslu feSeni a jeho ovéreni. Tato
kompetence matematické gramotnosti se odborné nazyva modelovani. [3]

Pouzivani spravné terminologie
Soucasti pouzivani spravné terminologie je kompetence zvana matematicka
komunikace, kde jde o porozuméni jak pisemnym, tak i Ustnim
matematickym sdélenim a schopnost se knim vyjadfit opét pomoci
matematického jazyka. Pri vyuce s aktivni ¢innosti zaka pobiha komunikace
mezi zakem a ucitelem, mezi spoluzaky, ato jak pfima, tak i nepfima. Ukolem
ucitele je vést zaky k popisovani situaci, hodnoceni efektivity postupd
a vlastniho presvédceni o vhodném feseni, diskusi a hodnoceni. Uzivani
matematického jazyka je dalsi z kompetenci, kde zak je schopen dekddovat
a znovu interpretovat symboly uzivané v matematice a pouzivat
terminologii. S timto oznacovanim je schopen pracovat pfi feSeni problému.
Ucitelé matematiky by neméli zacinat definicemi, ale mél by to byt jejich cil.
ZAaci by neméli byt zahlceni symbolikou, jejich uzivani by mélo byt pfirozené.
[3]

Reseni problémovych tloh
Vymezovani problému a jejich feSeni znamena vziti zkuSenosti k rozpoznani
a formulace matematickych problém0, schopnost aplikovat rizné postupy
jejich feSeni. Pfi feSeni problémid zak objevuje, hleda, uziva své tvorivé
mysleni, rozviji své poznavani, které mu pomohou hledat zpUsoby reseni
problémd i mimo Skolni prostfedi. Vhodna metoda, kterou muizeme
podnécovat tvorivé mysleni zaky je dialog, kdy jim pokladame otazky, diky
kterym Zaci nad problémem aktivné uvazuji. Otazkami postupné zdaky
privadime na spravny postup. Jak tedy postupovat pfi feseni problémovych

Uloh? Nejprve si musime ujasnit co vime, a k emu se musime dopracovat,
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co potiebujeme zjistit. Poté pomoci znamych informaci problém
rozebereme a naplanujeme si mozny postup jeho reSeni. Problém pak tedy
feSime a vkone¢ném kroku musime ovéfit jeho spravnost. Rozvijena
kompetence zde je matematické uvazovani, kde jde o schopnost pokladat
vhodné otazky a hledat vhodné odpovédi zmoznosti, hledat vztahy
mezi slozkami problému. Méli bychom se snazit zaky primét k premysleni
nad problémy, preformulovat myslenky a ucit je schopnosti oddvodnovani.
U¢it zaky, ze neni vzdy jen jeden zpUsob fedeni. Zaci by se méli naudit
pochybovat a ovérovat reseni. [3]

Praktické vyuziti poznatkd z matematiky
Vyssi Uroven matematické gramotnosti mdze byt zietelnd pozdéji, kdy zaci
jsou schopni vyuzivat matematiku i v situacich, kde neni na prvni pohled
zfetelné, ze je nutné uzit matematiku. M0zZze jit od kazdodennich situacich
az kslozitéjSim problémdm. Vyuzijeme matematiku tedy napfriklad
i U cestovani, podnikani, hudbé a tak dale.[3]

Formovani obcasného kritického mysleni
Kritické mysleni je schopnost si tvofit vlastni Usudek na zakladé podkladd.
Jde o uvazovani nad pravdivosti tvrzeni, hledani informaci. Matematicka
argumentace znameng, ze zaci jsou schopni tvorby matematickych
argumentd, sledovat je a hodnotit. [3]

Prace s chybou
Prace s chybou je ddleZitou Cinnosti zaka. Neni vhodné ji chapat jen jako
nezadouci, jelikoz by méla byt takovym odrazovym bodem pro vlastni
zlepSeni. Zalezi na tom, jaky postoj zak, ale i uCitel zaujme, pokud chyba
nastane. Neméli bychom se bat chybovat, zjistit jakych chyb se Zaci nej¢asté;ji
dopousti a u rbznych chyb hledat rizné zpUsoby, kterym i uCitel mize zakovi
pomoci. [3]

Odhad vysledku
Tvoreniodhadu je bézna Cinnost naseho zZivota, odhadujeme cas, vzdalenost,
ceny. Ve Skole nejcastéji dochazi v matematice k odhadu pfi reseni slovnich
Uloh. Kteseni je uzit matematicky model a nutné mit néjakou predstavu

o hledaném vysledku. Stejné bychom méli Cinit i pri pouziti kalkulacky nebo
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priklad pro jistotu zde spocitat dvakrat, kdyby ndhodou doslo ke stlaceni
jiného ¢isla. [3]

Informacni gramotnost
Je vhodné, aby mél zak jakysi prehled o rdznych pomdckach a nastrojich
jejichz uzivanim si m0ze zjednodusit reseni matematickych problémd. Je
si védom moznosti vyuziti téchto prostredkd, a to pravé i vypocetni techniky.
Tyto prostfedky chapeme jako didaktické a mohou je vyuzivat, jak zaci,
tak i ucitel. Moznosti pocitace nam nabizi kromé pocitani i rdzna
vykreslovani, zobrazovani, znazorfiovani, je zdrojem informaci a dalSich
material0 pro vyuku. [3]

Z pohledu ucitele také:

Kvalifikovanost ucitel
Ucitelé matematiky spadaji pod Zakon o pedagogickych pracovnicich
C. 563/2004 Sb. a musi ziskat magisterské vysokoskolské vzdélani. BEhem
studia musi ziskat odborny zaklad a byt schopni uzivat ,odborny nadhled"
strukturach kvantity, prostoru atvaru, zménach a vztazich, neurcitosti. Ucitel
by se mél snazit motivovat zaka pro matematiku, predkladat realné
problémy, aktivné zaka zapojovat, pracovat s chybami, snazit se, aby Zaci
ucivu porozuméli, nez aby roboticky opakovali postup. Mnohé skoly také

umoznuji U¢ast pedagogickych pracovnik{ v rozvojovych projektech. [3]

6. Matematické ulohy
Kapitola vychazi zinformaci publikovanych v knize Frantiska Kufiny Matematika a

feseni uloh.

Ukolem Ulohy je nas vyzvat kdinnosti a u téch matematickych specificky
k matematické ¢innosti. Matematické Ulohy jsou povétsinou urcovaci (kalkulativni,
rozhodovaci, urcovaci, konstrukéni ¢i ddkazové). Pro jejich obménu je midzeme
r0zné modifikovat, a tak vyzadovat po Zzacich rdzné dalsi Ukoly pred tim,
nez se dostanou ke konecné odpovédi.

Z hlediska vzdélavaciho procesu rozliSujeme Ulohy: motivacni, ilustracni,
procvicovaci, diagnostické, kontrolni. Ty slouzi jak k rozvoji zakovych schopnosti,

tak i k diagndze Urovné schopnosti zaka.

19



Narocnost reseni Uloh pro studenta je déli do tfi kategorii: cvi¢eni, Ulohy a problémy.
Postup FeSeni u cviceni je obvykle slovné zadan. Ulohy byvaji feeny pomoci jednoho
&i vice algoritm0. Zak schopen Fesit Ulohy je matematicky gramotny. Poslednim
typem jsou uUlohy problémové, jejichz reseni vyzaduje néjakou formu tvofivého
mysleni zaka. Postupem neni obvykle nauceny algoritmus a zak si musi poradit
originalné. Ovsem toto rozdéleni uloh neni univerzalni. Jelikoz co jeden zak vidi jako
Ulohu, kterou fesi pomoci algoritmu, mdze jiny zak vidét jako problémovou Ulohu,
kde musi zapojit svou kreativitu. Pravé u problémovych Uloh ocekavame, ze zak
se bude hluboce soustredit, bude zapojena intervence a vzhledem k obtiznosti bude
mit dostatek casu na jejich feSeni. Problematické ulohy by méli byt soucasti
vyuCovani matematiky, ale nemély by slouzit ke kontrole uUrovné Zzakovych
schopnosti. Zaci se ¢asto s takovymi Ulohami setkdvaji jako sou¢ast matematickych
olympidd. Problematické ulohy jsou analogii problémd védeckych. V literature
byvaji tyto Ulohy oznacovany napfiklad jako: problémy, netradicni Ulohy ¢i zajimavé
Ulohy. Ve Skolské matematice pro tyto Ulohy ovsem nenalezneme jednotny termin.
6.1 Regeni tloh

Jakym zpUsobem jsou feSeny Ulohy ve skolské matematice? Pojeti feSeni Uloh,
a to predevsim téch konstrukcnich, je rozdéleno do ctyr fazi; rozbor, konstrukce,
ddkaz a diskuse. U rozboru predpokladame, ze Utvar existuje. Soucasti rozboru byva
vétsinou nacrt, kde si vyznacime, co zname a co naopak hledame, snazime se
pomoci néj najit rizné souvislosti.

Redeni Uloh se vétsinou nefidi jasnymi pravidly a neni zde pFesny algoritmus, ktery
pouzivame pro jejich feseni. Jiz v19. a 20. stoleti vyznamné osobnosti formovali,
jakysi Ctyrkrokovy proces, jako postup tvirciho mysleni, a to jako preparaci,
inkubaci, iluminaci a verifikaci. Ve fazi preparace bylo ocekavano studium souvislosti
a definovani vztah(. Tato cast byla individuaini pro kazdého resitele a pro nalezeni
napadu pro mozné feSeni pomahaly zkuSenosti a intuice. Napad musel byt logicky
zanalyzovan. Ovsem ve skolnim prostfedi toto casto z ¢asového hlediska neni
mozné proto na misté rozboru, dostavaji studenti navod k feseni, aby se v hodinach
uSetril Cas. Uceni se feseni nazpamét nema prakticky velky vyznam, je totiz vhodné
ziskat vlastni pripravu a byt schopen odhadnout obtiznost. Vyznamnou soucasti

reseni problémd je rozhodné vlastni mysleni.

20



Problém feSeni Uloh v soudasné matematice je demotivace zakd. Zakdm nejsou
prezentovany atraktivni Ulohy. Tedy aby se nécemu naucili, musime mit zajem
o uceni.

6.2 Skolni matematika

Cim m0ze $kolni matematika odrazovat? Na tuto otazku jsou Casté tfi odpovédi,
jazyk matematiky, matematické pojmy a jeji logicka struktura. Jde o provazanost
mezi témi problematickymi slozkami, pojmy jsou soucasti definic, souvislosti
v matematice jsou vzdy véci logiky. Matematika se lisi od bézného zivota, ve kterém
se s definicemi ¢asto nesetkavame a souvislosti jsou daleko provazanéjsi a nesouvisi
tak casto s logikou.

Kdy bychom méli zacit vést déti k matematice? Méli bychom se snazit probudit
zajem déti o matematiku v brzkém véku, tedy Utlém mladi. Matematika, kterou
bychom jim méli prezentovat by méla byt zajimava a neméla byt nuceng, spise
prirozena. Kufina uvadi, Ze matematika by méla obsahovat takzvanych
P&t P: pamatovat si, pocditat, premyslet, porozumét, pouzit. Matematika by méla byt
soustfedéna na rozvoj mysleni.

~Moderni" autofi roli paméti ve vyucovani matematiky casto zlehcuji, avsak jde
o dUlezitou slozku. Zijeme ve svété, kde mame pfistup k nejriznéjsim informacim,
které mdzeme nalézt snadno a rychle, jsme také schopni si mnoho véci odvodit. Bez
paméti by ovsem bylo problém0 a uloh velmi slozité, bez ni bychom totiz nebyli
schopni se orientovat v souvislostech. Mnoho téchto Uloh nam nabizi moznost
trénovani paméti. Uleni se bez souvislosti nedava smysl. Mezi zakladni slozky
matematiky patfi pocitani. V soucasné dobé na ni jiz neni takové zaméreni.
Je uzivano kalkulatord ¢i pocitacd pro numerické vypocty.

Matematika nabizi moznosti rozvoje mysleni, v mnoha pripadech jde o vice
prileZitosti tohoto rozvoje neZ v ostatnich Skolnich predmétech. Matematikou
rozumime systém, ktery se sklada z dedukci, provazanych definic, vét a jejich
ddkaz0. Toto se da naudit zpaméti a jednoduse pomoci paméti reprodukovat.
Ovsem pokud se néco ucCime zpaméti, nijak nas to nerozviji a zdlouhodobého

hlediska tyto definice casto bez kontextu zapomeneme.
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Pokud to ¢as umoziuje, je vhodné k matematice pristupovat induktivné, zakdm
pokladat otazky a predkladat problémy, oni se pak mohou pokouset nachazet své
vlastni zpUsoby reseni.

6.3 Matematicka kultura

Matematikou kulturu nejsme schopni jednoznacné definovat. Jde o matematickou
gramotnost, ovladani oblasti matematicky vcetné pojm0 a jejich metod,
o schopnost ovladani riznych matematickych jazykd. Clovék smatematickou
kulturou je schopen vidét souvislosti mezi pojmy a propojovat rdzné oblasti
matematiky.

Je matematicka kultura studenta méfitelnd? Uroverl matematické kultury Ize
sledovat pomoci Urovni metod, které student pouziva k feseni problém0. Schopnost
resit Uloh, které jsou soucasti napriklad matematickych olympiad vyzaduji vysokou
Uroven matematické kultury.

Krozvoji matematické kultury mlze zaky vést jak ucitel vprvni tfidé, tak
i vysokoskolsky pedagog. U¢ime zaky hledat souvislosti mezi redlnym zivotem
a matematikou. Jsou vedeni k pochopeni matematickych pojmd a schopnosti ji
aplikovat v realité.

Na rdznych Urovnich vzdélani vykazujeme jinou Uroven matematické kultury,
a urcitou Uroven matematické kultury ma jiz absolvent zakladni Skoly, stejné tak
r0znd povolani vyzaduji rdzné urovné. Nema smysl tyto Urovné srovnavat. Kazdé
matematické vzdélavani by se vSak mélo soustredit na rozvoj Urovné matematické
kultury jeho absolventd. Matematicky gramotny zak rozumi a je schopen
demonstrovat zakladni ucivo jeho rocniku.

Matematicka kultura se v praci ulitele projevuje jako prezentace nového uciva
zakdm v pfirozeném zafazeni novych pojmd do vyuky. Matematickou kulturu
obsahujii u¢ebnice, proto musime peclivé vybrat, které budou na skolach uzivany.
Elementarni matematika vychazi zredlného svéta, a tak by ji mél zak i poznat,
ne jako nesrozumitelny uméle vytvofeny pfedmét uzivajici ciziho jazyka. 4]

V Ceské republice uZivame hledisko strukturélni, souvisejici vétSinou se sadou
ucebnic. Zajimavy je zminit pfistup singapurskych skol k matematické kulture, kde
k feSeni problém0 uzivaji péti slozek, procesd, pojm0, dovednosti, pristupd

a metakognice.
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7. Osova a stredova soumernost

7.1 Osova a stfedova soumeérnost jako ucivo zakladni Skoly
Ucivo osové a stfedové soumérnosti se fadi do vzdélavaciho oboru Matematika a jeji

aplikace do oboru Geometrie v roviné a v prostoru. [5, 6]

Vramci druhého obdobi prvni stupné mezi ocekavané vystupy patfi:
M-5-3-05 rozpoznd a zndzorni ve Ctvercové siti jednoduché osové soumérné Utvary a
urci osu soumérnosti Utvaru prekladdnim jehoz minimalni doporucend Uroven je
definovana jako

M-5-3-05p urci osu soumérnosti prekladdanim papiru. Ucivo je zde doporuceno
prezentovat prostfednictvim manipulativnich ¢innosti — tedy skladackami, uzitim
stavebnic ¢i papiru. U osové soumérnosti je vhodné vyuzit realnych predmétd,
napf. dopravnich znacek. [5]

Ocekdvanym vystupem pro osovou a stfedovou soumérnost Geometrie v roviné
a v prostoru pro 2. stupen je: M-9-3-08 nacrtne a sestroji obraz rovinného Utvaru
ve stfedové a osové soumérnosti, urci osové a stfedové soumérny utvar, jehoz
minimalni doporucena Uroven pro Upravy ocekavanych vystupd v rdmci podpUrnych
opatreni je definovana jako: M-9-3-08p sestroji zakladni rovinné utvary ve stredové
a osové soumérnosti. Je doporuceno, aby geometrické Utvary rysované v osové
Ci sttedové soumérnosti byly pfizpisobeny moznostem z3aka. [6]

Uspésny zak je tedy schopen rozhodnout o osové soumérnosti Utvaru, najit osy
tohoto Utvaru, rozhodnout o osové soumérnosti Utvaru, urcit jeho stred
soumérnosti, nacrtnout a sestrojit obraz rovinného Utvaru pomoci obou zminénych
soumeérnosti. [6]

V ulebnich osnovach je nejcastéji osova soumérnost jako takova zarazena
do 6. ro¢niku. Zak by mél zvladnout rozlidit osové soumérné Utvary, nartnout
a sestrojit obraz rovinného Utvaru vosové soumérnosti a porozumét pojmu
samodruzny bod.

Stfedova soumérnost se probira ¢asto o rok pozdéji, ato v 7. ro¢niku. Zak by mél byt
schopen popsat vztah mezi vzorem, obrazem a stfedem soumérnosti, zobrazit
rovinny Utvar ve stfedové soumérnosti, poznat stfedové soumérny Utvar a oznacit

jeho stfed soumérnosti, sestrojit zakladni rovinné Utvary ve stfedové soumérnosti.
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Poté nékteré Ulohy souvisejici jak s osovou, tak i stfedovou soumérnosti se vyskytuji

1

v okruhu Nestandardni aplikacni Ulohy a problémy. [7]

7.2 Definice

7.2.1 Osova soumeérnost
Soumérnost podle osy o (neboli osovda soumérnost sosou o) vroviné je neprima

shodnost, kterd kazdému X roviny prifazuje takovy obraz X', Ze plati:
a) bod X' lezi na kolmici k ose o vedené bodem X
b) |PX| = |PX'|, kde P je pata této kolmice na ose o
Osova soumérnost je jednoznacné urcend osou soumeérnosti o.
Samodruznymi body osové soumérnosti jsou pravé jen vsechny body osy o. Jejimi
samodruznymi pfimkami jsou v dané roviné osa o a vSechny pfimky k ni kolmé. [8]
Priklady:
- Utvar je soumérny podle osy, jestlize je v néjaké osové soumérnosti sém sobé
obrazem
- Usecka ma pouze jednu osu soumérnosti, ktera vede jejim stfedem
- Aby byl trojuhelnik osové soumérny musi byt rovnoramenny
- Pravidelné mnohouhelniky jsou osové soumérné, pocet vrchol0 urcuje pocet
0S soumérnosti

- Kruh ma nekonecné mnoho os soumérnosti [g]

7.2.2 Stfedova soumeérnost
Soumérnost podle stredu S (stfedovd soumérnost se stfedem S) v roviné je pfimd

shodnost, ktera prifazuje stfedu soumérnosti StyZ bod S' =S a kazdému bodu
X # S roviny prifazuje takovy obraz X', Ze plati,

a) bod X' leZi na poloprimce opacné k poloprimce SX

b) |SX| = |SX']
Stredova soumérnost je specidlnim pripadem otoceni o Uhel velikosti « = 180°.
Je jednoznacné urcena stredem soumérnosti S.
Samodruznym bodem stfedové soumérnosti je pravé jen stfed soumérnosti S. Jejimi
samodruznymi pfimkami jsou vsechny pfimky prochdzejici timto bodem S. [8]
Priklady:

- Utvar je soumérny podle stfedu, jestlize je v néjaké stfedové soumérnosti

sam sobé obrazem
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- Utvary stfedové soumérné: Uselka, Ctverec, obdélnik, kosoltverec,
pravidelny Sestiuhelnik, kruh

- Trojuhelniky nejsou stfredové soumérné [10]

8. Programy a aplikace vhodné pro vyucovani osové a stredové
soumernosti

8.1 Aplikace Wolfram Research
Spolecnost Wolfram Research byla zalozena roku 1987 Stephenem Wolframem. Je

to jedna znejvyznamnéjsich svétovych pocitacovych, webovych a cloudovych
softwarovych spolecnosti na svété. Jde o silnou spolecnost védecké a technické
inovace. Jejich cilem je vyvinou technologie a nastroje, které zjednodusi pocitani.
Roku 1988 vydali jejich prvni software zvany Mathematica, kterym si ziskali mnoho
technickych avzdélavacich spolecnosti s miliony oddanych uzivateld po celém svété.
Na zakladé unikatniho jazyka Wolframu byl roku 2009 prestaven software Wolfram
Alpha. Tento systém je denné vyuzivan miliony uzivatel0 jak na webovych strankach,
tak pomoci mobilnich aplikaci atd. [11]

Wolfram Research nabizi hned nékolik druhd produktd. Nékteré jsou placené, jiné
muUzeme pouzivat zadarmo. Pro skolni prostredi by to byl pravé software Wolfram
Alpha Pro, kde pofizovaci cena zacina na cca 120 K¢ za mésic. Jeho neplacenou verzi
Wolfram Cloud po zaloZeni U¢tu mohou pouzivat zaci kdekoliv, a to jak na Skolnich
pocitacich, tak i doma. Wolfram Cloud ma omezené mnozstvi moznosti, ovsem pro
vyuziti

ve skolnim prostredi je naprosto dostacujici. Wolfram Cloud nabizi také mobilni
aplikaci, ktera je pfistupna jak pro operacni systém Android i iOS. [12]

8.2 Geogebra

Geogebra je matematicky software vhodny pro vSechny uUrovné vzdélavani.
Propojuje geometrii, algebru, tabulkovy editor, statistiku a poCty v jednom systému.
Geogebra nabizi online platformu sjiz pfes milion vytvorenych materidl0 jejich
uzivateli. Tyto materidly se daji pomoci Geogebry sdilet a praci studentd
lze pozorovat vrealném case. Je jednim zvyznamnych poskytovateld
matematickych softwarQ, ktery podporuje védu, technologie a inzenyrstvi,

matematické vzdélavani a inovace ve vzdélavani po celém svété. Tyto systémy
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podporuji mnoho stranek pro vzdélavani, a to jakozto jednoduché demonstrace
Ci celé online hodnotici systémy. Dulezité je zminit, Zze Geogebra je pro vsechny
uzivatele zdarma. Oproti jinym program0m podporuje rdzné jazyky a nalezneme
zde napfriklad i ¢estinu. Lze ji vyuzivat v prohlizedi, ale je mozné si ji stahnout i jako
aplikaci a vyuzivat off-line. [13]

8.3 Maple

DalSim matematickym softwarem mdze byt napriklad Maple. Maple je matematicky
software, ktery kombinuje matematiku s pocitacovym rozhranim, které umoznuje
matematické problémy analyzovat, zkoumat, vizualizovat a Fesit. Re$i problémy
jednoduse, spravné a rychle. Zabyva se Sirokym rozhranim druhd matematiky
a okruhd souvisejicich s matematikou jako jsou pocty, algebra, diferencialni pocet,
statistika, linearni algebra, fyzika, teorie grup atd. Pracuje v 2D a 3D prostredi. Tento
software nabizi 15 dnizdarma na vyzkouseni, poté licence stoji cca 3 300 K¢ Program
nepodporuje Cesky jazyk.[14]

8.4 Cabri

Jinym matematickym softwarem je napfiklad Cabri. Cabri se snazi matematiku
zjednodusit a predejit akademickému nezdaru. Nabizi digitalni materialy
a softwarové nastroje. Ucitelé tvrdi, ze Cabri je nejjednodussi na nauceni a diky Cabri
jsou schopni zapojit studenty do prace s matematickymi softwary. Pro jednotlivce
nabizi Cabrilicenci pro jeden pocitac s neomezenym uzitim, ¢ilicenci na 1 rok, licenci
pro tfidy nebo studentskou licenci. Ceny se pohybuji od cca 660 K¢. Cabri

nepodporuje Cesky jazyk.[15]

9. Jiné druhy Ctyrkrokového procesu:
CtyFkrokovy proces byl uveden jiz d¥ive a lidé se snazili vytvofit jakysi postup FeSeni

problémd.

Cypress Farirbanks Independent School District ma ctyrkrokovy plan, ktery pomaha
studentdm prvniho stupné zapojit jejich logické mysleni a vyvijet jejich matematicky
jazyk pravé béhem uzivani tohoto procesu. Jednotlivé kroky maji nasledujici nazvy:
detail, hlavni ndpad, strategie a jak. Jak studenti prochazeji jednotlivymi kroky,
mohou si uzit grafické reprezentace k usporadani jejich napady, slouzi jako dolozka

matematického mysleni a ukazuji strategii vedouci k reseni. [16]
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V casti hlavniho napadu je student ctenarem, ktery premysli a analyzuje. Problém
si precte nejméné dvakrat a snazi se jej shrnout nebo néjakym zplsobem
vizualizovat, co se déje. Jakmile je problém identifikovan, snazi se jej popsat. Mohou
mu pomoci nasledujici otazky: Jaky je hlavni ddvod otazky vtomto problému?
Co hleddme? Co chceme najit? [16]

Poté se studenti zaméri na detaily. Pomalu si student precte zadani problému
a identifikuje detaily pomoci disel, slov a frazi. Hleda informace navic, hleda
schovana cisla, ktera mohou byt vyjadrena ne Uplné viditelné. Otazky v této Casti
jsou nasledujici: Jaké detaily jsou nutné pro zodpovézeni otazky? Co je dilezité?
Co potrebuji? Co mi pomUze pfi zodpovidani otazky? [16]

Student si poté zvoli matematickou strategii k hledani fesSeni problému a uzije
ji k zodpovézeni otazek. Moznymi strategiemi (nejen matematickymi) mohou byt:
uziti nebo nakresleni obrazku, hledani motivu, Ciselné véty, vytvoreni operaci
(s¢itani, odcitani, nasobeni, déleni), tvofeni nebo uziti tabulky nebo seznamu,
zjednoduseni problému atd. Otazky v této ¢asti jsou: Co musim udélat, abych vyresil
tento problém? Jakou mam strategii? Co délam s detaily, abych dostal odpovéd? (¢!
A koneclné se dostavame k casti ,Jak?", kde zjisStujeme, zda je nase odpovéd
rozumna. Studenti uzivaji slovnich odpovédi k popsani jejich reseni. Otazky k této
casti jsou: Jak jsem vyresil problém? Kterou strategii jsem pouzil? Jaké byly mé
kroky? Studenti musi vtomto kroku vysvétlit, pro¢ zvolili strategii, kterou zvolili.
OdUvodiiuji zde své mysleni, a komunikuji jejich pochopeni problému. [16]

Jakeé jsou vyhody této metody? Tato metoda nuti studenty premyslet na vyssi Urovni.
Podle popisu mysleni Bloomovou taxonomii se ucitelé snazi dostat pravé pres jeji
metody vyzaduje zaznacovani mysleni studentd v alespon trech téchto krocich
kromé vypracovavani pravé zadaného problému. DalSi vyhodou je rozsifeni procesu
ze tfi na Ctyri kroky, které zpUsobi, ze studenti si na téchto Urovnich prohloubi jejich
porozuméni matematice a zlepsi jejich plynulost uzivani matematického jazyka.
V kratkém obdobi se zlepsi jejich Cinnost pfi stanovovani vysledkd a stejné tak
poroste jejich sebevédomi pfi uzivani matematiky. Z dlouhodobého hlediska budou
studenti lépe pripraveni na prechod zprvniho stupné na Uroven matematiky

na druhém stupni. Pro ucitele je vyhodou uziti této metody v tom, ze budou schopni
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jednoduseji identifikovat specifické problémy zak(d a na zakladé toho jim da lepsi
zpétnou vazbu. Sepisovani poznatkU a postupu by také mélo studentdm v budoucnu
pomoci u testovani.[16]

Hlavni cile a standardy vyplyvajici z tohoto procesu jsou nasleduijici: ucitelé musi
zkoumat, jak Zzaci prichazeji na jejich odpovédi, jelikoz spravné odpovédi
neznamenaji vzdy spravny myslenkovy proces; zaci musi zkoumat rizné zpdsoby,
jak premyslet o matematickych problémech a jejich FesSeni; zaci se musi naucit
analyzovat a reSit své vlastni problémy; Skolska matematika by se méla vice
soustredit na jejich premysleni zaroven, co resi néjaky problém.[16]

| kdyz elementarni matematika nezminuje grafickou organizaci pfi reSeni problém0,
je zakdm doporucovano pouzivat matematiku k feSeni problémid souvisejicim
s kazdodennimi situacemi a aktivitami ve Skole i mimo ni. Problém identifikuji,
pochopi, vytvori plan, ktery zprovozni a zhodnoti, zda jejich reseni dava smysl.
Casem si vyberou ¢&i vyvinou vhodny plén ¢i strategii pro feseni problémd. Ta mize
obsahovat kresleni obrazku, hledani motivu, systematické tipovani a kontrolu,
vytvareni tabulky, prevadéni na jednodussi problém, dopracovani se zpétné k reseni
problému. V neposledni fadé se také uci uzivat nejrdznéjsi nastroje a technologie
k FeSeni problém{. Zaci komunikuji v matematice neformalnim jazykem. Vysvétluji
a zapisuji poznatky pomoci objektd, slov, obrazk{, cisel atd. Preformulovavaji
neformalni jazyk do jazyka matematického a uZivaji symboliky. Zaci pouzivaji
logické zddvodriovani, vytvareji generalizace z motiv0 nebo prikladd, odbvodnuji
jejich odpovédi a vysvétluji reseni. [16]

Techniky, které ucitelé pouzivaji pro Ctyrkrokovy proces jsou nasledujici. Na zacatku
ukazou model s grafickou reprezentaci, jak postupovat pfi uzivani ctyrkrokového
procesu. Pouzivaji metodu, pfi které premysli nahlas, aby studentd predstavili jejich
uvazovani. Dotazuji se studentU tak, aby studenty povzbudili ve spravném
premysleni nad problémy a vedli je spravnou cestou. Diskutuji scelou tfidou,
Ci nechavaji zaky diskutovat mezi sebou. Aby tato metoda byla Uspésna, méla by
prevazovat debata nad psanim. Studenti si zjisti, jak propojit matematiku s jazykem,
a tak budou schopni popsat své feSeni pomoci logiky a vhodnych matematickych
termind. Jamile se toto naudi resit s ucitelem a svymi spoluzaky, budou schopni vést

vnitini rozhovor sami se sebou a resit tyto problémy samostatné. [16]
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Jak m0ze byt tento proces zapojen do hodin? Studenti se mohou zapojovat
do diskuse a reseni ctyrkrokového procesu, zatimco ucitel vysvétluje problém tridé.
Ve tridé mdze byt umistény plakat s popisem jednotlivych krokd. Studenti mohou
pracovat vparech nebo skupinach, tak si mohou také procviovat uzivani
matematického jazyka. Dale by méli studenti vypracovavat samostatné Ukoly,
atak si procvicovat uzivani jednotlivych krokd. Méli by tento proces uzivat predevsim
pro reSeni slovnich Uloh. Mél by byt omezen pocet Ukol0, ktery studenti dostavaji.
Jejich tempo se postupné pomoci této rutiny zrychli a budou konzistentni pfi feseni
problémd. [16]

Podobny proces popisuje také Ed Latimore. Sklada se ze Ctyr otazek. Jaky je
problém? Pokud nevime, co je problémem, nejsme schopni prijit s fesenim. Indikuje
nam, ze néco je Spatné. Co s tim udélame, je zakladem a motivaci zbylych krokd.
Co potrebujeme zjistit? Jde o dUlezitou ¢ast problému. Co uz vime? Jde o viechny
véci souvisejici s problémem, které by nam mohly pomocis jeho feSenim. Nejde vSak
vzdy o ocividné véci. Jaké jsou mezi nimi souvislosti? V tomto poslednim kroku jde
hlavné o brainstorming, kde pouzijeme nase schopnosti a s pomoci odpovédi, které
nam vznikly z predchozich krok{, vybereme tu nejvhodnéjsi. Tento postup vyuzival
predevsim k uCeni matematiky a fyziky, ovsem tato metoda je vhodna pro jakykoliv
problém, nezalezi jak komplexni a slozity. Obecné, pokud nejsme schopni problém
vyresit, je to ¢asto kvlli neschopnosti resit treti nebo ctvrty krok, a to bud, protoze
nemame dostatek informaci nebo jsme si nevsimli néjaké vazby. [17]

Castym problémem v matematice byvaji slovni problémy, jelikoZ u nich ne vzdy byva
na prvni pohled jasné, co ma byt feSeno. Pokud vSak rozumime problému, je hledani
reseni jednodussi. Porozuméni je pravé ironicky nejvétSim problémem. Uceni se
je vlastné hledani reseni a clovék se dokdaze ucit rychleji, pokud to vidi timto
zpUsobem. Co bylo komplikované se stane jednodussim, co bylo spletité se stane

jasnym. [17]
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10. Shirka uloh

Ackoliv tento ctyrkrokovy postup feseni problémid je dilem autord programu
Wolfram Mathematica, v této praci je predevsim uvedeno feSeni pomoci GeoGebry.
V programu Wolfram Mathematica by Zaci museli uzivat analyticky zapis pro
vykresleni jednotlivych Uloh, a proto je jednodussi uziti programu GeoGebra, jelikoz
zapis vice pripomina skolni matematiku a pochopeni rysovani je zde jednodussi.

V nasledujicich Ulohach se tato prace snazi o propojeni osové a stredové soumérnosti
s redlnym Zivotem. Situace jsou povétsinou modelové, jelikoz realitu ovliviujii dalsi
faktory, jako napfiklad pUsobeni rdznych sil na téleso, rychlost, materialy atd.
Objevuje se tu také propojeni vice tematickych celkd z matematiky, jako jsou
napriklad Uhly, obsah, pocitame tu vzdalenost a dalsi. Zadani Uloh se snazi byt
obsahlé, aby se zaci naudili filtrovat informace.

Cilem téchto Uloh je ukazat zakim, Ze osova a stfedova soumérnost se vyskytuje
i v Ulohach, kde by to na prvni pohled necekali. Musi zde zapojovat tvorivé mysleni,
jelikoz nékteré hodnoty nejsou pevné dané. Matematické softwary jsou dynamické,
proto pfizménach a Upravach mohou zaci sledovat, co se déje v realném case.
Sbirka Uloh predstavuje sadu osmi prikladd, kde u nékterych vyuzivame objekty
realného zivota a snazime se vyresit problém za uziti osové ¢i stfedové soumérnosti
nebo prikladd, kde pouzivame kreativitu k vytvareni objektd zredlného zivota
s uzitim soumérnosti. Zaci zde mohou zapojovat tvofivé mysleni, aby se dostali
k vysledku. Pouzivaji prednastavené funkce uvedenych programd nebo si funkce
pro rfeseni mohou vytvaret. Vzhledem k tomu, ze Ulohy jsou smérovany na druhy
stupen zakladni Skoly u programovaciho jazyka Wolframu by bylo vhodné jim hotové
funkce predstavit a spise jim ukazat, jakym zpUsobem je vhodné je pouzivat,
pripadné, kde a jak hledat chyby, pokud ndm aplikace vyhodi chybovou zpravu.

V ulebnicich se vétsinou setkame s konstruk¢nimi Ulohami. Nevyhoda téchto Uloh
je, ze Casto nam staci postupovat podle jejich zadani, jelikoz jejich konstrukce
je pfimo popsana pravé v zadani a nemusime tak nad Ulohou vice pfemyslet. Proto
Ulohy, které byly vytvoreny v této praci se snazi o zapojeni premysleni nad problémy

i u konstrukénich Uloh.
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Postup feseni Uloh zde je popséan univerzalng, kdy jednotky si zde mizeme dosadit
sami, spide je ukazano, pomoci kterych nastrojo bychom mohli problém Fesit.

Spousta Uloh nabizi vice feseni.
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10.1 Osova a Stfredova soumérnost pomoci Wolfram Alpha
Program Wolfram Alpha v soucasné dobé nema naprogramované zadné funkce,

které by umoznovaly prekresleni bodU ¢i funkci v osové ¢i stredové soumérnosti.
Osovou Ci stredovou soumérnost je mozné v programu resit analyticky. Abychom
praci zakdm ulehcili, musime si vytvofit v programu funkce, které nam budou
jednotlivé body prevadét pomoci zminénych soumérnosti.
Analytické zadani stredové soumérnosti:
Pro vypocitani souradnic obrazu bodu B = [x, y] ve stfedové soumérnosti se stredem
S = [s1, 53] vypadd analytické vyjadreni nasledovné: [18]

x'=—-x+2s;

y' =~y +2s;
Pomoci tohoto vyjadreni si uzitim jazyka Wolfram vytvorime funkci:
stredovasoumernost[Bod_,Stred_]:={-Bod[[1]]+2*Stred[[1]],-
Bod[[2]]+2*Stred[[2]]}
Pro zadavani vstupu do této funkce budeme pouzivat mnozinové vyjadreni:
stredovasoumernost[{x,y},{s,s.}]
Vystup:
'y}
Tedy souradnice obrazu bodu B budou B’ = [x', y']
Ukazka pro zadani vstupu:

stredovasoumernost[{z,2},{3,4}]

{5,6}

Analytické zadani osové soumérnosti:
Pro vypocitani soufadnic obrazu bodu B = [x,y] vosové soumérnosti s osou
o:ax + by + ¢ = 0 vypadd analytické vyjadreni ndsledovné: [19]

2a

x :x—az—_l_bz(ax+by+c)

2b
y —y—m(ax+by+c)
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Pomoci tohoto vyjadreni vytvorfime uzitim jazyka Wolfram funkci:
osovasoumernost[Bod_,Osa_]:={Bod[[1]]-
(2*Osa[[1]1/((Osa[[2]])"*2+(Osa[[2]])"2))*(Osal[1]]*Bod[[1]]+Osa[[2]]*Bod[[2]]+Os
a[[31]),Bod[[2]]-
(2*Osa[[2]1/((Osal[2]])*2+(Osal[2]])"2))*(Osa[[1]]1*Bod[[1]]+Osa[[2]]*Bod[[2]]+Os
a[[3113

Pro zadani vstupu do funkce budeme pouzivat mnozinové vyjadreni vypadajici
nasledovné:

osovasoumernost[{x,y},{a,b,c}]

Xyl

Tedy souradnice obrazu bodu B budou B’ = [x', y']

Ukazka pro zadani vstupu:

osovasoumernost[{z,4},{2,-2,2}]

3,2}

Par tip0 k uziti program0 od Wolfram Research:
Pri zadavani vlastni funkce mze funkce zacinat malym pismenem
Funkce naprogramované v programu Wolfram Alpha se zadavaji velkym
pocatecnim pismenem
Aby funkce fungovala musime stisknout klavesy Shift + Enter nebo uzitim
klavesy Enter v numerické casti klavesnice
Pro psani hranatych zavorek pouzijeme klavesy pravy Alt + F nebo G

Pro psani slozenych zavorek pouzijeme klavesy pravy Alt + B nebo N
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Uloha 1
Po smrti dédecka dle jeho zavéti si jeho vnuci maji mezi sebou rozdélit pozemek,

ktery po sobé zanechal. Dohodli se, ze pozemek rozdéli na dva rovné dily a ze
jej rozdéli plotem. Chtéji, aby jejich poloviny byly shodné vymérou i tvarem a plot byl
rovny a tvoril rovnou ¢aru mezi pozemky, tedy bez jakykoliv zakouti. Hranice vsech
pozemk0 musi byt vici sobé rovnobézné ¢i kolmé. Zarovern se jeden z vnukd rozvadi
s manzelkou a dle jejich smlouvy ji ma pripadnout polovina jeho c¢asti pozemku.
Rozdéleni maji dohodnuto opét stejnym zpUsobem, jak ma se svym bratrem.
Pozemek se nachazi na vesnici v klidné oblasti, ma 400 m na délku a 350 m na Sitku.
Z zadné strany nehranici s jinymi pozemky, okolo néj je pouze cesta.
1. Definovat otazky
Jaka bude stejnd polovina? Mame vice moznosti?
Jak si pozemek rozdéli? Jak velké budou pozemky?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jak rozdélime obdéInik na pul? Kolika zpisoby mizeme rozdélit obdélnik
na polovinu? Velikost pozemku se udava v jednotkach ctverecnych, jak
spocitat obsah?
Pozemek o tvaru obdélniku rozdélime na polovinu pomoci osové
soumérnosti, po prvnim rozdéleni budeme mit dvé moznosti reseni. Poté
jednu z polovin jesté rozdélime na polovinu opét pomoci osové soumérnosti,
tim dostaneme dalSi dvé moznosti feseni.
3. Vypocitat

Program GeoGebra

Nejprve si vykreslime Utvar, vtomto pripadé jde o obdélnik o délkach stran
400 m a 350 m. Pro nase Ucely budeme pouzivat velikosti 4 cm a 3,5 cm,
dle méfitka 1:100. Pro feseni tohoto problémd nemizeme uzit funkci Osova
soumérnost, jelikoz by ndm vykreslila Utvar osové soumérny tomu, ktery jiz
mame. Pouzijeme funkci Osu Usecky pro stranu délky 4 cm k nalezeni osy
soumérnosti této Usecky, tak se nam rozdéli Utvar na polovinu. Dale
rozdélime jednu z téchto polovin opét Osou Usecky, a to bud stranu o délce
3,5 ¢m nebo nové vzniklou stranu o délce 2 cm, pomoci nové vzniklé osy

soumérnosti téchto stran dostaneme dalsi oblasti. Nové vytvorené plochy
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poté pomocifunkce Mnohouhelnik ohrani¢ime, abychom mohli pouzit funkci
Obsah. Pro vypocitani vzniklych ploch pouzijeme tuto funkci a GeoGebra
nam vypocita velikosti vzniklych ploch. Abychom ziskali dalsi moznosti
narysujeme Osu Usecky prochazejici stranou o délce 3,5 cm, tato osa
soumérnosti nam rozdéli obdélni podélné. Pro vytvoreni dalSich oblasti
budeme rysovat Osu Usecky prochazejici stranou 4 cm nebo nové vzniklou

stranou 1,75 cm.

v .
Moznosti:
4 4
D () r‘E C. c D vg C
o
]
d|  Obsah GHED=35 ny J | nOpsah GCFH=35 |
25 23
» 2 :
gl ald Obsah FBCE =7 b qlE H 2 Fh
[J\
15 1
i HIE Obsah EFBA=7 f
A F B A b B
Q. 1. 28 f‘ 1 0. 0 a 1 1.5 a 25 3 4
Obrdzek 1. Pozemek 1 (Zdroj: autor) Obrdzek 2. Pozemek 2 (Zdroj: autor)
4+ 1
D H ° E & C D £ c
G by N
25 2:
99 Ohsah GEFH=35 T
; hJ e © Obsah FBCE=T7 b, ; El Fly
g9
15
Obsah GFEH=35
; 1 ay Obsah EFBA=7 H
05 u
A G B A & B
) : o, & N 1 5 = 25 3 3 B
Obrdzek 3. Pozemek 3 (Zdroj: autor) Obrdzek 4. Pozemek 4 (Zdroj: autor)

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry — prvni pfipad:

A = (0,0)
B = (4,0)
C = (43.5)
D = (0,3.5)
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ctl = Mnohouhlenik(A,B,C,D)

a = Usecka(A, B, ctl)

b = Usecka(B, C, ctl)

¢ = Usecka(C,D, ctl)

d = Usecka(D, A, ct1)

f:0saUsecky(a)

E = Prusecik(f,c)

F = Prusecik(f,a)

g = Usecka(E,F)

h: OsaUsecky(d)

G = Prusecik(d, g)

H = Prusecik(g, f)

Jj = Usecka(G,H)

ct2 = Mnohouhlenik(G,H,E, D)

d1l = Usecka(D, G, ct2)

e = Usecka(E, Dct2)

gl = Usecka(G,H, ct2)

h1l = Usecka(H, E, ct2)

ct3 = Mnohouhlenik(F,B,C,E)

b1 = Usecka(B, C, ct3)

cl = Usecka(C,E,ct3)

el = Usecka(E,F,ct3)

f1 = Usecka(F,B,ct3)

Funkce Obsah — klikneme na vybrané mnohouhelniky

. Interpretovat vysledky — odpovéd’

Z nasich obrazkd nam vyplyva, ze mame 4 mozné rozdéleni pozemku, které
mohou mit jesté dalSi moznosti usporadani. Obsah velkého pozemku nam
dle zvoleného méritka méri 7 cm?, coz bude v realité 70 000 m? a rozméry
malych pozemkd budou 35 000 m?2.

Kazdy z vnuk{ dle zavéti dostal od zesnulého dédecka pozemek o velikosti
70 000 m2. Po rozdéleni své casti jednomu z vnukU a jeho byvalé manzelce

zUstalo kazdému 35 ooo m=.
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Komentar:

Tento priklad je vhodnou ukazkou ze Zivota, vychazi z reality. Obsahuje
i nepodstatné informace a Ukolem zdka je posoudit, které z informaci potrebuje.
Jako modifikace bychom mohli pridat napfiklad jesté prijezdovou cestu, a tedy
bychom se snazili pozemek rozdélit tak, aby vsichni vlastnici k ni méli pristup,
a tak by se ndm moznosti vice omezily.

Tento Ukol je vhodné uzit jako jeden z Uvodnich prikladU, kde jiz zaci maji vysvétlené
zakladni vlastnosti geometrickych Utvard. MdZeme po Zacich chtit najit jedno reSeni
nebo je mdzeme nechat hledat véechny kombinace. Zaci si zde tedy mohou procvicit
jak rysovani, tak i vyzkouset kombinatoriku. Mohou ¢i nemusi uzit méfitko. Priklad
se také hodi pro Uvod pfi uzivani matematického softwaru, pravé v GeoGebre

pro zaky bude nejjednodussi vytvofit fesenia funkce pro hledanifeseni jsou zakladni,

a tak si zaci alespon budou moci s programem seznamit svym vlastnim tempem.

Kromé rozdélovani Utvaru na dva soumérné si v této Uloze zaci procvici i méritko
a také pocitani obsahu. Tato Uloha neni pfimo zamérend na osovou soumérnost,
Utvary maji byt soumérné podle osy. Avsak pro rozdéleni téchto Usecek budeme

pouzivat funkci osa Usecky.
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Uloha 2
Kamaradi Pavel, David a Marek se u¢i hrat kulecnik. Dle pravidel se hraci nejcastéji

stfidaji poté, co jeden z nich bud netrefi kouli nebo se trefi do cerné Ci souperovy.
Aby hradi mohli trefit kouli, kterou potrebuji, mohou vyuzivat stén herni plochy
(mantinely). V kazdém kole se snazi hrac trefit bilou kouli do své.
Kazdému hradi jiz zOstala na hraci ploSe jen jedna koule. Dalsi v poradi je Pavel.
Jakym zpUsobem musi poslat bilou kouli, tak aby se trefil do cervené, a tak ji na hraci
ploSe posunul (nemusi se trefit do jamky)? M0ze kouli odrazit od tfi stén (mantinelJ)?
1. Definovat otazky
Jakym smérem musi poslat bilou kouli? Jak bude Uloha vypadat pfi uziti
jedné, dvou i tfi stén (mantineld)?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jakou drdhu musime narysovat? Kolikrat vyuzijeme osové soumérnosti?
3. Vypocitat

Program GeoGebra

V nasledujicich ukazkach bude popis uveden obecné, je na zakovi, jakym
zpUsobem si umisti body.

V tomto pripadé budeme vyuzivat pravidla, ze Uhel odrazu se rovna Uhlu
dopadu. Nejprve si narysujeme libovolny obdélnik a do jeho vnitini casti
umistime dva body, je vhodné body barevné rozlisit. V ukazkovém prikladu
volime nasledujici barvy, svétle modrou oznacime kouli, kterou budeme
strilet a Cervenou tu, kterou musime trefit.

V pfipadé wuziti jedné stény pro odraz bude postup nasledujici:
Nejprve si pomoci funkce Osova soumérnost sestrojime obraz cerveného
bodu. Vybereme funkci Osova soumérnost a oznacime si Cerveny bod jako
vzor a jako osu si zvolime libovolnou stranu v nasem pfipadé stranu a.
Na protéjsSi strané nam vznikne obraz, ten spojime Useckou smodrym
bodem. V misté, kde se ndm tato Usecka protne sjednou ze stén, nam
vznikne prisecik. Pro vykresleni celkové drahy spojime modry bod s nové

vzniklym prisecikem a prisecik s bodem cervenym.
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Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry — prvni pfipad:

Pocitdme s tim, ze jiz mame sestrojeny obdélnik se stranami a, b, ¢, d a uvnitf
umisténé dva body; modry Ma Cerveny C

C" = Soumernost(C,a)

f = Usecka(M,C")

P = Prusecik(a, f)

g = Usecka(M, P)

h = Usecka(P, C)

Obradzek 5. Kulecnik 1 (Zdroj: autor)

V pfipadé, ze bychom pouzili k odrazu dvé stény, bude reSeni vypadat
nasledovné:

Nyni budeme chtit sestrojit odraz od stén c a b. Nejprve si sestrojime obraz
Cerveného bodu podle osy b. Vybereme funkci Osova soumérnost a zvolime
Cerveny bod jako vzor a stranu b jako osu soumérnosti. Nyni udélame dalsi
osovou soumérnost, tentokrat pro nové vznikly bod. Zvolime si nové vznikly
bod jako vzor a stranu c jako osu soumérnosti. Tento bod poté spojime
Useckou smodrym bodem. Udélame rovnobézku stouto Useckou
prochazejici cervenym bodem. Vytvorime si prisecik Usecky se stranou ¢
a prusecik se stranou b. Spojime Useckami modry bod s prisecikem na strané

c aten poté s prUsecikem na strané b a nakonec s ¢ervenym bodem.
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Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry — druhy pfipad:
Pocitame s tim, ze jiz mame sestrojeny obdélnik se stranami a, b, ¢, d a uvnitf
umisténé dva body; modry Ma Cerveny C

C" = Soumernost(C, b)

C” = Soumernost(C’, c)

f = Usecka(M,C")

P = Prusecik(c, f)

[: Primka(M, P)

Funkce rovnobézka: m: Primka(C, 1)

P’ = Prusecik(m, b)

g = Usecka(M, P)

h = Usecka(P, P")

i = Usecka(P’,C)

| e

Obrdzek 6. Kulecnik 2 (Zdroj: autor)

A jako posledni si uvedeme, jak by feseni vypadalo v pripadé uziti tri stén.

Nejprve siudélame obraz cerveného bodu pomoci strany a. Pouzijeme funkci
Osova soumérnost, jako vzor zvolime Cerveny bod a osou soumérnosti bude
strana a. Tento vznikly bod poté pouzijeme jako novy vzor. Vyuzijeme opét
funkci Osova soumérnost, nové vznikly bod si oznacime jako vzor a jako osu

zvolime stranu c¢. Nyni snové vzniklym bodem udélame dalsi osovou
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soumérnost, bod si zvolime jako vzor a osou bude strana a. Vznikne nam tak
prvni prisecik, a to prisecik na strané ¢, ten bude predstavovat prvni ¢ast
drahy koule. Poté si narysujeme stouto Useckou rovnobézku prochazejici
nasim prvnim obrazem cerveného bodu. V mistech, kde se tato rovnobézka
protne se stranami a a b, nam vzniknou priseciky. Propojime cerveny bod
s prisecCikem na strané a Useckou a poté vytvorime dalsi usecku propojujici
priseciky na strané a a b, propojime Useckou priseciky na strané b a c,
nakonec propojime Useckou prisecik na strané ¢ smodrym bodem,
a tak dostaneme celou drahu modré koule k cervené.

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry — treti pripad:

Pocitame s tim, ze jizmame sestrojeny obdélnik se stranami a, b, ¢, d a uvnitf
umisténé dva body; modry Ma Cerveny C

C" = Soumernost(C,a)

C” = Soumernost(C’, b)

C”" = Soumernost(C”,c)

f = Usecka(M,C"")

P = Prusecik(c, f)

[: Primka(M, P)

Funkce rovnobézka: m: Primka(C’, 1)

P’ = Prusecik(m, b)

P” = Prusecik(m, a)

g = Usecka(M, P)

h = Usecka(P, P")

i = Usecka(P',P")

j = Usecka(P”,C)
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Obrazek 7. Kulecnik 3 (Zdroj: autor)

Program Wolfram Alpha + GeoGebra:

Jelikoz tato Uloha je tvorena pro zaky druhého stupné zakladni Skoly,
a pro Wolfram Alpha potfebujeme zadani funkci analyticky, mohou si Zaci
pomahat GeoGebrou.
PFi uziti jedné stény by feseni vypadalo nasledovné (Budeme pouzivat nakres
z predeslého reseni) Rozméry kulecniku jsou 20x13,5 dm.

a:y=0
Modry bod: M = [6,6]
Cerveny bod: C = [14,2]
Budeme pouzivat funkci:
osovasoumernost[Bod_,Osa_]:={Bod[[1]]-
(2*Osa[[2])/((Osal[[2]])*2+(Osa[[2]1)"2))*(Osal[[1]]*Bod[[1]]+Osa[[2]]*Bod([
2]]+Osal[[3]1),Bod[[2]]-
(2*Osa[[2]]/((Osal[2]])"2+(Osa[[2]1)"2))*(Osa[[2]]1*Bod[[1]]+Osa[[2]]1*Bod][[
2]]+Osa[[3]1)}
Vstup:
osovasoumernost[{14,2},{0,1,0}]
{14,-2}
Dostaneme tedy obraz C' = [14, —2]
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Nyni si vytvofime pfimku prochazejici body M a C’. Wolfram Alpha nabizi
mnoho jiz naprogramovanych widgetd pro nejriznéjsi vypocty, proto pro
nalezeni pfimky prochazejici dvéma body pouzijeme:
https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=82138b11a724bg4d18
df2e083d8bzbsg

Pomoci kulatych zavorek zapiseme body M a C’, a to jako (6,6) a (14,-2)
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https://www.wolf

Line Equation with Two Points - Math 101

Line Equation with Two Points - Math 101

Find the equation of line passes through the point

and the point
Wolframalpha B]

Added Aug 1, 2010 by fawad in Mathematics
Find the equation of line passing through two points

Obrdzek 8. Wolfram Widget 1a (Zdroj:
https.//www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp ?id=82138b11a724b94d18df2e083d8b7b55)

Line Equation with Two Points - Math 101 X

Find the equation of line passes through the point
ant e ol

3

Input interpretation:

line  poines(6,6) | (14,-2)  Cartesian equation

Result:
Slope?intercept form

y=12-x
Need a step by step solution for this problem? >

Visual representation:

¥
6 o
4
2
% WolframAlpha Get this widget w=8

Obrdzek 9. Wolfram Widget 1b (Zdroj:
https.//www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp ?id=82138b11a724b94d18df2e083d8b7b5
5)
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https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=82138blla724b94dl8df2e083d8b7b5

Tento widget nam vyhodnoti rovnici pfimky modrého bodu a obrazu
Cerveného bodu, dostaneme zey = 12 — x

Poté mizeme uzit dalsiho widgetu pro nalezeni priseciku, ktery bude
predstavovat nas bod odrazu:

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=fg3da8718eqafs861e3

2faboodccecsf

Intersection Point Calculator

Intersection of

WolframAlpha i |+

Added Dec 18, 2018 by Nirvana in Mathematics

This calculator will find out what is the intersection point of 2 functions or relations are. An intersection point of 2 given
relations is the point at which their graphs meet.

Obrdzek 10. Wolfram Widget (Zdroj:
https.//www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp ?id=f93da8718e9af4861e32fab00dccec5f)

Do tohoto widgetu si zadame rovnice pfimek ve formatuy = 0 ay = 12 — x.

Dostaneme tak prisecik P = [12,0]
Pri uziti dvou stén by reseni vypadlo nasledovné:

b:x =20
c:y =13,5
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Vstup pro prvni obraz:

x = 20 siupravimena—x +20 =0

osovasoumernost[{14,2},{-1,0,20}]

§26,2}

Dostaneme tedy obraz C' = [26,2]

Nyni si musime udélat obraz C’, ten si oznacime jako C".

Vstup pro druhy obraz:

y = 13,5siupravimenay —13,5=0

osovasoumernost[{26,2},{0,1,-13.5}]

§26.,25.}

Dostaneme tedy obraz C"" = [26,25]

Pro nalezeni prisecikd budeme opét vyuzivat zminéné widgety. Nejprve
nalezneme pfimku prochazejici M a C"'. Zapiseme pomoci kulatych zavorek.

vr 19x 3 o ws o v
Dostaneme pfimkuy = o T2 nalezneme prisecik se stranou c. Prisecik

. 264 27
serovna P = [3,7].

Nyni nalezneme druhy prisecik. Vytvorfime si pfimku prochazejici bodem P

a C'. Dostaneme pfimku y = % - %. Nalezneme jeji prUsecik se stranou b
P' = [ZO,Z]. Prvni odraz tedy bude vbodé P = [ﬁ,z] a poté vbodé
10 197 2
P =[20%]
10
ReSeni pFi uZiti tfi stran:
a:y=0
b:x =20
c:y =135

Prvni obraz bodu C podle strany a:
osovasoumernost[{14,2},{0,1,0}]

{14,-2}

Dostaneme tedy obraz C' = [14, —2]

Dale si vytvofime obraz bodu C’ podle strany b:

osovasoumernost[{14,-2},{-1,0,20}]
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§26,-2}

Dostaneme tedy obraz C"' = [26, —2]

Dale si vytvofime obraz bodu C" podle strany c:
osovasoumernost[{26,-2},{0,1,13.5}]

{26,209}

Dostaneme tedy obraz C""' = [26,29].

Nyni budeme hledat priseciky. Nejprve si vytvorime ptimku M a C'"". Rovnice

pfimky bude vypadat nasledovné yz%—f—o. Najdeme si prisecik

288 27

se stranou ¢, P = 5,7]. Nyni musime naleznout rovnobézku s touto

primkou tak, aby prochazela bodem C’. Pro zjisténi této rovnice pouzijeme
funkci v programu Wolfram Alpha v nasledujici podobé
ResourceFunction["ParallelLineThrough"]

[23*X/20 -9/10,{X,14},{y,-2},"StandardFormEquation"]

23x 181

Rovnici si upravime na y = o o Najdeme nakonec najdeme priseciky

, 0w 49 o vy
se stranami b a a. Prisecik se stranou b bude P’ = [20, E] a prisecik se

stranou a bude P = %, 0].

Interpretovat vysledky — odpovéd
Odpovédi pro drahu vyplyvaji z grafického feseni. Mdzeme vyuzit jedné,
dvou i tfi stén. V pripadé rozlozeni souperovych kouli a ¢erné koule se pocet

moznosti bude zmensovat.

Komentar:

Uloha je modelova. Vredlném Zivoté by zdlezelo také na materidlu, rychlosti

a mnohém dalsim. Tato Uloha nebyva typicky na zakladnich skolach ucena, ovsem

ma velky potencial, pfi posunovani kouli v digitalnim prostredi by se zaci mohli divat,

jak se draha méni. Jako modifikaci bychom mohli presné nadefinovat, kolika stén se

koule musi dotknout. Dalsi modifikaci mdze byt umisténi kouli, mdzeme je nechat

pevné dané nebo mize zalezet na zakovi, aby je umistil podle svého uvazeni.

V tomto prikladu nejsou na ploSe rozmistény souperovy koule, pro ztizeni obtiznosti

by mohla byt vyuzita i tato modifikace.
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V tomto prikladu kromé uziti osové soumérnosti budeme také pocitat se znalosti
Uhld. Pomoci heuristického rozhovoru bychom mohli zaky navést na vziti pravidla
Uhlu odrazu a dopadu.

Pokud se rozhodneme porovnat reseni GeoGebry a Wolframu Alpha, GeoGebra ma
vyhodu, ze zaci mohou ihned vidét, jakym zpUsobem poslat kouli, aby trefila tu
druhou na kule¢niku. Redeni Wolframu Alpha je v této ukazce ¢&isté pocetni a mize
byt pro mnohé tézké si predstavit, jak to vypada vrealité. Vyhodou jsou jiz
naprogramované widgety pro pocitani rdznych problémd, jedind nevyhoda pro

Ceské zaky je anglicka terminologie.
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Uloha 3
V zameckém parku, ktery je ve francouzském stylu, coz znameng, ze rostliny jsou

zde usporadany do nejriznéjsich Utvard, aby park pUsobil upravené, se rozhodli
vysazet bilé tulipany, zIluté narcisy, oranzové gerbery a Cervené karafiaty. Vybrali si
obdélnikovou oblast se sochou uprostied. Stfredem delsi strany vede k soSe cesta
z obou stran. Socha sméfuje z jedné strany k zamku a z druhé k jezirku. Zahradnici
chtéji kvétiny vysazet do tfi pismen a to tak, aby obé strany vypadaly stejné a napis
LKMTT", ktery predstavuje inicidly nejvyznamnéjSiho predstavitele zamku, byl
Citelny z obou stran. OvSem nastal problém a jina skupina zahradnikd dostala za Ukol
vysazet kvétiny do tfi obdéInikd z kazdé strany a musi byt zde uzito vsech typ0
kvétin. Pismena jiz byla na jedné ze stran vysazena, v poradi tulipany, narcisy,
gerbery a karafiaty. Jak maji skupiny vysazet rostliny, aby byly obé strany stejné
osazené? Plocha ma rozméry 12 a 20 metr0l. Cesta je Siroka 3 m a socha ma podstavu
kruhového tvaru o poloméru 2 m.
1. Definovat otazky
Jak nasazet rostliny na protéjsi stranu? Kolika zpUsoby mUzeme vysazet
obdélniky?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jakou pouzit symetrii, aby byly strany shodné? Kolik mame variaci?
3. Vypocitat

Program GeoGebra:

Nejprve si vytvofime mnohouhelnik o rozmérech 12 a 20. Pouzijeme funkci
Usetka spevnou délkou, klikneme na plochu a vytvofime bod A a
do vyskakovaciho okna zapiSeme hodnotu 12. Poté si vytvorime kolmice
na tuto Usecku prochazejicimi krajnimi body usecky AB. Vbodé B pak
vytvorime Kruznici danou stfedem a polomérem se stfedem v bodé B
a polomérem 20. Vytvorfime si prisecik kruznice a kolmice prochazejicim
bodem B, poté si vyznaCime PrUsecik. Zvolime funkci Mnohouhelnik
a oznacime vsechny vrcholy. Nyni pouzijeme funkci Stfed a klikneme
na mnohouhelnik. Vtomto stfedu vytvofime Kruznici danou stfedem
a polomérem, kde velikost poloméru bude 2. Dale si vytvorime Osu Usecky

pro jednu zUseCek o délce 12. Najdeme Prisecik osy stouto stranou
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a v priseciku vytvorime Kruznici danou stfedem a polomérem, pro polomér
velikost 1. Najdeme Priseciky strany a kruznice, v nich vytvofime rovnobézky
s osou strany. Tak mame pfipravenou plochu.

Nyni si kratsi stranu rozdélime pomoci Osy Usecky na dvé poloviny a kazdou
ztéch polovin poté jesté jednou a vzniknou nam tak 4 obdélniky, které
ohrani¢ime pomoci funkce Mnohouhelnik. Pro rychlejsi praci budeme
pouzivat pouze dolni polovinu mnohouhelniku. Nyni si do kazdého z nich
pomoci funkce Pero vepiSeme pfisluSnd pismena, po rozkliknuti vice
moznosti se nam v rohu zobrazi moznosti zmény barev (K zménime na bilou,
M zménime na zlutou, prvni T na oranzovou a druhé T na Cervenou). Pokud
bychom chtéli, aby pismena vypadala profesionalnéji otevieme si dokument
Word vepiseme zde pfislusna pismena a zménime jejich barvy, uzijeme
funkce vystfizek, zkopirujeme jej a vlozime do GeoGebry. Pomoci funkce
Stfedova soumérnost vzdy prevedeme kazdé pismeno i do horni poloviny.
Vybereme pozadované pismeno a poté klikneme na stfed mnohouhelniku.
Nyni vybirdme barvy pro obdélniky tak, aby se nam nestalo, ze na jednom
misté bude pismeno se stejnymi kvétinami jako je obdélnik. Opét zménime
jejich barvu a mnohouhelnik prevedeme do horni poloviny.

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry:

A = Prusecik(OsaX, OsaY)

B = Bod(Kruznice(A, 12))

f = Usecka(A, B)

g:Kolmice(A, f)

h: Kolmice(B, )

c: Kruznice(B, 20)

C = Prusecik(c, h,2)

i: Primka(C, f)

D = Prusecik(g, i)

ctl = Mnohouhlenik(A, B, C,D)

a = Usecka(A, B, ctl)

b = Usecka(B, C, ctl)

¢l = Usecka(C,D, ctl)
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d = Usecka(D, A, ctl)

E = Teziste(ctl)

e: Kruznice(E, 1)

j: OsaUsecky(d)

F = Prusecik(d, j)

k: Kruznice(F, 1.5)

G = Prusecik(k,d)

H = Prusecik(k, d)

I: Primka(H, Primka(F, )

m: Primka(G, 1)

n: OsaUsecky(c1)

I = Prusecik(a,n)

q = Usecka(A,I)

r = Usecka(l,B)

s: OsaUsecky(a)

t: OsaUsecky(q)

f1: 0saUsecky(r)

Nyni napiseme pismena pomoci funkce Pero (pro profesionalnéjsi vzhled
do nového Word dokumentu si napiSeme pismeno, upravime jeho barvu,
vytvofime vystfizek, ten zkopirujeme a vlozime do GeoGebry) a pomoci
Stfedové soumérnosti vytvorime jejich obrazy
] = Prusecik(l,t)

K = Prusecik(t,q)

ct2 = Mnohouhlenik(J,H, A, K)

al = Usecka(A, K, ct2)

h1l = Usecka(H, A, ct2)

j1 = Usecka(J, H, ct2)

k1 = Usecka(K,], ct2)

L = Prusecik(l,n)

ct3 = Mnohouhlenik(K,I,L,])

i1 = Usecka(l, L, ct3)

j1 = Usecka(J,K, ct3)

k1 = Usecka(K, 1, ct3)

51



[1 = Usecka(L, ], ct3)

M = Prusecik(f1,1)

N = Prusecik(l, 1)

ct4 = Mnohouhlenik(I,M, N, L)
i2 = Usecka(l, M, ct4)

[2 = Usecka(L, I, ct4)

ml = Usecka(M, N, ct4)

nl = Usecka(N, L, ct4)

ct5 = Mnohouhlenik(M,B,0,N)
b1l = Usecka(B, O, ct5)

m2 = Usecka(M, B, ct5)

n2 = Usecka(N, M, ct5)

o = Usecka(O, N, ct5)

Nyni pomoci funkce Stfedové soumérnosti vytvofime

mnohouhelniky.

obrazy

1N
N

an
N

TT

'|r

Obrdzek 11. Zéhon (Zdroj: autor)
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4. Interpretovat vysledky — odpovéd
V aplikaci mUzeme zkouset vice barevnych variaci. Konecny vysledek bude

V(3,4), €Oz je 24 moznosti.

Komentar:

U této Ulohy se rozmisténi rostlin vparku netypicky resi pomoci stfedové
soumérnosti, povétsinou je totiz pro zahradni architekturu uzivana soumérnost
osova. Jelikoz na zakladni Skole neni vyucovano ucivo kombinatoriky, jako reseni
bychom méli uznat jednu z moznosti. Méli bychom zaky upozornit na vice druhd
moznosti. Nadanéjsi zaci by tak mohli zpracovat vice odpovédi.

Tato Uloha je vhodna pro ukazku rozdilu mezi osovou a stfedovou soumérnosti,
jelikoz aby pfi otoceni o 180 stupnl dostali stejné obrazce je nutné uzit pravé

stfedovou soumérnost.
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Uloha 4
Na vesnici maji farmu, je zde vytvoren velky vybéh pro koné, podél néhoz protéka

reka. Vybéh ma tvar obdélniku. Plot na jihu je dlouhy 1 km a pokud se vydame pfimo
na sever, dorazime k fece po 700 m. Koné maji venku v jihozapadnim rohu umistén
senik hned vedle domu majitele, a na druhé strané, vrohu jihovychodnim,
je umisténa stdj. Jakou nejkratsSi cestou by se mohl kin dostat od seniku do staji,
ma-li se cestou jesté napit u reky?
1. Definovat otazky
Kde by se mél jit kin napit? Jak dlouhou cestu ujde?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Ktery bod je nejkratsi spojnici tfi oblasti? Jak dlouha bude lomena cara
spojujici tyto tfi body?
3. Vypocitat
Program GeoGebra
Nejprve si vykreslime v programu obdélnik. Pfevedeme si jednotky na metry
a dostaneme tak 1000 m a 700 m. Pro jednodussi vykresleni pouzijeme
méfitko 1:100, tedy velikosti nasich stran budou 10 cm a 7 cm. Obdélnik
sioznacime ABCD. Vytvofime jej pomoci Usecky o délce 10 cm, na tu vedeme
kolmice vjejich krajnich bodech. Na kolmicich vyzna¢ime body
ve vzdalenosti 7 cm od prisecikd s pivodni Useckou. Body nakonec spojime
Useckou a ziskame tak nas obdélnik. Body v pripadé potreby prejmenujeme.
Nasim Ukolem je propojit bod A v néjakém misté se stranou c a bodem B.
Strana c¢ se stane nasi osou soumérnosti. Mame dvé moznosti, mizeme
pouzit funkci Osova soumérnost, nejprve si oznacime bod B jako vzor a poté
vybereme osu soumérnosti, v nasem pripadé stranu c. GeoGebra nam sama
vytvofi obraz bodu B. Druhy zpUsob, pokud nezname funkci Osova
soumérnost. Zbodu B vedeme na osu soumérnosti, tedy stranu ¢ kolmici.
PriseCikem bodu B na ose se nam stane bod C, ktery je zaroven
samodruznym bodem. Ve stejné vzdalenosti od osy vytvorime na kolmici
obraz bodu B, mUzeme si pomoci kruznici.
Nyni, kdyz mame obraz bodu B, vytvorime Usecku bodu A4 a obrazu bodu B.

V misté, kde se nam protne se stranou ¢, nam vznikne pr0secik.
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Poté vytvorime usecku bodU A s prisecikem na strané ¢ a B s prisecikem
na strané c. Pro jednoduché urleni délek téchto Usecek uzijeme funkce
Vzdalenost, a nakonec tyto vzdalenosti seCteme a ziskame nejkratsi
vzdalenost. Tedy secteme 8,6 cm a 8,6 cm, jelikoz prisecik bude ve stfedu
strany. Nakonec pomoci méfitka vysledek prevedeme a dostaneme hodnoty
vm.

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry:

A = Prusecik(OsaX, OsaY)

B = (10,0)

f = Usecka(A, B)

g:Kolmice(A, f)

h: Kolmice(B, )

D = Bod(g) (0,7)

Funkce rovnobézka:i: Primka(D, f)

C = Prusecik(h,i)

j = Usecka(B, C)

k = Usecka(C,D)

l = Usecka(D, A)

B” = Soumernost(B, k)

m = Usecka(A,B")

E = Prusecik(m, k)

n = Usecka(A,E)

p = Usecka(E,B)

Nakonec uzijeme funkci Vzdalenost
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/s 8.6

Obrdzek 12. Kani (Zdroj: autor)

Program Wolfram Alpha:
Dle zadani si vypiseme soutadnice bodd A = [0,0], B = [1000,0],C =

[1000,700], D = [0,700]. Nejprve si zjistime rovnici pro stranu c, ta bude
vypadat nasledovné y = 700. Nyni pomoci osové soumérnosti nalezneme
obraz bodu B.

Pouzijeme funkci

osovasoumernost[Bod_,Osa_]:={Bod[[1]]-
(2*Osa[[1]1/((Osa[[2]])"*2+(Osa[[2]])"2))*(Osa[[1]]*Bod[[1]]+Osa[[2]]*Bod[[
2]]+Osa[[31]),Bod[[2]]-
(2*Osa[[2])/((Osal[1]])*2+(Osal[2]1])"2))*(Osa[[1]]*Bod[[1]]+Osa[[2]]*BodI[
2]1+Osal[[3]1)}

Kde po dosazeni pouZzijeme:

osovasoumernost[{1000,0},{0,1,-700}]

§1000,1400}

Tedy obraz bodu B” = [1000,1400]. Nyni vytvorime pfimku prochazejici
body A a B’. Pouzijeme widget vytvoreny pomoci aplikace Wolfram Alpha:
https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=82138b11a724bg4d18

df2e083d8b7bssg
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. I ' . v 7x .
Aplikace nam vyhodnoti rovnici a dostaneme, ze y = = Nyni si nalezneme

prUsecik této primky s pfimkou prochazejici stranou c. Pouzijeme jiny
widget:

https://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=fg3da8718eqafs861e3

2faboodccecsf

Ziskame tak prosecik P = [500,700].

V poslednim kroku si musime spocitat vzdalenostibodd Aod P a P od B.
Souctem téchto vzdalenosti ziskame délku trasy, jelikoz v tomto pripadé je
vzdalenost Aod P a P od B stejna
celkovavzdalenost[A_,P_]:= {2*Round[Sqrt[(P[[1]]"2-A[[1]]1"2)+(P[[2]] 2~
Al[2]1"2)1B
celkovavzdalenost[{o,0},{500,700}]
Vyjde nam 860 a to jeSté v programu vynasobime 2 a ziskame celkovou
vzdalenost 1720 m.

4. Interpretovat vysledky — odpovéd
Vysledek 1720 m ukazuje dle zadani nejkratS$i moznou trasu ze vsech
moznych tras, kudy by ki mohl jit. Jsou zde dva zpUsoby reseni, a to bud’
uvedeny zpUsob, ktery resime pomoci obrazu bodu B, ale mohli bychom

pouzit i obraz bodu A, postup by byl stejny.

Komentar:

Tento priklad je vhodny pro jednoduché procvic¢eni osové soumérnosti. S velkou
pravdépodobnosti zaky toto jednoduché feseni ze zacatku nenapadne, pozice
objektd pro tento priklad mizeme modifikovat, ¢i misto rfeky pouzit zlab o urcité
délce nebo se mUzeme snazit vypocitat umisténi zlabu.

V pfipadé, ze by zaci uzili k feseni Wolfram Alpha nastavd komplikace, jelikoz
obrazek se jim nebude vykreslovat graficky, proto musi uzit predstavivosti.
V pripadé Wolframu Alpha musi védét jaké Cislice zadavat kam a v jakém formatu,
jelikoz vtomto programu nebudou prfipadné chyby tak zfetelné, jako napriklad
v GeoGebre. V této Uloze se kromé osové a stfredové soumérnosti zaméfujeme na

pocitani vzdalenosti, pfi hledani nejkratsi cesty.
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Uloha 5
Mandala je znama také jako magicky kruh. Je spojena s nékterymi zapadnimi

psychologickymi teoriemi. Stfed mandaly ma symbolizovat bozstvi a do tohoto
stfedu sméruji symetricky usporadané Utvary. Existuje mnoho verzi, oviem pravé
nejcastéjsi je zrovna kruh. Tento symbol mdzeme casto najit v architekture, kde
zdobi rotundy ci kostely. [20]
Mistr zadal svym zakOm nasledujici ukol: Chci po vas, abyste mi vytvofrili mandalu
tak, aby se v ni vyskytoval jeden 3estiUhelnik, Sest kruh¥ a Sest trojuhelnikd. Zadné
z téchto Utvar( se nesmi sebe dotykat a nesmi se opakovat jejich barvy. Mandala
musi byt soumérna z kterékoliv strany. Polomér bude libovolné velikosti.
1. Definovat otazky
Jak umistit Utvary do kruhu?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jakou pouzijeme soumérnost? Jak Utvary vycentrovat?
3. Vypocitat

Program GeoGebra:

Nejprve si narysujeme kruznici pomoci funkce Kruznice dana stfedem
a bodem, a vybereme si libovolné body. Jako prvni si do kruznice umistime
SestiUhelnik. JelikoZ se ma zde nachazet pouze jeden Sestiuhelnik, tak aby byl
soumeérny jak ve stfedové, tak i v osové soumérnosti, musime jej umistit
do stfedu kruznice. Vytvorime si Usecku spojujici stfed kruznice s jejim
krajnim bodem. Zvolime si funkci Bod na objektu a zde si vybereme bod na
Usecce ve vzdalenosti, jakou chceme mit pro polomér SestiUhelniku. Dale si
potfebujeme najit dalsi bod 3estiUhelniku, pouzijeme funkci Uhel dané
velikosti, vybereme bod na rameni, poté stred kruznice a pro velikost Uhlu si
vydélime 360 stupnU Sesti, z cehoz vyplyva, ze velikost Uhlu bude 60 stupn.
Takto nam vznikne treti bod, ktery bude jednim z vrchold mnohouhelniku.
Zvolime si funkci mnohouhelnik a vybereme tyto dva body, které maji
od stfedu stejnou vzdalenost a sviraji 60 stupnl. Do vyskakovaciho okna si
poté zadame jako pocet vrchold 6.

V dalsim kroku si rozdélime kruznici pomoci tfi primek. Kazda primka bude

prochazet vrcholem mnohouhelniku a jeho stfedové soumérnym vrcholem.
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Tyto primky funguji jako pomocné pfi rysovani zbylych chybéjicich utvarQ.
Vybereme funkci Bod na objektu a vytvorime si na jedné z primek stred
kruznice. Funkci Kruznice o stfedu a bodu si vytvofime na této primce
kruznici, polomér si zvolime libovolny, ovsem tak, aby nepresahoval nasi
zakladni kruznici. Pomoci stredové soumérnosti se stfedem v hlavni kruznici
a osové soumérnosti s jednotlivymi pfimkami si vytvofime zbylé kruznice,
které barevné vyplnime. Nyni si do obrazku umistime trojuhelniky, aby byly
trojuhelniky soumérné musi byt bud rovnostranné nebo rovnoramenné
s vrcholem na pfimce i ose Uhlu, ktery primky sviraji. Na ukazce bude lezet
trojuhelnik na ose Uhlu. Pomoci funkce Bod na objektu si zvolime vrchol
trojuhelniku na ose. Vlevo nebo vpravo od osy si zvolime dalSi bod a pomoci
funkce Osova soumérnost nalezneme jeho obraz. Body spojime uzitim
funkce Mnohouhelnik. Nyni pouzijeme opét stfedovou a osovou soumérnost

a trojuhelniky tak zobrazime i na chybéjicich mistech.

Obrdzek 13. Mandala (Zdroj: autor)

Vysledny obrazek by mohl vypadat pravé takto, nakonec bychom schovali
zbylé popisky a pomocné cary.

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry:

c: Kruznice(A, B)

f = Usecka(A, B)

C = Bod(f) jde o libovolné zvoleny bod na Usecce

C" = Rotace(C, 60° A)
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a = Uhel(C,A,C")

mnohouhelnik1l = Mnohouhelnik(C, C’, 6)

g = Usecka(C,C’, mnohothelnik1)

m: Primka(A, F)

n: Primka(A4, G)

p: Primka(E, A)

H = Bod(m)

I = Bod(m)

d: Kruznice(H,I)

OsaUhlu(m,n)

d1: Kruznice(d'1,A)

Nyni vytvofime soumérné kruznice pomoci osové a stfedové soumérnosti
J = (—2,5) bod o libovolnych souradnicich ve vnitfni ¢asti kruznice
K = Bod(q) nachazejici se v blizkosti predchoziho bodu

]’ = Soumernost(J,q)

t1 = Mnohouhlenik(J',], K)

j = Usecka(J,K,t1)

j1 = Usecka(K,]’, t1)

k1 = Usecka(J',], t1)

4. Interpretovat vysledky — odpovéd

K této Uloze mohou zaci pfistupovat tvorivé, je zde vice feSeni.

Komentar:

U této Ulohy je vice moznosti. Zaci si zde musi uvédomit nutnost uZiti obou
soumérnosti. Je vhodné, aby se snazili mit vsechny Utvary soumérné a snazili se mit
tak co nejvice os soumérnosti. Maximalni mozny pocet by byl Sest. Tento priklad
je jednoduchy pro vyzkouseni soumérnosti.

Zajimava by byla modifikace tohoto prikladu uziti vystfihovanim snéhové vlocky,
kde bychom ukazali jednu stranu Utvaru, ve které bychom méli zaznaceny chybéjici
casti a poté bychom predstavili, jakym zpUsobem byl papir seskladan a hledali

vyslednou vlocku, kterou bychom dostali po rozlozeni papiru.
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Modifikovana uloha:

Déti se rozhodli vytvofit vanocni vyzdobu a zacali vystfihovat snéhové vlocky
z papiru. Papir tvaru Ctverce nejprve prelozili na polovinu a poté vznikly obdélnik
po obvodu delsi strany opét na polovinu, a nakonec tento ctverec prelozili podél
Uhlopricky prochazejici sttedem papiru. Papir byl zastfizen tak, aby po rozlozeni
vytvoril kruh. Vzor na viditelné ¢asti papiru byl nasledujici, kdy nastfizena cast se

nachdzi na prelozeném rohu:

Obrdzek 14. Vlocka zadani (Zdroj: autor)

Jak vypada vlocka?
1. Definovat otazky
Jak bude vypadat vlocka po rozlozeni papiru? Jak se bude promitat vystrizeny
tvar na dalsi plochy?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Podle jaké soumérnosti se nam bude obrazec promitat na ostatni strany?
3. Vypocitat

Program GeoGebra:

Abychom si mohli Utvar sestrojit musime si nejprve vytvorit plochu znamé
casti. Jelikoz vime, Ze po sestfizeni a rozlozeni jsme dostali kruh vytvofime si
Kruznici danou stfredem a bodem, poté si kruznici rozdélime na 8 &asti,

ktomu mOzeme pouzit funkci Uhel dané velikosti, kde si 360 stupfid
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rozdélime na 8 dil0, tedy po 45 stupnich. Stredem kruznice budou prochazet
primky svirajici tyto uhly. Poté si vybereme jednu kruhovou vyse¢, do které si
zaznacime vzor. Nyni pro nalezeni protéjsi strany pouzijeme funkci Osova
soumérnost a podle pfimky, ktera je okrajem této vysece nalezneme obraz,
ktery se ndm promitne na sousedni stranu. Nyni mdzeme pouzit stfedovou
soumérnost a najit obraz na proté;si vyseci. Tedy pomocitéchto soumérnosti
mUzeme nakonec najit vysledny obrazec.

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry:

A = Prusecik(OsaX, OsaY)

B = Bod(0OsaX)

c:Kruznice(A, B)

B’ = Rotace(B, 45° A)

a = Uhel(B,A,B")

B"" = Rotace(B',45° A)

B = Uhel(B',A,B")

B""" = Rotace(B", 45° A)

y = Uhel(B",A,B"")

f:Primka(B,A)

g: Primka(B', A)

h: Primka(B", A)

i: Primka(B'", A)

Do vybrané vysece vlozime pomoci funkce Pero tahy a pomoci osové a

stfedové soumérnosti je prevedeme do zbylych vysedi.
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Obrdzek 15 Vlocka (Zdroj: autor)

4. Interpretovat vysledky — odpovéd
Abychom védéli, ze vysledny obrazec je spravné, staci si zkontrolovat, zda je

soumérny osové, Ci stredové.

Komentar:

Toto zadani jako modifikace by mélo byt pro zaky jednodussi k feseni, jelikoz cast,
ktera ma byt symetricka jiz maji vyznacenou. Priklad je vhodny jako uvod
do problematiky soumérnosti. Mizeme zakim timto zpdsobem ukazat, jak jsou

schopni si predem zjistit vysledny obraz pred tim, nez za¢nou vystfihavat vliocku.
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Uloha 6
Skupinka se rozhodla si vytvorit své vlastni hraci karty. OvSem nechtéji pouzit

klasické symboly jako jsou srdce, piky, kary a kfize. Kazdy dostal za Ukol vytvorit tfi
karty. Na tebe se dostala Cisla 7, 9, 10. Pro sadu téchto karet jste si domluvili symbol
kruznice. Vytvor tyto karty tak, aby i pfi otoceni o 180 stupnd byly symboly citelné
stejnym zpUsobem, tak jako u klasickych karet. Rozmér jedné karty je 42x68 mm.
Cislo vepi$ vlastni rukou do levého horniho rohu.
1. Definovat otazky
Jak zajistit, aby byly karty stejné i pfi otoceni?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jakou symetrii musime pouzit? Kam musime umistit kruznice, abychom
dostali pozadovany pocet?
3. Vypocitat

Program GeoGebra:

Nejprve si v programu vytvorime tfi obdélniky. Zacneme Useckami o délce
42 mm. Vybereme funkci Usetka spevnou délkou, klikneme nékde
na pracovni plose, vytvori se nam tak bod a vyskoci na nas okno, do kterého
zadame vzdalenost, pokud tvofime v cm, pouzijeme misto desetinné carky
tecku. Poté na tyto Usecky povedeme kolmice. Ve vzdalenosti 68 mm
od pUvodnich Usecek vytvorime rovnobézku s témito Useckami. MUzeme si
pomoci funkci Use¢ka s pevnou délkou, avsak musime poté touto Useckou
rotovat nebo mdzeme vytvofit kruznici se sttedem v jednom z bodd Usecky
a pozadovanou délkou, kdy pfi protnuti s kolmici prochazejici stfedem
kruznice nam vznikne prUsecik v pozadované vzdalenosti. Pomoci funkce
Rovnobézka nyni vytvorime a pomoci funkce Prisecik nalezneme prUseciky
kolmic stouto rovnobézkou, nakonec si pomoci funkce Mnohouhelnik
vytvorime tfi obdélniky.

Nyni si nalezneme stfedy téchto obdélnikd. Vybereme funkci Stred a poté
u kazdého mnohouhelniku klikneme na Utvar. A vytvorime si také osy kratsi
strany pomoci funkce Osa Usecky, které budou prochazet nasim stredem.
Tento krok neni nutny, pokud nechceme rozmisténi kruznic symetricky

vzdalené od stran.
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Nyni si vytvorime Cislice. Vybereme funkci Pero a do levého horniho rohu
Cislici vepiSeme, pomoci ukazovatka pak m0zeme objekt vybrat a pfipadné
zménit jeho barvu. Pro profesionalnéjsi vzhled karet pouzijeme vystrizek
Cislice zjiného souboru, ktery vlozime do GeoGebry. Aby karta byla
soumérna i po otoceni pouzijeme funkci Stfedova soumérnost, vybereme
nakresleny Utvar jako vzor a poté stred mnohouhelniku jako stfed nasi
stfedové soumérnosti.

V dalsim kroku si vytvorime kruznice na misto symbold. Pro karty v ukazce
byla zvolena funkce Kruznice dana stfedem a polomérem. Polomér byl
zvolen jako 0,3 ¢cm. Pro rychlejsi vykreslovani dalSich kruznic klikneme
na kruznici, kterou jsme vytvofili a stlacime klavesovou zkratku Ctrl+C a poté
Ctrl+V. Dale uz kruznice rozmistujeme dle vlastniho uvazeni a vytvarime
k nim obrazy ve stfedové a osové soumérnosti.

Tipy: Pokud vytvafime kartu slichym poctem kruznic mdzeme jednu
z kruznic vykreslit kolem stfedu mnohouhelniku. Pokud vytvarime kruznice
na ose soumérnosti je vhodné uzit funkce Bod na objektu a poté vykreslit
kruznici daného poloméru. Nakonec zakryjeme nepotrebné popisky.
Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry - karta 7:

A = Prusecik(OsaX, OsaY)

B = Bod(Kruznice(A, 4.2)

f = Usecka(A,B)

i = Kolmice(4, f)

Jj = Kolmice(B, f)

c: Kruznice(B, 6.8)

G = Prusecik(c,j,2)

Nyni vytvofime rovnobézku p = Primka(G, f)

I = Prusecik(p, i)

ctl = Mnohouhlenik(A,B,G,I)

a = Usecka(A, B, ctl)

b = Usecka(B, G,ctl)

gl = Usecka(G, 1, ctl)

i1 = Usecka(l, A, ctl)
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N = Teziste(ctl)

Funkci Pero napiseme 7 (nebo pokud chceme, aby karty vypadaly lépe,
do nového Word dokumentu si napiSeme Cislici upravime jeji barvu,
vytvorime vystfizek, ten zkopirujeme a vlozime do GeoGebry) a funkci
stfedova soumeérnost vytvorime jeji obraz

r: OsaUsecky(a)

q: Kruznice(Q, 0.3)

q’: Soumernost(q, N)

q1’: Soumernost(q,r)

d1:Soumernost(ql’,N)

el: Kruznice(R,0.3)

h1: Soumernost(el,N)

pl: Kruznice(N, 0.3)

1
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Obrdzek 16. Karty (Zdroj: autor)

4. Interpretovat vysledky — odpovéd
Je zde mnoho moznosti, jak karty vytvorit. Pokud bychom kartu rozdélili

na polovinu, musi byt jeji ¢asti soumérné.
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Komentar:

Tento Ukol je vhodny pro procvic¢eni obou typd soumérnosti, a to jak stfedové,
tak osové. Aby byly karty soumérné i po otoceni o 180 stupn0 stacilo by vyuzit
pouze stredové soumérnosti. Vyuziti osové soumérnosti je doporuceno
v pripadé, pokud chceme, aby karty pUsobily ,upravenéji®. Zaci zde vyuZiji jak
tvorivé mysleni, tak i prostorovou predstavivost. Pfi této aktivité mdze byt tfida
rovnomérné rozdélena do Ctyr skupin. Jednodussi je vytvaret Ciselné karty,
ovsem pokud by zaci chtéli byt kreativnéjsi pfi vytvareni karet krale, kralovny,
kluka a Zolika je vhodné uzit funkce Pero a poté obrazky prevadét pomoci
stfedové soumérnosti. Pfi vybirani symbolU je shodné volit obrazce, které jsou
stfedové soumérné. Zajistime tak, ze pfi rotaci karty bude karta totozna. Pokud
nechceme uzit danych geometrickych Utvarg, je zde moznost opét vyuzit funkce
Pero.

U této Ulohy nejde vylozené o feSeni problému, ale tvoreni svyuzitim
soumérnosti. Problém se nachdzi v umisténi symbold tak, aby jejich pocet

odpovidal hodnoté karty.
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Uloha 7
Dva hraci hraji Sipky. Ter¢, na ktery hazi ma klasické rozmisténi cisel, od shora jsou

to disla 20, 1, 18, 4, 13, 6, 10, 15, 2, 17, 3, 19, 7, 16, 8, 11, 14, 9, 12, 5 a to ve sméru
hodinovych rucicek. Kruh ve stfedu udava hodnotu 50 a jeho vnéjsi kruh hodnotu 25.
Poté se na terdi vyskytuji jesté dalSi dva kruhové pasy. Vnitini pas krajni hodnotu
Rozhodli se hrat hru tak trochu jinak. Kazdy dostane celkem g Sipek. Prvni hrac
nastrilel Cisla 20, 6, 11, 14, 4,25 a poté trefil dvojnasobek g a 8, a trojndsobek 15.
Druhy hrac trefoval pole pfimo naproti prvniho hrace. Kolik nahral kazdy z hracg?
Kdo v Sipkach zvitézil?
1. Definovat otazky
Kde zasahl druhy hrac terc? Kolik bod0 kazdy nastrilel?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jakou soumérnost uzit pro nalezeni soumérnych bodd? Jaky je soucet hodnot
kazdého z hracd?
3. Vypocitat

Program GeoGebra

Nejprve si vytvofime plochu, jde o nacrt, proto na velikosti ploch nebude
zalezet. Zvolime si bod a vytvorime Kruznici, mUzeme pouzit funkci, jak
Kruznice dana stfedem a bodem, tak i Kruznice dana stfredem a polomérem.
Vytvorime si zbylé kruznice rozdélujici oblasti nasi plochy. Poté si rozdélime
kruznici pomoci funkce Uhel dané velikosti, vybereme bod na kruznici a stfed
nasich soustrednych kruznic, velikost bude 18 stupri, vznikne ndm tak bod,
ktery po propojeni pfimkou se stfedem rozdéli pole v kruznici. Toto udélame
tolikrat, abychom méli celou kruznici rozdélenou do 20 dild. Nyni si pomoci
funkce Text vlozime Cislice, v pravé horni listé mdzeme zménit jak barvu, tak
i velikost pisma. Je vhodné textové pole zkopirovat, aby formatovani zstalo
stejné a poté pouze zménit Cislici. Zakryjeme popisy u pfimek, Uhld a bod0
a nechame pouze stred viditelny. Nyni si na plochu umistime body 20, 6, 11,
14, 4, 25, dvojnasobky g a 8 a trojnasobek 15. VSechny tyto body si pro lepsi
orientaci oznacime jednou barvou, v ukazce je to rizova. Abychom nasli

jednoduse umisténi protéjsSich bodd pouzijeme funkci Stredova soumérnost.
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Nejprve vybereme vzor a poté klikneme na stfed. Pro tyto obrazy opét
zvolime jinou barvu, v ukazce je pouzita zelend. Zelené body tedy jsou 3, 11,
6, 10, 16, 25, dvojnasobky 15 a 13, a trojnasobek g.

Soucet hodnot rdzovych bodd bude Cinit 159 a soucet zelenych 154. Tedy
vyssi soucet nam daji rizoveé body. K zjisténi této skutecnosti mizeme pouze
do prikazového fadku zadat tento soucet a aplikace nam vyhodnoti vysledek.
Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry:

A = Prusecik(OsaX, OsaY)

B = Bod(0OsaX)

c: Kruznice(A, B)

C =(1,0)

c: Kruznice(A4,C)

D = Bod(0OsaX)

e: Kruznice (4,D)

D' = Rotace(D, 18°, A)

a =Uhel(D,A,D")

f:Primka(A,D")

Nyni tuto akci provedeme vickrat, abychom méli kruznici rozdélenou
primkami na 20 vyseci.

G = (50)

q: Kruznice(A4, G)

H = (6,0)

r: Kruznice(A, H)

1=1(9,0)

s:Kruznice(A,I)

Nyni rozmistime dislice k pfislusSnym castem, rozmistime body a pomoci

stfedové soumérnosti nalezneme obrazy.
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Obrdzek 17. Terc (Zdroj: autor)

4. Interpretovat vysledky — odpovéd
Prvni hrac nahral 159 bodd a druhy nahral 154 bod0, tedy prvni hrac nahral

o 5 body vice a tedy zvitézil.

Komentar:

Tento priklad je ponékud nerealisticky, ovSem jde o jednoducha znazornéni stfedové
soumérnosti spolu s dalSimi vypocty. Je velmi mala pravdépodobnost, ze hraci by
odehrali Sipky timto zpdsobem. Na tomto prikladu si zaci procvici rozdéleni kruznice
pomoci uziti Uhlu o 360 stupnich. Je vhodné zakryvat popisky u nékterych
narysovanych Utvarg, jelikoz obrazek by se pak stal neprehlednym.

Ukol by se dal modifikovat jako Uloha pro dva zaky, kdy kazdy z nich umisti jeden
bod a poté vytvoFi obrazy ve stfedové soumérnosti téchto bodd. Uloha by se dala
pouzit jako hra v matematice, kdy by se dalo pridat pravidlo, ze hrac¢ nesmi trefit
stejnou hodnotu dvakrat, a tak by si mohli Zaci zaroven procvi¢ovat odhad a hledat
strategii, jak nahrat co nejvice bodu.

Nejdelsi dobu pfi konstruovani nacrtu pro tento priklad zabere rysovani terce, hraci
plochy. Poté je vSak konstrukce bod{ otazkou minut. Je vhodné ménit barvy obrazd
bodd ihned, aby zZaci predesli komplikacim, pfi hledani chyb. K souctu je vhodné

vyuzit primo aplikace GeoGebra.
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Program Wolfram Alpha:

Pokud bychom tento priklad chtéli resit v programu Wolfram Alpha bylo by vhodné
naprogramovat funkci if a to tak, ze bychom sparovali protéjsi cislice na terci a pfi
zadani jedné z hodnot by nam to vyhodnotilo tu proté;jsi. Nevyhodou by bylo, ze zaci
by nevidéli graficky, kde byly Sipky umistény, ovsem zjisténi souctu by se timto
mohlo urychlit.

Kdd pro hledani vypisovani hodnot by mohl vypadat napfriklad takto:
hodnota[x_]:=If[x==20,"3", If[x==3,

"20" If[x==1,"19", If[x==19,"1", If[x==18,"7", If[x==7,"18", If[x==4,"16", If[x==16," 4", If[x=

=13,"8", If[x==8,"13", If[x==6,"11", [f[x==11,"6", If[x==10,"14", [f[x==14,"10", If[x==15,"9
[Mflx==9,"15" If[x==2,"12", [f[x==12,"2", If[x==17,"5", If[x==5,"17",If[x==25,"25", 50]]1]]]]
11111111111

hodnota[16]

4

Ovsem pozor vtomto kodu jsou Cisla jako slovni vyjadfeni a neslo by s nimi dale

pocitat. Pokud bychom méli jako vysledky nasobek, musime nakonec jesté Cislo

roznasobit.
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Uloha 8
V soucasné dobé existuji dva typy mikroskopl, pokud se bavime o zpUsobu

podsviceni preparatu. Modernéjsi mikroskopy vyuzivaji zabudované osvétleni. Drive
vSak se Casto predevsim ve skolnich pracovnach uzivaly hlavné mikroskopy, kde se
muselo svétlo pod preparat dostat pomoci zrcatka, a to svétlo denni nebo svétlo
umélé. Preparat byl umistén na desce, kde uprostred byla dira pravé pro prinik
svétla na jeho podsviceni.
Nyni si predstavte, ze se nachazite v laboratofi. Jediné svétlo v této mistnosti je
z osvétleni ze stropu. Vytvorte grafické znazornéni pro odraz svétla, jak by fungovalo
pfi pouzivani mikroskopu se zrcatkem. Snazte se, aby se zrcatko dalo naklanét
a mohli bychom pozorovat zmény v redlném case. (Poznamka: nezname rozméry
mikroskopu, proto si je zvolte dle vlastniho uvazeni)
1. Definovat otazky
Pod jakym Uhlem se musi svétlo odrazet? Jaka soumérnost je lom svétla?
2. Predefinovat do vypocitatelné podoby
Jaky bude thel lomu?
3. Vypocitat

Program GeoGebra:

Pro sestrojeni grafického znazornéni zacneme Useckou CD pomoci funkce
Usecka s pevnou délkou, v ukédzce je zvolena délka 2, tato Usecka bude
predstavovat plochu pro odraz. Déle si vytvorime Usecku EF, na kterou ma
dopadnout odraz, ta se bude nachazet nad Useckou CD, zvolime délku
napriklad 4. Nyni si vytvorime osu Usecky CD funkci Osa Usecky a stejnym
zpUsobem i osu Usecky EF. Pomoci funkce Prisecik nalezneme priseciky
s prislusnymi Useckami. Priseciky spojime useckou a vytvofime pomoci
osové soumérnosti obraz této usecky. Vybereme funkci Osova soumérnost,
oznacime Usecku jako vzor a vybereme osu Usecky jako osu soumérnosti.
Pomoci funkce Uhel vybereme tfi body, bod D a poté Usecku spojujici oba
prUseciky tak, aby prUsecik na Usecce CD byl vrcholem Uhlu. Nakonec
si vytvorime poloprimku, ktera bude prochazet obrazem usecky, ktery jsme

si predtim vytvorili.
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Pokud uchopime bod D, mizeme jej rdzné naklanét, tim tedy hledat vhodny
Uhel pro dopad a odraz svétla.

Podrobny postup rysovani pomoci GeoGebry:
Umistime si libovolné bod C

D = Bod(Kruznice(C, 2))

g = Usecka(C,D)

Umistime si libovolné bod E nad Usecku g

F = Bod(Kruznice(E,4))

h = Usecka(E,F)

i: OsaUsecky(g)

j: OsaUsecky(h)

G = Prusecik(i, g)

H = Prusecik(j, h)

k = Usecka(G,H)

G' = Soumernost(G,i)

H' = Soumernost(H, i)

k' = Usecka(G',H")

[ = Bod(k')

l: Primka(l,H")

a = Uhel(D,G,H)

Obrdzek 18 Mikroskop (Zdroj: dutor)
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4. Interpretovat vysledky — odpovéd
Na tomto grafickém znazornéni mizeme pozorovat, jak se méni Uhel
pri dopadu svétla. MUzeme libovolné naklanét ,zrcadlo" a také plochu
s preparatem. Pokud bychom pocitalis presnymirozméry mikroskopu, mohli
bychom plochy upevnit a presné nastavit vzdalenosti mezi nimi. Pfiklad je

teoreticky, avsak vychazi z praktického zivota.

Komentar:

Nasledujici Uloha je spise teoreticka. Z praktického hlediska po zacich opét vyzaduje
znalost lomu svétla. Je vhodné napomoci pomoci heuristického rozhovoru, a dovést
je tak na vziti Uhl0 a osové soumérnosti. Diky dynamicnosti aplikace mohou zici
pozorovat v realném cCase zmény Uhlu pfi naklonéni zrcadla ¢i plochy s umisténym
preparatem.

Bylo by vhodné pred zapojenim této Ulohy do vyuky, aby si zaci vyzkouseli praci
s mikroskopem, a tak pro né nebyly terminy cizi, a to bud v hodinach prirodopisu,
nebo alespon do hodiny, kde se budou zaobirat timto prikladem, pfinést mikroskop
a ukazat jim princip. Druhou moznosti je dat zakdm za Ukol si informace sami
vyhledat, mohou sitak totiz procvi¢ovat svou digitalni gramotnost a kritické mysleni
pri praci s nalezenymi informacemi.

Jako modifikaci prikladu by bylo vhodné zadat zakdm informace o mistnosti,
rozmisténi svétel, vysce stolu, vzdalenosti zrcatka od pracovni plochy, aby tak zaci
dostali co nejpresnéjsivysledky. Ovsem pro demonstraci funkce mikroskopu a svétla

je to takto dostacujici.
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Zaver

Tato prace predstavila ¢tyrkrokovy proces jako takovy, se zamérenim na pozadavky
na jednotlivé kroky. Ctytkrokovy proces by mohl zefektivnit mysleni zako a zlepsit
jejich pochopeni fesSeni matematickych Uloh vSirSim kontextu, nez je uziti
matematického aparatu. Proces se zabyva hledanim cesty k vhodnému feseni s tim,
ze vypocCty jsou prenechany vypocetni technice (pocita¢ a vhodny software).
V modernim svété plném umélé inteligence se postupné vytraci smysl pocitani
zpaméti, jelikoz mame mnoho moznosti vyuziti nejriznéjsich technologii okolo nas
a mnohem lepsi dostupnost. Drive byl dobry matematik ten, ktery umél rychle
a spravné pocitat, ovsem casto to byl ¢lovék, ktery umél uzivat nazpamét naucené
postupy. Dobry matematik ale mdze byt také clovék, ktery vymysli inovativni
postupy reseni, i kdyz si pfi feseni pomUze s kalkulacemi pravé pocitacem. Soucasné
technologie nam umoznuji vysledky zpresnovat, jelikoz pocitaC je schopen
za kratkou dobu provést mnoho vypoctU, kterych ¢lovék za tak kratkou dobu neni
schopen dosahnout.

Technologie se vsak stale vyvijeji a tento proces, nez bude zakomponovan jako
standard do bézné vyuky, musi urazit jesté dlouhou cestu.

Prace se také soustfedila na predstaveni vyhod a nevyhod zapojeni pocitacd
do vyuky v soucasné spolecnosti. Samozrejmé, ze z této zmény mohou mit nékteri
obavy. Tato prace se snazila tyto obavy uklidnit a vysvétlit vhodnost jak
Ctyrkolového procesu, tak i vyuzivani informacnich technologii v predmétech
zakladni Skoly.

Prace o ctyrkrokovém procesu se zaméfila na ucivo druhého stupné zakladni Skoly
osové a stfedové soumérnosti. Prace obecné zminuje matematické kompetence,
které se tykaji pravé tohoto ucliva. Jsou zde rozebrané schopnosti matematicky
gramotného zdka. Dle Ramcového vzdélavaciho programu jsou v praci rozebrané
oCekavané vystupy zakd. Je zde predstaveno, jakym zpUsobem by mély byt
matematické Ulohy na Skolach reseny, jak vypadaji kroky pfi jejich rfeseni, co obnasi
matematicka kultura.

V soucasné dobé existuje mnoho program®, mnoho primo matematickych softward,
které m0zeme pouzivat pro feSeni jak jednoduchych, tak i komplikovanych

problémd. Na internetu nalezneme mnoho softwarQ, které jsou bud’ zdarma nebo
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maji i neplacenou verzi, kde si mizeme program vyzkouset. Pro skolni prostredi se
nejlépe hodi z programi spolecnosti Wolfram Research Wolfram Alpha, popf. online
verze jejich hlavniho programu Wolfram Mathematica oznacovany jako Wolfram
Cloud. Tyto programy maji sice omezeny pocet funkci oproti hlavnimu programu
Wolfram Mathematica, jsou vSak dostupnéjsi.

Wolfram Research vsak neni prvni, kdo navrhl vyuziti Ctyf krokd pro feSeni
matematickych problémd, existovaly a existuji i jiné postupy, které se v nékterych
krocich lisi, avSak maji spolecny zaklad. VSechny tyto postupy se snazi o zavedeni
myslenkového procesu, ktery mize ¢lovéku ulehcit premysleni pfi hledani reseni
nejen matematickych problémd.

V praktické &asti byla vytvorena sbirka Uloh, ve kterych se nabizi vyzkouseni ctyr
krokd &tyrkrokového procesu. Ulohy jsou to spise netradi¢ni a neobjevuji se ¢asto
v uCebnicich matematiky. Zahrnuji nejen osovou a stfedovou soumérnost, ale také
napriklad vypocet obsahu ¢i vzdalenosti a jiné. V poloviné prikladd jde spise
o kreativni Ulohy, kde Zaci vytvareji pomuicky bézného Zivota s pomoci osové
a stredové soumeérnosti, jako jsou napriklad hraci karty. V praci je uveden postup
reseni, u vétsiny prikladU si zaci mohou zvolit vlastni jednotky.

Ackoliv tento proces byl navrzen predstaviteli spole¢nosti Wolfram Research, tento
software neni pro kreativni Ulohy nejvhodnéjsi. Prvnim z ddvodd by mohl byt
ponékud slozity programovacijazyk, do néhoz zadavame funkce v anglickém jazyce
a v pripadé, ze potfebujeme od programu napovédu je vysvétleni také v anglickém
jazyce. Jelikoz na zakladnich Skolach se zaci s anglickou terminologii v matematice
nesetkavaji, ztéZuje to moznost vlastniho programovani, kde by si zaci hledali
vhodné funkce sami, a tedy pokud si nemohou funkce tvofit sami, museli bychom
pro né tyto funkce prichystat a pouze je naucit, jakym zpUsobem je pouzivat. Dalsi
nevyhodou je, ze osovd a stfedova soumeérnost se povétsinou fesi rysovanim
a ve Wolfram Mathematice, abychom byli schopni néco vykreslit, je nutné znat
analyticky zapis, coz nespada pod uclivo zakladni skoly. Pokud bychom tedy chtéli
vyuzivat program ke grafickému zndazornéni, potrebovali bychom jiny program,
ktery by generoval rovnice pro jednotlivé Utvary — vyborna je napriklad GeoGebra.
GeoGebra je pro osovou a stfredovou soumérnost jeden z nejvhodnéjsich programu.

Nabizi jednoduché rysovani, ze kterého Ize jednoduse vycist vysledky. Jeji
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dynamické prostredi nam umoziuje pozorovat, jak pfi pohybovani pouhym bodem
se Uloha méni.

Tedy, i kdyz jsou predstavitelé Wolfram Research propagatori ctyrkrokového
procesu, je vhodné mit dalsi alternativy program, jelikoz feSeni pomoci programd
sady Wolfram Research mUze byt slozité pro zaky druhého stupné zakladni skoly,
predevsim pravé u uciva osové a stfedové soumérnosti. Na ceskych skolach se zaci
povétsinou neudi matematickou terminologii vanglickém jazyce, proto aby byly
schopni vyresit jednoduchy priklad pravdépodobné by museli vyuzit prekladacd.
Pokud bychom chtéli vyuzivat program od Wolfram Research, bylo by vhodné
funkce naprogramovat a zaky naucit, co je potfeba dosadit kam a jakym zpUsobem
interpretovat vysledky. S rozsifenim hodin informatiky na zakladnich skolach by se
vSak tato skutecnost mohla ¢asem zlepsit.

S rozvojem technologii se nam nabizi stale vice moznosti. Pokud bychom byli
schopni vsem zakdm v hodinach matematiky zajistit pocitac (notebook, tablet), kde
by mohli pro feseni Uloh pouzivat nejriznéjsi programy pro pocitani a vykreslovani,
byl by to dalsi krok dopredu. Ucitelé by méli dat tomuto postupu Sanci a snazit se
ho postupné zapojovat do hodin matematiky, mohl by byt totiz vyhodny nejen
pro problémy matematické ale i problémy, se kterymi se setkavame v bézném
zivoté. Tento postup nam mdze pomoci s premyslenim, jaké kroky musime udélat,
abychom problém vyfresili. Budoucnost je ve vypocetnich technologiich, a ne papiru
a tuzce. V soucasné dobé ma skoro kazdé dité mobilni telefon, ve kterém bychom
nasli minimalné funkcni kalkulacku. VétsSina je schopna se pfipojit kinternetu
a vyuzivat zde nespocet aplikaci. Proto pokud by méli moznost je vyuzivat

i v hodinach matematiky pro praci, mohlo by to pfinést spoustu vyhod.
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