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Anotace

Bakalarska prace je vénovana praktickému vyuziti logaritmické a exponencidlni
funkce v ruznych oborech. Cilem préace je prostudovat realné situace, ve kterych
se setkavame s logaritmickymi a exponencialnimi zavislostmi a vytvorit soubor apli-
kacnich prikladu. Priace by méla ukédzat, jak dulezité misto zaujima matematika

vruznych védnich oborech, a kde vsude je ji potreba.

Klicova slova: aplikace, exponencialni funkce, logaritmicka funkce, sbirka ptikladu

Annotation

This bachelor thesis discusses practical use of logarithmic and exponential function
in different fields. The aim of this thesis is read up real situations in which we
deals with logarithmic and exponential dependences and create a file of application
examples. This thesis should show how important is task of mathematics in various

branches of science and in which branches mathematics is needed.

Keywords: application, exponential function, logarithmic function, collection of

examples
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1 UVOD

Predkladana bakalaiska prace ukazuje praktické vyuziti logaritmické a exponencialni
funkce v ruznych oborech. Hlavnim cilem této prace je vytvorit sbirku aplikac¢nich

prikladu, ve kterych se vyuziva logaritmické a exponencialni zavislosti.

P1i vybéru bakalarské prace jsem se snazil zvolit takové téma, které by mé zaji-
malo a zaroven bylo vyuzitelné v praxi. Z tohoto duvodu jsem se, jako budouci ucitel,
rozhodl vytvorit souhrn prikladu. Tato sbirka by mohla slouzit nejen vyucujicim ma-
tematiky, jako zdroj piikladu z redlnych situaci, ale také studentum, kteti si mohou
snaze uvédomit, kde vSude se lze s problematikou logaritmickych a exponencialnich

funkei setkat.

Prace je rozdélena do dvou ¢asti - teoretické a aplikaéni. V teoretické césti jsou
nastinény zakladni vlastnosti exponencidlni a logaritmické funkce, se kterymi se stu-
denti poprvé setkdvaji na stfedni skole. Déle jsou zde uvedena pravidla pro pocitani

s logaritmy, kterych se bude v této praci vyuzivat.

Stézejni casti je kapitola Aplikace. V té jsou shrnuty nejvyznamnéjsi obory,
ve kterych se objevuji pravé exponencialni a logaritmické zavislosti. Tyto obory jsou
systematicky rozdéleny do péti charakteristickych oblasti vyuziti - fyziky, chemie,
biologie, geografie a financni matematiky. Pro lepsi nazornost jsou nékteré piiklady
doplnéné grafy ¢i obrazky. Vedle vyfesenych vzorovych piriklada by mél byt hlavnim

prinosem bakalarské prace predevsim dostatek tloh k procvicovani.



2 TEORETICKA CAST

V této casti se seznamime s logaritmickou a exponencialni funkei, uvedeme si jejich

zakladni vlastnosti a ukazeme si, jak vypadaji grafy téchto funkei.

2.1 Exponencialni funkce

Exponencialni funkce je kazda funkce s predpisem:
y=a’, (1)

kde a > 0, a # 1. Kdyby bylo a = 1 (tj. y = 1* = 1), nejednalo by se o exponencidlni

funkci, nybrz o funkci konstantni a grafem takovéto funkce je primka.

Cislo a se nazyvé zéklad exponencidlni funkce a jeho hodnota ovliviiuje mono-
tonii funkce. Exponencialni funkce je:
pro a € (0,1) klesajici,
pro a € (1,00) rostouci (viz Obrazek 1).

Grafem funkce o predpisu je exponencialni kiivka a plati, ze definicnim obo-

rem této funkce jsou vSechna ¢isla redlnd (D = R), zatimco oborem hodnot jsou

pouze redlna ¢isla vetsi nez 0 (H = (0,00)). ([5], s. 101)

O T

Obrazek 1: Exponencidlni funkce

Vyznamnym specialnim piipadem exponencialni funkce je funkce y = e*, kde
zékladem je tzv. Eulerovo ¢islo e = 2,71828... ([14], s. 13).



2.2 Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce je kazda funkce s predpisem:

y = log,, (2)
kde z > 0,a >0, a # 1.

Cislo a se nazyvé zéklad logaritmické funkce a jeho hodnota ovliviiuje monotonii
funkce. Funkce je:
pro a € (0, 1) klesajic,
pro a € (1, 00) rostouci (viz Obrazek 2).

Grafem funkce o predpisu ([2)) je logaritmicka kiivka a plati, ze definiénim oborem

této funkce jsou vSechna redlna ¢isla vétsi nez 0 (D = (0,00)), zatimco oborem
hodnot jsou vSechna reédlna cisla (H = R). ([5], s. 103)

Obréazek 2: Logaritmicka funkce

Vzhledem k tomu, Ze exponencialni funkce je prosta (tj. v celém definiénim oboru
je ryze monotonni), existuje k ni funkce inverzni, kterou je praveé funkce logaritmicka.
Totéz plati i naopak ([5], s. 101).

Pro grafy téchto dvou funkci musi tedy platit, ze budou soumérné podle osy 1.
alll. kvadrantu tj. ptimky y = = ([13], s. 88).



Obréazek 3: Exponencidla a ptirozeny logaritmus

Pro feseni prikladu, které jsou zpravidla charakterizovany rovnicemi, je nezbytné

umét operovat s logaritmy.

Logaritmus kladného ¢isla y pii kladném zékladu a (a # 1) je takové ¢islo, kterym
musime umocnit zéklad, abychom dostali ¢islo y (zapisujeme x = log,y). Plati tedy:
x =log,y < y=a”",

kde x >0, a >0, a # 1 ([5], s. 102).

Pravidla pro pocitani s logaritmy:

Pti apravé logaritmickych rovnic je zapotiebi umét pracovat s jistymi pravidly. Ta
zékladni jsou uvedena nize. ([14], s. 14)
Pro vsechna a > 0,a #1,b6>0,b# 1, A >0, B >0, r € R plati:

logaA + log, B = log.(A - B),

A
log,A — log, B = log, (B)’

r-log,A = log, A",
log,a” =,
a9t = A,

V nékterych pripadech se pouziva pro logaritmické funkce specialni znaceni. Po-
kud pracujeme s logaritmickou funkei o zakladu 10, mluvime o tzv. dekadickém loga-
ritmu (ptislusnou funkei zapisujeme y = log ). Je-li zékladem logaritmické funkce
Eulerovo ¢islo e, mluvime o prirozeném logaritmu a piislusnou funkci zapisujeme
y =Inz ([14], s. 14).



3 APLIKACE

Jak jiz bylo v tivodu nastinéno, stézejni ¢asti jsou pravé aplikace. Exponencidlni
nebo logaritmicky prubéh se ukazuje napf. u intenzity zareni, hladiny intenzity
zvuku, poloc¢asu rozpadu, urcovani hodnoty pH, rustu populace, zmény tlaku vzdu-
chu s rostouci nadmotskou vyskou, prirozeného prirustku, a dokonce také u slozeného

urokovani. Vsemi témito obory vyuziti se nyni budeme zabyvat.

Pro prehlednost jsou vymezené oblasti, ve kterych se setkavame s exponencial-
nimi a logaritmickymi zavislostmi. Tomu odpovidaji i podkapitoly - fyzika, chemie,
biologie, geografie a financ¢ni matematika. Nékteré obory je vsak slozité zatradit, jeli-
koz se nachazi na rozhrani dvou oblasti, napt. polocas rozpadu radioaktivnich prvku
byva zahrnovan jak do fyziky, tak do chemie. Obdobné je tomu i utlaku vzduchu,
se kterym se muzeme setkat ve fyzice, ale protoze se jeho hodnota méni s rostouci

nadmotskou vyskou, je zména tlaku vzduchu zahrnuta do geografie.

V kazdé z osmi aplikaci budou nejprve uvedené vztahy popisujici jednotlivé za-
vislosti a nasledné vzoroveé vytresené vzdy 4 priklady, které mohou slouzit jako navod
k pocitdni nefesenych piikladu (v textu znaceno ,, Piiklady k procvicovani®). K témto

neresenym piikladum jsou na konci kazdé podkapitoly uvedené vysledky.

Piiklady jsou také doplnéné riuznymi zajimavostmi, které se k dané problematice

vztahuji. Ty jsou v textu ohrani¢eny rameckem.
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3.1 Fyzika

Jednou z nejvyznamnéjsich oblasti pribuznych matematice, ve které se setkdvame

s aplikacemi exponencidlnich a logaritmickych funkci, je bezpochyby fyzika.

V této kapitole se zamérime na pokles intenzity zareni pii pruchodu materia-
lem nebo jinym latkovym prostfedim, a také na hladinu intenzity zvuku, ktera je

definovand jako dekadicky logaritmus intenzity zvuku.

3.1.1 Intenzita zareni

Intenzita zareni je zarivy tok prochazejici pticnym prufezem plochy a pfi pruchodu
latkovym prostredim klesa exponencidlné. Pokles intenzity zafeni prochézejici ma-

teridlem lze vyjadrit v zavislosti na tloust’ce materidlu nasledujicim vztahem:

[=1Iy-e (3)

kde I je vysledna intenzita zafeni, I je intenzita zafeni pred vstupem do mate-
ridlu, eje zdklad pfirozeného logaritmu (tzv. Eulerova konstanta, jejiz hodnota je

2,71828...), u je linedrni soucinitel zeslabeni a d je tloust’ka materidlu. [2]

Priklad 1: Pro rentgenové zafeni s vlnovou délkou 50 pm je linedrni soucinitel
zeslabeni olova i = 0,6 cm™!. Jak silnd musi byt vrstva olova, ma-li zachytit 90 %
zéreni? ([2], s. 78)

La vime, Ze vrstva olova mé zachytit 90 % z4-

Resent: Ze zadani zname pu= 0,6 cm™
feni, tedy % =10% = 0,1. Vyjdeme ze vztahu , ktery nejprve vydélime hodnotou

Iy a poté dosadime:

- = 6_‘U“d7 (4)
0,1 =e 004,

Chceme vypocitat vrstvu olova d, proto celou rovnici zlogaritmujeme a hodnotu d
dopocitame:
In(0,1) = —0,6 - d,
In(0,1)
0,6
d=3,84.

d=—

Odpovéd’: Vrstva olova, kterd md zachytit 90 % zafeni, musi byt silnd 3,84 cm.

11



Priklad 2: Vrstva zeleza silnd 1,5 cm zeslabi intenzitu rentgenového zareni na 64 %

puvodni hodnoty. Urci linedrni soucinitel zeslabeni Zeleza pro toto zafeni. ([2], s. 79)
Resen{: Vyjdeme ze zadani: d = 1,5 cm, % = 0,64, u = 7. Pro vypocet pouzijeme vzo-
rec (4) z predchézejiciho piikladu, doplnime zndmé hodnoty a vypocitdme linerani
soucinitel zeslabeni:
0,64 = e "2,
In(0,64) = —p- 1,5,

In(0,64)
L5 7’

w=0,3.

H= =

Odpovéd’: Linedrni soucinitel zeslabeni Zeleza pro toto zafeni je piiblizné 0,3 cm™!.
Piiklad 3: Urci vztah pro polovrstvu d”, jestlize pro absorpci zareni plati vztah:
I[=Iy-e #4. ([18], s. 39)

Reseni: Vime, ze se jedna o polovrstvu, proto musi platit: é = % K odvozeni

pouzijeme vzorec , ve kterém nahradime vrstvu d polovrstvou d "

Z — e Hd”
Iy

Na levé strané rovnice dosadime hodnotu %, nasledné celou rovnici zlogaritmujeme

a vyjadiime d

1
o ln(%) |
i
g - lnl(LQ) (5)

Odpovéd’: Pro polovrstvu d ” plati vztah: d” = @

Piiklad 4: Intenzita denniho svétla, které pronika do moiské vody, se snizuje v za-
vislosti na hloubce exponencidlné. V hloubce 6 m je snizena na polovinu. Podmorska
kamera potfebuje pro dobry pifjem alespon 75 % intenzity dennfho svétla. Do jaké

maximaln{ hloubky ji 1ze pouzit? ([9], s. 156)
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Reseni: Pifklad si rozdélime na dvé ¢dsti. V prvni ¢dsti budeme chtit vypocitat

linedrni soucinitel zeslabeni moiské vody, ktery v druhé ¢asti vyuzijeme pro vypocet
maximalni hloubky. Ze zadéani je patrné, ze pro d = 6 m je intenzita svétla polovicni,
tedy % = % Chceme vyjadrit linerani soucinitel zeslabeni p, proto vyuzijeme vztahu

() z prikladu 3 a dostaneme:

_In(2)
H= 4
_In(2)

=%

Hodnotu 4 nemusime vyjadiovat jako desetinné ¢islo, protoze s ni budeme dal praco-
vat. Jiz zname linedrni soucinitel zeslabeni, proto se muzeme presunout k druhé ¢asti
piikladu a vypocitat maximalni hloubku. Ze zadani zname podil % =75%=0,75.

Kvypoctu pouzijeme a budeme zjist'ovat hloubku d:

— — emd
I °
0,75 = e~ 54,
In(2
hwxm)=—7ﬁ) d,
6 - 1n(0,75)
d=— )
In(2)
d=25

Odpovéd’: Podmotskou kameru muzeme pouzit do maximalni hloubky 2,5 metru.

13



3.1.2 Hladina intenzity zvuku

Nezastupitelnou soucasti lidského zivota jsou zvuky. Jak silné slysime zvuk, ndm ur-
cuje intenzita zvuku. Ta je definovana jako akusticky vykon dopadajici na jednotku
plochy. Lidské ucho je schopné slyset zvuky od velmi slabych (tzv. préh slySeni
ointenzité I = 10712 W-m~2) a7 po bolestivé zvuky (tzv. prah bolesti o intenzité
I[=10W-m~?). ProtoZe je pomér mezi nejmensi a nejvétsi intenzitou zvuku velky,
zavadime hladinu intenzity zvuku B. Tato veli¢ina, udavana v decibelech, je defino-
vana nasledujicim zptusobem:

I
B =10"-log—, (6)
Iy

kde log je dekadicky logaritmus o zékladu 10, I je intenzita zvuku a Iy = 1072 W.m 2

(prah slyseni). [29]

V nasledujici tabulce jsou pro zajimavost uvedeny priklady zvuku s ruznou hla-

dinou intenzity.

Zvuk Hladina intenzity zvuku [dB]
Prah slySeni 0
Selest list{ 10
Sum list{ 20
Pouli¢ni hluk v tichém predmeésti 30
Tlumeny rozhovor 40
Normalni pouli¢ni hluk 50
Hlasity rozhovor 60
Hluk na silné frekventovanych ulicich 70
Hluk v tunelech podzemnich Zeleznic 80
Hluk motorovych vozidel 90
Maximalni hluk motorky 100
Hlasité obrabéci stroje 110
Startujici letadlo ve vzdalenosti 1 m 120
Prah bolesti 130

Tabulka 1: Ptiklady zvuku s riznou hladinou intenzity [24]
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Piiklad 5: Jaka je hladina intenzity prahu slySeni? [29)]

Reseni: Chceme ovéfit, zda hodnota hladiny intenzity prahu slySeni uvedens v ta-

bulce je spravnd. Pro prah slySeni musi platit: = I,. Dosadime do rovnice ()

a dopocitame:
B =10-log
—= - Lo0qg—
g[()?

B=10-log1,
B=10-0,
B=0.
Odpovéd’: Vypoctem jsme se presvédcili, ze hladina intenzity prahu slySeni je 0 dB.

Piiklad 6: Intenzita zvuku reprodukéni soustavy je 0,24 W-m~2. Vypoéitej hladinu

intenzity zvuku. [29]

Reseni: Ze zadani plyne, ze I = 0,24 W-m2, B = ? a vime, ze [y =10""2W-m~2.

K feseni pouzijeme vztah () a nezndmou hodnotu B vypocitdme:

0,24
B = 10 . lng,
B=10-11,38,
B=114.

Odpovéd’: Hladina intenzity zvuku je priblizné 114 dB.

Priklad 7: Na diskotéce byla namérena hladina intenzity zvuku 100 dB. Jaka byla
intenzita zvuku v tomto prostoru?
Regeni: Tentokrat chceme zjistit intenzitu zvuku, kdyz zndme hladinu intenzity
zvuku B = 100 dB, I = ?, Iy = 10712 W-m~2. I nyn{ vyuZijeme @:

100 = 10 - log

1012’
rovnici vydélime ¢islem 10 a poté vyjadiime neznamou hodnotu I:

10 = lng,

I
10 _
10 = 01z’

=10".107"

I=10"2

Odpovéd’: Intenzita zvuku na diskotéce byla 1072 W-m~2.

15



Piiklad 8: Pivodn{ intenzita zvuku méla hodnotu 107 W-m~2. Hladina intenzity

zvuku se zvysila o 50 dB. Jak4 je nyni intenzita zvuku? [25]

Resent: 1. zpusob
Budeme postupovat stejné jako v predeslych ptikladech tzn. s vyuzitim vzorce @
Resenf si rozdélime do dvou ¢dsti. Oznacéme si puvodni intenzitu I; =107 W.m 2

a puvodn{ hladinu intenzity zvuku ozna¢me Bj. S pouzitim (6]) vypocitdme hod-

notu Bjy:
I
Bl =10- lOgW,
1076
Bl =10- ZOQW,

Bi =10 - log10°,
B; =10 -6,
B; = 60.

Jiz vime, ze B; = 60 dB a muzeme pristoupit k druhé casti vypoctu. Soucasnd
hladina intenzity B je vzhledem k ptuvodni hladiné intenzity B, zvySena o 50 dB.
Plati tedy By = B; + 50 a soucasné intenzita zvuku I, = 7. Opét pouzijeme @
a hledanou hodnotu /5 dopocitame:

I
By =10 - log—>

10—12’

2
B1 + 50 =10 - lng,
Iy

2
I

11 = lng,

L =10""
Odpovéd’: Soucasnd intenzita zvuku je 1071 W-m=2.

Resenti: 2. zpusob
P1i feseni tohoto prikladu vSak muzeme postupovat i bez pouziti vzorcu. Z tvodni

¢asti vime, ze hladina intenzity zvuku je definovand jako dekadicky logaritmus po-
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dilu intenzity zvuku. Staci si tedy uvédomit, ze zvysSeni intenzity zvuku desetkrat
(10! krat) znamend zvyseni hladiny intenzity zvuku o 10 dB. ZvySen{ intenzity zvuku
stokrat (10? krat) znamend zvyseni hladiny intenzity zvuku o 20 dB atd. Stejnou
uvahou dojdeme k tomu, ze pokud se hladina intenzity zvuku zvysila o 50 dB, mu-
sela se intenzita zvuku zvysit stotisickrat (10° krdt). Ze zadani vime, ze puvodni
intenzita zvuku méla hodnotu 107 W-m~2. Soucasn4 intenzita zvuku je stotisickrit
vyss (matematicky to muzeme zapsat: 1075- 10° = 107" W-m~2). I s pouzitim tivahy

jsme dosdahli spravného vysledku.
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3.1.3 Priklady k procvicovani

Intenzita zdrent
1) Pro rentgenové zareni s vinovou délkou 50 pm je soucinitel zeslabeni olova 0,6 cm ™.

Jak silnd musi byt vrstva olova, mé-li zachytit 75 % zareni? ([2], s. 79)

2) Pro rentgenové zaieni je soucinitel zeslabeni Zeleza 0,3 cm™!. Jak silnd musi byt

vrstva zeleza, jestlize ma zachytit 60 % zéreni?

3) Jaké ¢dst zareni gama projde vrstvou olova o tloust’ce 3 cm, je-li linedrni soucinitel

zeslaben{ olova pro zéieni gama 0,85 cm™!?

4) Linearni soucinitel zeslabeni Zeleza pro rentgenové zéreni je 0,3 cm™!. Jakd je

tloust’ka polovrstvy zeleza pro toto zareni? ([2], s. 79)

5) Rentgenové zareni prochézi hlinikovou vrstvou tlustou 1 cm. Vypoéitej procentovy

tibytek Ip, jestlize line4rni soucinitel zeslaben{ pro hlinik je 0,54 cm™!. ([9], s. 155)

6) Vrstva olova silnd 1 cm zeslabi intenzitu rentgenového zéreni na 56 % puvodni

hodnoty. Jaky je linedarni soucinitel zeslabeni olova pro toto zafeni? ([2], s. 79)

7) Urci tloust’ku vrstvy hliniku potfebnou k tomu, aby se intenzita rentgenového za-
feni zeslabila na polovinu své puvodni intenzity. Linearni souc¢initel zeslabeni hliniku

pro rentgenové zafeni je 0,54 cm™'. ([9], s. 155)

8) [jzky rentgenovy svazek je tvoren 2000 fotony. Po prichodu médénou deskou
o tloust’ce 1 cm se pocet fotonu zredukuje na 1000. Vypocitej linedrni soucinitel

zeslabeni pro tuto desku. [40]

9) Jak silnou vrstvu olova potfebujeme, aby se intenzita zafeni gama snizila na setinu

puvodni hodnoty? Linedrni souéinitel zeslabeni olova pro toto zéfeni je 0,85 cm™!.

10) Intenzita rentgenovych paprsku se snizi pii pruchodu olovénou deskou o tloust’ce
1 mm o 5%. Jak silnd musi byt olovéna deska, aby se jejich intenzita snizila na 60 %
puvodni intenzity? ([9], s. 145)

11) Cinova desticka m4 tloust’ku 1,5 cm. Intenzita zafeni gama se snizi pii pruchodu
touto destickou na 80 % puvodni intenzity. Jak silnou cinovou desticku musime po-

uzit, aby se intenzita tohoto zareni snizila na 50 %?

12) Pii prichodu sklenénou deskou o mocnosti 10 cm ztrati svételny paprsek % své
puvodni intenzity. Kolik procent puvodni intenzity bude mit svételny paprsek po

pruchodu 4 stejnymi deskami?
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13) Linedrn{ soucinitel zeslaben{ pro *™T'c se pro tukovou a podobnou tkai udava
0,15 cm™!. Kolik procent zafeni dopadne na detektor, jestlize mezi zdrojem zafeni

a detektorem bude vrstva tkané silna 6 cm? ([2], s. 80)

14) Urci vztah pro absorpéni koeficient u, jestlize pro absorpci zafeni plati vztah:
I=1Iy e 4 ([18], s. 39)

Hladina intenzity zvuku

15) Uréi hladinu intenzity zvuku prahu bolesti. [29]
16) Vypocitej hladinu intenzity zvuku o intenzité 1076 W-m™2. [29]

17) O kolik decibelu se zvysi hladina intenzity zvuku, vzroste-li intenzita zvuku
tisickrat? [25]

18) O kolik decibelu se zvysi hladina intenzity zvuku, pokud se intenzita zvuku zvysi

100 000 krét? [27]

19) Pokud je v ur¢itém misté intenzita zvuku 1077 W-m~2, jak4 je hladina intenzity

zvuku v tomto mistée? [22]

20) Intenzita zvuku jedouciho vlaku je 1073 W-m~2. Jak4 je hladina intenzity zvuku
tohoto vlaku?

21) Intenzita zvuku aparatury byla zvysena z 1071 W-m~2 na 1073 W-m~2. O kolik

decibelu se zvysila hladina intenzity zvuku? [25]

22) Zvukova intenzita elektrické kytary byla zesflena z 1071 W-m~2 na 10~ W.m~2.

Kolik decibelt ¢ini zesileni? [45]

23) Uréi intenzitu zvuku, pokud je jeho hladina intenzity 70 dB. [29]
24) Jakou intenzitu ma zvuk, jehoz hladina intenzity je 130 dB? [45]
25) Jaké intenzité zvuku odpovida hladina intenzity 45 dB? [22]

26) Ucho nemocného ¢lovéka ma préah slysitelnosti 20 dB. Jaka je intenzita prahu

slysitelnosti, kterou toto ucho slysi? [25]

27) Kolikrat se snizila intenzita hluku, jestlize se pouzitim chranice sluchu snizila
hladina intenzity ze 100 na 70 dB? [25]
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28) O kolik procent vzroste intenzita zvuku, jestlize hladina intenzity zvuku vzroste
o 1 dB? [45]

29) Hladina intenzity zvuku se zvysila o 20 dB. Vyjadii pomér mezi puvodni a

kone¢nou intenzitou zvuku. [25]

30) Bylo zjisténo, ze hladina intenzity kvékani zaby je 64 dB a hladina intenzity
kohoutiho kokrhéni je 85 dB. Kolikrat je intenzita kohoutiho kokrhani vétsi nez

intenzita zabiho kvakani?
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3.1.4 Vysledky

Intenzita zdreni
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3.2 Chemie

Dalsi oblasti, u které se muzeme setkat s vyuzitim exponencidlni a logaritmické
funkce, je chemie. Pomérné dulezitou roli hraje v zivoté polocas rozpadu a jeho

vyuziti. Nasledujici ptiklady toho budou dukazem.

Kromé polocasu rozpadu radioaktivnich prvku ¢i izotopu jsou v chemii velice
dulezité také vypocty pH roztoku. V této kapitole si proto ukazeme, jak vypocitat
hodnotu pH silnych kyselin a zasad.

3.2.1 Polocas rozpadu

Polocas rozpadu urcuje, za jakou dobu se pocet jader néjakého radioaktivniho prvku
¢i izotopu zmensi na polovinu. Zavislost hmotnosti radioaktivni latky na case pri
jejim radioaktivnim rozpadu je dana vzorcem:

may =mg-e ", (7)

kde m() je vyslednd hmotnost v case t, mg je pocdtecni hmotnost, e je zdklad
prirozeného logaritmu, t je ¢as a A je konstanta radioaktivni premény. Pro tuto

preménovou konstantu plati:
(8)

kde T je polocas rozpadu (¢as, za ktery se zmensi hmotnost latky na polovinu). ([2], s. 78)

Prinékterych vypoctech je vsak vyhodnéjsi pouzivat vzorec:
I\T
My = Mo - (2> : (9)

ktery je ekvivalentni s ((7]). Pro odvozeni staéi dosadlt (8) do (7). Dostaneme tedy
In

M) = Mg - e T

o =g ()
)

Piiklad 9: Urci polocas rozpadu bismutu, jestlize po¢atecni hmotnost bismutu byla
32 g a za 242 minut klesla na 2 g. [35]

H\ﬁ

Mm@ = Mo - (

DO | =

Reseni: 1. zptisob
Ze zadani je patrné, ze mg = 32 g, m = 2 g, t = 242 minut, T = 7. Vyuzijeme

vzorec @D a po dosazeni dostaneme:
N
2=32-(= ,
(2)
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2_(1)2%2
32 \2 '

Zajima nas polocas rozpadu T, celou rovnici proto zlogaritmujeme a vyjadiime 7"
242

ln<2> :ln<1>T,
32 2

() - ()
"\16) " T ""\32)

T = 60, 5.
Odpovéd’: Polocas rozpadu bismutu je 60,5 minut.

Reseni: 2. zptisob

Muzeme postupovat i bez vyuziti vzorce. Vime, ze polocas rozpadu je doba, za kterou
se pocet jader (hmotnost) prvku zmensi na polovinu. Pfed prvnim polo¢asem roz-
padu musela byt hmotnost jader 2! krat vétsi (4 g), pred druhym polocasem 22 krat
vetst (8 g), pred tietim polocasem 23 krat vétsi (16 g) a pied ¢tvrtym polocasem 24
krat vetsi (32 g). Zjistili jsme, Ze ke snizeni hmotnosti bismutu z 32 g na 2 g byly
zapotiebi 4 polocasy rozpadu. Staci tedy dobu 242 minut vydélit ¢tyfmi a dostaneme

také polocas rozpadu 60,5 minut.

Piiklad muzeme doplnit obrazkem grafu, ze kterého je patrné, ze zavislost hmot-

nosti bismutu na c¢ase klesa exponencidlné.

Polo¢as rozpadu bismutu
32 4
28 -~
24 ~
20 +
16 4
12

Hmotnost (gramy)

0 T T T T \ T T T 1
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270

Cas (minuty)

Obrazek 4: Polocas rozpadu bismutu
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Piiklad 10: Vypocitej procentni tibytek izotopu kobaltu °Co za 2,5 roku, jestlize
jeho polocas rozpadu je 5,26 roku. ([2], s. 78)

Regen{: Tentokrét zndme pouze t = 2,5 roku a T = 5,26 roku. Nejprve potfebujeme

vypocitat, jaky podil kobaltu zustane po 2,5 letech. Zajima nas % K vypoctu

vyuzijeme vzorec ([9), do kterého dosadime zndmé hodnoty t a T

1\ 356
e ()

Chceme zjstit podil nové a puvodni hmotnosti, proto celou rovnici vydélime hodno-

m (1)55’6
m(o) 2 ’
m

— =0, 72.
myo)

tou mg a vypocitame:

Po 2,5 letech zbyde asi 72 % izotopu kobaltu. Nyni jiz staci odecist téchto 72 % od
100 % a dostaneme, Ze tibytek izotopu kobaltu %°Co je 28 %.

Odpovéd’: Procentni tibytek izotopu kobaltu °°Co za 2,5 roku je 28 %.

Priklad 11: Uhlikovou metodou bylo zjisténo, ze zkoumany nélez obsahuje 7,6 %
z podilu uhliku *C piipadajiciho na zivy organismus. Vypocitej staif nalezu, jestlize
polocas rozpadu uhliku'*C' je 5730 let. ([2], s. 79)

Reseni: Vime, ze T = 5730 let, =10 % = 0,076 a t = 7. Opét vyjdeme ze vztahu
@, ktery vydélime hodnotou mg a dosadime hodnoty ze zadani:
m (1)%
m(o) 2 ’

t

0,076 = (1)57“
) - 2 .

Rovnici zlogaritmujeme a vyjadiime hodnotu ¢:

1N ks
In(0,076) — ln(2> .

, _ 5730 In(0,076)
ln(é) 7

t = 21303.

Odpovéd’: Stari nalezu je priblizné 21 303 let.
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Radiokarbonovda metoda datovani

Radiokarbonova metoda datovani (téz uhlikovd metoda) je chemicko-fyzikalni me-
toda zalozena na sledovani pomeéru izotopu uhliku *C a 2C v poztstatcich zivych
organismu (tkdné, kosti, dievo, ...). Radioaktivn{ forma uhliku *C' se totiz fotosynté-
zou dostava do rostlin a odtud do potravniho fetézce. Pi{jem radioaktivniho uhliku
pak konéi prerusenim ucasti vzorku v uhlikovém kolobéhu (tedy smrti organismu)
a od tohoto okamziku zaéind preména *C na '2C' s polocasem rozpadu 5730 let.

Mnozstvi zbylého C v nalezeném zbytku organismu se zméif a dle jeho mnozstvi

je pak mozné urcit jeho absolutni stari [30].

Piiklad 12: Hmotnost vzorku radioaktivni latky se za dobu At snizila z m; na
mo. Vyjadri polocas premény latky v zavislosti na mq, mq a At. Vypocitej polocas
premény radioaktivniho izotopu olova, jestlize se za 5 minut hmotnost vzorku snizila
z 2,10 g na hodnotu 1,85 g. ([2], s. 80)

Reseni: Nejprve chceme obecné vyjadiit predpis pro polocas premény. Vyuzijeme
vztah (9), pricemz vime, ze puvodni hmotnost je my, koncové hmotnost ms a cas je

charakterizovdan zménou At. Proto: N

me = my - (;) o (10)

Odtud potiebujeme vyjadrit neznamou 7. Celou rovnici vydélime pocateéni hmot-

nosti my, rovnici zlogaritmujeme a polocas premény vyjadiime v zavislosti na ostatnich

()
()

V druhé c¢asti zadani prikladu mame pripraveno, ze At = 5 minut, m;= 2,10g

veli¢inach:

amsy=1,85g. Dosadime do pfipraveného vztahu ([11)) a hodnotu T dopocitame:

5-ln<§>
T=——2

)
1,85
l”(z,lo)

T =27,3.

Odpovéd’: Polocas premény radioaktivniho izotopu olova je priblizné 27,3 minut.
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3.2.2 Hodnota pH

Vodikovy expoment (pH) je ¢islo, kterym v chemii vyjadifujeme, zda vodny roztok
reaguje kysele ¢i naopak zasadité. K urceni hodnoty pH se pouziva stupnice pH,
kterd nabyva hodnot od 0 do 14. Jedné se o logaritmickou stupnici, proto plati,
ze zvysi-li se koncentrace roztoku na desetinasobek, pak se hodnota pH zvysi o 1.
Voda je neutralni a ma pH rovno 7. Cim je hodnota pH mensf nez 7, tim je roztok

kyselejsi. Naopak, ¢im je pH vétsi nez 7, tim je roztok zasaditéjsi [32].

HodnotapH ©0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Roztok je €——kysely Y zésadty —p»
neutraini

Obrazek 5: Stupnice pH [35]

Vzhledem k tomu, ze se vypocCty hodnot pH ruznych roztoku lisi, budeme se
vtéto praci zabyvat jen vypocty pH silnych jednosytnych a dvojsytnych kyselin
asilnych jednosytnych a dvojsytnych zésad. Nésledujici vztahy jsou prevzaty z [46].

Hodnota pH silnych jednosytnych kyselin je definovana jako zaporny dekadicky

logaritmus koncentrace vodikovych kationtu ve zredéném vodném roztoku:
pH = —log(cu0+), (12)

kde log je dekadicky logaritmus a cp,o+ je koncentrace kyseliny. Jednotkou molarni
koncentrace je mol/l. V analytické chemii se vice pouzivé oznac¢eni M (1 mol/l1=1M),
proto se v tomto textu setkame s timto oznacenim. Pokud mame v zadani napi. .2 M

roztok® znamena to, ze mame na mysli dvou molarni roztok [31].

Pro silné dvojsytné kyseliny plati podobny vztah, jako pro silné jednosytné kyse-
liny, ovSem nyni je argumentem logaritmu dvojnasobek koncentrace kyseliny. Tedy:
pH = —log(2 - cpy0+), (13)

kde log je opét dekadicky logaritmus a cy,o+ je koncentrace kyseliny.

U silnych zasad nastava zména. Na rozdil od kyselin jsou zasady zdrojem aniontu
a pro koncentraci aniontut OH™ (ozn. pOH) plati:
pOH = —log(con-)- (14)

Pti znalosti pOH jsme schopni vyjadrit pH silnych jednosytnych zdsad pomoci
vzorce:
pH = 14 — pOH. (15)
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Za hodnotu pOH dosadime a vzorec upravime:
pH =14 — (—log(con-)),

pH =14 +log(con-), (16)

kde log je dekadicky logaritmus a cog- je koncentrace zasady.
Vztah pro vypocet pH u silnych dvojsytnych zasad se lisi od silnych jednosytnych

zasad opét dvojnasobkem koncentrace v argumentu logaritmu:
pH =14 +1og(2 - con-). (17)

V nasledujicich ptikladech budeme pocitat pH roztoku nékterych silnych kyselin
a hydroxidu. Pfi feseni bude potieba védét, zda se jedna o jednosytné nebo dvojsytné
kyseliny, pripadné zasady. K rozlousknuti tohoto ,,ofisku ndm pomohou informace

uvedené v Tabulce 2.

Kategorie Nézev (vzorec)

Jednosytné kyseliny | kyselina chlorovodikovéd (HC1)
kyselina bromovodikové (H Br)
kyselina dusiénd (HNO3)
kyselina chlorista (HC1Oy)

Dvojsytné kyseliny | kyselina sirova (H2S0,)
kyselina hexafluoroktemicitd (Hs(SiFg))

Jednosytné zasady | hydroxid sodny (NaOH)
hydroxid draselny (KOH)
Dvojsytné zasady hydroxid barnaty (Ba(OH),)
hydroxid strontnaty (Sr(OH)s)

Tabulka 2: Kategorie silnych kyselin a zasad

Piiklad 13: Vypocitej pH 0,001 M roztoku kyseliny chlorovodikové. ([§], s. 85)

Reseni: Ze zadédni zndme koncentraci kyseliny ¢ = 0,001 M, pH = ? a vime, ze

kyselina chlorovodikova (HCI) je silnd jednosytné kyselina. Proto dosadime do ((12)):
pH = —log(0,001)

pH = 3.

Odpovéd’: Hodnota pH 0,001 M roztoku kyseliny chlorovodikové je 3.
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Piiklad 14: Roztok hydroxidu sodného ma pH rovno 12. Uréi koncentraci tohoto

hydroxidu.

Resent: Nyni mame k dispozici pH = 12 a chceme zjistit koncentraci ¢ = ?. Hydroxid

sodny (NaOH) je silnd jednosytna zasada, proto tentokrat vyuzijeme vztah :
12 =14 + log(c),

—2= lOg(C),
1072 =g,
c=0,01.

Odpovéd’: Koncetrace NaOH s pH rovno 12 je 0,01 M.

Priklad 15: Vypocitej pH 0,003 M roztoku kyseliny sirové. [23]

Reseni: Opét vypiseme fakta, kterd zndme: ¢ = 0,003 M, pH = ? a kyselina sirova
(H3S0y) je silné dvojsytna kyselina. Vyuzijeme (13]) a hodnotu pH dopocitame:
pH = —log(2-0,003),

pH = —log(0,006),
pH =2, 2.

Odpoved’: Hodnota pH 0,003 M roztoku H,SOy je 2,2.

Priklad 16: Vypocitej pH roztoku, jehoz pOH = 3 a rozhodni, zda se jedna
ozasadity nebo kysely roztok. [47]

Reseni: Tentokrat vime, ze pOH = 3 a chceme uréit pH. Tim, ze zndme pOH, bude

pro nds nejvyhodnéjsi pouzit vzorec (15):
pH =14 — 3,

pH = 11.

Odpovéd’: Vzhledem k hodnoté pH, kterd je rovna 11, se jedna o zdsadity roztok.
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3.2.3 Priklady k procvicovani

Poloc¢as rozpadu
1) Polocas premény 7 je 8 dni. Kolik zbyde z 1 gramu vzorku po 32 dnech? ([2],
s. 79)

2) Polocas piemény 37C's je 30 let. Po jaké dobé zbyde z 1 kg vzorku 1 ¢? (|2, s.79)

3) Polocas rozpadu izotopu je ptiblizné 3 minuty. Za kolik minut od poc¢atku rozpadu

zbyde z puvodniho mnozstvi jedna Sestnactina? ([4], s. 79)

4) Ve vzorku radioaktivniho fosforu, ktery ma polocas piemény 14 dnt, je 4-10'®

atomu fosforu. Kolik atomu fosforu bude v tomto vzorku za 4 tydny? ([1], s. 175)

5) V urychlovaci bylo vyrobeno 5 g radioaktivniho jédu s polo¢asem premény 2 hodiny.

Kolik gramu latky budeme mit k dispozici po 5 hodinach?

6) Hmotnost izotopu radia je 150 g. Urci, kolik gramu zbyde z puvodniho mnozstvi

daného izotopu Ra za 19 minut, jestlize polocas rozpadu je 2,7 minuty.

7) Za jak dlouho se preméni polovina jader radionuklidu, jestlize jeho rozpadové
konstanta je A = 1,42:1071 5717 [27]

8) Ur¢i pieménovou konstantu radionuklidu 52Co, jestlize se pocet jeho atomt zmens{
za 1 hodinu o 3,8 %. ([17], s. 113)

9) Radionuklid uhliku }*C' ve strarém kousku dfeva piedstavuje 0,0416 hmotnosti to-
hoto radionuklidu v zivé dreviné. Urci priblizné staii dieva, jestlize polocas premény
radionuklidu je 5730 let. ([7], s. 224)

10) V kousku starého dieva klesl obsah radionuklidu {*C na 72 % puvodn{ hodnoty.
Urdi stari dreva, je-li polocas premeény radionuklidu 5730 let. ([I], s. 176)

11) Jaké je staif materialu dievéné sosky, jestlize obsahuje 68 % puvodniho mnozstvi

radioaktivntho uhliku }*C jehoZ polocas pfemény je 5730 let. ([6], s. 73)

12) Radionuklid stiibra m& polocas rozpadu 20 minut. Jaka ¢ast radionuklidu se
preméni za 2 hodiny? ([7], s. 225)

13) Uréi, na kolik procent puvodni hodnoty se snizil obsah radioaktivniho nuklidu
vdrevéné tiisce po 3500 letech, jestlize polocas rozpadu radioaktivniho nuklidu uh-

liku je 5730 let.
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14) Za 28 dnf se premeéni 75 % jader %2 P. Uréi jeho polocas premény. ([I7], s. 103)

15) Mnozstvi radioaktivni latky se béhem jedné hodiny zmensilo o 70 %. Uréi polocas

premény. [29]

16) Obsah uhliku *C ve devé odpovidd 92,5 % jeho obsahu v atmosféfe. Urci staif
dreva. Ktery cesky panovnik sedél v té dobé na truné, ktery byl z tohoto dieva

vyroben?

17) V zaif 1991 objevili némecti turisté v étztalsk}'fch Alpach v Jiznim Tyrolsku
ledem mumifikované télo. Uhlikovou metodou bylo zjisténo, ze pro nerozpadnutd
jadra v jeho téle (Ny) a jadra v téle soucasnych lidi (N) plati: N = 0,5267 Ng. Pred
kolika roky tento ¢lovék zamrzl, jestlize polocas rozpadu uhliku je 5730 let? [27]

18) Skelet zvifete nalezeny pii archeologickém vyzkumu obsahoval 11 % z podilu
¢1C pripadajictho na zivy organismus. Polocas premény §*C je 5730 let. Jaké je staid
nélezu? ([9], s. 143)

19) Polocas rozpadu uranu 23°U je 700 miliénu let. Za kolik let se jeho mnozstvi

v zemské kute zmensi na tretinu puvodniho stavu? [29]

20) DDT (Dichlordifenyltrichlorethan) je pro ¢lovéka velice skodlivé latka, kterd se
dostava potravinovym fetézcem do mléka a dalsich potravin. Jeji koncentrace ve vysi
5-107% % je v soucasné dobé jesté tolerovana, do budoucna je viak pozadovano snizit
ji na 2:107% %. Chemicky rozklad DDT probiha jen velmi pozvolna, ,polo¢as roz-
kladu“ je zhruba 30 let. Za jakou dobu bude dosazeno pozadované nizsi koncentrace?
([9], s. 145)

21) Jakou aktivitu musf mit prepardt znaceny **"7T'c v 7 hodin rdno, ma-li se v 11
hodin podat 100 MBq? Polocas premény *™Tc je 6 hodin. ([2], s. 80)

22) Kolikrat se musi prodlouzit ¢as snfméni pti pouziti **T'c po 18 hodindch od
prvniho snimku, aby detekovana ¢etnost byla stejna jako u prvniho snimku? Pred-
pokladej, ze nedochézi k vyplaveni radiofarmaka z mista snimku a poloc¢as premeény
9mTe je 6 hodin. ([2], s. 80)

Hodnota pH
23) Vypocitej pH roztoku hydroxidu draselného o koncentraci 0,01 M.

24) Vypocitej pH 0,024 M roztoku kyseliny sirové. [28]
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25) Jaké je pH roztoku hydroxidu sodného o koncentraci ¢(NaOH) = 0,07 M? [47]
26) Urci pH 0,002 M roztoku kyseliny sirové. [2§]

27) Koncentrace roztoku hydroxidu vdpenatého je 4-1072 M. Zjisti jeho pH. [23]
28) Jaké je pH 5:10~* M roztoku KOH? [23]

29) Vypocitej pH 9-107° M roztoku kyseliny dusi¢né. [23]

30) Vypocitej pH roztoku s pOH = 2 a rozhodni, zda se jedna o zésadity nebo
kysely roztok. [47]

31) Vypocitej pH roztoku, jehoz pOH = 3,5 a rozhodni, zda se jednd o zasadity
nebo kysely roztok.

32) Jaké je pH roztoku kyseliny bromovodikové, jeli rovnovazné koncentrace roztoku
1073 M?

33) Vypocitej koncentraci roztoku kyseliny bromovodikové, jehoz pH je 2. [47]
34) Zjisti koncentraci roztoku kyseliny chloristé, je-li jeho pOH = 10. [47]
35) Vypocitej koncentraci roztoku hydroxidu strontnatého, jehoz pH je 13.

36) Urci koncentraci roztoku kyseliny hexafluoroktemicité, jestlize pH tohoto roz-
toku je 1,5.

37) Vypocitej koncentraci roztoku hydroxidu draselného, jehoz pOH je 3,7.

38) Kolikrat bude koncentrace roztoku NaOH s pH = 12 vétsi nez koncentrace
roztoku KOH s pH = 107

39) Roztok kyseliny hexafluorokfemicité ma koncentraci 0,004 M, zatimco kyselina
sirovd ma ve vodném roztoku koncentraci 0,029 M. Kolikrat je pH kyseliny hexaflu-

orokfemicité vétsi nez pH kyseliny sirové?

40) Koncentrace roztoku hydroxidu vdpenatého je 9-1072 M a koncentrace roztoku
hydroxidu barnatého je 2-1072 M. Ktery roztok mé vétsi pH?

41) Puvodni koncentrace roztoku kyseliny chloristé byla 0,005 M. Jaké je soucasné
pH roztoku kyseliny chloristé, jestlize se koncentrace roztoku této kyseliny zvysila
0 3-1073 M?

42) Koncentrace roztoku hydroxidu strontnatého se z puvodni hodnoty 0,04 M zvy-

sila 0 50 %. Jaké je soucasné pH tohoto roztoku?
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3.2.4 Vysledky

Poloc¢as rozpadu

10) 2 716 let

11) 3 188 let

Hodnota pH

N
3

30) 12; zésadity
31) 10,5; zasadity
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3.3 Biologie

Exponencidlni funkce zaujima vyznamné misto také v biologii. Znamym spojenim

je .exponencidlni rust®, ktery obecné znaci, ze néco roste (stoupd) velice rychle.
” b )

Klasickym prikladem exponencidlniho rustu je rust populace. V této kapitole
se budeme zabyvat mnozenim mikroorganismu, pro jejichz jednu fazi je typicky
pravé exponencialni rust. Nesmime opomenout rust svétové populace (pocet obyva-

tel svéta), ten bude nastinén v kapitole 3.4.2.

3.3.1 Raist populace

Vyznamnou roli v biologii hraje rust populace bakterii. Ten je charakterizovan tzv.
rustovou kivkou (Obrézek 6). Pro nas je nejvyznamnéjsi druhd faze - exponenciélni,
ktera trva do vycerpani zivin. Tu muzeme charakterizovat rovnici:

N = Ny - 2", (18)

kde N je pocet bunék (bakterii, viru, ...) na konci exponencialni faze, Ny je pocet bu-
nék na zacatku a n je pocet generaci. Hodnota n byva také definovana nésledujicim

zpusobem: .

Ta
kde ¢ je ¢as (v hod.), po ktery populace roste a T' (v hod.) je doba zdvojeni (doba,

n =

(19)

za kterou dojde ke zdvojndsobeni bunék populace). [37]

- Klidowva faze

- exponencidlni fize
- staciondrni fize

- faze odumirdni

O

Obrazek 6: Rustova kiivka bakterii [37]
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Casto se muzeme setkat s pifklady, u nichz bude vyhodné pouzit vztah, ktery

vznikne dosazenim do :
N = N, - 2. (20)

Piiklad 17: V Petriho misce bylo 5 bakterii. Kazda z téchto bakterii se zdvojila
vzdy po 45 minutach. Kolik bakterii bylo v Petriho misce po péti hodinach?

Reseni: Ze zaddni plyne, ze Ny = 5, T = 45 min = g h,t =5haN = 7. Podle

hodnot, které mame zadané je patrné, ze k feSeni pouzijeme vztah :
5

N=5-21,
N=5.2%,
N = 508.

Odpovéd’: Po péti hodinach bylo v Petriho misce zhruba 508 bakterii.

Priklad 18: V buiice byl jeden vir, ktery se zdvojil kazdych 5 minut. Vypocitej,

zajak dlouho bylo v buiice 224 virii.

Resenf: Opét si vypiieme zndmé hodnoty: Ng = 1, 7 = 5 min = 5 h, N = 224,
Nyni chceme zjistit ¢ = 7, proto opét vyuzijeme ([20)):
2% =1.21,

224 — 212-1‘/'

Dostali jsme exponencialni rovnici o stejném zakladu, proto muzeme porovnavat

exponenty. Tim dopoc¢itdme hodnotu t¢:

24 =121,
o

5
t=2.

Odpoveéd’: Pozadované mnozstvi virt bylo v buice za 2 hodiny.

Priiklad 19: Pocet bakterii typu A se zdvojndsobi béhem kazdych 2 hodin, pocet
bakterii typu B je dvojnasobny vzdy az po trech hodindch. Za jak dlouho se pocty

obou typu bakterii vyrovnaji, jestlize je na poc¢atku bakterii typu B o polovinu vice
nez bakterii typu A? ([16], s. 106)
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Reseni: Tentokrdt mame dva typy bakterii a mdme vypoéitat, za jak dlouho bude

pocet obou typu bakterii stejny. Oznaé¢me hodnoty vztahujici se k bakteriim typu A
indexem 4, analogicky hodnoty charakterizujici typ B indexem g. Potom ze zadani
plati: Ty =2h, T =3 h, Np, = N, + %NAO, tedy Np, = %NAO. Nezndma hodnota
je opét cas t. Protoze se maji pocty obou typu bakterii sobé rovnat, musi platit:

3 t
NAO'2TA = §NA0'2TB.

Celou rovnici vydélime hodnotou N4,, zlogaritmujeme, dosadime hodnoty ze zadani

a nasledné vyjadiime neznamou hodnotu ¢:

N 2
3 0%
2
37 |
|
|
21 |
|
|
1 |
|
|
0 T T T - T
0 1 2 3 4 t

Obrazek 7: Grafické znazornéni ptikladu 19
Odpovéd’: Pocty obou typu bakterii se vyrovnaji ptiblizné za 3,5 hodiny.
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Existuji priklady, u kterych se k feSeni nemusi pouzivat vzorce, ale k vysledku

lze dojit pouhou tivahou. Jednim z nich je i nasledujici priklad.

Priklad 20: Na rybnice rostou lekniny. Prvni den 1, druhy den 2, tfeti den 4, ¢tvrty
den 8, paty den 16, ... Dvacatého dne je cely rybnik zarostly. Kolikaty den je zarostla

polovina rybnika?

Reseni: Rybnik zartst4 lekniny, pficemz kazdy den pfibude dvojngsobny pocet lek-
ninu, nez den predesly (druhy den: 2-1 = 2, tfeti den: 2:2 = 4, ¢tvrty den: 2-4 =8).
Muzeme se na tuto zakonitost podivat také obracené. Patého dne je na rybniku
16 leknint, zatimco ¢tvrtého dne jich tam bylo jen 8 (tedy %) Tretitho dne byly
lekniny jen 4 (opét % nez den predchdazejici). Plati tedy, ze kazdy predchazejici den
je na rybnice polovina lekninu. Vime, ze cely rybnik je zarostly dvacaty den. Proto

polovina rybnika musi byt zarostld predchazejici den tj. devatenécty.

Odpovéd’: Polovina rybnika je zarostld devatenacty den.
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3.3.2 Priklady k procvicovani

Rst populace
1) Bakterie Escherichia coli se v piiznivych podminkéch déli pfiblizné jednou za

hodinu. Kolik bakterii se namnozi v roztoku za piiznivych podminek za 1 den? [29]

2) Na pocatku byly dveé bakterie. Doba zdvojeni bakterie je 2 hodiny. Kolik bakterii

bude za jeden den?

3) Bakterie Streptococcus thermophilus maji ¢as zdvojeni 12 minut. Ur¢i pocet

téchto bakterii po Sesti hodinach.

4) Vir se kazdych 10 minut rozdéli na dalsi dva viry. Vypoéitej mnozstvi vira po tiech
hodinéach.

5) Bakterie zpusobujici tuberkulézu (Mycobacterium tuberculosis) se vzhledem k
ostatnim bakteriim déli velice pomalu. Jeji doba zdvojeni je asi 15 hodin. Za jak
dlouhou dobu bude téchto bakterii 2560, bylo-li jich na zacatku 107

6) Vir se v hostitelské buince mnozi kazdych 15 minut. Za jak dlouho bude bunka

obsahovat 2-10'6 vira?

7) V Petriho misce byla na zacatku pozorovani jedna bakterie. Po deseti hodinédch
bylo v Petriho misce 1024 bakterii. Urci dobu zdvojeni této bakterie.

8) Vypocitej dobu zdvojeni bakterii, jejichz pocet se béhem 4 hodin zvysil ze 100

namilion.

9) Saccharomyces cerevisce jsou kvasinky pouzivajici se pii kvaseni piva. Béhem
Sestidenniho procesu kvaseni vzrost pocet téchto kvasinek z 20 na 9,5-10%2. Uréi

dobu, za kterou se kazda kvasinka zdvojnasobi.

10) Prvni typ bakterie ma dobu zdvojeni 20 minut, zatimco druhy typ bakterie jen
15 minut. Za jak dlouho se pocty obou typu bakterii vyrovnaji, bylo-li na zac¢atku

bakterii prvniho typu ttrikrat vice?

11) Hladina jezirka se pokryvala lekniny tak, ze se plocha pokryta lekniny za den
zdvojnasobila. Tticaty den byla hladina plnd lekninu. Kolikaty den byla zakryta
lekniny polovina hladiny jezirka? ([19], s. 153)

12) Vodni plocha zakryt4 listy lekninu se kazdy den zdvojnasobi. Kolikaty den bude
zarostld celd vodni plocha lekniny, jestlize sedmy den pokryvaly listy lekninu polo-

vinu této plochy?
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3.3.3 Vysledky

Rust populace

1) 2% 7) 1 hodina

2) 213 8) 0,3 hodiny

3) 230 9) 2 hodiny

4) 218 10) 1,58 hodiny

5) 5 dni 11) dvacaty devéty
6) 13,5 hodiny 12) osmy
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3.4 Geografie

V geografii se setkdvame s vyuzitim exponencialni funkce zejména ve dvou oborech.
Prvnim z nich je zavislost tlaku vzduchu na nadmoiské vysce, ktera klesa exponen-

cidlné. Pristroj pouzivany k méreni tlaku vzduchu se nazyva barometr.

Ve védeé blizké geografii (demografii) se setkdvame s prirozenym piirustkem (resp.

ubytkem) poctu obyvatel, a s tim souvisejicim rustem svétové populace.

3.4.1 Tlak vzduchu

S rostouci nadmotrskou vyskou se méni celd fada veli¢in, napf. teplota vzduchu,
vlhkost vzduchu, intenzita UV zafeni nebo pravé zminovany tlak vzduchu. Narozdil

od ostatnich veli¢in klesa tlak vzduchu exponencidlné.

Zavislost tlaku vzduchu na nadmotské vysce lze vyjadrit vztahem:
Py =po - 0,88", (21)

kde p@y je tlak vzduchu v nadmoiské vysce h (km), po je tlak vzduchu v nulové
nadmotské vysce a plati, ze po=1013hPa ([9], s. 129).

Funkce charakterizujici tuto zavislost je znazornéna na Obrazku 8.

P_A

hPa

1000
900 1
800 1
700 1
600
500
400
300
200
100 1

1 I ] | i 1] 1 I | I ] I b'
1 2 3 45 6 7 8 9101112 h
km

Obrazek 8: Zavislost tlaku vzduchu na nadmoiské vysce [20]
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Piiklad 21: Vypocitej tlak vzduchu v nadmotskych vyskach 800 m a 3000 m. ([9],
s. 129)

Regen{: Podle zadéni chceme vypocitat tlak vzduchu ve dvou raznych nadmoiskych

vyskach, které si oznacime hy = 800 m a hy = 3000 m. K tomu, abychom mohli k te-
Seni vyuzit vztah , musime nejprve prevést zadané nadmotské vysky na kilometry
(hy = 800 m = 0,8 km a hy = 3000 m = 3 km). Po prevedeni jiz sta¢i dovztahu
dosadit a hodnoty dopocitat:

Po,s) = Po - 0, 88]”7

Po;s) = 1013 - 0,88%%,
Pog) = 915.
Stejnym zpusobem dopoé¢itame i tlak vzduchu v druhé nadmoiské vysce ho:
P = po - 0,88,
pi) = 1013 -0, 882,
p3) = 690.

Odpoved’: Tlak vzduchu v nadmotské vysce 800 metru je 915 hPa, zatimco v nad-

moiské vysce 3000 metru je tlak pouze 690 hPa.

Piiklad 22: Turisté se snazili vylézt na nejvyssi horu Kavkazu - Elbrus (5 642 m).
Protoze byla mlha, v uréeni nadmotské vysky se mohli spolehnout jen na barometr,
ktery ukazoval 530 hPa. Urci, kolik vyskovych metru zbyvalo turistum k tomu, aby

se dostali na vrchol. [36]

Reseni: Nejprve budeme potiebovat zjistit, v jaké nadmoiské vysce se turisté naché-
zeli, kdyz jim barometr ukazoval tlak vzduchu p = 530 hPa. K tomu opét vyuzijeme
vztah a nadmotskou vysku h vypocitame:
530 = 1013 - 0, 88",
530

_ h
1013 088"

530
ln<1013> b ln<0,88>,
in(325)
h _

In (o, 88) ’

h = 5,067.
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Jiz vime, ze se turisté nachézeli v nadmoiské vysce 5,067 km (5 067 m) a zbyva jen
tuto hodnotu odecist od nadmoiské vysky vrcholu. Tedy:
5642 — 5067 = 575.

Odpovéed’: Ke zdolani vrcholu Elbrus zbyva turistum vylézt jesté 575 vyskovych

metru.

Priklad 23: Jestlize klesne tlak vzduchu na 40 % hodnoty tlaku na hladiné more,
nema jiz clovék dostatecny piijem kysliku z atmosféry. Urci ptiblizné tuto kritickou
nadmoiskou vysku. ([9], s. 144)

Reseni: Tentokrat budeme poéitat nadmorskou vysku b = ?, pficemz méame k dis-

pozici hodnotu tlaku vzduchu vyjadienou v zavislosti na tlaku u hladiny moie
(p=0,4-po). Této vlastnosti spolu se vztahem (21)) vyuzijeme:
0,4-po = po - 0, 88",

Celou rovnici vydélime hodnotou py, zlogaritmujeme a dopocitame vysku h:
0,4 =0,88",
In(0,4) = h -In(0,88),

_ In(0,4)
~In(0,88)’
h =17,168.

Odpovéd’: Kritickd hranice dostatecného piijmu kysliku z atmosféry je ptiblizné

7 168 metra nad mofrem.

Dostateény prijem kysliku

Horolezci, ktefi zdoldvaji nejvyssi vrcholy svéta - himélajské osmitisicovky (napf.
Mount Everest, K2, Kan¢endzengu ¢i Makalu), pouzivaji pro optimalni vystup dy-
chaci pristoje. Duvodem je nizka hodnota tlaku vzduchu ve vysokych nadmotskych
vyskach, tzn. fidky vzduch, ktery obsahuje malo kysliku. Kriticka hranice dostatec-
ného prijmu kysliku se nachazi pravé nad 7 000 metri nad morem. Piesto nékteti

horolezci dychaci pristroje nepouzivaji a takovéto riskantni vystupy berou jako vyzvu

a adrenalin.

Piiklad 24: O kolik hPa klesne tlak vzduchu, jestlize z parkovisté v nadmorské

vysce 570 m n. m. vystoupame ke hradu, jehoz nadmorska vyska je 660 m n.m.?
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Regeni: Podle zadéni nds zajiméa rozdil tlaki vzduchu (Ap) v nadmoiské vysce
h1 =570 m (0,57 km) a hy = 660 m (0,66 km). Proto nejprve vypocitame jednotlivé

hodnoty tlaku vzduchu ps7) a p,ee) @ ndsledné tyto hodnoty od sebe odecteme.

Svyuzitim (21]) zacneme pocitat tlak vzduchu p s7):
Py = 1013 - 0,88,

P(os7) = 1013 -0, 88057
Po,s7) = 942.

Tlak v nadmotské vysce 570 m n. m. bude piiblizné 942 hPa, zbyva dopocitat tlak
vzduchu v nadmotské vysce 660 m n.m.:
D) = 1013 - 0,88",

P(o,66) = 1013 - 0, 88066

p(o’ﬁﬁ) = 931.

Jiz zname i tlak vzduchu v nadmoiské vysce hq, staci proto odecist od sebe hodnoty

tlaku vzduchu, a tim dostaneme hledany rozdil Ap:

Ap = P(0,57) — P(0,66)5
Ap =942 — 931,
Ap =11.

Odpovéd’: Pokud vystoupdme z parkovisté (570 m n. m.) k hradu (660 m n. m.),
klesne tlak zhruba o 11 hPa.
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3.4.2 Prirastek poctu obyvatel

Bezpochyby klicovou zalezitosti v dnesnim svété je vyvoj poctu obyvatel. Denné
se setkdavame s informacemi, ze nékde pocet obyvatel klesa, jinde naopak rapidné
stoupa. Prirustek poc¢tu obyvatel je dan exponencidlni zavislosti:

N =Ny-e™, (22)

kde N je pocet obyvatel na konci uvazovaného obdobi, Ny je puvodni pocet obyvatel,
e je zéklad prirozeného logaritmu, r charakterizuje roéni miru rustu populace (pro
r > 0 populace roste, pro r < 0 populace klesd) a n (v letech) urc¢uje dobu, béhem

které se ménil pocet obyvatel ([4], s. 74).

Na rozdil od predeslych oboru, ve kterych jsme se s exponencialni ¢i logaritmickou
zavislosti setkali, musime pfi feseni nasledujicich prikladu pocitat s jistou ,,rezervou®.
Nelze brat vysledky striktné, protoze ackoliv budeme pocitat s konstantni roc¢ni
mirou rustu béhem n let, tato hodnota se mohla v prubéhu jednotlivych let mirné
meénit.

Pocty obyvatel, rotni miry rustu a prognézy vyvoje poc¢tu obyvatel konkrétnich
meést ¢i statu, které jsou uvadény v nasledujicich ptikladech, byly prevzaty z téchto
zdroju: [15], [39], [42], [43].

Priklad 25: Pted 15 lety mélo mésto 40 000 obyvatel. Vypocitej soucasny pocet
obyvatel, jestlize byl ro¢ni piirustek obyvatel 1,1 %.

Resent: K vyfeseni piikladu vyuzijeme informace ze zadani: n = 15 let, Ny = 40 000,
r=11% = 0,011, N = 7. K vypoctu pouzijeme vzorec (22)), do kterého dosadime
a vypocitame hodnotu N:

N = 40000 - >,
N = 40000 - €%,
N = 47176.

Odpoved’: V soucasné dobé zije ve mésté 47 176 obyvatel.

Priklad 26: Pocet obyvatel mésta vzrostl za 9 let ze 14 000 na 18 000. Jaky byl

ro¢ni prirustek v procentech?

Regeni: 1 tentokrat si vypiseme hodnoty, které mame k dispozici: N = 18 000,

No=14000, n = 9 let, r = 7. Zatimco jsme v minulém ptikladu zjist’ovali po-
cet obyvatel, nyni nas zajima ro¢ni mira rustu r. K feseni dojdeme opét s pomoci

vztahu :
18000 = 14000 - €.
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Rovnici nejdiive vydélime ¢islem 14 000 a poté zlogaritmujeme, abychom osamo-

statnili hodnotu 7r:
18000 9o

14000  © 7

ln(g) —9.,
)

r=—">

9
r=0,028.

Zname jiz roéni miru rustu 0,028. Tu musime jesté prevést na procenta, tedy 2,8 %.

Odpovéd’: Roéni piirustek obyvatel byl v daném meésté 2,8 %.

Piiklad 27: V oblasti se snizil pocet obyvatel z 26 500 na 24 500. Kazdy rok
byl zaznamendn stejny procentudlni ubytek 3,9 %. Urci, béhem kolika let se pocet

obyvatel snizil.

Regeni: Chceme uréit, behem kolika let se snizil pocet obyvatel (n = ?), jestlize
N =24 500 a Ny = 26 500. Dale vime, ze doslo k tubytku, proto budeme psat

rocni miru rustu se znaménkem minus. Tedy r = - 3,9 % = - 0,039. Podobné jako

v predeslych tlohach dosadime do a nyni vypocitame hodnotu n:
24500 = 26500 - e~ 039"
24500 4 030.n
26500 ¢ ’

49
l _— = — .
n<53> 0,039 - n,

(%)
0,039 ’

n = 2.

Odpovéd’: Pocet obyvatel se v oblasti snizil béhem dvou let.

Piiklad 28: Cina je v soucasné dobé stét s nejvétsim poctem obyvatel na svété.
V roce 2015 méla Cina 1,37 mld. obyvatel s roénim pifristkem 0,3 %. Indie, kters
je v poctu obyvatel celosvétové druha, méla v tom samém roce 1,27 mld. obyvatel,
ale ro¢ni piirustek byl daleko vétsi (1,2 %). Vypocitej, ve kterém roce prevysi pocet
obyvatel Indie velikost ¢inské populace, jestlize prognozy pocitaji se stejnymi roénimi

prirustky jako v roce 2015.
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Resent: Tentokrét je zadéni pifkladu trochu jiné, nez na které jsme zvykli. Pozadav-

kem je zjistit, ve kterém roce dostihne indicka populace tu ¢inskou. Musime nejprve
vypocitat, za kolik let (n = ?) se budou tyto dvé populace sobé rovnat. Pro nazor-
nost oznaéme hodnoty vztahujici se k Ciné indexem ¢, hodnoty pro Indii indexem ;.
Vyjdeme ze zadéni, kdy pro Cinu plati: Nz = 1,37 mld., r== 0,3 % = 0,003, zatimco
pro Indii: N; = 1,27 mld. a r; = 1,2 % = 0,012. Pocet obyvatel za n let se sobé musi
rovnat:

Né . 67,5.” = NZ . eri'".

Dosadime za jednotlivé hodnoty ze zadani a s vyuzitim tprav vyjadiime neznamou n:

1.37 - 60,003% =1.27. 60,012%

ln(l, 37 - 60’003'"> = ln(l, 27 - 60’012'”),
ln(1,37> 40,003 -n - ln(e) = ln<1,27) +0,012-n- ln(e),
ln(l, 37) 40,0037 = ln(l, 27) 40,012,
ln<1,37> _ zn(1,27) — 0,012 — 0,003 - n,
m(l’ 37) —n. (o, 012 — 0, 003),

1
ln( ’37> =n-0,000,

1,27
1,37
l”<1,27)
0,009
n = §,4.

n =

Jiz vime, ze rovnost indické a ¢inské populace nastane zhruba za 8,5 let. Vzhledem

k tomu, ze v zadani jsme vychazeli z roku 2015, pricteme k tomuto roku 8,5 let.

Odpoved’: Pocet obyvatel Indie by mél prevysit ¢inskou populaci ptiblizné mezi roky
2023 a 2024.

Resen{ této tlohy bychom mohli provést i graficky, podobné jako u feseného pifkadu
19 v kapitole 3.3.1. U kazdého statu (Cina a Indie) bychom znézornili ristovou kiivku
v nasledujicich nékolika letech po roce 2015. Tam, kde by se grafy jednotlivych statu
protly, tam by byl hledany rok, ve kterém budou populace obou zemi stejné pocetné.
Na rozdil od feseného prikladu 19 neni pii grafickém feseni tohoto piikladu tolik

znatelny exponencialni prubéh, proto zde neni grafické feseni pfilozeno.
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Rust svétové populace

S prirozenym prirustkem poctu obyvatel souvisi uzce také rust svétové populace.
Riust poc¢tu obyvatel se od 18. stoleti vyrazné zrychlil a az do soucasnosti vykazuje
revoluci, béhem které doslo ve vyspélych statech svéta k vyraznému narustu porod-
nosti a zaroven snizovani dimrtnosti. V rozvojovych zemich byl narist porodnosti
zaznamenan az v 2. poloviné 20. stoleti [48]. Obdobné jako u populace bakterii,
fas Ci viru je tento trend dlouhodobé neudrzitelny. Mezi hlavni problémy spojené
s exponencidlnim rozpinanim lidské populace patii kromé nedostatku mista na Zemi
hlavné omezené zdroje potravin. Podle prognostickych odhadiu OSN vsak dojde ve
druhé poloviné 21. stoleti v celosvétovém meéritku k zastaveni populaéniho rustu

anasledné zacné pocet obyvatel svéta klesat [21].

Vyvoj pottu obyvatel svéta v letech 1700 - 2000
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Obrazek 9: Vyvoj poctu obyvatel svéta v letech 1700 - 2000

46




3.4.3 Priklady k procvicovani

Tlak vzduchu

1) Vypocitej tlak vzduchu v nadmotské vysce 450 m n. m.

2) Jaky tlak vzduchu bude na vrcholu nejvyssi ceské hory Snézky, jestlize jeji vrchol

lezi 1 602 metru nad mofem?

3) V nésledujici tabulce jsou uvedeny nejvyssi vrcholy vybranych svétadilu a jejich

nadmotské vysky. Uréi, jaky tlak vzduchu bude na kazdém vrcholu a tabulku dopln.

Vrchol Nadmotskd vyska (m) | Tlak (hPa)
Mont Everest 8 850
Aconcagua 6 959
Kilimandzaro 5 895
Mont Blanc 4 809
Mount Kosciuszko 2 228

Tabulka 3: Nejvyssi vrcholy vybranych svétadilu [20]

4) Na jaky tlak vzduchu musi byt pfipraveni turisté, kteii vyjedou lanovkou na

nejvyssi vrchol Krusnych hor? Klinovec se nachézi v nadmorské vysce 1 244 m n. m.
5) Vypocitej tlak vzduchu v troposfére, je-li jeji prumérnd vyska 11 km.

6) Jaky je rozdil tlaku vzduchu mezi nejnizsim a nejvyssim mistem Ceské republiky?

s/

Labe u Hrenska (115 m n. m.)

7) Nejvyssi hora Moravy je Pradéd (1 491 m n. m.) nachézejici se v Hrubém Jeseniku.
Zjisti, o kolik hPa bude na vrcholu Pradédu vyssi tlak vzduchu nez na vrcholu

nejvyssi hory Cech - Snézce (1 602 m n. m.)

8) Turisté se vydali na pési turu, kterou zacali na nameésti v Kasperskych Horach
(735 m n. m.). Jejich cilem bylo navstivit hrad Kasperk lezici 875 m n. m. O jakou
hodnotu klesl tlak vzduchu béhem vyletu?

9) V jaké nadmotské vysce je tlak vzduchu roven 900 hPa?

10) Vypocitej nadmoiskou vysku namésti v Jihlavé, jestlize je tlak vzduchu na na-
meésti tohoto krajského mésta 947 hPa.
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11) Piiblizné v jaké vysce nad zemskym povrchem se pohybovalo letadlo, kdyz ba-
rometr ukazoval tlak vzduchu 388 hPa?

12) V jaké nadmotské vysce je tlak vzduchu poloviéni nez u hladiny mote?

13) Uréi nadmoiskou vysku, ve které je tlak vzduchu o 20 % nizsi nez tlak vzduchu

u hladiny more.

14) Na vrcholu hory Rip byl naméfen tlak vzduchu 955,8 hPa. V jaké nadmotské

vysce se Rip nachdazi?

15) Nejvyssi vrchol Ceského stiedohorf mé tlak vzduchu 91 021 Pa. Vypoéitej jeho

nadmorskou vysku a zjisti, o kterou horu se jedna.

16) U vchodu na rozhlednu ukazoval barometr tlak vzduchu 950 hPa a na vrcholu
rozhledny 944 hPa. Jak vysoka je rozhledna? Kolik schodu vede na vrchol rozhledny,
ma-li kazdy schod vysku 20 cm?

Prirustek poctu obyvatel
17) Pocet obyvatel byl ve mésté pred 20 roky 56 000. Vypocitej soucasny pocet

obyvatel ve mésté, byl-li kazdoroéni piirustek 0,7 %.

18) V roce 1950 mél Mélnik 13 076 obyvatel. Vypocitej pocet obyvatel v roce 1980,
jestlize ro¢ni pifrustek obyvatel byl 1,23 %.

19) Jaky pocet obyvatel ma mésto s 3% rocnim prirustkem, pokud za 10 let bude
mit toto mésto 60 000 obyvatel? [35]

20) V roce 1960 prekonala svétovéa populace hranici 3 mld. Vypocitej pocet obyvatel

svéta v roce 1970, byl-li rocni piirustek 2 %.

21) Pocet obyvatel Indie byl v roce 2015 zhruba 1,27 miliard. Prognézy vyvoje poc¢tu
obyvatel predpoklddaji dlouhodoby roéni prirustek indické populace na 0,8 %. Jakou
hranici po¢tu obyvatel bude Indie atakovat pii téchto predpokladech v roce 20507

22) Pocet obyvatel mésta vzrostl za 10 let z 25 000 na 32 000. Jaky byl ro¢ni piirustek

obyvatel v procentech?

23) Pocet obyvatel mésta klesl za 6 let ze 75 000 na 71 000. Jaky byl roéni ubytek

obyvatel v procentech?
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24) Za pét let se pocet obyvatel ve mésté zvysil o 12 %. Jaky byl roéni prirustek
obyvatel vyjadreny v procentech? [41]

25) V poléarni oblasti se béhem deseti let snizil puvodni pocet obyvatel o 15 %. Uréi

procentudlni rocni ubytek obyvatel.

26) Populace Indie se zvétsila od roku 1951 do roku 1970 o 50 %. Vypocitej rocni

miru rustu v tomto obdobi. ([4], s. 77)

27) Ve meéste zije 157 000 obyvatel. Pied 25 lety jich zde bylo 102 000. Kolik obyvatel
bude ve mésté zit za dalsich 10 let, pocita-li se s prumérnym prirustkem obyvatelstva
jako v predchozich letech? [35]

28) Meésto ma 22 000 obyvatel. Za jak dlouho lze ocekavat, ze bude mit 25 000

obyvatel, ¢ini-li prumérny ro¢ni piirustek obyvatel 1,4 %7 [35]

29) V urcité oblasti se snizil pocet obyvatel z 250 000 na 195 000. Meziro¢ni ibytek
obyvatel zaznamenany v této oblasti byl 1,6 %. Vypocitej, béhem kolika let se pocet

obyvatel snizil.

30) Meésto ma nyni 80 000 obyvatel. Za kolik let se pocet obyvatel zvysi o 10 000,

je-li prumérny rocni prirustek vyjadieny v procentech 0,9 %?

31) Prumérny rocni prirustek obyvatel rozvojové zemé je 3,3 %. Vypocitej, za jak

dlouho se (pfi stavajicim roénim piirustku) pocet obyvatel této zemé zdvojndsobi.

32) Evropska populace dosahovala v roce 2010 asi 734 milionu obyvatel. Podle pred-
poklddanych prognéz bude pocet obyvatel klesat s rocnim tbytkem 0,18 %. Urdi,

ve kterém roce klesne pocet obyvatel v Evropé pod hranici 700 miliont.
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3.4.4 Vysledky

Tlak vzduchu

1) 956 hPa 9) 925 m n. m.

2) 825 hPa 10) 527 m n. m.

3) 327, 416, 477, 548, 762 hPa 11) 7,5 km

4) 864 hPa 12) 5422 m n. m

5) 248 hPa 13) 1746 m n. m.

6) 173 hPa 14) 455 m n. m

7) 0 12 hPa 15) 837 m n. m.; Milesovka
8) o 16 hPa 16) 50 m; 250

Priristek poctu obyvatel

17) 64 415 25) 1,6 %
18) 18 912 26) 2,1 %
19) 44 449 27) 186 560
20) 3,7 mld. 28) 9 let
21) 1,7 mld. 29) 15,5 let
22) 2.5 % 30) 13 let
23) 0,9 % 31) 21 let
24) 2.3 % 32) 2036
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3.5 Finan¢ni matematika

Posledni oblasti, kterou se v této praci budeme zabyvat, je slozené irokovani. Vétsina
z nas s nim ma zkusenosti, jelikoz se velmi ¢asto pouziva pri uzavirani ruznych

finan¢nich produktu.

Pro jednoduchost nas budou zajimat pouze takové piipady, ve kterych si klient
ulozi danou ¢astku s pevnou urokovou mirou na urcitou dobu a béhem této doby

zadné finan¢ni obnosy neptikladal ani nevybiral.

3.5.1 Slozené trokovani

Slozené trokovani je zalozené na principu pripisovani troku k puvodnimu kapitalu
(penézni ¢astee) a v nasledujicim obdobi se tento ziro¢eny obnos bere jako zaklad
pro dalsi urokovani. Budeme vychézet z tzv. polhutniho tirokovéni (iroky se budou
platit na konci drokovaciho obdobi), pficemz bychom neméli zapomenout na odecteni
15% dané z pi{jmu, kterou banka odvede statu ([3], s. 22).

Za téchto predpokladu lze slozené trokovani vyjadrit rovnict:
I,=1y-(1+0,85-p)", (23)

kde I, je ¢astka (v K¢) uspofend na konci tirokovactho obdobi, I je puvodni ¢astka
(v Ké&), kterou vkladatel ulozil do banky, p je roéni trokova mira vyjadiena jako
desetinné ¢islo a n je urokovaci obdobi (v letech). Hodnota 0,85 ve vzorci (23|) znaci
dan z troku ve vysi 15 % ([10], s. 60).

Urokova mira (nékdy také tdrokova sazba) uddva procentni navySeni vlozené

(pujcené) ¢astky za urcité urokovaci obdobi [44].

Urokovaci obdobf je doba, za kterou se uroky pravidelné pripisuji. Zpravidla byva
toto obdobi: ro¢ni, znacéime p. a. (per annum),
pololetni, znacime p. s. (per semestre),
¢tvrtletni, znacime p. q. (per quartalae),

mésicni, zna¢ime p. m. (per mensem) ([3], s. 12).

Pokud je urokovaci obdobi kratsi nez jeden rok (troky se pripisuji m krat doroka),

potom je rovnice (23) pro slozené trokovani mirné upravena a plati:

In:]0-<1+0,85-p> . (24)
m

Plati, ze pro irokovaci obdobi: pololetni (m = 2), ¢tvrtletni (m = 4), mésiéni (m = 12).
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Piiklad 29: Vkladatel si ulozil do banky na pocatku roku 2001 na vkladni knizku
s vypovédni lhutou 2 roky 16 000 Ké. Rocéni trokova mira byla pro tento vklad 5 %
s urokovacim obdobim 1 rok. Kolik korun mél na konci roku 20027 ([10], s. 58)

Reseni: 1. zpusob

VypiSeme si informace ze zadani: n = 2 roky, Iy = 16 000 K¢, p = 5 % = 0,05,
I="7". Vime, ze urokovaci obdobi je jeden rok, dosadime proto do a neznamou
hodnotu vypocitame:

I =16000- (140,85 -0,05)?,
I = 16000 - (1,0425)2,
I =17388,9.

Odpoved’: Vkladatel mél na konci roku 2002 na vkladni knizce ¢astku 17 388,90 K¢.

Reseni: 2. zptisob

Priklad muzeme resit také bez pouziti vzorce, pouze s vyuzitim principu slozeného
urokovani. Na pocatku roku 2001 byl vklad 16 000 Ké. Na konci roku 2001 pribyl
ke vkladu trok z vlozené ¢dstky snizeny o 15 % (dan z pi{jmu). K celé této ¢éstce
pribyl na konci roku 2002 opét ¢isty urok, tentokrat vsak z ¢astky na konci roku 2001

(princip slozeného trokovani). Struéné to muzeme popsat nasledujicim zpusobem:

vklad na pocatku roku 2001 16000 K¢
Cisty trok za rok 2001 (16000 - 0,05 - 0,85) Ké
¢éastka na konci roku 2001 (16000 + 16000 - 0,05 - 0, 85) Ké
Cisty trok za rok 2002 [(16000 4+ 16000 - 0,05 - 0,85) - 0,05 - 0, 85] K¢
(
[

castka na konci roku 2002 16000 + 16000 - 0,05 - 0,85) +
(16000 + 16000 - 0,05 - 0,85) - 0,05 - 0,85] K¢

= 17388,90 K¢

I timto zpusobem jsme dosli ke stejnému vysledku. Kdybychom pouzili vytykani
u jednotlivych, vyse uvedenych vyrazu, dosli bychom k findlnimu vztahu, ktery jsme
pouzili v ptipadé 1. feSeni. Ackoliv byl tento druhy zpusob feseni delsi, bylo zde

daleko nazornéji ukazéano, jak k vysledné ¢astce dojdeme.

Odpovéd’: Vkladatel mél na konci roku 2002 na vkladni knizce ¢astku 17 388,90 Ke.
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Priklad 30: Kolik penéz musi klient ulozit do banky, aby pii ro¢ni tirokové miie
8,5 % mél za 5 let 25 000 K¢é? Urokovaci obdobi je ¢tvrtletni.

Reseni: Nyn{ mame k dispozici p = 8,5 % = 0,085, n = 5 let, I = 25 000 K¢, Iy ="7.

Vzhledem k tomu, Ze tirokovaci obdobi je ¢tvrtletni (m = 4), vyjdeme tentokrét ze

vztahu (24)):

0,085\*?
25000:IO-<1—|—0,85- ’ ) ,

20
25000 = I - (1 +0,85-0, 02125> 7
25000
20
(1 10,85 - 0,02125)

Iy =

Iy = 17476, 4.

Odpoved’: Klient musi do banky ulozit 17 476,40 K¢.

Priiklad 31: Jak dlouho byl ulozeny kapitdl ve vysi 15 000 K¢, jestlize pii irokové
sazbé 4 % p. a. vzrost na 21 000 Ke? ([3], s. 28)

Reseni: Opét si zaznamendme hodnoty, které mame k dispozici: Iy = 15 000 Ke,
p=4% = 0,04, [ = 21 000 K& a n = ?. Urokovaci obdobf je p. a. (ro¢ni), proto

k feseni vyuzijeme ([23)):
21000 = 15000 - (1 +0,85-0, 04) ,

7 n
F = (1—|—0,85-0,04> .

Celou rovnici zlogaritmujeme a hodnotu n vypocitame:
7
ln<5) =n- ln<1 +0,85- 0,04),

n(3)

l7l<1-+—0,85 -0,04)

n =

n = 10.

Odpoved’: Kapital byl ulozeny priblizné 10 let.

Piiklad 32: Jaky by musel byt urok pfi slozeném urokovani, aby za 5 let vklad
10000 Ké vzrostl o polovinu? [34]
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Reseni: V zadani neméame jasné stanoveno, jaké ma byt urokovaci obdobi. Zkusme

proto vypocitat irokovou miru dvakrat - nejprve s roénim trokovacim obdobim
a poté s mésicnim turokovacim obdobim. Bude zajimavé zkoumat, jak se budou
jednotlivé trokové miry lisit.
1) ro¢nd trokovaci obdobi: Chceme zjistit trokovou miru p = 7, jestlize n = 5 let,
Iy =10 000 K¢ a I = 10 000 + %-10 000 = 15 000 K¢. Podobné jako pri feseni
predchozich prikladu vyjdeme z rovnice (23):
15000 = 10000 - (1 + 0,85 - p)®,

3 5

5= (140,85-p)°.

Rovnici odmocnime a urc¢ime trokovou miru p:

3
/5 =1+0.85p,

5/3
3 1

0,85 ’
p = 0,099.

p:

Odpovéd’: Urok by musel byt asi 9,9 %.

2) mésicni drokovact obdobi: Hodnoty jsou stejné jako u ptredchoziho vypoctu, jen

pocitdme s mésiénim trokovacim obdobim (m = 12). Pouzijeme vztah (24)):
p

15000 = 10000 - (1 + 0, 85 - : ad
— = 60
140,85 200,
5 ( ,85 . )

Rovnici odmocnime a ur¢ime irokovou miru p:

60/ 3 P
~ =1 L2
\[2 +0,85 L

60% 1

0. V2

P 0,85
p=0,096.

Odpovéd’: Urok by musel byt asi 9,6 %.

Urokova mira v zavislosti na turokovacim obdobi

Z prave vyteseného piikladu je patrné, ze kdyz bude tirokovaci obdobi mési¢éni (vklad
se UroCi ¢astéji), je irokova mira nizsi, nez u roéniho trokovani, a presto dosdhneme
stejného obnosu. Pfi uzavirani financ¢ich produktu proto neni vzdy vyhodné hledét

jen na urokovou miru, ale méli bychom ji uvazovat v zavislosti na tirokovacim obdobi.

e/
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3.5.2 Priklady k procvicovani

SlozZené urokovani
1) Ob¢an ulozil na po¢atku roku do banky 24 000 K¢ na terminovany vklad na 3 roky
s ro¢ni urokovou mirou 5,5 %. Urokovaci obdobi je 1 rok. Jak velkou c¢astku bude

mit na terminovaném vkladu na konci tfettho roku? ([10], s. 65)

2) Vkladatel ulozil na poc¢atku roku do banky 15 000 K¢ na terminovany vklad
na lrok s roéni turokovou mirou 2,4 %. Urokovaci obdobi je 1 rok. Jakou celkovou

¢astku bude mit na terminovaném vkladu na konci roku? ([11], s. 21)

3) Na tcet s roéni urokovou mirou 4 % se ulozi na pocdtku roku ¢dstka 100000 Ke.
Uroky se pripisuji na konci kazdého roku. Kolik penéz bude na u¢tu po deseti letech?
([16], s. 236)

4) Pocatkem roku ulozil pan Novék do banky 50 000 Ké. Vklad je tirocen 8 % rocné.
Kolik korun bude mit na uctu po 4 letech? ([12], s. 71)

5) Ulozili jsme ¢astku 12 000 Ké. Jaké bude vyse kapitélu za 3 roky, jestlize trokova
sazba bude 5 % p. a.? ([3], s. 23)

6) Do banky vlozime 150 Ké. Na jakou ¢astku vzroste tento vklad za 7 let pii roéni
trokové mite 2,5 %7 [34]

7) Vkladatel si muze ulozit 16 000 K¢ na terminovany vklad s roéni irokovou mi-
rou 5 %. Jakou ¢astku by obdrzel za 2 roky, pokud je trokovaci obdobi pololetni?
Porovnej tento priklad s fesenym piikladem 29. Je pro vkladatele vyhodnéjsi rocni
nebo pololetni tirokovaci obdobi? ([10], s. 59)

8) Vkladatel ulozil na pocatku roku na terminovany vklad na 4 roky ¢astku 12 500 Ké.
Roéni drokova mira je 6,2 %. Jak vysokou ¢astku bude mit na konci ¢tvrtého roku,

je-li drokovacim obdobim polovina roku? ([10], s. 65)

9) Jak se po uplynuti 10 let zhodnoti jednorazovy vklad 4 000 K¢ investovany na ucet
s 4% rocni urokovou mirou, pokud se troky pripisuji na konci kazdého tirokovaciho
obdobi, jehoz délka je pul roku? ([16], s. 89)

10) Vkladatel ulozil na po¢étku roku na terminovany ti¢et na 2 roky ¢astku 32 000 K¢.
Roéni tirokovd mira je 2 %. Jak vysokou ¢dstku bude mit na i¢tu na konci druhého

roku, jestlize je irokovaci obdobi ¢tvrtletni? ([I1], s. 21)
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11) Obcan si ulozil 12 000 Ké. Jak vysokou ¢astku muze ocekévat za 3 roky, jestlize

urokovaci obdobi bude ¢tvrtletni a trokové sazba ¢ini 5 % p. a.? ([3], s. 24)

12) Vkladatel ulozil na terminovany vklad na 1 mésic ¢astku 50 000 K¢, ro¢ni drokova

mira je 1,95 %. Jak vysoka ¢dstka mu bude po jednom mésici vyplacena? ([11], s.21)

13) Do banky ulozime 10 000 Ké¢. Kolik penéz budeme mit po 1 roce, jestlize ndm
uroky ve vysi 9 % pripisuji mésicné? ([12], s. 72)

14) Na vkladni knizku s 2 % p. a. jsme ulozili zacadtkem roku 700 K¢. Uroky se

pripisuji mésiéné. Kolik korun si budeme moci vybrat na konci zaii? [3§]

15) Kolik musime ulozit, abychom za 5 let pti irokové sazbé 5 % p. a. ziskali kapital
ve vysi 100 000 Ké? ([3], s. 30)

16) Kolik korun musime ulozit na spofici ucet, jestlize chceme mit po Sesti letech
castku 66 000 K&? Urokova mira je 4 % p. a.

17) Kolik korun musime vlozit do banky, abychom po 3 letech méli k dispozici
30000 K¢, pokud banka kazdoroéné piipisuje na konci roku 2 %7 [34]

18) Jakou ¢astku musime ulozit do banky, abychom meéli pti trokové sazbé 9 % p. a.
za 12 let ¢astku 120 0007

19) Jak dlouho byl ulozen kapital 2 300 000 K¢, jestlize vzrostl pii 9% turoku p. a.
na hodnotu 4 995 347 K¢ ([3], s. 27)

20) Na zacatku roku si do banky ulozis na vkladni knizku ¢dstku 35 000 K¢ s rocni
urokovou mirou 2,2 %. Banka tiro¢i jednou roéné. Urci, za jak dlouho bude na vkladni
knizce ¢éstka 37 000 Ke. [38]

21) V lednu jsme do banky ulozili na vkladni knizku ¢astku 32 000 K¢ s urokovou
mirou 1,8 %. Banka troc¢i jednou rocné. Urci, za kolik let nejdiive bude na vkladni
knizce castka 34 000 K¢.

22) Na jakou dobu je tieba vlozit do banky 10 000 K¢, aby se tato ¢astka zdvojna-

sobila pti 5% ro¢nim trokovani? [34]

23) Za jaky cas se vklad vlozeny do spofitelny na 3,3 % p. a. pii celoroénim droceni
zdvojnésobi? [35]

24) Urdi, jak dlouho musel byt ulozeny kapitél, ktery pfi pololetnim troceni vzrost
ze 150 000 K¢ pii ro¢ni trokové sazbé 4 % na 180 000 Ké. ([3], s. 28)
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25) Jaka byla ro¢ni drokova sazba, jestlize kapital 20 000 Ké vzrostl ze 4 roky
na hodnotu 27 400 K¢? ([3], s. 32)

26) Jistina 200 000 K¢ byla ulozena na vkladni knizce. Po sedmi letech nabyla
hodnoty 300 000 K¢. Na jaky ro¢ni irok byla ulozena?

27) Jaky by musel byt ro¢ni tirok pii slozeném tirokovéni, aby za 8 let vklad 10 000 Ké

vzrostl o polovinu?

28) Kolika procenty byl tirocen vklad 20 000 K¢, jestlize za 10 let vzrostl na 30 000 K¢?
Urokovaci obdobf bylo pololetni.
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3.5.3 Vysledky

SlozZené urokovani
1) 27 525,80 K¢

2) 15 306 K¢

3) 139 702,90 K¢

4) 65 051,20 K¢

)

)

)

)

5) 13 596 K&
6) 173,80 K&
7) 17 404 K¢; pololetn{
8) 15 391,30 K¢

9) 5 603,80 K¢

10) 33 104,30 K¢

11) 13 622,70 K¢

)

)

12) 50 069,10 K¢

13) 10 792,40 K¢
)

14) 709 Ke¢
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15) 81 211,90 K¢
16) 54 003,40 K¢
17) 28 520,60 K¢
18) 49 546,50 K¢
19) 10,5 let
20) 3 roky
21) 4 roky
22) 16,7 let
23) 25,1 let
24) 5,4 let
25) 9,6 %
) 7%
)
)

27) 6,1 %
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4 ZAVER
Cilem bakalarské prace bylo vytvorit sbirku piikladi z redlnych situaci, ve kterych

se objevuje exponencialni nebo logaritmicka zavislost. Celkem je v préaci ukdzano

osm oblasti, ve kterych se s témito aplikacemi muzeme setkat.

Kazda kapitola obsahuje jak vzorové tesené priklady, tak predevsim nefeSenou
cast, ve které je dostatek tuloh k procvicovani. U nékterych fesenych piikladu jsou
uvedeny dva ruzné zpusoby feSeni, pricemz jeden postup vyuziva vétsinou vzorec,

zatimco druhy postup je zalozeny spiSe na teoretické tvaze.

Shirku mohou vyuzit nejen ucitelé, jako zdroj prikladi, ale také samotni studenti
k procvicovani. Snéze si tak uvédomi, kde vsude se s matematikou mohou setkat

a jakou dulezitou pozici zaujima matematika v bézném zivote.
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