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Vypracoval: Radek Krulec
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Anotace
Bakalářská práce je věnována praktickému využit́ı logaritmické a exponenciálńı

funkce v r̊uzných oborech. Ćılem práce je prostudovat reálné situace, ve kterých

se setkáváme s logaritmickými a exponenciálńımi závislostmi a vytvořit soubor apli-

kačńıch př́ıklad̊u. Práce by měla ukázat, jak d̊uležité mı́sto zauj́ımá matematika

v r̊uzných vědńıch oborech, a kde všude je j́ı potřeba.
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Annotation
This bachelor thesis discusses practical use of logarithmic and exponential function

in different fields. The aim of this thesis is read up real situations in which we

deals with logarithmic and exponential dependences and create a file of application

examples. This thesis should show how important is task of mathematics in various

branches of science and in which branches mathematics is needed.
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3.2.4 Výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3 Biologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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1 ÚVOD

Předkládaná bakalářská práce ukazuje praktické využit́ı logaritmické a exponenciálńı

funkce v r̊uzných oborech. Hlavńım ćılem této práce je vytvořit sb́ırku aplikačńıch

př́ıklad̊u, ve kterých se využ́ıvá logaritmické a exponenciálńı závislosti.

Při výběru bakalářské práce jsem se snažil zvolit takové téma, které by mě zaj́ı-

malo a zároveň bylo využitelné v praxi. Z tohoto d̊uvodu jsem se, jako budoućı učitel,

rozhodl vytvořit souhrn př́ıklad̊u. Tato sb́ırka by mohla sloužit nejen vyučuj́ıćım ma-

tematiky, jako zdroj př́ıklad̊u z reálných situaćı, ale také student̊um, kteř́ı si mohou

snáze uvědomit, kde všude se lze s problematikou logaritmických a exponenciálńıch

funkćı setkat.

Práce je rozdělena do dvou část́ı - teoretické a aplikačńı. V teoretické části jsou

nast́ıněny základńı vlastnosti exponenciálńı a logaritmické funkce, se kterými se stu-

denti poprvé setkávaj́ı na středńı škole. Dále jsou zde uvedena pravidla pro poč́ıtáńı

s logaritmy, kterých se bude v této práci využ́ıvat.

Stěžejńı část́ı je kapitola Aplikace. V té jsou shrnuty nejvýznamněǰśı obory,

ve kterých se objevuj́ı právě exponenciálńı a logaritmické závislosti. Tyto obory jsou

systematicky rozděleny do pěti charakteristických oblast́ı využit́ı - fyziky, chemie,

biologie, geografie a finančńı matematiky. Pro lepš́ı názornost jsou některé př́ıklady

doplněné grafy či obrázky. Vedle vyřešených vzorových př́ıklad̊u by měl být hlavńım

př́ınosem bakalářské práce předevš́ım dostatek úloh k procvičováńı.
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2 TEORETICKÁ ČÁST

V této části se seznámı́me s logaritmickou a exponenciálńı funkćı, uvedeme si jejich

základńı vlastnosti a ukážeme si, jak vypadaj́ı grafy těchto funkćı.

2.1 Exponenciálńı funkce

Exponenciálńı funkce je každá funkce s předpisem:

𝑦 = 𝑎𝑥, (1)

kde 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1. Kdyby bylo a = 1 (tj. 𝑦 = 1𝑥 = 1), nejednalo by se o exponenciálńı

funkci, nýbrž o funkci konstantńı a grafem takovéto funkce je př́ımka.

Č́ıslo a se nazývá základ exponenciálńı funkce a jeho hodnota ovlivňuje mono-

tonii funkce. Exponenciálńı funkce je:

pro 𝑎 ∈ (0, 1) klesaj́ıćı,

pro 𝑎 ∈ (1,∞) rostoućı (viz Obrázek 1).

Grafem funkce o předpisu (1) je exponenciálńı křivka a plat́ı, že definičńım obo-

rem této funkce jsou všechna č́ısla reálná (𝐷 = 𝑅), zat́ımco oborem hodnot jsou

pouze reálná č́ısla větš́ı než 0 (𝐻 = (0,∞)). ([5], s. 101)

Obrázek 1: Exponenciálńı funkce

Významným speciálńım př́ıpadem exponenciálńı funkce je funkce 𝑦 = 𝑒𝑥, kde

základem je tzv. Eulerovo č́ıslo e = 2,71828... ([14], s. 13).
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2.2 Logaritmická funkce

Logaritmická funkce je každá funkce s předpisem:

𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥, (2)

kde 𝑥 > 0, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1.

Č́ıslo a se nazývá základ logaritmické funkce a jeho hodnota ovlivňuje monotonii

funkce. Funkce (2) je:

pro 𝑎 ∈ (0, 1) klesaj́ıćı,

pro 𝑎 ∈ (1,∞) rostoućı (viz Obrázek 2).

Grafem funkce o předpisu (2) je logaritmická křivka a plat́ı, že definičńım oborem

této funkce jsou všechna reálná č́ısla větš́ı než 0 (𝐷 = (0,∞)), zat́ımco oborem

hodnot jsou všechna reálná č́ısla (𝐻 = 𝑅). ([5], s. 103)

Obrázek 2: Logaritmická funkce

Vzhledem k tomu, že exponenciálńı funkce je prostá (tj. v celém definičńım oboru

je ryze monotonńı), existuje k ńı funkce inverzńı, kterou je právě funkce logaritmická.

Totéž plat́ı i naopak ([5], s. 101).

Pro grafy těchto dvou funkćı muśı tedy platit, že budou souměrné podle osy I.

a III. kvadrantu tj. př́ımky 𝑦 = 𝑥 ([13], s. 88).
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Obrázek 3: Exponenciála a přirozený logaritmus

Pro řešeńı př́ıklad̊u, které jsou zpravidla charakterizovány rovnicemi, je nezbytné

umět operovat s logaritmy.

Logaritmus kladného č́ısla 𝑦 při kladném základu 𝑎 (𝑎 ̸= 1) je takové č́ıslo, kterým

muśıme umocnit základ, abychom dostali č́ıslo 𝑦 (zapisujeme 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑦). Plat́ı tedy:

𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑦 ⇔ 𝑦 = 𝑎𝑥,

kde 𝑥 > 0, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1 ([5], s. 102).

Pravidla pro poč́ıtáńı s logaritmy:

Při úpravě logaritmických rovnic je zapotřeb́ı umět pracovat s jistými pravidly. Ta

základńı jsou uvedena ńıže. ([14], s. 14)

Pro všechna a > 0, a ̸= 1, b > 0, b ̸= 1, A > 0, B > 0, r ∈ R plat́ı:

𝑙𝑜𝑔𝑎𝐴 + 𝑙𝑜𝑔𝑎𝐵 = 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝐴 ·𝐵),

𝑙𝑜𝑔𝑎𝐴− 𝑙𝑜𝑔𝑎𝐵 = 𝑙𝑜𝑔𝑎

(︃
𝐴

𝐵

)︃
,

𝑟 · 𝑙𝑜𝑔𝑎𝐴 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝐴
𝑟,

𝑙𝑜𝑔𝑎𝑎
𝑟 = 𝑟,

𝑎𝑙𝑜𝑔𝑎𝐴 = 𝐴.

V některých př́ıpadech se použ́ıvá pro logaritmické funkce speciálńı značeńı. Po-

kud pracujeme s logaritmickou funkćı o základu 10, mluv́ıme o tzv. dekadickém loga-

ritmu (př́ıslušnou funkci zapisujeme 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔 𝑥). Je-li základem logaritmické funkce

Eulerovo č́ıslo e, mluv́ıme o přirozeném logaritmu a př́ıslušnou funkci zapisujeme

𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥 ([14], s. 14).
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3 APLIKACE

Jak již bylo v úvodu nast́ıněno, stěžejńı část́ı jsou právě aplikace. Exponenciálńı

nebo logaritmický pr̊uběh se ukazuje např. u intenzity zářeńı, hladiny intenzity

zvuku, poločasu rozpadu, určováńı hodnoty pH, r̊ustu populace, změny tlaku vzdu-

chu s rostoućı nadmořskou výškou, přirozeného př́ır̊ustku, a dokonce také u složeného

úrokováńı. Všemi těmito obory využit́ı se nyńı budeme zabývat.

Pro přehlednost jsou vymezené oblasti, ve kterých se setkáváme s exponenciál-

ńımi a logaritmickými závislostmi. Tomu odpov́ıdaj́ı i podkapitoly - fyzika, chemie,

biologie, geografie a finančńı matematika. Některé obory je však složité zařadit, jeli-

kož se nacháźı na rozhrańı dvou oblast́ı, např. poločas rozpadu radioaktivńıch prvk̊u

bývá zahrnován jak do fyziky, tak do chemie. Obdobně je tomu i u tlaku vzduchu,

se kterým se můžeme setkat ve fyzice, ale protože se jeho hodnota měńı s rostoućı

nadmořskou výškou, je změna tlaku vzduchu zahrnuta do geografie.

V každé z osmi aplikaćı budou nejprve uvedené vztahy popisuj́ıćı jednotlivé zá-

vislosti a následně vzorově vyřešené vždy 4 př́ıklady, které mohou sloužit jako návod

k poč́ıtáńı neřešených př́ıklad̊u (v textu značeno
”
Př́ıklady k procvičováńı“). K těmto

neřešeným př́ıklad̊um jsou na konci každé podkapitoly uvedené výsledky.

Př́ıklady jsou také doplněné r̊uznými zaj́ımavostmi, které se k dané problematice

vztahuj́ı. Ty jsou v textu ohraničeny rámečkem.
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3.1 Fyzika

Jednou z nejvýznamněǰśıch oblast́ı př́ıbuzných matematice, ve které se setkáváme

s aplikacemi exponenciálńıch a logaritmických funkćı, je bezpochyby fyzika.

V této kapitole se zaměř́ıme na pokles intenzity zářeńı při pr̊uchodu materiá-

lem nebo jiným látkovým prostřed́ım, a také na hladinu intenzity zvuku, která je

definovaná jako dekadický logaritmus intenzity zvuku.

3.1.1 Intenzita zářeńı

Intenzita zářeńı je zářivý tok procházej́ıćı př́ıčným pr̊uřezem plochy a při pr̊uchodu

látkovým prostřed́ım klesá exponenciálně. Pokles intenzity zářeńı procházej́ıćı ma-

teriálem lze vyjádřit v závislosti na tloušt’ce materiálu následuj́ıćım vztahem:

𝐼 = 𝐼0 · 𝑒−𝜇·𝑑, (3)

kde 𝐼 je výsledná intenzita zářeńı, 𝐼0 je intenzita zářeńı před vstupem do mate-

riálu, 𝑒 je základ přirozeného logaritmu (tzv. Eulerova konstanta, jej́ıž hodnota je

2,71828...), 𝜇 je lineárńı součinitel zeslabeńı a 𝑑 je tloušt’ka materiálu. [2]

Př́ıklad 1: Pro rentgenové zářeńı s vlnovou délkou 50 pm je lineárńı součinitel

zeslabeńı olova 𝜇 = 0,6 cm−1. Jak silná muśı být vrstva olova, má-li zachytit 90 %

zářeńı? ([2], s. 78)

Řešeńı: Ze zadáńı známe 𝜇= 0,6 cm−1 a v́ıme, že vrstva olova má zachytit 90 % zá-

řeńı, tedy 𝐼
𝐼0

= 10 % = 0,1. Vyjdeme ze vztahu (3), který nejprve vyděĺıme hodnotou

𝐼0 a poté dosad́ıme:
𝐼

𝐼0
= 𝑒−𝜇·𝑑, (4)

0, 1 = 𝑒−0,6·𝑑.

Chceme vypoč́ıtat vrstvu olova d, proto celou rovnici zlogaritmujeme a hodnotu d

dopoč́ıtáme:

𝑙𝑛(0, 1) = −0, 6 · 𝑑,

𝑑 = − 𝑙𝑛(0, 1)

0, 6
,

𝑑
.
= 3, 84.

Odpověd’: Vrstva olova, která má zachytit 90 % zářeńı, muśı být silná 3,84 cm.
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Př́ıklad 2: Vrstva železa silná 1,5 cm zeslab́ı intenzitu rentgenového zářeńı na 64 %

p̊uvodńı hodnoty. Urči lineárńı součinitel zeslabeńı železa pro toto zářeńı. ([2], s. 79)

Řešeńı: Vyjdeme ze zadáńı: d = 1,5 cm, 𝐼
𝐼0

= 0,64, 𝜇 = ?. Pro výpočet použijeme vzo-

rec (4) z předcházej́ıćıho př́ıkladu, doplńıme známé hodnoty a vypoč́ıtáme lineráńı

součinitel zeslabeńı:

0, 64 = 𝑒−𝜇·1,5,

𝑙𝑛(0, 64) = −𝜇 · 1, 5,

𝜇 = − 𝑙𝑛(0, 64)

1, 5
,

𝜇
.
= 0, 3.

Odpověd’: Lineárńı součinitel zeslabeńı železa pro toto zářeńı je přibližně 0,3 cm−1.

Př́ıklad 3: Urči vztah pro polovrstvu d´, jestliže pro absorpci zářeńı plat́ı vztah:

I = I0·𝑒−𝜇·𝑑. ([18], s. 39)

Řešeńı: Vı́me, že se jedná o polovrstvu, proto muśı platit: 𝐼
𝐼0

= 1
2
. K odvozeńı

použijeme vzorec (4), ve kterém nahrad́ıme vrstvu d polovrstvou d´ :
𝐼

𝐼0
= 𝑒−𝜇·𝑑´.

Na levé straně rovnice dosad́ıme hodnotu 1
2
, následně celou rovnici zlogaritmujeme

a vyjádř́ıme d´ :
1

2
= 𝑒−𝜇·𝑑´,

𝑙𝑛
(︂

1

2

)︂
= −𝜇 · 𝑑´,

𝑑´ = −
𝑙𝑛
(︂

1
2

)︂
𝜇

,

𝑑´ =
𝑙𝑛
(︂

1
2

)︂−1

𝜇
,

𝑑´ =
𝑙𝑛(2)

𝜇
. (5)

Odpověd’: Pro polovrstvu d´ plat́ı vztah: 𝑑´ = 𝑙𝑛(2)
𝜇

.

Př́ıklad 4: Intenzita denńıho světla, které proniká do mořské vody, se snižuje v zá-

vislosti na hloubce exponenciálně. V hloubce 6 m je sńıžena na polovinu. Podmořská

kamera potřebuje pro dobrý př́ıjem alespoň 75 % intenzity denńıho světla. Do jaké

maximálńı hloubky ji lze použit? ([9], s. 156)
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Řešeńı: Př́ıklad si rozděĺıme na dvě části. V prvńı části budeme cht́ıt vypoč́ıtat

lineárńı součinitel zeslabeńı mořské vody, který v druhé části využijeme pro výpočet

maximálńı hloubky. Ze zadáńı je patrné, že pro d = 6 m je intenzita světla polovičńı,

tedy 𝐼
𝐼0

= 1
2
. Chceme vyjádřit lineráńı součinitel zeslabeńı 𝜇, proto využijeme vztahu

(5) z př́ıkladu 3 a dostaneme:

𝜇 =
𝑙𝑛(2)

𝑑
,

𝜇 =
𝑙𝑛(2)

6
.

Hodnotu 𝜇 nemuśıme vyjadřovat jako desetinné č́ıslo, protože s ńı budeme dál praco-

vat. Již známe lineárńı součinitel zeslabeńı, proto se můžeme přesunout k druhé části

př́ıkladu a vypoč́ıtat maximálńı hloubku. Ze zadáńı známe pod́ıl 𝐼
𝐼0

= 75 % = 0,75.

K výpočtu použijeme (4) a budeme zjǐst’ovat hloubku d :
𝐼

𝐼0
= 𝑒−𝜇·𝑑,

0, 75 = 𝑒−
𝑙𝑛(2)

6
·𝑑,

𝑙𝑛(0, 75) = − 𝑙𝑛(2)

6
· 𝑑,

𝑑 = −6 · 𝑙𝑛(0, 75)

𝑙𝑛(2)
,

𝑑
.
= 2, 5.

Odpověd’: Podmořskou kameru můžeme použ́ıt do maximálńı hloubky 2,5 metru.
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3.1.2 Hladina intenzity zvuku

Nezastupitelnou součást́ı lidského života jsou zvuky. Jak silně slyš́ıme zvuk, nám ur-

čuje intenzita zvuku. Ta je definována jako akustický výkon dopadaj́ıćı na jednotku

plochy. Lidské ucho je schopné slyšet zvuky od velmi slabých (tzv. práh slyšeńı

o intenzitě I = 10−12 W·m−2) až po bolestivé zvuky (tzv. práh bolesti o intenzitě

I = 10 W·m−2). Protože je poměr mezi nejmenš́ı a největš́ı intenzitou zvuku velký,

zavád́ıme hladinu intenzity zvuku 𝐵. Tato veličina, udávána v decibelech, je defino-

vána následuj́ıćım zp̊usobem:

𝐵 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼

𝐼0
, (6)

kde 𝑙𝑜𝑔 je dekadický logaritmus o základu 10, 𝐼 je intenzita zvuku a 𝐼0 = 10−12 W·m−2

(práh slyšeńı). [29]

V následuj́ıćı tabulce jsou pro zaj́ımavost uvedeny př́ıklady zvuk̊u s r̊uznou hla-

dinou intenzity.

Zvuk Hladina intenzity zvuku [𝑑𝐵]

Práh slyšeńı 0

Šelest list́ı 10

Šum list́ı 20

Pouličńı hluk v tichém předměst́ı 30

Tlumený rozhovor 40

Normálńı pouličńı hluk 50

Hlasitý rozhovor 60

Hluk na silně frekventovaných ulićıch 70

Hluk v tunelech podzemńıch železnic 80

Hluk motorových vozidel 90

Maximálńı hluk motorky 100

Hlasité obráběćı stroje 110

Startuj́ıćı letadlo ve vzdálenosti 1 m 120

Práh bolesti 130

Tabulka 1: Př́ıklady zvuk̊u s r̊uznou hladinou intenzity [24]
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Př́ıklad 5: Jaká je hladina intenzity prahu slyšeńı? [29]

Řešeńı: Chceme ověřit, zda hodnota hladiny intenzity prahu slyšeńı uvedená v ta-

bulce je správná. Pro práh slyšeńı muśı platit: I = I 0. Dosad́ıme do rovnice (6)

a dopoč́ıtáme:

𝐵 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼0
𝐼0
,

𝐵 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 1,

𝐵 = 10 · 0,

𝐵 = 0.

Odpověd’: Výpočtem jsme se přesvědčili, že hladina intenzity prahu slyšeńı je 0 dB.

Př́ıklad 6: Intenzita zvuku reprodukčńı soustavy je 0,24 W·m−2. Vypoč́ıtej hladinu

intenzity zvuku. [29]

Řešeńı: Ze zadańı plyne, že 𝐼 = 0,24 W·m−2, B = ? a v́ıme, že I 0 = 10−12 W·m−2.

K řešeńı použijeme vztah (6) a neznámou hodnotu B vypoč́ıtáme:

𝐵 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 0, 24

10−12
,

𝐵 = 10 · 11, 38,

𝐵
.
= 114.

Odpověd’: Hladina intenzity zvuku je přibližně 114 dB.

Př́ıklad 7: Na diskotéce byla naměřena hladina intenzity zvuku 100 dB. Jaká byla

intenzita zvuku v tomto prostoru?

Řešeńı: Tentokrát chceme zjistit intenzitu zvuku, když známe hladinu intenzity

zvuku B = 100 dB, I = ?, I 0 = 10−12 W·m−2. I nyńı využijeme (6):

100 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼

10−12
,

rovnici vyděĺıme č́ıslem 10 a poté vyjádř́ıme neznámou hodnotu I :

10 = 𝑙𝑜𝑔
𝐼

10−12
,

1010 =
𝐼

10−12
,

𝐼 = 1010 · 10−12,

𝐼 = 10−2.

Odpověd’: Intenzita zvuku na diskotéce byla 10−2 W·m−2.
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Př́ıklad 8: Původńı intenzita zvuku měla hodnotu 10−6 W·m−2. Hladina intenzity

zvuku se zvýšila o 50 dB. Jaká je nyńı intenzita zvuku? [25]

Řešeńı: 1. zp̊usob

Budeme postupovat stejně jako v předešlých př́ıkladech tzn. s využit́ım vzorce (6).

Řešeńı si rozděĺıme do dvou část́ı. Označme si p̊uvodńı intenzitu I 1 = 10−6 W·m−2

a p̊uvodńı hladinu intenzity zvuku označme B1. S použit́ım (6) vypoč́ıtáme hod-

notu B1:

𝐵1 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼1
10−12

,

𝐵1 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 10−6

10−12
,

𝐵1 = 10 · 𝑙𝑜𝑔106,

𝐵1 = 10 · 6,

𝐵1 = 60.

Již v́ıme, že B1 = 60 dB a můžeme přistoupit k druhé části výpočtu. Současná

hladina intenzity B2 je vzhledem k p̊uvodńı hladině intenzity B1 zvýšena o 50 dB.

Plat́ı tedy B2 = B1 + 50 a současná intenzita zvuku I 2 = ?. Opět použijeme (6)

a hledanou hodnotu I 2 dopoč́ıtáme:

𝐵2 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼2
10−12

,

𝐵1 + 50 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼2
10−12

,

60 + 50 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼2
10−12

,

110 = 10 · 𝑙𝑜𝑔 𝐼2
10−12

,

11 = 𝑙𝑜𝑔
𝐼2

10−12
,

1011 =
𝐼2

10−12
,

𝐼2 = 1011 · 10−12,

𝐼2 = 10−1.

Odpověd’: Současná intenzita zvuku je 10−1 W·m−2.

Řešeńı: 2. zp̊usob

Při řešeńı tohoto př́ıkladu však můžeme postupovat i bez použit́ı vzorc̊u. Z úvodńı

části v́ıme, že hladina intenzity zvuku je definovaná jako dekadický logaritmus po-
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d́ılu intenzity zvuku. Stač́ı si tedy uvědomit, že zvýšeńı intenzity zvuku desetkrát

(101 krát) znamená zvýšeńı hladiny intenzity zvuku o 10 dB. Zvýšeńı intenzity zvuku

stokrát (102 krát) znamená zvýšeńı hladiny intenzity zvuku o 20 dB atd. Stejnou

úvahou dojdeme k tomu, že pokud se hladina intenzity zvuku zvýšila o 50 dB, mu-

sela se intenzita zvuku zvýšit stotiśıckrát (105 krát). Ze zadáńı v́ıme, že p̊uvodńı

intenzita zvuku měla hodnotu 10−6 W·m−2. Současná intenzita zvuku je stotiśıckrát

vyšš́ı (matematicky to můžeme zapsat: 10−6· 105 = 10−1 W·m−2). I s použit́ım úvahy

jsme dosáhli správného výsledku.
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3.1.3 Př́ıklady k procvičováńı

Intenzita zářeńı

1) Pro rentgenové zářeńı s vlnovou délkou 50 pm je součinitel zeslabeńı olova 0,6 cm−1.

Jak silná muśı být vrstva olova, má-li zachytit 75 % zářeńı? ([2], s. 79)

2) Pro rentgenové zářeńı je součinitel zeslabeńı železa 0,3 cm−1. Jak silná muśı být

vrstva železa, jestliže má zachytit 60 % zářeńı?

3) Jaká část zářeńı gama projde vrstvou olova o tloušt’ce 3 cm, je-li lineárńı součinitel

zeslabeńı olova pro zářeńı gama 0,85 cm−1?

4) Lineárńı součinitel zeslabeńı železa pro rentgenové zářeńı je 0,3 cm−1. Jaká je

tloušt’ka polovrstvy železa pro toto zářeńı? ([2], s. 79)

5) Rentgenové zářeńı procháźı hlińıkovou vrstvou tlustou 1 cm. Vypoč́ıtej procentový

úbytek I0, jestliže lineárńı součinitel zeslabeńı pro hlińık je 0,54 cm−1. ([9], s. 155)

6) Vrstva olova silná 1 cm zeslab́ı intenzitu rentgenového zářeńı na 56 % p̊uvodńı

hodnoty. Jaký je lineárńı součinitel zeslabeńı olova pro toto zářeńı? ([2], s. 79)

7) Urči tloušt’ku vrstvy hlińıku potřebnou k tomu, aby se intenzita rentgenového zá-

řeńı zeslabila na polovinu své p̊uvodńı intenzity. Lineárńı součinitel zeslabeńı hlińıku

pro rentgenové zářeńı je 0,54 cm−1. ([9], s. 155)

8) Úzký rentgenový svazek je tvořen 2000 fotony. Po pr̊uchodu měděnou deskou

o tloušt’ce 1 cm se počet foton̊u zredukuje na 1000. Vypoč́ıtej lineárńı součinitel

zeslabeńı pro tuto desku. [40]

9) Jak silnou vrstvu olova potřebujeme, aby se intenzita zářeńı gama sńıžila na setinu

p̊uvodńı hodnoty? Lineárńı součinitel zeslabeńı olova pro toto zářeńı je 0,85 cm−1.

10) Intenzita rentgenových paprsk̊u se sńıž́ı při pr̊uchodu olověnou deskou o tloušt’ce

1 mm o 5 %. Jak silná muśı být olověná deska, aby se jejich intenzita sńıžila na 60 %

p̊uvodńı intenzity? ([9], s. 145)

11) Ćınová destička má tloušt’ku 1,5 cm. Intenzita zářeńı gama se sńıž́ı při pr̊uchodu

touto destičkou na 80 % p̊uvodńı intenzity. Jak silnou ćınovou destičku muśıme po-

už́ıt, aby se intenzita tohoto zářeńı sńıžila na 50 %?

12) Při pr̊uchodu skleněnou deskou o mocnosti 10 cm ztrat́ı světelný paprsek 1
12

své

p̊uvodńı intenzity. Kolik procent p̊uvodńı intenzity bude mı́t světelný paprsek po

pr̊uchodu 4 stejnými deskami?
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13) Lineárńı součinitel zeslabeńı pro 99𝑚𝑇𝑐 se pro tukovou a podobnou tkáň udává

0,15 cm−1. Kolik procent zářeńı dopadne na detektor, jestliže mezi zdrojem zářeńı

a detektorem bude vrstva tkáně silná 6 cm? ([2], s. 80)

14) Urči vztah pro absorpčńı koeficient 𝜇, jestliže pro absorpci zářeńı plat́ı vztah:

𝐼 = 𝐼0 · 𝑒−𝜇·𝑑. ([18], s. 39)

Hladina intenzity zvuku

15) Urči hladinu intenzity zvuku prahu bolesti. [29]

16) Vypoč́ıtej hladinu intenzity zvuku o intenzitě 10−6 W·m−2. [29]

17) O kolik decibel̊u se zvýš́ı hladina intenzity zvuku, vzroste-li intenzita zvuku

tiśıckrát? [25]

18) O kolik decibel̊u se zvýš́ı hladina intenzity zvuku, pokud se intenzita zvuku zvýš́ı

100 000 krát? [27]

19) Pokud je v určitém mı́stě intenzita zvuku 10−7 W·m−2, jaká je hladina intenzity

zvuku v tomto mı́stě? [22]

20) Intenzita zvuku jedoućıho vlaku je 10−3 W·m−2. Jaká je hladina intenzity zvuku

tohoto vlaku?

21) Intenzita zvuku aparatury byla zvýšena z 10−10 W·m−2 na 10−3 W·m−2. O kolik

decibel̊u se zvýšila hladina intenzity zvuku? [25]

22) Zvuková intenzita elektrické kytary byla ześılena z 10−10 W·m−2 na 10−4 W·m−2.

Kolik decibel̊u čińı ześıleńı? [45]

23) Urči intenzitu zvuku, pokud je jeho hladina intenzity 70 dB. [29]

24) Jakou intenzitu má zvuk, jehož hladina intenzity je 130 dB? [45]

25) Jaké intenzitě zvuku odpov́ıdá hladina intenzity 45 dB? [22]

26) Ucho nemocného člověka má práh slyšitelnosti 20 dB. Jaká je intenzita prahu

slyšitelnosti, kterou toto ucho slyš́ı? [25]

27) Kolikrát se sńıžila intenzita hluku, jestliže se použit́ım chrániče sluchu sńıžila

hladina intenzity ze 100 na 70 dB? [25]
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28) O kolik procent vzroste intenzita zvuku, jestliže hladina intenzity zvuku vzroste

o 1 dB? [45]

29) Hladina intenzity zvuku se zvýšila o 20 dB. Vyjádři poměr mezi p̊uvodńı a

konečnou intenzitou zvuku. [25]

30) Bylo zjǐstěno, že hladina intenzity kvákáńı žáby je 64 dB a hladina intenzity

kohout́ıho kokrháńı je 85 dB. Kolikrát je intenzita kohout́ıho kokrháńı větš́ı než

intenzita žab́ıho kvákáńı?
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3.1.4 Výsledky

Intenzita zářeńı

1) 2,3 cm 8) 0,7 cm−1

2) 3,1 cm 9) 5,4 cm

3) 7,8 % 10) 10 mm

4) 2,3 cm 11) 4,7 cm

5) 41,7 % 12) 70,6 %

6) 0,6 cm−1 13) 40,7 %

7) 1,3 mm 14) 𝜇 =
𝑙𝑛

𝐼0
𝐼

𝑑

Hladina intenzity zvuku

15) 130 dB 23) 10−5 W·m−2

16) 60 dB 24) 10 W·m−2

17) o 30 dB 25) 3,2·10−8 W·m−2

18) o 50 dB 26) 10−10 W·m−2

19) 50 dB 27) 1 000 krát

20) 90 dB 28) o 26 %

21) o 70 dB 29) 1 : 100

22) 60 dB 30) 126 krát
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3.2 Chemie

Daľśı oblast́ı, u které se můžeme setkat s využit́ım exponenciálńı a logaritmické

funkce, je chemie. Poměrně d̊uležitou roli hraje v životě poločas rozpadu a jeho

využit́ı. Následuj́ıćı př́ıklady toho budou d̊ukazem.

Kromě poločasu rozpadu radioaktivńıch prvk̊u či izotop̊u jsou v chemii velice

d̊uležité také výpočty pH roztok̊u. V této kapitole si proto ukážeme, jak vypoč́ıtat

hodnotu pH silných kyselin a zásad.

3.2.1 Poločas rozpadu

Poločas rozpadu určuje, za jakou dobu se počet jader nějakého radioaktivńıho prvku

či izotopu zmenš́ı na polovinu. Závislost hmotnosti radioaktivńı látky na čase při

jej́ım radioaktivńım rozpadu je dána vzorcem:

𝑚(𝑡) = 𝑚0 · 𝑒−𝜆·𝑡, (7)

kde 𝑚(𝑡) je výsledná hmotnost v čase 𝑡, 𝑚0 je počátečńı hmotnost, 𝑒 je základ

přirozeného logaritmu, 𝑡 je čas a 𝜆 je konstanta radioaktivńı přeměny. Pro tuto

přeměnovou konstantu plat́ı:

𝜆 =
𝑙𝑛(2)

𝑇
, (8)

kde 𝑇 je poločas rozpadu (čas, za který se zmenš́ı hmotnost látky na polovinu). ([2], s. 78)

Při některých výpočtech je však výhodněǰśı použ́ıvat vzorec:

𝑚(𝑡) = 𝑚0 ·
(︂

1

2

)︂ 𝑡
𝑇

, (9)

který je ekvivalentńı s (7). Pro odvozeńı stač́ı dosadit (8) do (7). Dostaneme tedy

𝑚(𝑡) = 𝑚0 · 𝑒−
𝑙𝑛(2)
𝑇

·𝑡,

𝑚(𝑡) = 𝑚0 · 𝑒
𝑡
𝑇
·𝑙𝑛

(︂
1
2

)︂
,

𝑚(𝑡) = 𝑚0 ·
(︂

1

2

)︂
𝑡
𝑇 .

Př́ıklad 9: Urči poločas rozpadu bismutu, jestliže počátečńı hmotnost bismutu byla

32 g a za 242 minut klesla na 2 g. [35]

Řešeńı: 1. zp̊usob

Ze zadáńı je patrné, že m0 = 32 g, m = 2 g, t = 242 minut, T = ?. Využijeme

vzorec (9) a po dosazeńı dostaneme:

2 = 32 ·
(︂

1

2

)︂ 242
𝑇

,
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2

32
=
(︂

1

2

)︂ 242
𝑇

.

Zaj́ımá nás poločas rozpadu T, celou rovnici proto zlogaritmujeme a vyjádř́ıme T :

𝑙𝑛
(︂

2

32

)︂
= 𝑙𝑛

(︂
1

2

)︂ 242
𝑇

,

𝑙𝑛
(︂

1

16

)︂
=

242

𝑇
· 𝑙𝑛

(︂
1

2

)︂
,

𝑇 =
242 · 𝑙𝑛

(︂
1
2

)︂
𝑙𝑛
(︂

1
16

)︂ ,

𝑇 = 60, 5.

Odpověd’: Poločas rozpadu bismutu je 60,5 minut.

Řešeńı: 2. zp̊usob

Můžeme postupovat i bez využit́ı vzorce. Vı́me, že poločas rozpadu je doba, za kterou

se počet jader (hmotnost) prvku zmenš́ı na polovinu. Před prvńım poločasem roz-

padu musela být hmotnost jader 21 krát větš́ı (4 g), před druhým poločasem 22 krát

větš́ı (8 g), před třet́ım poločasem 23 krát větš́ı (16 g) a před čtvrtým poločasem 24

krát větš́ı (32 g). Zjistili jsme, že ke sńıžeńı hmotnosti bismutu z 32 g na 2 g byly

zapotřeb́ı 4 poločasy rozpadu. Stač́ı tedy dobu 242 minut vydělit čtyřmi a dostaneme

také poločas rozpadu 60,5 minut.

Př́ıklad můžeme doplnit obrázkem grafu, ze kterého je patrné, že závislost hmot-

nosti bismutu na čase klesá exponenciálně.

Obrázek 4: Poločas rozpadu bismutu
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Př́ıklad 10: Vypoč́ıtej procentńı úbytek izotopu kobaltu 60𝐶𝑜 za 2,5 roku, jestliže

jeho poločas rozpadu je 5,26 roku. ([2], s. 78)

Řešeńı: Tentokrát známe pouze t = 2,5 roku a T = 5,26 roku. Nejprve potřebujeme

vypoč́ıtat, jaký pod́ıl kobaltu z̊ustane po 2,5 letech. Zaj́ımá nás 𝑚
𝑚(0)

. K výpočtu

využijeme vzorec (9), do kterého dosad́ıme známé hodnoty t a T :

𝑚 = 𝑚0 ·
(︂

1

2

)︂ 2,5
5,26

.

Chceme zjstit pod́ıl nové a p̊uvodńı hmotnosti, proto celou rovnici vyděĺıme hodno-

tou m0 a vypoč́ıtáme:
𝑚

𝑚(0)

=
(︂

1

2

)︂ 2,5
5,26

,

𝑚

𝑚(0)

.
= 0, 72.

Po 2,5 letech zbyde asi 72 % izotopu kobaltu. Nyńı již stač́ı odeč́ıst těchto 72 % od

100 % a dostaneme, že úbytek izotopu kobaltu 60𝐶𝑜 je 28 %.

Odpověd’: Procentńı úbytek izotopu kobaltu 60𝐶𝑜 za 2,5 roku je 28 %.

Př́ıklad 11: Uhĺıkovou metodou bylo zjǐstěno, že zkoumaný nález obsahuje 7,6 %

z pod́ılu uhĺıku 14𝐶 připadaj́ıćıho na živý organismus. Vypoč́ıtej stář́ı nálezu, jestliže

poločas rozpadu uhĺıku14𝐶 je 5730 let. ([2], s. 79)

Řešeńı: Vı́me, že T = 5730 let, 𝑚
𝑚0

= 7,6 % = 0,076 a t = ?. Opět vyjdeme ze vztahu

(9), který vyděĺıme hodnotou m0 a dosad́ıme hodnoty ze zadáńı:
𝑚

𝑚(0)

=
(︂

1

2

)︂ 𝑡
𝑇

,

0, 076 =
(︂

1

2

)︂ 𝑡
5730

.

Rovnici zlogaritmujeme a vyjádř́ıme hodnotu t :

𝑙𝑛(0, 076) = 𝑙𝑛
(︂

1

2

)︂ 𝑡
5730

,

𝑡 =
5730 · 𝑙𝑛(0, 076)

𝑙𝑛
(︂

1
2

)︂ ,

𝑡
.
= 21303.

Odpověd’: Stář́ı nálezu je přibližně 21 303 let.
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Radiokarbonová metoda datováńı

Radiokarbonová metoda datováńı (též uhĺıková metoda) je chemicko-fyzikálńı me-

toda založená na sledováńı poměru izotopu uhĺıku 14𝐶 a 12𝐶 v poz̊ustatćıch živých

organismů (tkáně, kosti, dřevo, ...). Radioaktivńı forma uhĺıku 14𝐶 se totiž fotosynté-

zou dostává do rostlin a odtud do potravńıho řetězce. Př́ıjem radioaktivńıho uhĺıku

pak konč́ı přerušeńım účasti vzorku v uhĺıkovém koloběhu (tedy smrt́ı organismu)

a od tohoto okamžiku zač́ıná přeměna 14𝐶 na 12𝐶 s poločasem rozpadu 5730 let.

Množstv́ı zbylého 14𝐶 v nalezeném zbytku organismu se změř́ı a dle jeho množstv́ı

je pak možné určit jeho absolutńı stář́ı [30].

Př́ıklad 12: Hmotnost vzorku radioaktivńı látky se za dobu ∆t sńıžila z m1 na

m2. Vyjádři poločas přeměny látky v závislosti na m1, m2 a ∆t. Vypoč́ıtej poločas

přeměny radioaktivńıho izotopu olova, jestliže se za 5 minut hmotnost vzorku sńıžila

z 2,10 g na hodnotu 1,85 g. ([2], s. 80)

Řešeńı: Nejprve chceme obecně vyjádřit předpis pro poločas přeměny. Využijeme

vztah (9), přičemž v́ıme, že p̊uvodńı hmotnost je m1, koncová hmotnost m2 a čas je

charakterizován změnou ∆t. Proto:

𝑚2 = 𝑚1 ·
(︂

1

2

)︂Δ𝑡
𝑇

. (10)

Odtud potřebujeme vyjádřit neznámou T. Celou rovnici vyděĺıme počátečńı hmot-

nost́ı m1, rovnici zlogaritmujeme a poločas přeměny vyjádř́ıme v závislosti na ostatńıch

veličinách:

𝑇 =
∆𝑡 · 𝑙𝑛

(︂
1
2

)︂
𝑙𝑛
(︂

𝑚2

𝑚1

)︂ . (11)

V druhé části zadáńı př́ıkladu máme připraveno, že ∆t = 5 minut, m1= 2,10 g

a m2 = 1,85 g. Dosad́ıme do připraveného vztahu (11) a hodnotu T dopoč́ıtáme:

𝑇 =
5 · 𝑙𝑛

(︂
1
2

)︂
𝑙𝑛
(︂

1,85
2,10

)︂ ,

𝑇
.
= 27, 3.

Odpověd’: Poločas přeměny radioaktivńıho izotopu olova je přibližně 27,3 minut.
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3.2.2 Hodnota pH

Vod́ıkový expoment (pH ) je č́ıslo, kterým v chemii vyjadřujeme, zda vodný roztok

reaguje kysele či naopak zásaditě. K určeńı hodnoty pH se použ́ıvá stupnice pH,

která nabývá hodnot od 0 do 14. Jedná se o logaritmickou stupnici, proto plat́ı,

že zvýš́ı-li se koncentrace roztoku na desetinásobek, pak se hodnota pH zvýš́ı o 1.

Voda je neutrálńı a má pH rovno 7. Č́ım je hodnota pH menš́ı než 7, t́ım je roztok

kyseleǰśı. Naopak, č́ım je pH větš́ı než 7, t́ım je roztok zásaditěǰśı [32].

Obrázek 5: Stupnice pH [33]

Vzhledem k tomu, že se výpočty hodnot pH r̊uzných roztok̊u lǐśı, budeme se

v této práci zabývat jen výpočty pH silných jednosytných a dvojsytných kyselin

a silných jednosytných a dvojsytných zásad. Následuj́ıćı vztahy jsou převzaty z [46].

Hodnota pH silných jednosytných kyselin je definovaná jako záporný dekadický

logaritmus koncentrace vod́ıkových kationt̊u ve zředěném vodném roztoku:

𝑝𝐻 = −𝑙𝑜𝑔(𝑐𝐻3𝑂+), (12)

kde 𝑙𝑜𝑔 je dekadický logaritmus a 𝑐𝐻3𝑂+ je koncentrace kyseliny. Jednotkou molárńı

koncentrace je mol/l. V analytické chemii se v́ıce použ́ıvá označeńı M (1 mol/l = 1 M),

proto se v tomto textu setkáme s t́ımto označeńım. Pokud máme v zadáńı např.
”
2 M

roztok“ znamená to, že máme na mysli dvou molárńı roztok [31].

Pro silné dvojsytné kyseliny plat́ı podobný vztah, jako pro silné jednosytné kyse-

liny, ovšem nyńı je argumentem logaritmu dvojnásobek koncentrace kyseliny. Tedy:

𝑝𝐻 = −𝑙𝑜𝑔(2 · 𝑐𝐻3𝑂+), (13)

kde 𝑙𝑜𝑔 je opět dekadický logaritmus a 𝑐𝐻3𝑂+ je koncentrace kyseliny.

U silných zásad nastává změna. Na rozd́ıl od kyselin jsou zásady zdrojem aniont̊u

a pro koncentraci aniont̊u OH− (ozn. pOH ) plat́ı:

𝑝𝑂𝐻 = −𝑙𝑜𝑔(𝑐𝑂𝐻−). (14)

Při znalosti 𝑝𝑂𝐻 jsme schopni vyjádřit pH silných jednosytných zásad pomoćı

vzorce:

𝑝𝐻 = 14 − 𝑝𝑂𝐻. (15)
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Za hodnotu 𝑝𝑂𝐻 dosad́ıme (14) a vzorec uprav́ıme:

𝑝𝐻 = 14 − (−𝑙𝑜𝑔(𝑐𝑂𝐻−)),

𝑝𝐻 = 14 + 𝑙𝑜𝑔(𝑐𝑂𝐻−), (16)

kde 𝑙𝑜𝑔 je dekadický logaritmus a 𝑐𝑂𝐻− je koncentrace zásady.

Vztah pro výpočet pH u silných dvojsytných zásad se lǐśı od silných jednosytných

zásad opět dvojnásobkem koncentrace v argumentu logaritmu:

𝑝𝐻 = 14 + 𝑙𝑜𝑔(2 · 𝑐𝑂𝐻−). (17)

V následuj́ıćıch př́ıkladech budeme poč́ıtat pH roztok̊u některých silných kyselin

a hydroxid̊u. Při řešeńı bude potřeba vědět, zda se jedná o jednosytné nebo dvojsytné

kyseliny, př́ıpadně zásady. K rozlousknut́ı tohoto
”
oř́ı̌sku“ nám pomohou informace

uvedené v Tabulce 2.

Kategorie Název (vzorec)

Jednosytné kyseliny kyselina chlorovod́ıková (𝐻𝐶𝑙)

kyselina bromovod́ıková (𝐻𝐵𝑟)

kyselina dusičná (𝐻𝑁𝑂3)

kyselina chloristá (𝐻𝐶𝑙𝑂4)

Dvojsytné kyseliny kyselina śırová (𝐻2𝑆𝑂4)

kyselina hexafluorokřemičitá (𝐻2(𝑆𝑖𝐹6))

Jednosytné zásady hydroxid sodný (𝑁𝑎𝑂𝐻)

hydroxid draselný (𝐾𝑂𝐻)

Dvojsytné zásady hydroxid barnatý (𝐵𝑎(𝑂𝐻)2)

hydroxid strontnatý (𝑆𝑟(𝑂𝐻)2)

Tabulka 2: Kategorie silných kyselin a zásad

Př́ıklad 13: Vypoč́ıtej pH 0,001 M roztoku kyseliny chlorovod́ıkové. ([8], s. 85)

Řešeńı: Ze zadáńı známe koncentraci kyseliny c = 0,001 M, pH = ? a v́ıme, že

kyselina chlorovod́ıková (HCl) je silná jednosytná kyselina. Proto dosad́ıme do (12):

𝑝𝐻 = −𝑙𝑜𝑔(0, 001)

𝑝𝐻 = 3.

Odpověd’: Hodnota pH 0,001 M roztoku kyseliny chlorovod́ıkové je 3.
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Př́ıklad 14: Roztok hydroxidu sodného má pH rovno 12. Urči koncentraci tohoto

hydroxidu.

Řešeńı: Nyńı máme k dispozici pH = 12 a chceme zjistit koncentraci c = ?. Hydroxid

sodný (NaOH) je silná jednosytná zásada, proto tentokrát využijeme vztah (16):

12 = 14 + 𝑙𝑜𝑔(𝑐),

−2 = 𝑙𝑜𝑔(𝑐),

10−2 = 𝑐,

𝑐 = 0, 01.

Odpověd’: Koncetrace NaOH s pH rovno 12 je 0,01 M.

Př́ıklad 15: Vypoč́ıtej pH 0,003 M roztoku kyseliny śırové. [23]

Řešeńı: Opět vyṕı̌seme fakta, která známe: c = 0,003 M, pH = ? a kyselina śırová

(𝐻2𝑆𝑂4) je silná dvojsytná kyselina. Využijeme (13) a hodnotu pH dopoč́ıtáme:

𝑝𝐻 = −𝑙𝑜𝑔(2 · 0, 003),

𝑝𝐻 = −𝑙𝑜𝑔(0, 006),

𝑝𝐻 = 2, 2.

Odpověd’: Hodnota pH 0,003 M roztoku 𝐻2𝑆𝑂4 je 2,2.

Př́ıklad 16: Vypoč́ıtej pH roztoku, jehož pOH = 3 a rozhodni, zda se jedná

o zásaditý nebo kyselý roztok. [47]

Řešeńı: Tentokrát v́ıme, že pOH = 3 a chceme určit pH. T́ım, že známe pOH, bude

pro nás nejvýhodněǰśı použ́ıt vzorec (15):

𝑝𝐻 = 14 − 3,

𝑝𝐻 = 11.

Odpověd’: Vzhledem k hodnotě pH, která je rovna 11, se jedná o zásaditý roztok.
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3.2.3 Př́ıklady k procvičováńı

Poločas rozpadu

1) Poločas přeměny 131𝐼 je 8 dńı. Kolik zbyde z 1 gramu vzorku po 32 dnech? ([2],

s. 79)

2) Poločas přeměny 137𝐶𝑠 je 30 let. Po jaké době zbyde z 1 kg vzorku 1 g? ([2], s. 79)

3) Poločas rozpadu izotopu je přibližně 3 minuty. Za kolik minut od počátku rozpadu

zbyde z p̊uvodńıho množstv́ı jedna šestnáctina? ([4], s. 79)

4) Ve vzorku radioaktivńıho fosforu, který má poločas přeměny 14 dn̊u, je 4·1018

atomů fosforu. Kolik atomů fosforu bude v tomto vzorku za 4 týdny? ([1], s. 175)

5) V urychlovači bylo vyrobeno 5 g radioaktivńıho jódu s poločasem přeměny 2 hodiny.

Kolik gramů látky budeme mı́t k dispozici po 5 hodinách?

6) Hmotnost izotopu radia je 150 g. Urči, kolik gramů zbyde z p̊uvodńıho množstv́ı

daného izotopu Ra za 19 minut, jestliže poločas rozpadu je 2,7 minuty.

7) Za jak dlouho se přeměńı polovina jader radionuklidu, jestliže jeho rozpadová

konstanta je 𝜆 = 1,42·10−11 s−1? [27]

8) Urči přeměnovou konstantu radionuklidu 55
27𝐶𝑜, jestliže se počet jeho atomů zmenš́ı

za 1 hodinu o 3,8 %. ([17], s. 113)

9) Radionuklid uhĺıku 14
6 𝐶 ve strarém kousku dřeva představuje 0,0416 hmotnosti to-

hoto radionuklidu v živé dřevině. Urči přibližné stář́ı dřeva, jestliže poločas přeměny

radionuklidu je 5730 let. ([7], s. 224)

10) V kousku starého dřeva klesl obsah radionuklidu 14
6 𝐶 na 72 % p̊uvodńı hodnoty.

Urči stář́ı dřeva, je-li poločas přeměny radionuklidu 5730 let. ([1], s. 176)

11) Jaké je stář́ı materiálu dřevěné sošky, jestliže obsahuje 68 % p̊uvodńıho množstv́ı

radioaktivńıho uhĺıku 14
6 𝐶, jehož poločas přeměny je 5730 let. ([6], s. 73)

12) Radionuklid stř́ıbra má poločas rozpadu 20 minut. Jaká část radionuklidu se

přeměńı za 2 hodiny? ([7], s. 225)

13) Urči, na kolik procent p̊uvodńı hodnoty se sńıžil obsah radioaktivńıho nuklidu

v dřevěné tř́ısce po 3500 letech, jestliže poločas rozpadu radioaktivńıho nuklidu uh-

ĺıku je 5730 let.
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14) Za 28 dńı se přeměńı 75 % jader 32
15𝑃 . Urči jeho poločas přeměny. ([17], s. 103)

15) Množstv́ı radioaktivńı látky se během jedné hodiny zmenšilo o 70 %. Urči poločas

přeměny. [29]

16) Obsah uhĺıku 14
6 𝐶 ve dřevě odpov́ıdá 92,5 % jeho obsahu v atmosféře. Urči stář́ı

dřeva. Který český panovńık seděl v té době na tr̊uně, který byl z tohoto dřeva

vyroben?

17) V zář́ı 1991 objevili němečt́ı turisté v Őtztalských Alpách v Jižńım Tyrolsku

ledem mumifikované tělo. Uhĺıkovou metodou bylo zjǐstěno, že pro nerozpadnutá

jádra v jeho těle (N0) a jádra v těle současných lid́ı (N) plat́ı: N = 0,5267 N0. Před

kolika roky tento člověk zamrzl, jestliže poločas rozpadu uhĺıku je 5730 let? [27]

18) Skelet zv́ı̌rete nalezený při archeologickém výzkumu obsahoval 11 % z pod́ılu
14
6 𝐶 připadaj́ıćıho na živý organismus. Poločas přeměny 14

6 𝐶 je 5730 let. Jaké je stář́ı

nálezu? ([9], s. 143)

19) Poločas rozpadu uranu 235
92 𝑈 je 700 milión̊u let. Za kolik let se jeho množstv́ı

v zemské k̊uře zmenš́ı na třetinu p̊uvodńıho stavu? [29]

20) DDT (Dichlordifenyltrichlorethan) je pro člověka velice škodlivá látka, která se

dostává potravinovým řetězcem do mléka a daľśıch potravin. Jej́ı koncentrace ve výši

5·10−6 % je v současné době ještě tolerována, do budoucna je však požadováno sńıžit

ji na 2·10−6 %. Chemický rozklad DDT prob́ıhá jen velmi pozvolna,
”
poločas roz-

kladu“ je zhruba 30 let. Za jakou dobu bude dosaženo požadované nižš́ı koncentrace?

([9], s. 145)

21) Jakou aktivitu muśı mı́t preparát značený 99𝑚𝑇𝑐 v 7 hodin ráno, má-li se v 11

hodin podat 100 MBq? Poločas přeměny 99𝑚𝑇𝑐 je 6 hodin. ([2], s. 80)

22) Kolikrát se muśı prodloužit čas sńımáńı při použit́ı 99𝑚𝑇𝑐 po 18 hodinách od

prvńıho sńımku, aby detekovaná četnost byla stejná jako u prvńıho sńımku? Před-

pokládej, že nedocháźı k vyplaveńı radiofarmaka z mı́sta sńımku a poločas přeměny
99𝑚𝑇𝑐 je 6 hodin. ([2], s. 80)

Hodnota pH

23) Vypoč́ıtej pH roztoku hydroxidu draselného o koncentraci 0,01 M.

24) Vypoč́ıtej pH 0,024 M roztoku kyseliny śırové. [28]

30



25) Jaké je pH roztoku hydroxidu sodného o koncentraci c(NaOH) = 0,07 M? [47]

26) Urči pH 0,002 M roztoku kyseliny śırové. [28]

27) Koncentrace roztoku hydroxidu vápenatého je 4·10−2 M. Zjisti jeho pH. [23]

28) Jaké je pH 5·10−4 M roztoku KOH? [23]

29) Vypoč́ıtej pH 9·10−5 M roztoku kyseliny dusičné. [23]

30) Vypoč́ıtej pH roztoku s pOH = 2 a rozhodni, zda se jedná o zásaditý nebo

kyselý roztok. [47]

31) Vypoč́ıtej pH roztoku, jehož pOH = 3,5 a rozhodni, zda se jedná o zásaditý

nebo kyselý roztok.

32) Jaké je pH roztoku kyseliny bromovod́ıkové, jeli rovnovážná koncentrace roztoku

10−3 M?

33) Vypoč́ıtej koncentraci roztoku kyseliny bromovod́ıkové, jehož pH je 2. [47]

34) Zjisti koncentraci roztoku kyseliny chloristé, je-li jeho pOH = 10. [47]

35) Vypoč́ıtej koncentraci roztoku hydroxidu strontnatého, jehož pH je 13.

36) Urči koncentraci roztoku kyseliny hexafluorokřemičité, jestliže pH tohoto roz-

toku je 1,5.

37) Vypoč́ıtej koncentraci roztoku hydroxidu draselného, jehož pOH je 3,7.

38) Kolikrát bude koncentrace roztoku NaOH s pH = 12 větš́ı než koncentrace

roztoku KOH s pH = 10?

39) Roztok kyseliny hexafluorokřemičité má koncentraci 0,004 M, zat́ımco kyselina

śırová má ve vodném roztoku koncentraci 0,029 M. Kolikrát je pH kyseliny hexaflu-

orokřemičité větš́ı než pH kyseliny śırové?

40) Koncentrace roztoku hydroxidu vápenatého je 9·10−3 M a koncentrace roztoku

hydroxidu barnatého je 2·10−2 M. Který roztok má větš́ı pH ?

41) Původńı koncentrace roztoku kyseliny chloristé byla 0,005 M. Jaké je současné

pH roztoku kyseliny chloristé, jestliže se koncentrace roztoku této kyseliny zvýšila

o 3·10−3 M?

42) Koncentrace roztoku hydroxidu strontnatého se z p̊uvodńı hodnoty 0,04 M zvý-

šila o 50 %. Jaké je současné pH tohoto roztoku?
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3.2.4 Výsledky

Poločas rozpadu

1) 0,0625 g 12) 1
64 p̊uvodńı hodnoty

2) 299 let 13) na 65,5 %

3) 12 minut 14) 14 dńı

4) 1·1018 15) 34,5 min

5) 0,88 g 16) 644 let; Karel IV.

6) 1,14 g 17) před 5 300 lety

7) 1 548 let 18) 18 247 let

8) 0,039 s−1 19) za 1,1·109 let

9) 26 285 let 20) za 40 let

10) 2 716 let 21) 158,7 MBq

11) 3 188 let 22) 8 krát

Hodnota pH

23) 12 33) 0,01 M

24) 1,3 34) 0,0001 M

25) 12,8 35) 0,05 M

26) 2,4 36) 0,016 M

27) 12,9 37) 0,002 M

28) 10,7 38) 100 krát

29) 4,1 39) 1,7 krát

30) 12; zásaditý 40) hydroxid barnatý

31) 10,5; zásaditý 41) 2,1

32) 3 42) 13,1
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3.3 Biologie

Exponenciálńı funkce zauj́ımá významné mı́sto také v biologii. Známým spojeńım

je
”
exponenciálńı r̊ust“, který obecně znač́ı, že něco roste (stoupá) velice rychle.

Klasickým př́ıkladem exponenciálńıho r̊ustu je r̊ust populace. V této kapitole

se budeme zabývat množeńım mikroorganismů, pro jejichž jednu fázi je typický

právě exponenciálńı r̊ust. Nesmı́me opomenout r̊ust světové populace (počet obyva-

tel světa), ten bude nast́ıněn v kapitole 3.4.2.

3.3.1 Růst populace

Významnou roli v biologii hraje r̊ust populace bakteríı. Ten je charakterizován tzv.

r̊ustovou křivkou (Obrázek 6). Pro nás je nejvýznamněǰśı druhá fáze - exponenciálńı,

která trvá do vyčerpáńı živin. Tu můžeme charakterizovat rovnićı:

𝑁 = 𝑁0 · 2𝑛, (18)

kde N je počet buněk (bakteríı, vir̊u, ...) na konci exponenciálńı fáze, 𝑁0 je počet bu-

něk na začátku a n je počet generaćı. Hodnota n bývá také definována následuj́ıćım

zp̊usobem:

𝑛 =
𝑡

𝑇
, (19)

kde t je čas (v hod.), po který populace roste a T (v hod.) je doba zdvojeńı (doba,

za kterou dojde ke zdvojnásobeńı buněk populace). [37]

Obrázek 6: Růstová křivka bakteríı [37]
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Často se můžeme setkat s př́ıklady, u nichž bude výhodné použ́ıt vztah, který

vznikne dosazeńım (19) do (18):

𝑁 = 𝑁0 · 2
𝑡
𝑇 . (20)

Př́ıklad 17: V Petriho misce bylo 5 bakteríı. Každá z těchto bakteríı se zdvojila

vždy po 45 minutách. Kolik bakteríı bylo v Petriho misce po pěti hodinách?

Řešeńı: Ze zadáńı plyne, že N0 = 5, T = 45 min = 3
4

h, t = 5 h a N = ?. Podle

hodnot, které máme zadané je patrné, že k řešeńı použijeme vztah (20):

𝑁 = 5 · 2
5
3
4 ,

𝑁 = 5 · 2
20
3 ,

𝑁
.
= 508.

Odpověd’: Po pěti hodinách bylo v Petriho misce zhruba 508 bakteríı.

Př́ıklad 18: V buňce byl jeden vir, který se zdvojil každých 5 minut. Vypoč́ıtej,

za jak dlouho bylo v buňce 224 vir̊u.

Řešeńı: Opět si vyṕı̌seme známé hodnoty: N 0 = 1, T = 5 min = 1
12

h, N = 224.

Nyńı chceme zjistit t = ?, proto opět využijeme (20):

224 = 1 · 2
𝑡
1
12 ,

224 = 212·𝑡.

Dostali jsme exponenciálńı rovnici o stejném základu, proto můžeme porovnávat

exponenty. T́ım dopoč́ıtáme hodnotu t :

24 = 12 · 𝑡,

𝑡 =
24

2
,

𝑡 = 2.

Odpověd’: Požadované množstv́ı vir̊u bylo v buňce za 2 hodiny.

Př́ıklad 19: Počet bakteríı typu A se zdvojnásob́ı během každých 2 hodin, počet

bakteríı typu B je dvojnásobný vždy až po třech hodinách. Za jak dlouho se počty

obou typ̊u bakteríı vyrovnaj́ı, jestliže je na počátku bakteríı typu B o polovinu v́ıce

než bakteríı typu A? ([16], s. 106)
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Řešeńı: Tentokrát máme dva typy bakteríı a máme vypoč́ıtat, za jak dlouho bude

počet obou typ̊u bakteríı stejný. Označme hodnoty vztahuj́ıćı se k bakteríım typu A

indexem 𝐴, analogicky hodnoty charakterizuj́ıćı typ B indexem 𝐵. Potom ze zadáńı

plat́ı: 𝑇𝐴 = 2 h, 𝑇𝐵 = 3 h, 𝑁𝐵0 = 𝑁𝐴0 + 1
2
𝑁𝐴0 , tedy 𝑁𝐵0 = 3

2
𝑁𝐴0 . Neznámá hodnota

je opět čas t. Protože se maj́ı počty obou typ̊u bakteríı sobě rovnat, muśı platit:

𝑁𝐴0 · 2
𝑡

𝑇𝐴 =
3

2
𝑁𝐴0 · 2

𝑡
𝑇𝐵 .

Celou rovnici vyděĺıme hodnotou 𝑁𝐴0 , zlogaritmujeme, dosad́ıme hodnoty ze zadáńı

a následně vyjádř́ıme neznámou hodnotu t :

2
𝑡

𝑇𝐴 =
3

2
· 2

𝑡
𝑇𝐵 ,

𝑙𝑛
(︂

2
𝑡

𝑇𝐴

)︂
= 𝑙𝑛

(︂
3

2
· 2

𝑡
𝑇𝐵

)︂
,

𝑡

𝑇𝐴

· 𝑙𝑛
(︂

2
)︂

= 𝑙𝑛
(︂

3

2

)︂
+

𝑡

𝑇𝐵

· 𝑙𝑛
(︂

2
)︂
,

𝑡

2
· 𝑙𝑛

(︂
2
)︂

= 𝑙𝑛
(︂

3

2

)︂
+

𝑡

3
· 𝑙𝑛

(︂
2
)︂
,

𝑡 ·
(︂

1

2
· 𝑙𝑛(2) − 1

3
· 𝑙𝑛(2)

)︂
= 𝑙𝑛

(︂
3

2

)︂
,

𝑡 =
𝑙𝑛(3

2
)

1
2
· 𝑙𝑛(2) − 1

3
· 𝑙𝑛(2)

,

𝑡
.
= 3, 5.

O správnosti řešeńı se můžeme přesvědčit na Obrázku 7.

Obrázek 7: Grafické znázorněńı př́ıkladu 19

Odpověd’: Počty obou typ̊u bakteríı se vyrovnaj́ı přibližně za 3,5 hodiny.
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Existuj́ı př́ıklady, u kterých se k řešeńı nemuśı použ́ıvat vzorce, ale k výsledku

lze doj́ıt pouhou úvahou. Jedńım z nich je i následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 20: Na rybńıce rostou lekńıny. Prvńı den 1, druhý den 2, třet́ı den 4, čtvrtý

den 8, pátý den 16, ... Dvacátého dne je celý rybńık zarostlý. Kolikátý den je zarostlá

polovina rybńıka?

Řešeńı: Rybńık zar̊ustá lekńıny, přičemž každý den přibude dvojnásobný počet lek-

ńın̊u, než den předešlý (druhý den: 2·1 = 2, třet́ı den: 2·2 = 4, čtvrtý den: 2·4 = 8).

Můžeme se na tuto zákonitost pod́ıvat také obráceně. Pátého dne je na rybńıku

16 lekńın̊u, zat́ımco čtvrtého dne jich tam bylo jen 8 (tedy 1
2
). Třet́ıho dne byly

lekńıny jen 4 (opět 1
2

než den předcházej́ıćı). Plat́ı tedy, že každý předcházej́ıćı den

je na rybńıce polovina lekńın̊u. Vı́me, že celý rybńık je zarostlý dvacátý den. Proto

polovina rybńıka muśı být zarostlá předcházej́ıćı den tj. devatenáctý.

Odpověd’: Polovina rybńıka je zarostlá devatenáctý den.
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3.3.2 Př́ıklady k procvičováńı

R̊ust populace

1) Bakterie Escherichia coli se v př́ıznivých podmı́nkách děĺı přibližně jednou za

hodinu. Kolik bakteríı se namnož́ı v roztoku za př́ıznivých podmı́nek za 1 den? [29]

2) Na počátku byly dvě bakterie. Doba zdvojeńı bakterie je 2 hodiny. Kolik bakteríı

bude za jeden den?

3) Bakterie Streptococcus thermophilus maj́ı čas zdvojeńı 12 minut. Urči počet

těchto bakteríı po šesti hodinách.

4) Vir se každých 10 minut rozděĺı na daľśı dva viry. Vypoč́ıtej množstv́ı vir̊u po třech

hodinách.

5) Bakterie zp̊usobuj́ıćı tuberkulózu (Mycobacterium tuberculosis) se vzhledem k

ostatńım bakteríım děĺı velice pomalu. Jej́ı doba zdvojeńı je asi 15 hodin. Za jak

dlouhou dobu bude těchto bakteríı 2560, bylo-li jich na začátku 10?

6) Vir se v hostitelské buňce množ́ı každých 15 minut. Za jak dlouho bude buňka

obsahovat 2·1016 vir̊u?

7) V Petriho misce byla na začátku pozorováńı jedna bakterie. Po deseti hodinách

bylo v Petriho misce 1024 bakteríı. Urči dobu zdvojeńı této bakterie.

8) Vypoč́ıtej dobu zdvojeńı bakteríı, jejichž počet se během 4 hodin zvýšil ze 100

na milion.

9) Saccharomyces cerevisce jsou kvasinky použ́ıvaj́ıćı se při kvašeńı piva. Během

šestidenńıho procesu kvašeńı vzrost počet těchto kvasinek z 20 na 9,5·1022. Urči

dobu, za kterou se každá kvasinka zdvojnásob́ı.

10) Prvńı typ bakterie má dobu zdvojeńı 20 minut, zat́ımco druhý typ bakterie jen

15 minut. Za jak dlouho se počty obou typ̊u bakteríı vyrovnaj́ı, bylo-li na začátku

bakteríı prvńıho typu třikrát v́ıce?

11) Hladina jeźırka se pokrývala lekńıny tak, že se plocha pokrytá lekńıny za den

zdvojnásobila. Třicátý den byla hladina plná lekńın̊u. Kolikátý den byla zakryta

lekńıny polovina hladiny jeźırka? ([19], s. 153)

12) Vodńı plocha zakrytá listy lekńınu se každý den zdvojnásob́ı. Kolikátý den bude

zarostlá celá vodńı plocha lekńıny, jestliže sedmý den pokrývaly listy lekńınu polo-

vinu této plochy?
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3.3.3 Výsledky

R̊ust populace

1) 224 7) 1 hodina

2) 213 8) 0,3 hodiny

3) 230 9) 2 hodiny

4) 218 10) 1,58 hodiny

5) 5 dńı 11) dvacátý devátý

6) 13,5 hodiny 12) osmý
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3.4 Geografie

V geografii se setkáváme s využit́ım exponenciálńı funkce zejména ve dvou oborech.

Prvńım z nich je závislost tlaku vzduchu na nadmořské výšce, která klesá exponen-

ciálně. Př́ıstroj použ́ıvaný k měřeńı tlaku vzduchu se nazývá barometr.

Ve vědě bĺızké geografii (demografii) se setkáváme s přirozeným př́ır̊ustkem (resp.

úbytkem) počtu obyvatel, a s t́ım souvisej́ıćım r̊ustem světové populace.

3.4.1 Tlak vzduchu

S rostoućı nadmořskou výškou se měńı celá řada veličin, např. teplota vzduchu,

vlhkost vzduchu, intenzita UV zářeńı nebo právě zmiňovaný tlak vzduchu. Na rozd́ıl

od ostatńıch veličin klesá tlak vzduchu exponenciálně.

Závislost tlaku vzduchu na nadmořské výšce lze vyjádřit vztahem:

𝑝(ℎ) = 𝑝0 · 0, 88ℎ, (21)

kde 𝑝(ℎ) je tlak vzduchu v nadmořské výšce ℎ (km), 𝑝0 je tlak vzduchu v nulové

nadmořské výšce a plat́ı, že 𝑝0
.
= 1013 hPa ([9], s. 129).

Funkce charakterizuj́ıćı tuto závislost je znázorněna na Obrázku 8.

Obrázek 8: Závislost tlaku vzduchu na nadmořské výšce [26]
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Př́ıklad 21: Vypoč́ıtej tlak vzduchu v nadmořských výškách 800 m a 3000 m. ([9],

s. 129)

Řešeńı: Podle zadáńı chceme vypoč́ıtat tlak vzduchu ve dvou r̊uzných nadmořských

výškách, které si označ́ıme h1 = 800 m a h2 = 3000 m. K tomu, abychom mohli k ře-

šeńı využ́ıt vztah (21), muśıme nejprve převést zadané nadmořské výšky na kilometry

(h1 = 800 m = 0,8 km a h2 = 3000 m = 3 km). Po převedeńı již stač́ı do vztahu

(21) dosadit a hodnoty dopoč́ıtat:

𝑝(0,8) = 𝑝0 · 0, 88ℎ1 ,

𝑝(0,8) = 1013 · 0, 880,8,

𝑝(0,8)
.
= 915.

Stejným zp̊usobem dopoč́ıtáme i tlak vzduchu v druhé nadmořské výšce h2:

𝑝(3) = 𝑝0 · 0, 88ℎ2 ,

𝑝(3) = 1013 · 0, 883,

𝑝(3)
.
= 690.

Odpověd’: Tlak vzduchu v nadmořské výšce 800 metr̊u je 915 hPa, zat́ımco v nad-

mořské výšce 3000 metr̊u je tlak pouze 690 hPa.

Př́ıklad 22: Turisté se snažili vylézt na nejvyšš́ı horu Kavkazu - Elbrus (5 642 m).

Protože byla mlha, v určeńı nadmořské výšky se mohli spolehnout jen na barometr,

který ukazoval 530 hPa. Urči, kolik výškových metr̊u zbývalo turist̊um k tomu, aby

se dostali na vrchol. [36]

Řešeńı: Nejprve budeme potřebovat zjistit, v jaké nadmořské výšce se turisté nachá-

zeli, když jim barometr ukazoval tlak vzduchu p = 530 hPa. K tomu opět využijeme

vztah (21) a nadmořskou výšku h vypoč́ıtáme:

530 = 1013 · 0, 88ℎ,

530

1013
= 0, 88ℎ,

𝑙𝑛
(︂

530

1013

)︂
= ℎ · 𝑙𝑛

(︂
0, 88

)︂
,

ℎ =
𝑙𝑛
(︂

530
1013

)︂
𝑙𝑛
(︂

0, 88
)︂ ,

ℎ
.
= 5, 067.
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Již v́ıme, že se turisté nacházeli v nadmořské výšce 5,067 km (5 067 m) a zbývá jen

tuto hodnotu odeč́ıst od nadmořské výšky vrcholu. Tedy:

5642 − 5067 = 575.

Odpověd’: Ke zdoláńı vrcholu Elbrus zbývá turist̊um vylézt ještě 575 výškových

metr̊u.

Př́ıklad 23: Jestliže klesne tlak vzduchu na 40 % hodnoty tlaku na hladině moře,

nemá již člověk dostatečný př́ıjem kysĺıku z atmosféry. Urči přibližně tuto kritickou

nadmořskou výšku. ([9], s. 144)

Řešeńı: Tentokrát budeme poč́ıtat nadmořskou výšku h = ?, přičemž máme k dis-

pozici hodnotu tlaku vzduchu vyjádřenou v závislosti na tlaku u hladiny moře

(𝑝 = 0, 4 · 𝑝0). Této vlastnosti spolu se vztahem (21) využijeme:

0, 4 · 𝑝0 = 𝑝0 · 0, 88ℎ.

Celou rovnici vyděĺıme hodnotou 𝑝0, zlogaritmujeme a dopoč́ıtáme výšku ℎ:

0, 4 = 0, 88ℎ,

𝑙𝑛(0, 4) = ℎ · 𝑙𝑛(0, 88),

ℎ =
𝑙𝑛(0, 4)

𝑙𝑛(0, 88)
,

ℎ
.
= 7, 168.

Odpověd’: Kritická hranice dostatečného př́ıjmu kysĺıku z atmosféry je přibližně

7 168 metr̊u nad mořem.

Dostatečný př́ıjem kysĺıku

Horolezci, kteř́ı zdolávaj́ı nejvyšš́ı vrcholy světa - himálajské osmitiśıcovky (např.

Mount Everest, K2, Kančendžengu či Makalu), použ́ıvaj́ı pro optimálńı výstup dý-

chaćı př́ıstoje. Důvodem je ńızká hodnota tlaku vzduchu ve vysokých nadmořských

výškách, tzn. ř́ıdký vzduch, který obsahuje málo kysĺıku. Kritická hranice dostateč-

ného př́ıjmu kysĺıku se nacháźı právě nad 7 000 metr̊u nad mořem. Přesto někteř́ı

horolezci dýchaćı př́ıstroje nepouž́ıvaj́ı a takovéto riskantńı výstupy berou jako výzvu

a adrenalin.

Př́ıklad 24: O kolik hPa klesne tlak vzduchu, jestliže z parkovǐstě v nadmořské

výšce 570 m n. m. vystoupáme ke hradu, jehož nadmořská výška je 660 m n.m.?
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Řešeńı: Podle zadáńı nás zaj́ımá rozd́ıl tlak̊u vzduchu (∆𝑝) v nadmořské výšce

ℎ1 = 570 m (0,57 km) a ℎ2 = 660 m (0,66 km). Proto nejprve vypoč́ıtáme jednotlivé

hodnoty tlaku vzduchu 𝑝(0,57) a 𝑝(0,66) a následně tyto hodnoty od sebe odečteme.

S využit́ım (21) začneme poč́ıtat tlak vzduchu 𝑝(0,57):

𝑝(ℎ1) = 1013 · 0, 88ℎ1 ,

𝑝(0,57) = 1013 · 0, 880,57,

𝑝(0,57)
.
= 942.

Tlak v nadmořské výšce 570 m n. m. bude přibližně 942 hPa, zbývá dopoč́ıtat tlak

vzduchu v nadmořské výšce 660 m n.m.:

𝑝(ℎ2) = 1013 · 0, 88ℎ2 ,

𝑝(0,66) = 1013 · 0, 880,66,

𝑝(0,66)
.
= 931.

Již známe i tlak vzduchu v nadmořské výšce ℎ2, stač́ı proto odeč́ıst od sebe hodnoty

tlak̊u vzduchu, a t́ım dostaneme hledaný rozd́ıl △𝑝:

△𝑝 = 𝑝(0,57) − 𝑝(0,66),

△𝑝 = 942 − 931,

△𝑝 = 11.

Odpověd’: Pokud vystoupáme z parkovǐstě (570 m n. m.) k hradu (660 m n. m.),

klesne tlak zhruba o 11 hPa.
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3.4.2 Př́ır̊ustek počtu obyvatel

Bezpochyby kĺıčovou záležitost́ı v dnešńım světě je vývoj počtu obyvatel. Denně

se setkáváme s informacemi, že někde počet obyvatel klesá, jinde naopak rapidně

stoupá. Př́ır̊ustek počtu obyvatel je dán exponenciálńı závislost́ı:

𝑁 = 𝑁0 · 𝑒𝑟·𝑛, (22)

kde 𝑁 je počet obyvatel na konci uvažovaného obdob́ı, 𝑁0 je p̊uvodńı počet obyvatel,

𝑒 je základ přirozeného logaritmu, 𝑟 charakterizuje ročńı mı́ru r̊ustu populace (pro

𝑟 > 0 populace roste, pro 𝑟 < 0 populace klesá) a 𝑛 (v letech) určuje dobu, během

které se měnil počet obyvatel ([4], s. 74).

Na rozd́ıl od předešlých obor̊u, ve kterých jsme se s exponenciálńı či logaritmickou

závislost́ı setkali, muśıme při řešeńı následuj́ıćıch př́ıklad̊u poč́ıtat s jistou
”
rezervou“.

Nelze brát výsledky striktně, protože ačkoliv budeme poč́ıtat s konstantńı ročńı

mı́rou r̊ustu během 𝑛 let, tato hodnota se mohla v pr̊uběhu jednotlivých let mı́rně

měnit.

Počty obyvatel, ročńı mı́ry r̊ustu a prognózy vývoje počtu obyvatel konkrétńıch

měst či stát̊u, které jsou uváděny v následuj́ıćıch př́ıkladech, byly převzaty z těchto

zdroj̊u: [15], [39], [42], [43].

Př́ıklad 25: Před 15 lety mělo město 40 000 obyvatel. Vypoč́ıtej současný počet

obyvatel, jestliže byl ročńı př́ır̊ustek obyvatel 1,1 %.

Řešeńı: K vyřešeńı př́ıkladu využijeme informace ze zadáńı: n = 15 let, N 0 = 40 000,

r = 1,1 % = 0,011, N = ?. K výpočtu použijeme vzorec (22), do kterého dosad́ıme

a vypoč́ıtáme hodnotu 𝑁 :

𝑁 = 40000 · 𝑒0,011·15,

𝑁 = 40000 · 𝑒0,165,

𝑁
.
= 47176.

Odpověd’: V současné době žije ve městě 47 176 obyvatel.

Př́ıklad 26: Počet obyvatel města vzrostl za 9 let ze 14 000 na 18 000. Jaký byl

ročńı př́ır̊ustek v procentech?

Řešeńı: I tentokrát si vyṕı̌seme hodnoty, které máme k dispozici: N = 18 000,

N 0 = 14 000, n = 9 let, r = ?. Zat́ımco jsme v minulém př́ıkladu zjǐst’ovali po-

čet obyvatel, nyńı nás zaj́ımá ročńı mı́ra r̊ustu 𝑟. K řešeńı dojdeme opět s pomoćı

vztahu (22):

18000 = 14000 · 𝑒9·𝑟.
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Rovnici nejdř́ıve vyděĺıme č́ıslem 14 000 a poté zlogaritmujeme, abychom osamo-

statnili hodnotu 𝑟:
18000

14000
= 𝑒9·𝑟,

𝑙𝑛
(︂

9

7

)︂
= 9 · 𝑟,

𝑟 =
𝑙𝑛
(︂

9
7

)︂
9

,

𝑟
.
= 0, 028.

Známe již ročńı mı́ru r̊ustu 0,028. Tu muśıme ještě převést na procenta, tedy 2,8 %.

Odpověd’: Ročńı př́ır̊ustek obyvatel byl v daném městě 2,8 %.

Př́ıklad 27: V oblasti se sńıžil počet obyvatel z 26 500 na 24 500. Každý rok

byl zaznamenán stejný procentuálńı úbytek 3,9 %. Urči, během kolika let se počet

obyvatel sńıžil.

Řešeńı: Chceme určit, během kolika let se sńıžil počet obyvatel (n = ?), jestliže

N = 24 500 a N 0 = 26 500. Dále v́ıme, že došlo k úbytku, proto budeme psát

ročńı mı́ru r̊ustu se znaménkem mı́nus. Tedy r = - 3,9 % = - 0,039. Podobně jako

v předešlých úlohách dosad́ıme do (22) a nyńı vypoč́ıtáme hodnotu 𝑛:

24500 = 26500 · 𝑒−0,039·𝑛,

24500

26500
= 𝑒−0,039·𝑛,

𝑙𝑛
(︂

49

53

)︂
= −0, 039 · 𝑛,

𝑛 = −
𝑙𝑛
(︂

49
53

)︂
0, 039

,

𝑛
.
= 2.

Odpověd’: Počet obyvatel se v oblasti sńıžil během dvou let.

Př́ıklad 28: Č́ına je v současné době stát s největš́ım počtem obyvatel na světě.

V roce 2015 měla Č́ına 1,37 mld. obyvatel s ročńım př́ır̊ustkem 0,3 %. Indie, která

je v počtu obyvatel celosvětově druhá, měla v tom samém roce 1,27 mld. obyvatel,

ale ročńı př́ır̊ustek byl daleko větš́ı (1,2 %). Vypoč́ıtej, ve kterém roce převýš́ı počet

obyvatel Indie velikost č́ınské populace, jestliže prognózy poč́ıtaj́ı se stejnými ročńımi

př́ır̊ustky jako v roce 2015.
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Řešeńı: Tentokrát je zadáńı př́ıkladu trochu jiné, než na které jsme zvykĺı. Požadav-

kem je zjistit, ve kterém roce dostihne indická populace tu č́ınskou. Muśıme nejprve

vypoč́ıtat, za kolik let (n = ?) se budou tyto dvě populace sobě rovnat. Pro názor-

nost označme hodnoty vztahuj́ıćı se k Č́ıně indexem 𝑐, hodnoty pro Indii indexem 𝑖.

Vyjdeme ze zadáńı, kdy pro Č́ınu plat́ı: N 𝑐 = 1,37 mld., r 𝑐= 0,3 % = 0,003, zat́ımco

pro Indii: N 𝑖 = 1,27 mld. a r 𝑖 = 1,2 % = 0,012. Počet obyvatel za n let se sobě muśı

rovnat:

𝑁𝑐 · 𝑒𝑟𝑐·𝑛 = 𝑁𝑖 · 𝑒𝑟𝑖·𝑛.

Dosad́ıme za jednotlivé hodnoty ze zadáńı a s využit́ım úprav vyjádř́ıme neznámou𝑛:

1, 37 · 𝑒0,003·𝑛 = 1, 27 · 𝑒0,012·𝑛,

𝑙𝑛
(︂

1, 37 · 𝑒0,003·𝑛
)︂

= 𝑙𝑛
(︂

1, 27 · 𝑒0,012·𝑛
)︂
,

𝑙𝑛
(︂

1, 37
)︂

+ 0, 003 · 𝑛 · 𝑙𝑛
(︂
𝑒
)︂

= 𝑙𝑛
(︂

1, 27
)︂

+ 0, 012 · 𝑛 · 𝑙𝑛
(︂
𝑒
)︂
,

𝑙𝑛
(︂

1, 37
)︂

+ 0, 003 · 𝑛 = 𝑙𝑛
(︂

1, 27
)︂

+ 0, 012 · 𝑛,

𝑙𝑛
(︂

1, 37
)︂
− 𝑙𝑛

(︂
1, 27

)︂
= 0, 012 · 𝑛− 0, 003 · 𝑛,

𝑙𝑛
(︂

1, 37

1, 27

)︂
= 𝑛 ·

(︂
0, 012 − 0, 003

)︂
,

𝑙𝑛
(︂

1, 37

1, 27

)︂
= 𝑛 · 0, 009,

𝑛 =
𝑙𝑛
(︂

1,37
1,27

)︂
0, 009

,

𝑛
.
= 8, 4.

Již v́ıme, že rovnost indické a č́ınské populace nastane zhruba za 8,5 let. Vzhledem

k tomu, že v zadáńı jsme vycházeli z roku 2015, přičteme k tomuto roku 8,5 let.

Odpověd’: Počet obyvatel Indie by měl převýšit č́ınskou populaci přibližně mezi roky

2023 a 2024.

Řešeńı této úlohy bychom mohli provést i graficky, podobně jako u řešeného př́ıkadu

19 v kapitole 3.3.1. U každého státu (Č́ına a Indie) bychom znázornili r̊ustovou křivku

v následuj́ıćıch několika letech po roce 2015. Tam, kde by se grafy jednotlivých stát̊u

protly, tam by byl hledaný rok, ve kterém budou populace obou zemı́ stejně početné.

Na rozd́ıl od řešeného př́ıkladu 19 neńı při grafickém řešeńı tohoto př́ıkladu tolik

znatelný exponenciálńı pr̊uběh, proto zde neńı grafické řešeńı přiloženo.
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R̊ust světové populace

S přirozeným př́ır̊ustkem počtu obyvatel souviśı úzce také r̊ust světové populace.

Růst počtu obyvatel se od 18. stolet́ı výrazně zrychlil a až do současnosti vykazuje

exponenciálńı ráz (viz Obrázek 9). Tento r̊ust byl zapř́ıčiněn zejména pr̊umyslovou

revolućı, během které došlo ve vyspělých státech světa k výraznému nár̊ustu porod-

nosti a zároveň snižováńı úmrtnosti. V rozvojových zemı́ch byl nár̊ust porodnosti

zaznamenán až v 2. polovině 20. stolet́ı [48]. Obdobně jako u populace bakteríı,

řas či vir̊u je tento trend dlouhodobě neudržitelný. Mezi hlavńı problémy spojené

s exponenciálńım rozṕınáńım lidské populace patř́ı kromě nedostatku mı́sta na Zemi

hlavně omezené zdroje potravin. Podle prognostických odhad̊u OSN však dojde ve

druhé polovině 21. stolet́ı v celosvětovém měř́ıtku k zastaveńı populačńıho r̊ustu

a následně začně počet obyvatel světa klesat [21].

Obrázek 9: Vývoj počtu obyvatel světa v letech 1700 - 2000
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3.4.3 Př́ıklady k procvičováńı

Tlak vzduchu

1) Vypoč́ıtej tlak vzduchu v nadmořské výšce 450 m n. m.

2) Jaký tlak vzduchu bude na vrcholu nejvyšš́ı české hory Sněžky, jestliže jej́ı vrchol

lež́ı 1 602 metr̊u nad mořem?

3) V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny nejvyšš́ı vrcholy vybraných světad́ıl̊u a jejich

nadmořské výšky. Urči, jaký tlak vzduchu bude na každém vrcholu a tabulku doplň.

Vrchol Nadmořská výška (m) Tlak (hPa)

Mont Everest 8 850

Aconcagua 6 959

Kilimandžáro 5 895

Mont Blanc 4 809

Mount Kosciuszko 2 228

Tabulka 3: Nejvyšš́ı vrcholy vybraných světad́ıl̊u [20]

4) Na jaký tlak vzduchu muśı být připraveni turisté, kteř́ı vyjedou lanovkou na

nejvyšš́ı vrchol Krušných hor? Kĺınovec se nacháźı v nadmořské výšce 1 244 m n. m.

5) Vypoč́ıtej tlak vzduchu v troposféře, je-li jej́ı pr̊uměrná výška 11 km.

6) Jaký je rozd́ıl tlaku vzduchu mezi nejnižš́ım a nejvyšš́ım mı́stem České republiky?

Nejvyšš́ım mı́stem je Sněžka (1 602 m n. m.), za nejnižš́ı mı́sto je považován tok řeky

Labe u Hřenska (115 m n. m.)

7) Nejvyšš́ı hora Moravy je Praděd (1 491 m n. m.) nacházej́ıćı se v Hrubém Jeseńıku.

Zjisti, o kolik hPa bude na vrcholu Pradědu vyšš́ı tlak vzduchu než na vrcholu

nejvyšš́ı hory Čech - Sněžce (1 602 m n. m.)

8) Turisté se vydali na pěš́ı túru, kterou začali na náměst́ı v Kašperských Horách

(735 m n. m.). Jejich ćılem bylo navšt́ıvit hrad Kašperk lež́ıćı 875 m n. m. O jakou

hodnotu klesl tlak vzduchu během výletu?

9) V jaké nadmořské výšce je tlak vzduchu roven 900 hPa?

10) Vypoč́ıtej nadmořskou výšku náměst́ı v Jihlavě, jestliže je tlak vzduchu na ná-

měst́ı tohoto krajského města 947 hPa.
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11) Přibližně v jaké výšce nad zemským povrchem se pohybovalo letadlo, když ba-

rometr ukazoval tlak vzduchu 388 hPa?

12) V jaké nadmořské výšce je tlak vzduchu polovičńı než u hladiny moře?

13) Urči nadmořskou výšku, ve které je tlak vzduchu o 20 % nižš́ı než tlak vzduchu

u hladiny moře.

14) Na vrcholu hory Ř́ıp byl naměřen tlak vzduchu 955,8 hPa. V jaké nadmořské

výšce se Ř́ıp nacháźı?

15) Nejvyšš́ı vrchol Českého středohoř́ı má tlak vzduchu 91 021 Pa. Vypoč́ıtej jeho

nadmořskou výšku a zjisti, o kterou horu se jedná.

16) U vchodu na rozhlednu ukazoval barometr tlak vzduchu 950 hPa a na vrcholu

rozhledny 944 hPa. Jak vysoká je rozhledna? Kolik schod̊u vede na vrchol rozhledny,

má-li každý schod výšku 20 cm?

Př́ır̊ustek počtu obyvatel

17) Počet obyvatel byl ve městě před 20 roky 56 000. Vypoč́ıtej současný počet

obyvatel ve městě, byl-li každoročńı př́ır̊ustek 0,7 %.

18) V roce 1950 měl Mělńık 13 076 obyvatel. Vypoč́ıtej počet obyvatel v roce 1980,

jestliže ročńı př́ır̊ustek obyvatel byl 1,23 %.

19) Jaký počet obyvatel má město s 3% ročńım př́ır̊ustkem, pokud za 10 let bude

mı́t toto město 60 000 obyvatel? [35]

20) V roce 1960 překonala světová populace hranici 3 mld. Vypoč́ıtej počet obyvatel

světa v roce 1970, byl-li ročńı př́ır̊ustek 2 %.

21) Počet obyvatel Indie byl v roce 2015 zhruba 1,27 miliard. Prognózy vývoje počtu

obyvatel předpokládaj́ı dlouhodobý ročńı př́ır̊ustek indické populace na 0,8 %. Jakou

hranici počtu obyvatel bude Indie atakovat při těchto předpokladech v roce 2050?

22) Počet obyvatel města vzrostl za 10 let z 25 000 na 32 000. Jaký byl ročńı př́ır̊ustek

obyvatel v procentech?

23) Počet obyvatel města klesl za 6 let ze 75 000 na 71 000. Jaký byl ročńı úbytek

obyvatel v procentech?
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24) Za pět let se počet obyvatel ve městě zvýšil o 12 %. Jaký byl ročńı př́ır̊ustek

obyvatel vyjádřený v procentech? [41]

25) V polárńı oblasti se během deseti let sńıžil p̊uvodńı počet obyvatel o 15 %. Urči

procentuálńı ročńı úbytek obyvatel.

26) Populace Indie se zvětšila od roku 1951 do roku 1970 o 50 %. Vypoč́ıtej ročńı

mı́ru r̊ustu v tomto obdob́ı. ([4], s. 77)

27) Ve městě žije 157 000 obyvatel. Před 25 lety jich zde bylo 102 000. Kolik obyvatel

bude ve městě ž́ıt za daľśıch 10 let, poč́ıtá-li se s pr̊uměrným př́ır̊ustkem obyvatelstva

jako v předchoźıch letech? [35]

28) Město má 22 000 obyvatel. Za jak dlouho lze očekávat, že bude mı́t 25 000

obyvatel, čińı-li pr̊uměrný ročńı př́ır̊ustek obyvatel 1,4 %? [35]

29) V určité oblasti se sńıžil počet obyvatel z 250 000 na 195 000. Meziročńı úbytek

obyvatel zaznamenaný v této oblasti byl 1,6 %. Vypoč́ıtej, během kolika let se počet

obyvatel sńıžil.

30) Město má nyńı 80 000 obyvatel. Za kolik let se počet obyvatel zvýš́ı o 10 000,

je-li pr̊uměrný ročńı př́ır̊ustek vyjádřený v procentech 0,9 %?

31) Pr̊uměrný ročńı př́ır̊ustek obyvatel rozvojové země je 3,3 %. Vypoč́ıtej, za jak

dlouho se (při stávaj́ıćım ročńım př́ır̊ustku) počet obyvatel této země zdvojnásob́ı.

32) Evropská populace dosahovala v roce 2010 asi 734 milion̊u obyvatel. Podle před-

pokládaných prognóz bude počet obyvatel klesat s ročńım úbytkem 0,18 %. Urči,

ve kterém roce klesne počet obyvatel v Evropě pod hranici 700 milion̊u.
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3.4.4 Výsledky

Tlak vzduchu

1) 956 hPa 9) 925 m n. m.

2) 825 hPa 10) 527 m n. m.

3) 327, 416, 477, 548, 762 hPa 11) 7,5 km

4) 864 hPa 12) 5422 m n. m.

5) 248 hPa 13) 1746 m n. m.

6) 173 hPa 14) 455 m n. m.

7) o 12 hPa 15) 837 m n. m.; Milešovka

8) o 16 hPa 16) 50 m; 250

Př́ır̊ustek počtu obyvatel

17) 64 415 25) 1,6 %

18) 18 912 26) 2,1 %

19) 44 449 27) 186 560

20) 3,7 mld. 28) 9 let

21) 1,7 mld. 29) 15,5 let

22) 2,5 % 30) 13 let

23) 0,9 % 31) 21 let

24) 2,3 % 32) 2036
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3.5 Finančńı matematika

Posledńı oblast́ı, kterou se v této práci budeme zabývat, je složené úrokováńı. Většina

z nás s ńım má zkušenosti, jelikož se velmi často použ́ıvá při uzav́ıráńı r̊uzných

finančńıch produkt̊u.

Pro jednoduchost nás budou zaj́ımat pouze takové př́ıpady, ve kterých si klient

ulož́ı danou částku s pevnou úrokovou mı́rou na určitou dobu a během této doby

žádné finančńı obnosy nepřikládal ani nevyb́ıral.

3.5.1 Složené úrokováńı

Složené úrokováńı je založené na principu připisováńı úrok̊u k p̊uvodńımu kapitálu

(peněžńı částce) a v následuj́ıćım obdob́ı se tento zúročený obnos bere jako základ

pro daľśı úrokováńı. Budeme vycházet z tzv. polh̊utńıho úrokováńı (úroky se budou

platit na konci úrokovaćıho obdob́ı), přičemž bychom neměli zapomenout na odečteńı

15% daně z př́ıjmu, kterou banka odvede státu ([3], s. 22).

Za těchto předpoklad̊u lze složené úrokováńı vyjádřit rovnićı:

𝐼𝑛 = 𝐼0 · (1 + 0, 85 · 𝑝)𝑛, (23)

kde 𝐼𝑛 je částka (v Kč) uspořená na konci úrokovaćıho obdob́ı, 𝐼0 je p̊uvodńı částka

(v Kč), kterou vkladatel uložil do banky, 𝑝 je ročńı úroková mı́ra vyjádřená jako

desetinné č́ıslo a 𝑛 je úrokovaćı obdob́ı (v letech). Hodnota 0, 85 ve vzorci (23) znač́ı

daň z úroku ve výši 15 % ([10], s. 60).

Úroková mı́ra (někdy také úroková sazba) udává procentńı navýšeńı vložené

(p̊ujčené) částky za určité úrokovaćı obdob́ı [44].

Úrokovaćı obdob́ı je doba, za kterou se úroky pravidelně připisuj́ı. Zpravidla bývá

toto obdob́ı: ročńı, znač́ıme p. a. (per annum),

pololetńı, znač́ıme p. s. (per semestre),

čtvrtletńı, znač́ıme p. q. (per quartalae),

měśıčńı, znač́ıme p. m. (per mensem) ([3], s. 12).

Pokud je úrokovaćı obdob́ı kratš́ı než jeden rok (úroky se připisuj́ı 𝑚 krát do roka),

potom je rovnice (23) pro složené úrokováńı mı́rně upravena a plat́ı:

𝐼𝑛 = 𝐼0 ·
(︂

1 + 0, 85 · 𝑝

𝑚

)︂𝑚·𝑛
. (24)

Plat́ı, že pro úrokovaćı obdob́ı: pololetńı (𝑚= 2), čtvrtletńı (𝑚= 4), měśıčńı (𝑚= 12).

51



Př́ıklad 29: Vkladatel si uložil do banky na počátku roku 2001 na vkladńı kńıžku

s výpovědńı lh̊utou 2 roky 16 000 Kč. Ročńı úroková mı́ra byla pro tento vklad 5 %

s úrokovaćım obdob́ım 1 rok. Kolik korun měl na konci roku 2002? ([10], s. 58)

Řešeńı: 1. zp̊usob

Vyṕı̌seme si informace ze zadáńı: n = 2 roky, 𝐼0 = 16 000 Kč, p = 5 % = 0,05,

I = ?. Vı́me, že úrokovaćı obdob́ı je jeden rok, dosad́ıme proto do (23) a neznámou

hodnotu vypoč́ıtáme:

𝐼 = 16000 · (1 + 0, 85 · 0, 05)2,

𝐼 = 16000 · (1, 0425)2,

𝐼 = 17388, 9.

Odpověd’: Vkladatel měl na konci roku 2002 na vkladńı kńıžce částku 17 388,90 Kč.

Řešeńı: 2. zp̊usob

Př́ıklad můžeme řešit také bez použit́ı vzorce, pouze s využit́ım principu složeného

úrokováńı. Na počátku roku 2001 byl vklad 16 000 Kč. Na konci roku 2001 přibyl

ke vkladu úrok z vložené částky sńıžený o 15 % (daň z př́ıjmu). K celé této částce

přibyl na konci roku 2002 opět čistý úrok, tentokrát však z částky na konci roku 2001

(princip složeného úrokováńı). Stručně to můžeme popsat následuj́ıćım zp̊usobem:

vklad na počátku roku 2001 16000 Kč

čistý úrok za rok 2001 (16000 · 0, 05 · 0, 85) Kč

částka na konci roku 2001 (16000 + 16000 · 0, 05 · 0, 85) Kč

čistý úrok za rok 2002 [(16000 + 16000 · 0, 05 · 0, 85) · 0, 05 · 0, 85] Kč

částka na konci roku 2002 (16000 + 16000 · 0, 05 · 0, 85) +

[(16000 + 16000 · 0, 05 · 0, 85) · 0, 05 · 0, 85] Kč =

= 17388, 90 Kč

I t́ımto zp̊usobem jsme došli ke stejnému výsledku. Kdybychom použili vytýkáńı

u jednotlivých, výše uvedených výraz̊u, došli bychom k finálńımu vztahu, který jsme

použili v př́ıpadě 1. řešeńı. Ačkoliv byl tento druhý zp̊usob řešeńı deľśı, bylo zde

daleko názorněji ukázáno, jak k výsledné částce dojdeme.

Odpověd’: Vkladatel měl na konci roku 2002 na vkladńı kńıžce částku 17 388,90 Kč.
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Př́ıklad 30: Kolik peněz muśı klient uložit do banky, aby při ročńı úrokové mı́̌re

8,5 % měl za 5 let 25 000 Kč? Úrokovaćı obdob́ı je čtvrtletńı.

Řešeńı: Nyńı máme k dispozici p = 8,5 % = 0,085, n = 5 let, I = 25 000 Kč, I 0 = ?.

Vzhledem k tomu, že úrokovaćı obdob́ı je čtvrtletńı (m = 4), vyjdeme tentokrát ze

vztahu (24):

25000 = 𝐼0 ·
(︂

1 + 0, 85 · 0, 085

4

)︂4·5
,

25000 = 𝐼0 ·
(︂

1 + 0, 85 · 0, 02125
)︂20

,

𝐼0 =
25000(︂

1 + 0, 85 · 0, 02125
)︂20 ,

𝐼0
.
= 17476, 4.

Odpověd’: Klient muśı do banky uložit 17 476,40 Kč.

Př́ıklad 31: Jak dlouho byl uložený kapitál ve výši 15 000 Kč, jestliže při úrokové

sazbě 4 % p. a. vzrost na 21 000 Kč? ([3], s. 28)

Řešeńı: Opět si zaznamenáme hodnoty, které máme k dispozici: I 0 = 15 000 Kč,

p = 4 % = 0,04, I = 21 000 Kč a n = ?. Úrokovaćı obdob́ı je p. a. (ročńı), proto

k řešeńı využijeme (23):

21000 = 15000 ·
(︂

1 + 0, 85 · 0, 04
)︂𝑛

,

7

5
=
(︂

1 + 0, 85 · 0, 04
)︂𝑛

.

Celou rovnici zlogaritmujeme a hodnotu n vypoč́ıtáme:

𝑙𝑛
(︂

7

5

)︂
= 𝑛 · 𝑙𝑛

(︂
1 + 0, 85 · 0, 04

)︂
,

𝑛 =
𝑙𝑛
(︂

7
5

)︂
𝑙𝑛
(︂

1 + 0, 85 · 0, 04
)︂ ,

𝑛
.
= 10.

Odpověd’: Kapitál byl uložený přibližně 10 let.

Př́ıklad 32: Jaký by musel být úrok při složeném úrokováńı, aby za 5 let vklad

10 000 Kč vzrostl o polovinu? [34]
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Řešeńı: V zadáńı nemáme jasně stanoveno, jaké má být úrokovaćı obdob́ı. Zkusme

proto vypoč́ıtat úrokovou mı́ru dvakrát - nejprve s ročńım úrokovaćım obdob́ım

a poté s měśıčńım úrokovaćım obdob́ım. Bude zaj́ımavé zkoumat, jak se budou

jednotlivé úrokové mı́ry lǐsit.

1) ročńı úrokovaćı obdob́ı: Chceme zjistit úrokovou mı́ru p = ?, jestliže n = 5 let,

I 0 = 10 000 Kč a I = 10 000 + 1
2
·10 000 = 15 000 Kč. Podobně jako při řešeńı

předchoźıch př́ıklad̊u vyjdeme z rovnice (23):

15000 = 10000 · (1 + 0, 85 · 𝑝)5,

3

2
= (1 + 0, 85 · 𝑝)5.

Rovnici odmocńıme a urč́ıme úrokovou mı́ru p:

5

√︃
3

2
= 1 + 0, 85 · 𝑝,

𝑝 =
5

√︁
3
2
− 1

0, 85
,

𝑝
.
= 0, 099.

Odpověd’: Úrok by musel být asi 9,9 %.

2) měśıčńı úrokovaćı obdob́ı: Hodnoty jsou stejné jako u předchoźıho výpočtu, jen

poč́ıtáme s měśıčńım úrokovaćım obdob́ım (m = 12). Použijeme vztah (24):

15000 = 10000 · (1 + 0, 85 · 𝑝

12
)12·5,

3

2
= (1 + 0, 85 · 𝑝

12
)60.

Rovnici odmocńıme a urč́ıme úrokovou mı́ru p:

60

√︃
3

2
= 1 + 0, 85 · 𝑝

12
,

𝑝 = 12 ·
60

√︁
3
2
− 1

0, 85
,

𝑝
.
= 0, 096.

Odpověd’: Úrok by musel být asi 9,6 %.

Úroková mı́ra v závislosti na úrokovaćım obdob́ı

Z právě vyřešeného př́ıkladu je patrné, že když bude úrokovaćı obdob́ı měśıčńı (vklad

se úroč́ı častěji), je úroková mı́ra nižš́ı, než u ročńıho úrokováńı, a přesto dosáhneme

stejného obnosu. Při uzav́ıráńı finanč́ıch produkt̊u proto neńı vždy výhodné hledět

jen na úrokovou mı́ru, ale měli bychom ji uvažovat v závislosti na úrokovaćım obdob́ı.

Někdy je totiž rentabilněǰśı nižš́ı úroková mı́ra, ale s častěǰśım úrokováńım.

54



3.5.2 Př́ıklady k procvičováńı

Složené úrokováńı

1) Občan uložil na počátku roku do banky 24 000 Kč na termı́novaný vklad na 3 roky

s ročńı úrokovou mı́rou 5,5 %. Úrokovaćı obdob́ı je 1 rok. Jak velkou částku bude

mı́t na termı́novaném vkladu na konci třet́ıho roku? ([10], s. 65)

2) Vkladatel uložil na počátku roku do banky 15 000 Kč na termı́novaný vklad

na 1 rok s ročńı úrokovou mı́rou 2,4 %. Úrokovaćı obdob́ı je 1 rok. Jakou celkovou

částku bude mı́t na termı́novaném vkladu na konci roku? ([11], s. 21)

3) Na účet s ročńı úrokovou mı́rou 4 % se ulož́ı na počátku roku částka 100 000 Kč.

Úroky se připisuj́ı na konci každého roku. Kolik peněz bude na účtu po deseti letech?

([16], s. 236)

4) Počátkem roku uložil pan Novák do banky 50 000 Kč. Vklad je úročen 8 % ročně.

Kolik korun bude mı́t na účtu po 4 letech? ([12], s. 71)

5) Uložili jsme částku 12 000 Kč. Jaká bude výše kapitálu za 3 roky, jestliže úroková

sazba bude 5 % p. a.? ([3], s. 23)

6) Do banky vlož́ıme 150 Kč. Na jakou částku vzroste tento vklad za 7 let při ročńı

úrokové mı́̌re 2,5 %? [34]

7) Vkladatel si může uložit 16 000 Kč na termı́novaný vklad s ročńı úrokovou mı́-

rou 5 %. Jakou částku by obdržel za 2 roky, pokud je úrokovaćı obdob́ı pololetńı?

Porovnej tento př́ıklad s řešeným př́ıkladem 29. Je pro vkladatele výhodněǰśı ročńı

nebo pololetńı úrokovaćı obdob́ı? ([10], s. 59)

8) Vkladatel uložil na počátku roku na termı́novaný vklad na 4 roky částku 12 500 Kč.

Ročńı úroková mı́ra je 6,2 %. Jak vysokou částku bude mı́t na konci čtvrtého roku,

je-li úrokovaćım obdob́ım polovina roku? ([10], s. 65)

9) Jak se po uplynut́ı 10 let zhodnot́ı jednorázový vklad 4 000 Kč investovaný na účet

s 4% ročńı úrokovou mı́rou, pokud se úroky připisuj́ı na konci každého úrokovaćıho

obdob́ı, jehož délka je p̊ul roku? ([16], s. 89)

10) Vkladatel uložil na počátku roku na termı́novaný účet na 2 roky částku 32 000 Kč.

Ročńı úroková mı́ra je 2 %. Jak vysokou částku bude mı́t na účtu na konci druhého

roku, jestliže je úrokovaćı obdob́ı čtvrtletńı? ([11], s. 21)
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11) Občan si uložil 12 000 Kč. Jak vysokou částku může očekávat za 3 roky, jestliže

úrokovaćı obdob́ı bude čtvrtletńı a úroková sazba čińı 5 % p. a.? ([3], s. 24)

12) Vkladatel uložil na termı́novaný vklad na 1 měśıc částku 50 000 Kč, ročńı úroková

mı́ra je 1,95 %. Jak vysoká částka mu bude po jednom měśıci vyplacena? ([11], s. 21)

13) Do banky ulož́ıme 10 000 Kč. Kolik peněz budeme mı́t po 1 roce, jestliže nám

úroky ve výši 9 % připisuj́ı měśıčně? ([12], s. 72)

14) Na vkladńı kńıžku s 2 % p. a. jsme uložili začátkem roku 700 Kč. Úroky se

připisuj́ı měśıčně. Kolik korun si budeme moci vybrat na konci zář́ı? [38]

15) Kolik muśıme uložit, abychom za 5 let při úrokové sazbě 5 % p. a. źıskali kapitál

ve výši 100 000 Kč? ([3], s. 30)

16) Kolik korun muśıme uložit na spořićı účet, jestliže chceme mı́t po šesti letech

částku 66 000 Kč? Úroková mı́ra je 4 % p. a.

17) Kolik korun muśıme vložit do banky, abychom po 3 letech měli k dispozici

30 000 Kč, pokud banka každoročně připisuje na konci roku 2 %? [34]

18) Jakou částku muśıme uložit do banky, abychom měli při úrokové sazbě 9 % p. a.

za 12 let částku 120 000?

19) Jak dlouho byl uložen kapitál 2 300 000 Kč, jestliže vzrostl při 9% úroku p. a.

na hodnotu 4 995 347 Kč? ([3], s. 27)

20) Na začátku roku si do banky ulož́ı̌s na vkladńı kńıžku částku 35 000 Kč s ročńı

úrokovou mı́rou 2,2 %. Banka úroč́ı jednou ročně. Urči, za jak dlouho bude na vkladńı

kńıžce částka 37 000 Kč. [38]

21) V lednu jsme do banky uložili na vkladńı kńıžku částku 32 000 Kč s úrokovou

mı́rou 1,8 %. Banka úroč́ı jednou ročně. Urči, za kolik let nejdř́ıve bude na vkladńı

kńıžce částka 34 000 Kč.

22) Na jakou dobu je třeba vložit do banky 10 000 Kč, aby se tato částka zdvojná-

sobila při 5% ročńım úrokováńı? [34]

23) Za jaký čas se vklad vložený do spořitelny na 3,3 % p. a. při celoročńım úročeńı

zdvojnásob́ı? [35]

24) Urči, jak dlouho musel být uložený kapitál, který při pololetńım úročeńı vzrost

ze 150 000 Kč při ročńı úrokové sazbě 4 % na 180 000 Kč. ([3], s. 28)
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25) Jaká byla ročńı úroková sazba, jestliže kapitál 20 000 Kč vzrostl ze 4 roky

na hodnotu 27 400 Kč? ([3], s. 32)

26) Jistina 200 000 Kč byla uložena na vkladńı kńıžce. Po sedmi letech nabyla

hodnoty 300 000 Kč. Na jaký ročńı úrok byla uložena?

27) Jaký by musel být ročńı úrok při složeném úrokováńı, aby za 8 let vklad 10 000 Kč

vzrostl o polovinu?

28) Kolika procenty byl úročen vklad 20 000 Kč, jestliže za 10 let vzrostl na 30 000 Kč?

Úrokovaćı obdob́ı bylo pololetńı.
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3.5.3 Výsledky

Složené úrokováńı

1) 27 525,80 Kč 15) 81 211,90 Kč

2) 15 306 Kč 16) 54 003,40 Kč

3) 139 702,90 Kč 17) 28 520,60 Kč

4) 65 051,20 Kč 18) 49 546,50 Kč

5) 13 596 Kč 19) 10,5 let

6) 173,80 Kč 20) 3 roky

7) 17 404 Kč; pololetńı 21) 4 roky

8) 15 391,30 Kč 22) 16,7 let

9) 5 603,80 Kč 23) 25,1 let

10) 33 104,30 Kč 24) 5,4 let

11) 13 622,70 Kč 25) 9,6 %

12) 50 069,10 Kč 26) 7 %

13) 10 792,40 Kč 27) 6,1 %

14) 709 Kč 28) 4,8 %
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4 ZÁVĚR

Ćılem bakalářské práce bylo vytvořit sb́ırku př́ıklad̊u z reálných situaćı, ve kterých

se objevuje exponenciálńı nebo logaritmická závislost. Celkem je v práci ukázáno

osm oblast́ı, ve kterých se s těmito aplikacemi můžeme setkat.

Každá kapitola obsahuje jak vzorově řešené př́ıklady, tak předevš́ım neřešenou

část, ve které je dostatek úloh k procvičováńı. U některých řešených př́ıklad̊u jsou

uvedeny dva r̊uzné zp̊usoby řešeńı, přičemž jeden postup využ́ıvá většinou vzorec,

zat́ımco druhý postup je založený sṕı̌se na teoretické úvaze.

Sb́ırku mohou využ́ıt nejen učitelé, jako zdroj př́ıklad̊u, ale také samotńı studenti

k procvičováńı. Snáze si tak uvědomı́, kde všude se s matematikou mohou setkat

a jakou d̊uležitou pozici zauj́ımá matematika v běžném životě.
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978-80-7394-473-5.

60
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Praha: Fragment, 2007. ISBN 978-80-253-0497-6.
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http://artemis.osu.cz/MMi/meteo1/diplomka/Ramec2 soubory/AAA/graft.jpg

[27] HESTERIC, R.: Priklady.eu [online]. 2016 [cit. 2016-03-05]. Dostupné z:
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[39] Seznam stát̊u světa podle počtu obyvatel [online]. 2016 [cit. 2016-03-20]. Do-
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[cit. 2016-03-05]. Dostupné z: http://www.sukupova.cz/vypocet-linearniho-

soucinitele-zeslabeni/

62

http://chemicke-vypocty.cz/Vypocet-pH.html
http://chemicke-vypocty.cz/Vypocet-pH.html
http://www.realisticky.cz/
http://www.archeologienadosah.cz/o-archeologii/metody/datovani
http://www.aristoteles.cz/chemie/chemicke_vypocty/koncentrace/molarni-koncentrace.php
http://www.aristoteles.cz/chemie/chemicke_vypocty/koncentrace/molarni-koncentrace.php
https://cs.wikipedia.org/wiki/PH
http://home.tiscali.cz/chemie/pH.htm
http://priklady.com/cs/index.php/posloupnosti-a-rady/aplikace-posloupnosti-jednoduche-a-slozene-urokovani
http://priklady.com/cs/index.php/posloupnosti-a-rady/aplikace-posloupnosti-jednoduche-a-slozene-urokovani
http://www.hackmath.net/
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz//diplomky/jaroslav_richter/kap4/kap4.php?sec=all
http://kmvd.agrobiologie.cz/randova/AMA73_3_vlkova.pdf
http://www.sbirkaprikladu.eu/g/99#.VwOmi_Zf1Ms
http://cs.wikipedia.org/wiki/Seznam_st%C3%A1t%C5%AF_sv%C4%9Bta_podle_po%C4%8Dtu_obyvatel
http://www.sukupova.cz/vypocet-linearniho-soucinitele-zeslabeni/
http://www.sukupova.cz/vypocet-linearniho-soucinitele-zeslabeni/
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