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Anotace:

Prace se zabyva vybranymi statistickymi metodami ve fyzice z pohledu matematické teorie
pravdépodobnosti a statistiky. Teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky byva na
pedagogickych fakultach zpravidla vyuCovana bez ptimé vazby k aplikacim v ptirodnich
védach. Cilem této prace je poskytnout vyuce teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky
material ve formé zajimavych fyzikalnich problémd, které by vyuku abstraktnich
matematickych metod obohatili o praktické aplikace a soucasné — jako vedlejsi efekt — by
poskytly studentim i dil¢i fyzikalni poznatky. Vybrané metody a principy statistické fyziky
jsou prezentovany ve formé kratkych feSenych tloh, aby mohly byt pouzity ve vyuce i bez
hlubsich znalosti a souvislosti.
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Abstract:

The thesis treats some particular methods of statistical physics from the point of view of
mathematical theory of probability and statistics. The theory of probability and mathematical
statistics is generally taught in pedagogical faculties without direct link to applications in
science. The aim of this work is to offer some stuff in the form of interesting physical problems
which would enrich the teaching of abstract mathematics and simultaneously — as a side effect
— would provide students with knowledge of some characteristic physical concepts. Selected
methods and principles of statistical physics are presented in the form of short solved examples
in order to enable their use in mathematical lessons for students without deeper acquaintance
with physics.
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Uvod

Pfi studiu mechaniky a statistické fyziky kazdého zaujme jedna zvlastnost. Na zaklad¢
Newtonova pohybového zakona dokézeme fesit pohyb nékolika malo ¢astic, at’ uz v analytické
form¢, nebo numericky. Exaktné dokaZzeme napt. vyfesit vzdjemny pohyb dvou téles, vyvolany
newtonovskou gravitaci. Ale uz od tii téles se objevuji matematické potize, které s poctem
Castic rychle nardstaji a které se projevuji rostouci citlivosti feseni na pocate¢nich podminkach,
piipadné citlivosti na zaokrouhlovacich chybach, piirozené vznikajicich v prab¢hu
numerického feSeni. Rovnice, zdanlivé deterministické, vykazuji chaotické chovani. Na
zéklad¢ studia takovychto rovnic a s nimi spojenych dé&jii se v ramci mechaniky rychle rozviji
matematicky znacné komplikovana teorie chaosu.

Avsak na druhé strané, pokud pocet téles Ci Castic dané soustavy piekroci uréitou mez, jeji popis
se zatne — zdanlivé paradoxné — rychle zjednoduSovat, zacnou se projevovat statistické
zakonitosti. Cim vice bude &astic, tim presn&jsi budou statistické odhady a predpovédi, tykajici
se celé soustavy. Zacne se prosazovat ,,zakon velkych Cisel.*

Systémy, tvofené mnoha Césticemi, se zaCala poprvé zabyvat termodynamika. Jeji zaklady
vznikaly v prvni poloving 19. stoleti, tedy v dob¢, kdy existence atomii a molekul byla pouhou
hypotézou, kterou navic fada vyznamnych fyziki v rdmci pozitivistického postoje odmitala
jako nevédeckou. Formulace termodynamiky proto odhlizeji od mikrostruktury zkoumanych
systému a zabyvaji se pouze jejich makroskopickymi stavy — makrostavy. Z toho vyplyvaji dva
disledky: Na jedné stran¢ jsou zédkony termodynamiky formulovany velice obecn¢, dokonce
tak obecné, Ze beze zmény preckaly revoluce ve fyzice 20. stoleti, reprezentované
relativistickou a kvantovou fyzikou. Na druhé strané se termodynamika pii studiu konkrétnich
systému neobejde bez tzv. stavovych rovnic, které musi byt ur¢eny empiricky, napt. zméteny
v laboratofi, ale nemohou byt v ramci termodynamiky odvozeny teoreticky.

| proto se ve druhé poloving 19. stoleti zaCaly rozvijet predstavy o mikroskopické struktute
latek a jejich souvislosti s makroskopickymi vlastnostmi. S tim se soub&zné rozvijely 1
statistické metody. V ramci statistické fyziky dostaly statistickou interpretaci 1 takoveé zadhadné
termodynamické pojmy jako jsou teplota Ci entropie, které v ramci mechaniky neexistuji.
Témi nejjednodussimi statistickymi metodami ve fyzice mnoha ¢éstic se zabyva tato prace.
Zdaleka nezahrnuje celou oblast fyziky, kde se metody matematické statistiky uplatiiuji.
Ptedevsim je zcela opomenuta rozsahla oblast, kterou miizeme stru¢né oznacit za ,,teorii chyb®,
Dale je vynechana tzv. kinetika, zahrnujici transportni jevy jako je vedeni tepla (transport
energie), viskozita (transport hybnosti), difize (transport ¢astic) a mnohé dalsi jevy.

Zcela specifické postaveni vzhledem k matematicke statistice ma kvantovd mechanika. Ukazuje
se, Zze fundamentalni zdkony kvantové mechaniky jsou principidlné statistické, statisticky popis
zde pouze nesupluje neuplnou informaci, jako je tomu napft. pii hodu minci nebo pfi popisu
plynu v nadobé. (Kdybychom piesné znali podminky hodu, resp. pfesné znali pocatecni polohy
a rychlosti molekul plynu v nadobé, mohli bychom — alespon v principu — uréit vysledek hodu
nebo vyvoj stavu plynu.) Zabudovani pravdépodobnostni koncepce do fundamentalnich zdkont
ptirody bylo také duvodem, pro¢ A. Einstein statistickou interpretaci kvantové mechaniky
odmital (,,Nemohu pfipustit, ze by si Buh mél hazet kostkou.“) I tuto oblast jsem v praci
opominul, je velmi rozsahla, navic vyzaduje dobrou znalost kvantové mechaniky.

Podivame-li se na pojeti vyuky matematické statistiky a statistické fyziky na vysokych skolach,
pravdépodobné zjistime, ze tyto discipliny mnoho sty¢nych bodii nemaji, kazda ma své vlastni
pristupy a svou terminologii. Napt. pod pojmem distribu¢ni funkce se ve fyzice obvykle rozumi
hustota pravdépodobnosti, nikoli integral hustoty pravdépodobnosti od —o do néjaké hodnoty
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x. Téchto formalnich rozdila je vice. Uved’'me alespon, ze se ve statistické fyzice zpravidla
nerozliSuje mezi ozna¢enim nahodné veli€iny (napt. nahodné polohy ¢astice X ) a jeji €iselnou
realizaci (Xx). Této konvence se budeme drzet i my. Z kontextu bude vzdy ziejmé, zda se pod
oznatenim x skryva ndhodnd veliCina nebo jeji konkrétni ¢iselna hodnota. Stiedni hodnotu
nebudeme znacit EX , ale < x >, pfipadné X .

Tato prace vznikla s cilem nékteré statistické postupy, pouzivané ve fyzice, prevést do formy,
kterd by mohla byt pouzitelna i ve vyuce matematické statistiky. Tyto postupy, které jsou ve
fyzice soucasti kontinualniho vykladu, jsem se snazil vyjadiit ve formé kratkych teSenych
piikladii. SpiSe nez o tvorbu sbirky prikladt §lo o zamér roz¢lenit vyklad na kratsi, a tim snad 1
stravitelngjsi ¢asti. Nékde mozna tato snaha neni uplné na misté, fyzikalni koncepce ziskavaji
smysl az ve svém celku. Ve formulaci tloh jsem se podle svych moznosti snazil preferovat vice
matematicko-statistické hledisko a odhlizet od hlediska fyzikalniho, nepokousel jsem se o
napsani nové ucebnice statistické fyziky. Je asi zbyte¢né zmiiovat, Ze v ucebnicich statistické
fyziky je fyzikalni obsah prvotni.

Cislovani rovnic a piikladt je provadéno v kazdém oddile nezavisle. P¥i odkazech na rovnici
Z jiného oddilu je pied Cislem uvedeno jesté Cislo oddilu. Napt. symbol (3) odkazuje na rovnici
Cislo (3) z téhoz oddilu, kdezto symbol (2.3-3) odkazuje na rovnici (3) z oddilu 2.3.

Soucasti prace jsou i tii velmi struéné matematické doplnky, uvadéjici nékteré dilezité vzorce.



1. Diskrétni rozdéleni
1.1 Binomické rozdéleni

Binomickeé rozd€leni je v jistém smyslu ,,odrazovym mustkem* k dal§im rozdélenim, dilezitym
ve fyzice. Ozna¢me pravdépodobnost, Ze ur€ity jev nastane v jednom pokusu, symbolem p.

Pak pravdépodobnost toho, ze v posloupnosti N ptipadi (pokusti) nastane tento jev bez ohledu
na poradi pravé k krat (a tedy (N-k) krat nenastane), je zifejme

N
PN(k):[k

jp%L—mN*,k=QLanN (1)

kde kombinaéni ¢islo

NY NI
[kj=kKN—kﬂ @

vyjadiuje poCet vybéra k prvka z celkem N prvki.
Snadno ovétime, ze pravdépodobnost (1) je spravné normovana k jednotce. VyuZzijeme K tomu
binomického rozvoje

NN
x4+ V)V = xEyNk 3
(x+Y) gg[k] y (3)
do kterého dosadime x = p, y=1— p. ObdrZime normovaci podminku
Y R0=Y N pra )t =1 @
i ~ KI(N —k)! '

Piiklad 1 (Statistické charakteristiky binomického rozdélent)
Urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku binomického rozdéleni (1).

Reseni:
V tloze jde vlastné o vypocet 1. a 2. momentu rozdéleni. Zacneme vypoctem stfedni hodnoty:

- N! ) Nk
<k>:szN(k):kZ:(;k—k!(N—k)!p A-p) = .
:Npi (N —1)| pk—l(l_ p)(N_l)_(k_1)

i (k=DI(N-T) - (k-D]!

Po pieznaceni s¢itaciho indexu K—1-— Kk obdrzime rozvoj (4), pouze parametr N bude
nahrazen parametrem N —1. Suma je tedy rovna jedné a

<k>:Np’ (6)

coz je ocekdvany vysledek: Stredni pocet vyskytl daného jevu, déleny celkovym poctem
pokusii, udava pravdépodobnost tohoto jevu.



Smérodatna odchylka je ddna vztahem

o=V<k?>—<k>’ )

Stfedni hodnotu <k > jsme urdili jiz v predchozim kroku, zbyva spocitat stfedni hodnotu

<k®> . Pouzijeme maly trik a misto hodnoty <k®> spo¢itime nejdiive hodnotu
<k(k-1>:

N (N -2)! -2 (] p)(N-2-(k-2)
2 k—2N-2) (=2 &P ®)
~ N(N -1)p?

<k(k=1)>=N(N-1)p?

Suma Vv prostiednim vyrazu predstavuje binomicky rozvoj (3) pro x=p, y=1—p a pro
exponent N —2, je tedy rovna jedné.

Ze sttednich hodnot <k > a <k(k—1)> jiz mizeme ur¢it smérodatnou odchylku, resp.
disperzi binomického rozdéleni:

o’ =<k(k-D)>+<k>-<k>*=Np(l-p) 9)
n

Smérodatna odchylka je ve fyzice ¢asto mirou fluktuaci néjaké veli¢iny od stfedni hodnoty.
Obvykle se zajimame o hodnotu relativni:

o} 1 |1-p
S= = 10
<k> JNV p (10)

Zavislost & ~1/~/N relativni smérodatné odchylky na velikosti systému je pro fluktuace
typicka. S rostouci velikosti systému lze okamzité, v Case fluktuujici hodnoty fyzikalnich
veli¢in nahradit sttednimi hodnotami.

Piiklad 2 (Rozdéleni molekul plynu v nadobé - 1)
V nadobé o objemu V se nachazi N molekul plynu. Urcete stiedni pocet molekul plynu v ¢asti
nadoby o objemu V,, V; <V , a velikost fluktuaci po¢tu molekul v tomto objemu. Za miru

fluktuaci vezméte smérodatnou odchylku poétu molekul od stiedni hodnoty. Pro jaky objem V,
dosahuji fluktuace svého maxima?




ReSeni:
Pravdépodobnost, ze urcita molekula plynu se nachazi v objemu V, je ziejmé
Vl

p=. (1)

Pravdépodobnost, ze se v objemu V, nachazi pravé k molekul je zfejmé dana binomickym
rozdélenim (1). Odtud

<k>:N\§, azm—v\’l(\\’/‘\’” (12)

Maxima dosahne smérodatna odchylka pro polovi¢ni objem nadoby, V, =V /2:

O :%m . (13)

Piiklad 3 (Rozdéleni molekul plynu v nadobé - 2)

N molekul plynu je uzavieno v nadob¢, myslenkové rozdélené na levou a pravou polovinu.
a) Jaka je pravdépodobnost, ze v levé Casti nadoby bude pravé k molekul?

b) jaka je stiedni hodnota a relativni smérodatna odchylka poctu molekul, nachazejicich se

Vv levé asti?
Reseni
Jde o variantu ptedchoziho ptikladu s objemem V, =V /2 a pravdépodobnosti p=1/2.

a)

PN<k>=2iNﬁ (14)
b)
N 1
<k>=E, 5:W (15)
[ |

1.2 Poissonovo rozdéleni

Casto se setkavame s binomickym rozdélenim pro fidké jevy. Tyto jevy jsou charakterizované
nerovnostmi

N>>1, p<<1 1)
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Zaroven budeme predpokladat

k<<N ©)

Budou-1i vSechny tyto nerovnosti splnény, Ize tvar binomického rozdéleni vyrazné zjednodusit.
Pro vétsi hodnoty Kk, které nespliiuji posledni nerovnost, se pfi tomto zjednoduSeni sice
dopustime velké relativni chyby, to vSak nebude vadit, jelikoz ob¢€ rozd€leni — binomickeé i jeho
aproximace — budou pro tyto hodnoty davat prakticky nulovou pravdépodobnost.

Zacneme formalnim piepisem vzorce (1.1-1) pro binomické rozdéleni:

N(N-1)...(N-k+1) N*p* @-p)"
N* kI (1-p)

N
P(k){kjpk(l— )" = ©)

Jednotlivé ¢leny na pravé stran¢ budeme s vyuzitim nerovnosti (1,2) postupné upravovat.
V souladu s konvenci (viz napf. [1]) zavedeme je$té oznaceni stfedni hodnoty Np — 4.

N(N-D)...(N-k+1) zlx(l—ijx(l—gjx...x[l—ujzl
N N N

N k
Nk k N k /flk
p_(Np) _ A @)
k! k! k!
N
N 1_i -2
@-p) _\ N) e’
-p° @-p< 1
Po dosazeni do binomického rozdéleni (3) dostaneme jeho aproximaci
/’i/k
P(k):e“F, k=012,... ®)

Jde o znamé Poissonovo rozde€leni. Je charakterizované jedinym parametrem A. Zbyva jesté
ov¢étit, Ze rozdéleni je spravn€ normovano:

i P(k)=e" i% —e et =1, (6)

k=0

nebot’ v sumé v prostiednim vyrazu stoji Taylorilv rozvoj ¢isla e”.

Piiklad 1 (Statistické charakteristiky Poissonova rozdéleni)

Urcete stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku Poissonova rozdéleni (5).

ReSeni:

Budeme postupovat analogicky jako v ptipadé binomického rozde€leni. Stiedni hodnota je

0 /1k © /flk—l
k>=YkPKk)=> ke* = =e"2 =1, 7
<k>=2 kPO =2 ke 4 2 w1 )
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v souladu s ocekavanim.
Pro urc¢eni smérodatné odchylky spocitame nejdiive < k (k —1) > :

k(-1 >=3 k(k-De* Lmer 2y A _p @)
s k! = (k-2)!
Po dosazeni ze vztahu (7,8) do vzorce (1.1-7) dostaneme smérodatnou odchylku
o=a. 9)
]

Piiklad 2 (Detekce ioniza¢niho zafeni)

Detektor ioniza¢niho zafeni zaregistruje za jednotku doby v priméru n ¢astic.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze za dobu t zaregistruje praveé k castic? Predpokladejte, ze tiroven
radiace zUstava v Case stala.

b) Detektor je charakterizovan tzv. mrtvou dobou z, kterou potfebuje, aby po posledni
registraci obnovil svou ¢innost. Jaka je pravdépodobnost Q, ze detektor béhem doby t =1

nezaregistruje z divodu mrtvé doby vSechny ¢astice, které do néj dopadnou?

ResSeni:
a) Vzhledem ke stélosti radiace bude stfedni pocet ¢astic rist rovhomérné s ¢asem, tedy v Case

t bude v priméru registrovano A = nt ¢astic. Rozdéleni pravdépodobnosti se fidi Poissonovym
rozdélenim

P(k):e‘“t(n%k, k=012,... (10)

b) Detektor je béhem doby t = 7 schopen zaregistrovat nejvyse jednu Castici. Pravdépodobnost,
ze za tuto dobu do n¢j dopadnou dvé ¢i vice Castic, je

Q=1-[P(0)+P®]=1-(+nr)e™ (1)

Poznamka: Zdavodnéme jesté, pro¢ jsme zvolili praveé Poissonovo rozdéleni. Predstavme si, ze
detektor je obklopen N ¢asticemi, které by béhem doby t mohly dospét do detektoru, napf.
proto, ze od detektoru nejsou piili§ daleko. AvSak jen jejich nepatrna ¢ast bude detektorem
skute¢né registrovana, nebot’ vétSina ¢astic detektor mine a nékteré z téch, které do detektoru
dospéji, nebudou registrovany z divodu jejich malé energie nebo mrtvé doby detektoru.
Ozna¢me p stfedni pravdépodobnost toho, ze Castice z tohoto souboru bude detektorem

Vv priubéhu doby t registrovana. Z fyzikalnich divodu je rozumny piedpoklad N >>1, p <<1.
Lze tak uplatnit Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou A = N p. Tuto stiedni hodnotu 1ze
snadno experimentalné stanovit (4 =nt), aniz bychom k tomu museli znat parametry N , p.

Piiklad 3 (Porovnani binomického a Poissonova rozdéleni)

Radioaktivni material je tvofeny N atomy, kde N >>1 je velké. (Pro ilustraci uved’'me, ze
v jednom molu latky je 6x10?® ¢stic.) Pravdépodobnost rozpadu atomu za uréity ¢as je p.
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Ptedpokladejme, Ze tato pravdépodobnost je velmi mald, p <<1. Mame urcit pravdépodobnost
P(k), ze se za tentyZ ¢as rozpadne pravé k atomd, dale stiedni pocet rozpadlych atomi < k >
a smérodatnou odchylku od této stfedni hodnoty.

ReSeni:

Jde ziejmé o binomické rozdéleni. ,,Pokusem* je zde zjisténi, zda se urcity atom za stanovenou
dobu rozpadne (pravdépodobnost p) ¢i nerozpadne (pravdépodobnost 1—- p). Pocet ,,pokusi“
je roven celkovému poctu atomit N . Pro pravdépodobnost P(k) muizeme tedy pouzit vzorec
(1.1-1) binomického rozdéleni:

(N
P(k) =

k]pk(l— "™, k=012...,N (12)

Stfedni hodnota a smérodatna odchylka binomického rozdéleni jsou znamy,

<k>=Np, o= Np@-p) (13)

Avsak piesny vypocet kombinaéniho ¢isla je v piipadé extrémni velikosti Cisla N témé&f
nemozny. Proto je vyhodné aproximovat binomické rozdéleni rozdélenim Poissonovym:

LA

Pk)=e 2,

k=0,12,... (14)
kde A=<k >=Np.

Smérodatna odchylka ¢’ = Ji ptechazi pro malé hodnoty pravdépodobnosti p do smérodatné
odchylky o binomického rozdéleni:

o1 4 (15)
o

JA-p

13



2 Kvantové statistiky

2.1 Pojmy mikrostav a makrostav

Pro pochopeni toho, jak statisticka fyzika pfistupuje k popisu stavi, jsou klicovymi pojmy
mikrostav a makrostav.

Systémy z mnoha ¢éstic (termodynamické systémy) jsou charakterizovany obrovskym poctem
stupiil volnosti. Soubor vSech jejich hodnot (,,soutadnic*) urcuje tzv. mikrostav.

Napft. mikrostav idedlniho plynu, tvofeného N bezstrukturnimi ¢asticemi (hmotnymi body), je
v klasické fyzice definovan jako soubor poloh a rychlosti vSech jeho cCastic. Symbolicky
Zapsano:

klasicky mikrostav ={r,,T,, I;,...T, V}, V,,V5,...,Vy}

Mikrostav mizeme v tomto piipadé reprezentovat jednim bodem v 6N dimenziondlnim
prostoru poloh a rychlosti (tzv. fazovy prostor).

Pokud maji ¢astice (napt. molekuly) vnitini strukturu, jsou s ni spojené dalsi stupné volnosti,
popisujici napt. rotace €1 vnitini vibrace jednotlivych molekul. Dimenze fazového prostoru o
tyto vnitini charakteristiky ¢astic vzroste.

souborem kvantovych ¢isel, vztahujicim se bud’ k jednotlivym c¢ésticim, nebo k celému
systému. Symbolicky zapsano,

kvantovy mikrostav ={i,,i,,15,...}

Ptitom kvantovych ¢isel je fadove tolik co Castic, tedy opet obrovské mnozstvi.

Je ziejmé, Ze popisovat stav systému z mnoha ¢astic na Grovni mikrostavl neptipada realné
v uvahu. Obrovsky pocet soufadnic neni experimentaln¢ dostupny, s nimi spojené pohybové
rovnice nejsou prakticky fesitelné. Na druhé strané popis na Grovni mikrostavt zahrnuje znacné
mnoZstvi pro nds zbyte¢né informace. Nezajimame se o to, kde se jednotlivé atomy systému
Vv daném okamziku konkrétn¢ nachazeji a jakou maji rychlost. Vysta¢ime s né€kolika malo
parametry, jako je hmotnost systému, jeho objem, tlak, teplota atd. Téchto nékolik malo
parametri charakterizuje termodynamicky stav systému, zvany makrostav. Symbolicky

\makrostav ={m,V, p, T,...}|

Kazdy makrostav je tvofen jistou mnozinou mikrostavi. Mikrostav bychom v matematické
statistice mohli pfirovnat k elementdrnimu jevu, makrostaviim by odpovidala jista
(,,makroskopicka“) Giroven sloZenych jevii.

V klasické teorii pravdépodobnosti ¢asto predpokladame, Ze vSechny elementarni jevy jsou
stejné pravdépodobné. Ve statistické fyzice podobné postulujeme, ze vSechny mikrostavy 0
stejné energii (a samoziejmé slucitelné s vnéjsimi podminkami, ve kterych systém existuje)
jsou stejné pravdépodobné, tj. systém jimi prochazi stejné Casto. Tato tzv. ergodicka hypotéza
je potvrzovana nepiimo dusledky, k nimz tento piedpoklad stejné pravdépodobnosti vede.
V duchu této koncepce je rovnovazny stav ztotoznén s makrostavem, ktery je
nejpravdépodobnéjsi, Cili ktery se realizuje nejvétsim poctem mikrostavi a v némz tedy systém
béhem Casu setrvava nejdéle.
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Pojmy mikrostav a makrostav se tak tykaji riizné urovné popisu stavu systému. Zaménime-li
napf. polohy dvou castic, dojde v ramci klasické fyziky ke zméné mikrostavu,
z makroskopického hlediska ale k zadné zméné nedojde. Pfechod od popisu na trovni
mikrostavu K popisu na trovni makrostavu je tikolem statistické fyziky.

2.2 Rozlisitelnost a nerozliSitelnost stejnych ¢astic

V klasické fyzice jsou i naprosto stejné Castice rozlisitelné. Tyto Kklasické ¢astice maji své
vlastni individudlni stavy, napf. vlastni trajektorie. Zaména dvou stejnych Céstic
v termodynamické soustavé tvofené z mnoha Castic nevede ke zméné jejiho makrostavu —
z termodynamického hlediska se ,,nic nestane®. Z mikroskopického hlediska ovSem ke zméné
dojde.

V kvantové fyzice stejné Castice nemaji své vlastni individualni stavy, smysl ma pouze celkovy
stav soustavy. Céstice jsou principialng nerozlisitelné. Neexistuji napf. vlnové funkce
jednotlivych ¢astic, existuje pouze vinova funkce celého souboru ¢astic. Zameéna dvou stejnych
castic nevede ke zméné vlnové funkce a tedy ani ke zméné mikrostavu.

Z hlediska tzv. kvantovych statistik je nutné jesté rozliSovat fermiony a bosony.
Fermiony maji polo¢iselny spin s=1/2,3/2, ... . Patii mezi n¢ elektrony, protony a neutrony.

Plati pro n¢ Paulitv vylucovaci princip: V jednom kvantovém stavu smi byt nejvyse jedna
castice. Nema ptitom smysl specifikovat, ktera konkrétni ¢astice v daném stavu je, tato otazka
nema v kvantovém svété misto.

Bosony maji celo¢iselny spin $=0,1,2,... . Pauliiv vylucovaci princip pro né neplati,

vV jednom kvantovém stavu smi byt libovolny pocet ¢astic. Mezi bosony patii napt. fotony,
gluony, dale napt. piony ¢i jadra hélia 4.

Pocet moznych rozdéleni ¢astic do jednotlivych kvantovych stavii zavisi na druhu ¢astic.
Klasické Castice se fidi statistikou Maxwella-Boltzmanna (M-B), fermiony statistikou Fermiho-
Diraca (F-D) a bosony statistikou Boseho-Einsteina (B-E). Rozdily v téchto ,,statistikach*
nejlépe pochopime na jednoduché kombinatorické uloze, kolika zplisoby 1ze dvé stejné Castice
umistit do ti kvantovych stavil. Céstice si miizeme predstavovat jako kuli¢ky, kvantové stavy
jako prihradky. Pocet moZnych rozdéleni uvadime v celé praci symbolem Q.
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Maxwell-Boltzmann Bose-Einstein Fermi-Dirac
Q=9 Q:G Q =3

%

%

%l

Nasledujici tloha ukazuje roli rozliSeni ¢i nerozliSeni na piikladu zcela nefyzikalnim.

Priklad 1 (Vliv rozliSujici informace na vypocet pravdépodobnosti)

a) Pani Novakova ma dv¢ déti. Jednim z nich je chlapec. Jaka je pravdépodobnost, ze druhé
dité je dévce?

b) Pani Novakova ma dvé déti. Vyssi z nich je chlapec. Jaka je pravdépodobnost, ze druhé dité
je dévce?

ResSeni

a) Uvedeme vycet moznosti (déti usporadame jakkoli, napt. podle veku):
1) chlapec, chlapec

2) chlapec, dévce

3) dévce, chlapec

Pravdépodobnost, ze druhé dité je dévce, je 2/3.
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b) Ve vyctu moznosti uspotfadame déti podle vysky:
1) chlapec, chlapec

2) chlapec, dévce

Pravdépodobnost, ze druhé dité je dévce, je 1/2.

Piiklad 2 (Celkovy pocet mikrostavu pro piipad statistik M-B, F-D a B-E)

Kolika mikrostavy lze realizovat stav, definovany libovolnym umisténim N stejnych ¢astic do
K kvantovych stavii?

Formulace bez fyzikalni terminologie: Kolika zptuisoby 1ze umistit N stejnych kuli¢ek do K
ptihradek?

Uvazujte vSechny tii statistiky. U fermiont predpokladejte K > N .

ReSeni

a) Statistika Maxwellova- Boltzmannova.

Kulicky jsou rozlisitelné a do kazdé ptihradky mizeme umistit jejich libovolny pocet. Kulicky
si o€islujeme indexy 1, 2,..., N. Prvni kuli¢ku mizeme do nékteré z ptfihradek umistit K
riznymi zpisoby. To plati 1 pro ostatni kulicky. Odtud

N
e =K )

b) Statistika Fermiova-Diracova

Do kazdé ptihradky smime umistit nejvyse jednu kulicku, pfitom kuli€ky nerozliSujeme. Pocet
rozdéleni je dan poctem zpusobu, kterymi Ize z K ptihradek vybrat N pfihradek, do nichz
kuli¢ky umistime:

QFD:[KJ:L 2
N NI(K —N)!

c) Statistika Boseova-Einsteinova

Rozdéleni bosonl je o néco slozitéjsi, nicméné jde o standardni ulohu na kombinace
s opakovanim. Mizeme si predstavit N + K —1 objektl, usporadanych v fade€. Z nich vybereme
K —1 objektl, které budou piedstavovat odd€lujici stény mezi K piihradkami. Objekty mezi
sténami budeme pokladat za kulicky, umisténymi v téchto ptihradkach.

o :[N+K—1J:(N+K—1)!
K-1 ) (K-DIN! 3)

Ptedchozi srovnévaci uloha se zabyvala vS§emi moZnymi mikrostavy bez ohledu na to, jakym
makrostavim odpovidaly. Makrostav mizeme vymezit posloupnosti obsazovacich Ccisel

(N5, Ny, Ny, ...), kde nezdporné celé ¢islo N; udava pocet Castic v j-tém kvantovém stavu. Pro

klasické castice a bosony mohou obsazovaci Cisla nabyvat libovolnych hodnot, pro fermiony
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jsou rovna nule nebo jedné. Pfitom ani u makrostavu klasickych ¢astic nerozliSujeme, které
konkrétni ¢astice se nachazeji v jednotlivych kvantovych stavech, makrostav je vymezen pouze
jejich pocty. Druh statistiky ma vliv pouze na pocet mikrostavi, které dany makrostav realizuji.

Po této uvodni casti se budeme zabyvat jednotlivymi rozdélenimi podrobnéji. Zacneme
rozliSitelnymi ¢asticemi, tj. Casticemi, fidicimi se Maxwellovou-Boltzmannovou statistikou. Ve
snaze priblizit se CO matematickému pojeti mizeme Vv nékterych ulohach ¢astice nahrazovat
kulickami a (kvantové) stavy ptihradkami.

2.2.1 Maxwellova — Boltzmannova statistika

Priklad 3 (Nahodné rozdéleni rozliSitelnych ¢astic do dvou stavii)

Do dvou kvantovych stavi (ptihradek) je zcela nahodné rozmisténo N c¢astic (kulicek). Urcete
pravdépodobnost, ze v prvnim stavu se bude nachazet pravé n (libovolnych) ¢astic. Jaka je
sttedni hodnota a smérodatnd odchylka daného rozdéleni? Odhadnéte, jak se rozdéleni
pravdépodobnosti bude ménit pro N rostouci nade vSechny meze.

Reseni
Jde o binomické rozdéleni s pravdépodobnosti jevu (umisténi kulicky do levé ptihradky)
p =1/2. Pouzijeme vzorce z kapitoly 1.1 pro binomické rozdéleni:

PO = iy e "=OL2 N @
<n>=, (5)
o=§, (6)

U termodynamickych systémii s obrovskym poétem castic N bude relativni odchylka ¢ od
stfedni hodnoty velmi mala. Soustava se tedy po vétsinu ¢asu bude vyskytovat v makrostavech
Vv nejbliz§im okoli rovnomérného rozdéleni n~ N/2, které jsou nejpravdépodobnéjsi. Situaci
zachycuje schematicky obrazek.
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P(n) N malé P(n)y N velké

Jy
(=

Piedchozi tiloha demonstrovala rozdil mezi mikrostavem (konkrétnim rozdélenim ¢astic do
dvou stavil) a makrostavem (poctem ¢&astic v jednom stavu bez ohledu na jejich vybér).
Pravdépodobnost makrostavu byla dédna sou¢inem pravdépodobnosti 1/2" pro jeden urgity
mikrostav a poctem mikrostavii N!/[n! (N —n)!], které¢ dany makrostav realizovaly.

Ptiklad modeluje fyzikalni realitu jen ¢aste¢né. Vratime-li se k molekulam plynu v nadobé¢, pak
mikrostav neni dan jen celkovym poétem molekul v levé a v pravé poloviné nadoby, to by byl
ptili$ hruby popis stavu, ale také tim, jak jsou molekuly v téchto Castech rozmistény — zda
rovnomérné, zda se budou vice soustfed'ovat ve spodni casti atd. Realisti¢téjSiho popisu
bychom dosahli rozdélenim celého objemu na mensi buiiky. Proto si pfedchozi ulohu jesté
zopakujeme v ponékud obecnéjsi formulaci, pro vétsi pocet stavi, resp. pro vEtsi pocet
prostorovych bunék.

Piiklad 4 (Pocet mikrostaviit M-B rozdéleni, realizujicich dany makrostav)
N rozlisitelnych ¢astice je nahodné rozmisténo do K stejné pravdépodobnych kvantovych
stavll. Pro dany makrostav, dany obsazovacimi ¢isly (N,, N,, ..., N, ), kde ZN ; =N, udejte

pocet mikrostavii QQ (N;, N,, ..., N, ), které jej realizuji.

ResSeni

Rozlisitelné ¢astice mizeme usporadat celkem N! zpisoby do uspotfadané posloupnosti.

Z toho prvnich N, ¢&astic pfipadne do prvniho kvantového stavu, dalsich N, ¢astic ptipadne
do druhého stavu atd. Zameéna c¢astic Vv jednotlivych kvantovych stavech (uvnitt ,,prihradek®)
nevede k novym mikrostavtim, tudiz

Q (N, N,,...,N.) = : : )

Jak uz bylo diive feceno, z hlediska statistické fyziky ztotoZzilujeme rovnovazné
termodynamické stavy se stavy, které se na mikroskopické trovni realizuji nejvice zptsoby a
Vv nichz tedy systém setrvava nejdelsi dobu. Podstatu si vysvétlime na piikladu plynu,
uzaviené¢ho v nddob¢.
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pocatecni stav konecny stav
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Na pocatku se vSechny molekuly plynu nachazeji v levé poloviné nadoby, oddélené od jeji
pravé poloviny pfepazkou. Po odstranéni pfepazky vyplni molekuly rovhomérné celou nadobu.
V pribéehu Casu, jak se molekuly v nddobé budou pteskupovat, bude se ménit i stav plynu na
mikroskopické trovni. Na makroskopické (termodynamické) trovni, kdy se nezajimame o
konkrétni polohy molekul, bude dochazet jen k nepatrnym zménam — molekuly budou v nadobé
po celou dobu témét rovnomérné rozlozeny, v kazdé poloviné nadoby se bude nachazet
priblizn€ polovina molekul. Fluktuace budou tento stav kratkodob¢ narusovat, ale ¢im vice bude
molekul (¢im vétsi bude termodynamicky systém), tim mensi budou relativni odchylky od
tohoto rovnovazného stavu. Pokud bude molekul hodné (napf. jeden mol), pak
pravdépodobnost, ze by se vSechny molekuly po urcité dobé opét ndhodné shromézdily v levé
polovin€ nadoby, bude sice nenulova, ale velmi malé. Naopak pro n¢kolik malo molekul, napf.
dve, bude pravdépodobnost, Ze se vSechny molekuly ndhodn¢ sejdou v levé poloviné nadoby,
pomeérne¢ velka.

Pro vétsi nazornost nahradime v nasledujici tloze ¢astice kuli€¢kami a kvantové stavy
ptihradkami.

Piiklad 5 (Rozd¢leni pravdépodobnosti pro pocet rozlisitelnych ¢astic v daném kvantovém
stavu)

Do K ptihradek je zcela nahodné rozmisténo N kulicek.

a) Urcete pravdépodobnost, Ze v prvni piihradce se bude nachazet n libovolné vybranych
kulicek. Jaka je stfedni hodnota a smérodatna odchylka daného rozdéleni?

b) Predchozi rozdéleni vhodné zjednoduste za ptedpokladu, ze pocet kuliceck N a pocet
ptfihradek K poroste nade vSechny meze. Pfitom se podil N/K (primérny pocet kulicek,
ptipadajicich na jednu ptihradku) bude v limité blizit pevné hodnoté 4 .

ReSeni
a) Jde o binomickeé rozdé€leni s pravdépodobnosti jevu (umisténi kulicky do prvni piihradky)

p =1/ K. Misto odkazu na binomickeé rozdéleni si alternativné toto rozdéleni odvodime piimou
uvahou [2]. Pocet vSech moznych rozdéleni N kuli¢ek do K piihradek je zfejmé

Q. =KxKx..xK=K". (9)

tot

Pocet vSech rozd¢leni, pii nichz je v prvni pfihradce n Eastic, je dan vztahem
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N
Q(n)=(nJ(K -, (10)

pficemz prvni Cinitel na pravé stran¢ této identity predstavuje pocet zptisobu, kterymi lze z N
kulicek vybrat n kuli¢ek do prvni ptihradky, a druhy Cinitel vyjadiuje pocet zptsobti, kterymi
lze zbylych N —n kuli¢ek rozmistit do zbyvajicich K —1 ptihradek.

V8echna mozna rozdéleni (,,mikrostavy*) N kuliCek do K piihradek jsou stejné
pravdépodobna. Hledana pravdépodobnost, Ze v prvni ptihradce bude pravé n kulicek, je tedy

p(ny = 20 _(N) (K- (N [1)"(1_1T‘”
Sy (n) KT Ik K (12)

Vypocet stfedni hodnoty a smérodatné odchylky jiz provadét nebudeme a odvolame se na
vzorce (1.1-6,9,10) pro obecné binomické rozdéleni s parametry N a p=1/K:

N

=—, 12
<n> ” (12)

N 1
= [—|1-— 13
o= x(1-%) 13
s=_9 _ K-1

<n> N (14)

b) Jelikoz jsou splnény piedpoklady pro fidké jevy (N >>1, p=1/K <<1), miZeme
piedchozi rozdéleni aproximovat rozdélenim Poissonovym (1.2-5) s parametrem A=N/K.

Abychom se nemuseli odkazovat na tento obecny vzorec, odvodime si toto rozd€leni jesté
jednou ptimo z binomického rozdéleni ve tvaru (11):

Nt (1Y( 1 ”’":lN(N—l)...(N—n+1) _iN:
P(n)_n!(N—n)!(K] (1 Kj n! (K =1)" (1 Kj

_ 1 N/K(N/K =2/K)(N/K = 2/K)...(N/K = (n-1)/K) (l_%jN
n! 1-VK) N

(15)

V limit¢ K > je 1/K -0 a N/K > 4. S vyuzitim znamé limity (1-1/N)" —e™
obdrzime Poissonovo rozdéleni (1.2-5).

2.2.2 Fermiova-Diracova statistika

Pfipomenme si, Ze u (neinteragujicich) fermionl je mikrostav (elementarni jev) jednoznacné
uréen posloupnosti obsazovacich ¢&isel (N;, N,,...,N,), pficemz K je pocet dostupnych
kvantovych stavii, N, je pocet ¢astic v i-tém kvantovém stavu a N = Z N; je celkovy pocet

Castic. Na rozdil od ptedchoziho M-B rozdéleni neni mikrostav uréen konkrétnim vybérem
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¢astic do téchto stavil, ¢astice jsou nerozlisitelné. S ohledem na Paulitiv vylucovaci princip smi
byt v jednom kvantovém stavu nejvyse jedna Castice, tedy N; =0 nebo N, =1.

Piiklad 6 (Rozdéleni pravdépodobnosti pro pocet fermiond v daném kvantovém stavu)

N fermiont je nahodné rozdéleno do K kvantovych stavi, K > N . Urcete pravdépodobnost,
ze pocet Castic v uréitém stavu je roven danému ¢islu n, pfiCemz toto obsazovaci €islo muze

v kazdém kvantovém stavu nabyvat pouze hodnot 0 a 1. Jaka je stiedni hodnota a smérodatna
odchylka rozdéleni poc¢tu fermionti v jednom urcitém stavu?

Reseni
Opét pro vétsi nazornost nahradime ¢astice kulickami (tentokrate nerozliSitelnymi) a kvantové
stavy pfihradkami.

Celkovy pocet moznosti, jak rozdélit N nerozlisitelnych kulicek do K pfihradek, pticemz
vV jedné piihradce smi byt nejvySe jedna kuliCka, je roven poctu zpisobil, kterymi lze
z celkového poc¢tu K prihradek vybrat N ptihradek, které budou obsazeny:

K
Q= (N J ' (16)

Je-1i dana piihradka neobsazena, nachazi se vSech N kulic¢ek ve zbyvajicich K —1 piihradkach.
Odtud

QO _

tot

Q(0) = (KN_lj, P(0) = 1-4. (17)

Zavedli jsme zde novy parametr A =N/K.
Je-li naopak prihradka obsazena, pfipada na zbyvajicich K —1 ptihradek pouze N -1 kulicek:

QW _

K -1
Q(1)=(N _1], PU)="5 = 4. (18)

tot

Rozdé&leni, definované ve vztazich (17,18), predstavuje tzv. alternativni rozdéleni [3], popisujici
nahodnou veli¢inu, nabyvajici pouze dvou stavi, v tomto piipadé hodnot 0 a 1.

Stfedni hodnota a smérodatna odchylka tohoto rozdéleni jsou ziejmé:

<n>=0xP0)+1xPQ) =41, (19)
<n*>=0"xP0)+1*xP(1) =1 20)
c=N<n’>-—<n>?=J1(1-1)

m
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2.2.3 Boseova-Einsteinova statistika

Stejné jako pro fermiony je u (neinteragujicich) bosont kvantovy stav jednoznac¢né urcen
posloupnosti obsazovacich ¢isel (N;, N,,...,N,), kde K je pocet dostupnych kvantovych
stavli, N; je pocet &astic v i-tém kvantovém stavu a N = Z N, je celkovy pocet astic. Na

rozdil od fermiond Paulitiv vyluovaci princip pro bosony neplati, poc¢et bosonti v jednom
kvantovém stavu neni omezen.

Priklad 7 (Nahodné rozdéleni bosonti do dvou stavil)

N nerozlisitelnych kuli¢ek je nahodné rozdéleno do dvou piihradek. Jaka je pravdépodobnost,
ze v prvni ptihrddce bude pravé n kulicek? Urcete stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku
tohoto rozdéleni.

ReSeni

V tomto ptipadé¢ je mikrostav (elementarni jev) charakterizovan rozkladem ¢isla N na sc¢itance
naN-n,n=0,12,...,N. Tento rozklad Ize ztejm¢ provést N +1 zpisoby. Za pfedpokladu,
ze vSechny mikrostavy jsou stejné pravdépodobné, je pravdépodobnost, Ze v prvni ptihradce je
n kulicek,

1
P(n)=——, n=0,12,...,N 21
(M= n=01 (21)
Jde o rovnomérné rozdéleni. Jeho stiedni hodnota je

i” N(N +1)
<n>= = =— (22)

K uréeni smérodatné odchylky potiebujeme jesté hodnotu < n’ > :

inz N(N +1)(2N +1)
s _ 6 _ N(2N +1)
N+1 N+1 6

=]
Il
o

(23)

(Vzorec pro soucet druhych mocnin ptirozenych Cisel 1ze nalézt napt. v [4].) Smérodatna
odchylka rozdéleni je

2
o= ,/—N 1+22N , (24)

apro velka N je podle ofekavani tmérna JIN .
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Piiklad 8 (Rozd¢leni pravdépodobnosti pro pocet bosonii v daném kvantovém stavu)

Do K rovnocennych kvantovych stavi je zcela nahodné rozmisténo N castic, fidicich se
rozdélenim B-E.

a) Urcete pravdépodobnost, ze v urcitém stavu se bude nachazet pravé n castic.

b) Pfedchozi rozdéleni vhodné zjednoduste za predpokladu, Ze pocet Castic N a pocet stavit K
poroste nade vSechny meze, pfi¢emz se podil N/K (primérny podet Castic, pfipadajicich na
jeden stav) bude v limit¢ blizit pevné hodnoté 4.

ReSeni [2]

a) Pro vétsi nazornost se opét budeme zabyvat ekvivalentni tlohou rozmisténi N

nerozliSitelnych kuli¢ek do K pfihradek. Pocet vSech moznych rozdé¢leni je dan vzorcem

N+K-1
Qtot: K -1 ) (25)

viz (3). Pocet vSech rozdé€leni, pfi nichz je v prvni ptihradce pravé n ¢astic, uré¢ime nasledujici
uvahou: Nejdiive do prvni piihradky umistime n &astic, poté zbylych N'=N —n &astic
umistime jakkoli do ostatnich K'= K —1 pfihradek. Odtud

N'+K'-1 N-n+K-2
()

Pravdépodobnost, Ze v prvni ptihradce je pravé n kulicek, je tak
N-n+K-2 N+K-1
Q. K-2 K-1
Specialné pro dvé ptihradky ( K =2) obdrzime vzorec (21) z pfedchozi tlohy.
b) Pravdépodobnost (27) nejdiive rozepiSeme pomoci faktoridlli a vykratime spolecné Cleny

v Citateli a jmenovateli:

(N-n+K-2)! (K-1)IN!  (K-)(N-0)(N-1)...(N-(n-1))
(K=2)I(N-n)! (N+K-I)! (N+K-D)(N+K-2)...(N+K —(n+1))

P(n) = (28)

V C(itateli a jmenovateli stoji stejny pocet N+1 soucinitelt. Jednotlivé Cleny v Citateli i
jmenovateli vykratime je$té¢ K a za podily N/K dosadime asymptotickou hodnotu 4, ¢leny
1/K, 2/K, ...,(n+1)/K v limit¢ vymizi. Obdrzime

1x A" 1 A
P n)~ = 29
() A+ A+1(/1+1] (29)

Jde o geometrickou fadu s pocate¢nim ¢lenem a, =1/(4+1) a kvocientem g=A/(1+1). Na
zakladé vzorce pro soucet geometrické fady snadno ovéfime, ze pravdépodobnosti (29) jsou
normovany k jednotce, Z P(n)=1.
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Z rozdeleni (29) spocitejme jesté stfedni pocet kulicek v prvni ptihradce (resp. v ptvodni
formulaci stfedni po¢et bosont v daném kvantovém stavu):

. . d <, d )
<n>=>nPMn)=a,y.nq" =a,q Y ng"" =ay @Zq =2, @(1—@1 (30)

Po provedeni derivace a dosazeni a, =1/(4+1) a q=A/(A1+1) obdrzime ofekavany vysledek
<n>=A=N/K.

2.3 Kvantové statistiky S vazbami mezi obsazovacimi ¢isly

Zatim jsme uvazovali, Ze vSechny kvantové stavy (vSechny piihradky pro kuli¢ky) jsou
rovnocenné, tj. maji stejnou pravdépodobnost obsazeni nékterou ¢astici. Ukazuje se, Ze tento
predpoklad plati pouze pro stavy o stejné energii. Nyni piistoupime k realisti¢téjsi fyzikalni
situaci, kdy rizné stavy mohou mit rizné energie. Za tim ucelem si energetické spektrum jedné
Castice rozdélime na intervaly (energetické butiky, hladiny) (E, — AE, /2, E, + AE, /2). V tomto
intervalu necht’ se nachazi K, rGiznych kvantovych stavii. Sitku intervalu AE; zvolime
dostate¢né malou, abychom ¢asticim z tohoto useku spektra mohli pfifadit jedinou hodnotu
energie E,, a pfitom natolik velkou, aby pocet kvantovych stavii K; i pocet ¢astic N; Vv kazdé
takovéto bunice byl dostatecné velky a my mohli jejich faktoridly, resp. logaritmy téchto
faktorialti, aproximovat Stirlingovou formuli z Dopliku A. Stavy z jedné bunky budeme
pokladat za fyzikaln€ rovnocenné — zaména castic v jedné bunce nepovede ke zméné
mikrostavu.

Mikrostav bude opét dan konkrétnim rozdélenim ¢astic do jednotlivych kvantovych stavi,
kdeZto makrostav bude dan pouze poc¢tem ¢astic v jednotlivych bunkach, bez ohledu na to, jak
jsou jednotlivé kvantové stavy uvnitt bunék obsazeny. Makrostav je tedy definovan
posloupnosti obsazovacich ¢isel (N;, N,, N;,...), kde N, udava pocet ¢astic v i-té
energetické buiice, tj. pocet Castic o (pfiblizné) energii E;.

V této Casti prace se budeme zabyvat pouze rovnovdznymi makrostavy. Z mikroskopického
hlediska jde 0 makrostavy, které se realizuji nejvice zptisoby a jejichZ obsazovaci ¢isla jsou
tudiz urCena z podminky Q (N,, N,, N,,...)=max. Z matematického hlediska bude
vyhodnéjsi hledat rovnovazné stavy z maxima funkce

H (N, N, N, ..)=hQ (N, N, N, ..), 1)

nebot’ logaritmy faktoridli lze pro dostatecné velkd obsazovaci ¢isla N, aproximovat
Stirlingovou formuli a na proménné N, poté hledét jako na (téméf) spojité veli¢iny. Pozdé&ji
funkci H ztotoznime — az na nepodstatnou multiplikativni konstantu — S entropii systému.

U izolovanych systémil nejsou obsazovaci €isla na sob& nezavisla, ale spliuji dvé vazebné
podminky: zdkon zachovani celkového poctu ¢astic a zakon zachovani celkové energie:

N, +N,+N;+...=N

N ()
E+N,E,+NJE;+...=E
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Celkovy pocet ¢astic N a celkova energie E systému jsou konstantni.

Jedna z moznosti, jak hledat maximum funkce H, spociva v eliminaci dvou proménnych
z vazbovych podminek, napt. N, a N,, a poté v hledani maxima funkce H v zavislosti na
nezavislych zbylych proménnych, napt. N, N,, ... . Takovy postup je tézkopadny a navic ma
esteticky nedostatek — je nesymetricky, nebot’ preferuje dvé proménné na ukor zbyvajicich.

V tomto piipadé je 1épe hledat maximum funkce, jejiz proménné jsou svazany dodate¢nymi
podminkami, metodou Lagrangeovych neurcitych soucinitelit z Dopliiku B.

Jednotlivym statistikdm se opét budeme vénovat samostatné.

2.3.1 Maxwellovo — Boltzmannovo rozdéleni

Ptedpoklddejme, Ze Vv izolované soustavé, sestavajici z N rozliSitelnych ¢astic o celkové
energii E, muze kazda castice obsadit nekterou z hladin energie E;. (V nasem ptvodnim
modelu kulicek v nadobé by kvantovym staviim odpovidala piedstava rozdéleni objemu nadoby
na malé bunky o stejném objemu, pfitom v kazdé butice by kuli¢ka mohla mit jinou energii.)
Castice jsou do jednotlivych hladin (bunék) rozdéleny sice nahodné, ale tak, aby piitom byly
soucasné splnény vazbové podminky (2). Makrostav (tj. termodynamicky stav) systému je
obecné urcen posloupnosti obsazovacich ¢isel N, , udavajicich pocet ¢astic v i-té buiice. Nasim
ukolem je urc¢it rovnovazné rozdéleni ¢astic do bungk.

Pocet vSech moZnych rozdéleni ¢astic do jednotlivych energetickych hladin je ur€en nam jiz
znamym vztahem (2.2-8),

N!

TNININ ®)

Q (N, N,, N, ..)

Hledame maximum funkce Q, resp. funkce H =1In Q. Jelikoz jednotliva obsazovaci ¢isla N,

jsou podle predpokladu znaéné velka, Ize jejich faktorialy aproximovat Stirlingovou formuli
(A-3). (Ve skute¢nosti budou pro velké energie mnoha obsazovaci ¢isla nutné¢ mald nebo
dokonce nulova, a Stirlingova aproximace pro n¢ tedy nebude pouzitelna. Jelikoz vsak celkovy
pocet castic v téchto stavech bude ve srovnani s celkovym poctem c¢astic N Vv systému
zanedbatelny, bude zanedbatelny i jejich piispévek do funkce H.) S pomoci Stirlingovy
formule dostavame

H=I N!—Zln Ni!zN(InN—l)—ZNi(In Ni—1)=NInN—ZNiIn N, . (4)

Rovnovazné hodnoty obsazovacich ¢isel budou tuto veli¢inu maximalizovat. NaSim ukolem je
tak najit maximum funkce

H(N, N, N, ) =NInN =Y N, InN;, (5)
jejiz proménné N, jsou svazany vztahy (2). Na obsazovaci ¢isla N; Ize vzhledem k jejich

predpokladané znaéné velikosti (pro predstavu napt. N, ~107?°) nahliZet jako na spojité
veliCiny a pfi hledani extrému tak vyuZzit prostfedki matematické analyzy.
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Ulohu na vazany extrém budeme fesit metodou Lagrangeovych neuréitych souginiteli
z Dopliiku B: K funkci H pfi¢teme A, -nasobek prvni podminky a 4,-nasobek druhé vazbové
podminky. Nutna podminka pro extrém je podle (B-8)

8(H +AlZNk +ZQZNkEk)
ON.

=—InN, -1+ 4, +4LE=0, i=12,...

tj.
N, =Ae”5, i=12... (6)

V tomto vztahu jsme od pivodnich konstant 1, a 1, ptesli k novym konstantam A a g vztahy
e”*=A, 1, =—f. |tyto konstanty jsou uréeny vazbovymi podminkami. Konkrétn& z prvni
podminky v (2) vyplyva

2Ni=N = A:;, @)

kde jsme zavedli tzv. parti¢ni funkci
Z= Z e /5, (8)

ktera, jak uvidime pozdé&ji, hraje ve vztazich statistické fyziky velice dulezitou roli.

Fyzikalni interpretace konstanty /3, jejiz hodnota je ur¢ena z druhé vazbové podminky, je
pomérné slozita, vyzaduje konfrontaci dusledkt rozdéleni (6) se znamymi termodynamickymi
vztahy. Tato konfrontace by ukazala, Ze neurcity soudinitel # ma vyznam pievracené hodnoty
termodynamické teploty [5],

1

== 9)

B
Hodnota konstanty k zavisi na volbé& teplotni stupnice. Pro teplotu méfenou v kelvinech je
k =kg =1,38x10* J/K tzv. Boltzmannova konstanta [6].

Pravdépodobnost nalezeni ¢astice v i-tém Stavu je ziejme

P:mziefEi/kT.

== (10

Vzhledem k zavedeni konstanty Z vztahem (8) spliuji tyto pravdépodobnosti normovaci
podminku ZF’i =1. Obdrzeli jsme Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni pro rozlisitelné
castice V izolované soustave, nachazejicich se v termodynamické rovnovaze.

Zkoumani druhych derivaci funkce H by ukazalo, ze feSeni (6) skute¢né¢ odpovida maximu
této funkce a tedy také maximu funkce Q.
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Piedchozimu vztahu (10) pro rozdéleni pravdépodobnosti I1ze dat jesté jinou interpretaci.
Systém o teploté T, tvofeny jednotlivymi ¢asticemi, miizeme V piedchozich tvahach nahradit
termodynamickym ,,supersystémem®, jehoz ¢astmi (,,Casticemi®) jsou v tepelném kontaktu se
nachazejici identické makroskopické systémy. Predchozi vztah pak urcuje pravdépodobnost, ze
se urcity systém nachazi ve svém i-tém kvantovém stavu o energii E,. Kvantovy stav i ajemu

odpovidajici energie E; se nyni netykaji jedné ¢astice, ale celého systému.

Na rozdil od ¢astic, které mohou byt rozlisitelné i nerozliSitelné, jsou makroskopické systémy
vzdy rozliSitelné. Proto je platnost rozdé€leni (10) pro termodynamicky systém, nachazejici se
Vv tepelném kontaktu se svym okolim (v tomto piipadé tvofenym zbyvajicimi N —1 systémy, t0
vSak nehraje roli), absolutni. K tomuto rozdéleni dosp&jeme jinym zptsobem v oddile 3.3.

2.3.2 Fermiovo-Diracovo rozdéleni

Predpokladejme opét, ze na i-tou energetickou bunku piipada K; rtznych kvantovych stavi.
Pocet zpiisobl, kterymi lze N, fermioni, rozmistit do jednotlivych kvantovych stavi,
nachazejicich se v této burice, je dan vztahem (2.2-2):

Ki
Q. =[Ni]. (11)

Pritom samoziejmé musi byt pocet ¢astic mensi nebo roven poctu kvantovych stavii. Celkovy
pocet mikrostavu, kterymi se realizuje makrostav (N;, N,, N;,...), je dan sou¢inem &isel Q. ,

© (N N N ) = 12 = T e S (12)

Pomoci Stirlingovy formule (A-3) vyjadiime funkci H = In Q, pfislusejici tomuto makrostavu:
H (N, N, Ny, o) =D [K In K =N In N; = (K; = N;) In(K; = N, (13)
Rovnovazny bude odpovidat maximu Q, resp. H . Pfitom je op€t nutné vzit v potaz vazbové

podminky (2) mezi obsazovacimi &isly. Metodou Lagrangeovych neur€itych souciniteld
dostaneme nutné podminky pro maximum funkce H ve tvaru:

a%Z[—len N;—(K;=N)In (K, = N)+ AN, + 2,N,E]] =
[ (14)

= |n(Ki|;NiJ+gl+iin: 0.

Zde 4, a 4, a jsou Lagrangeovy koeficienty, odpovidajici vazbovym podminkam (2). Pro
rovnovazné pocty N, ¢astic odsud dostaneme

e’" +
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Konstanty A=e ™ a g =-4, je nutné dodate¢né urdit z vazbovych podminek. Opét plati, ze
na odkryti jejich fyzikalniho vyznamu jiz pouhé matematické ipravy nestaci, je nutné porovnat
dusledky tohoto rozdéleni se znamymi termodynamickymi zadkony [5]. Obdrzeli bychom

1
==, A=e"", 16
P=17 (16)

Stejné jako pro piipad M-B rozdéleni zna¢i i zde T termodynamickou teplotu a Kk
Boltzmannovu konstantu. Nové zavedena veli¢ina u predstavuje chemicky potencial.

Primérny pocet ¢astic n, = N,/ K,, pfipadajicich na jeden kvantovy stav o energii E,, je

n=—>-—o!. (17)

Dospéli jsme k F-D rozdéleni, kterym se napt. fidi rozdéleni elektronti v kovech do jednotlivych
kvantovych stavi. Realné ¢islo n, vzdy lezi nékde mezi nulou a jednickou. V kazdém okamziku

je dany stav bud’ neobsazen, n, =0, nebo obsazen, n. =1, pfi¢emz v pribéhu doby se toto

obsazovaci ¢islo v disledku fluktuaci neustale méni. Pfedchozi vztah vyjadiuje jeho priimérnou
hodnotu.

2.3.3 Boseovo-Einsteinovo rozdéleni

Uvahy jsou obdobné jako u Fermiova-Diracova rozdéleni. Pocet zpiisobti, kterymi lze N,

bosont rozmistit do butiky, kterd ma K, kvantovych stavi, je tentokrat dan kombinacnim
¢islem (2.2-3):

O - N, +K, -1 18
i_( Ki_l J ( )

Celkovy pocet mikrostavi, realizujicich makrostav (N;, N,, N, ...), je tudiz

Q (N, N, Ny, =2 oy AR (19)

ONS(K =D
Tomu odpovida funkce H :

H(N;, N,, N;,...)= Z [(N,+K, =D In(N; + K; =1) = N; In N, — (K- In( K,—1)] (20)

Rovnovazny stav odpovida maximu této funkce s uvazenim vazbovych podminek (2):

d
aN_Z[(NJ.JrKj—n|n(N,.+KJ.—1)—NJ.|n N;+ 4 N;+2,NE]] =
i
N, +K; -1 &)
zln[%j-’_ﬂlﬁ_ﬂ?Ei:O'
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A, a 2, jsou Lagrangeovy koeficienty, pfisluSné vazbovym podminkdm (2). Pro rovnovazné
pocty N, castic odsud dostdvame
K, -1 K

AR —1 AffE 1

V poslednim vyrazu jsme zanedbali jednicku vici K,, nebot dle pfedpokladu K, >>1.
Konstanty A=e™ a g =-4, opét souvisi s teplotou T a chemickym potencidlem z vztahy
(16).

Urc¢ime jesté¢ primérny pocet ¢astic n, =N, /K,, které pfipadaji na jeden kvantovy stav o
energii E

n—-—- (23)

Obdrzeli jsme B-E rozdéleni. Cisla n, nejsou nyni shora omezena. Aby ptedchozi vyraz mél
smysl, musi chemicky potencial splilovat nerovnost u < E; pro vSechny hladiny energie E;.

2.3.4 Shrnuti

F-D a B-E rozdéleni ¢astic do jednotlivych kvantovych stavii 1ze shrnout do jediného vyrazu

n=—, (24)

+o

kde parametr o nabyva hodnoty +1 pro fermiony a —1 pro bosony. Pokud je navic splnéna
nerovnost

B g (25)

pro vSechny energie E,, lze ve jmenovateli vyrazu (24) zanedbat ¢len o==1 oproti
exponenciale. Ob¢ kvantova rozdéleni pak piejdou do spole¢ného rozdéleni

n ~ 1 - efEi IkgT , (26)

: Ei—u
T
e

kg

coz je ve skutecnosti M-B rozd¢leni (6). Podrobna fyzikalni analyza by ukézala, Ze nerovnost
(25) je spInéna, pokud je celkovy pocet castic mnohem mensi nez pocet dostupnych kvantovych
stavl. Je piirozené, Ze rozdily mezi statistikami F-D a B-E by se mohly vyraznéji projevit jen
tehdy, pokud by ve statisticky vyznamném poc¢tu piipadd na jeden kvantovy stav ptipadaly dvé
a vice Castic. Existence vice ¢astic v jednom kvantovém stavu je u bosontl pfipustna, u fermioni
nikoli. PfevySuje-li vSak pocet kvantovych stavli vyrazné pocet ¢astic, muze k témto ,,kolizim*
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dochazet jen velmi ztidka, vétSinou budou stavy neobsazeny nebo obsazeny jedinou ¢astici.
Rozdily mezi obéma statistikami se tak setiou.

Obecna formule (24) tak zahrnuje vSechny tfi statistiky. Pro o =+1 dava F-D rozdéleni, pro
o =-1 dava B-E rozdéleni a pro o =0 dava M-B rozdéleni jako spole¢nou limitu pfedchozich
dvou rozdéleni.
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3 Princip maxima entropie

3.1 Termodynamické zavedeni pojmu entropie

Funkce H, zavedena v piedchozich oddilech, ma uzky vztah k vyznamné termodynamické

veli¢in€ — entropii. Diive nez tuto souvislost objasnime, podivame se na pojem entropie z Cisté
termodynamického hlediska. Tento pojem je uzce spojen s druhym zakonem termodynamiky,
ktery ma né€kolik jen zdanlivé nesouvisejicich formulaci [7]. Zde si pfipomeneme alespon dveé
nejzname;jsi:

Teplo nemiize pri styku dvou téles riiznych teplot samovolné prechazet z télesa chladnéjsiho na
teleso teplejsi (Clausius 1854).

Nelze sestrojit periodicky pracujici tepelny stroj, ktery by trvale konal praci pouze tim, Ze by
ochlazoval jedno téleso, a k zZadné dalsi zmeéné v okoli by nedochdzelo (Thomson 1851).

V téchto formulacich sice pojem entropie explicitné nevystupuje, existuji vSak i formulace
druhého zakona, které k pojmu entropie vedou piimo (R. Clausius, 1865). Abychom se vyhnuli
nékterym matematickym partiim teorie diferencidlnich forem, které jsou k pochopeni téchto
formulaci nezbytné [8], uvedeme si zjednodusené pouze nékteré skute¢nosti.

Systém, ktery pfi vratném dé&ji prevezme od okolniho prostfedi malé mnozstvi tepla &, zvétsi
podle dalsi formulace 2. zdkona termodynamiky svou entropii S 0 hodnotu

_R
ds ==, @)

kde T je termodynamicka teplota. Vyznamny je v tomto zapisu rozdil mezi diferencialy dS a
A, ktery jsme reflektovali rozdilnym zna¢enim d a 6. dS je uplny diferencial n&jaké stavové
funkce S, kdezto &Q je diferencialem neuplnym, ¢imz se rozumi diferencialni forma, ktera
neni pfirGstkem (resp. jeho linearni aproximaci) zadné stavové funkce Q. Pfesné vzato 2.
termodynamicky zakon Vv jedné ze svych formulaci ftika, Zze teplo A&Q kazdého
termodynamického systému je integrabilni diferencidlni formou. Integrabilni diferencialni
forma po vynasobeni vhodnou funkci — tzv. integracnim faktorem — piejde do Uplného
diferencialu néjaké stavové funkce. Z diferencidlni formy dQ néjakého termodynamického

systému vyplyva tak funkéni zavislost jeho entropie S a dokonce i termodynamicka teplota T
jakozto prevracena hodnota integra¢niho faktoru.

Pro nevratné d¢je piejde ptedchozi vztah do nerovnosti

xQ
ds > 2

Diusledkem této nerovnosti je termodynamickd nevratnost. Skutecné, pro ¢asoveé obraceny d¢j
(film, pustény pozpatku) by zména entropie a tok tepla mély opa¢né znaménko, dS’ = —dS,

Q' =-A, atedy

, Q'
ds <T’ (3)
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Vv rozporu s 2. zakonem termodynamiky (2).

Vnitini nevratné procesy (vyrovnavani teplot a tlakti, chemické reakce, ...) v izolovaném
systému, tj. v systému, do néjz neni zvnéjska nijak zasahovano, probihaji bez piisunu ¢i odvodu
tepla, tj. pro &Q =0. V disledku nerovnosti (2) mohou tyto procesy probihat pouze ve sméru,
ve kterém celkova entropie roste,

ds >0. (4)

Po dosazeni maxima entropie vnitini procesy ustanou a systém se dostane do termodynamické
rovnovahy.

Piiklad 1 (Tepelna vymeéna a rist entropie)
Izolovany termodynamicky systém sestava ze dvou téles o riznych teplotach T, a T,, které

jsou v tepelném kontaktu. Dokazte, Ze podle 2. zakona termodynamiky ve formulaci (4) bude
teplo samovolné prechazet z télesa teplejsiho na téleso chladnéjsi.

ResSeni

Vymeéna tepla musi probihat tak, aby celkova entropie spojené soustavy rostla. Pfedpokladejme,
ze T, >T,, tj. prvni téleso ma vyssi teplotu nez druhé. Necht’ malé mnozstvi tepla & piejde
z prvniho télesa na druhé. (Je-li velikost tepla v absolutni hodnoté dostate¢né mala, nemusime
Vv prubéhu jeho pfenosu pocitat se zménou teplot obou téles.) Jinak fe€eno druhé téleso ziska
teplo K, =& a prvni téleso totéz teplo ztrati, tedy ,,pfijme* teplo &, =-&. Tomu
odpovida celkova zména entropie systému

X, N [1 1}
dS=dS, +dS, =2+ 52| = = |50, (5)
' ? T1 T2 Tz T1

V dusledku nerovnosti T, > T, je vyraz v zavorce kladny. Aby celkova entropie rostla, musi
soucasné byt kladné 1 pfenesené teplo, & >0, coZ znamenad, Ze tok tepla skute¢né smétuje od
télesa teplejsiho ke chladngjsimu. Pfi obraceném toku tepla ( &Q < 0) by entropie v rozporu s 2.
termodynamickym zakonem klesala.

Po urcité¢ dobé entropie dosahne maxima a vymeéna tepla ustane, systém se dostane do stavu
termodynamické rovnovahy. Soucasn¢ dojde i K vyrovnani teplot — v opa¢ném piipadé by
entropie pii pokracujicim toku tepla z télesa teplejsiho na chladnéjsi mohla nadale rist
Vv rozporu s predpokladem, Ze jiz dosahla svého maxima.

3.2 Statisticka interpretace entropie izolovaného systému

V ptedchozim oddile jsme se seznamili s tim, Ze v izolovaném systému probihaji d&je tak, aby
entropie rostla. Z druhé strany, z hlediska statistického, o¢ekavame, Ze tyto déje probihaji od
stavii méné pravdépodobnych ke staviim vice pravdépodobnym. Ze existuje souvislost mezi
entropii a pravdépodobnosti si poprvé uvédomil L. Boltzmann roku 1887. Pro izolované
systémy navrhl vztah S~InQ, kde Q je pocet mikrostavi, které danému makrostavu
odpovidaji. Tato veli€ina je nam jiz diivérné€ zndma z predchozi kapitoly. Konstanta imérnosti
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zavisi na volbé jednotky pro teplotu. Méfime-li teplotu v kelvinech, je onou konstantou
umérnosti Boltzmannova konstanta. Tedy

S=kgInQ, k;=138x10"JK. 1)

Na rozdil od prvniho zdkona termodynamiky (zdkona zachovéni energie), ktery je absolutné
platny, ziskava v tomto pojeti druhy zakon termodynamiky statisticky charakter. Napft. teplo
miuize samovolng prejit z télesa studenéjsiho na teplejsi, pouze bude tento proces mnohem méné
pravdépodobny nez proces k nému opacny.

Béhem casu prochazi izolovany termodynamicky systém o dané energii ndhodné riznymi
mikrostavy, které této energii odpovidaji. Podle apriorniho pfedpokladu (ergodické hypotézy)
jsou vSechny tyto stavy stejné pravdépodobné. Nejdéle tedy setrvava v tom makrostavu
(termodynamickém stavu), ktery se na mikroskopické tirovni realizuje nejvice zpiisoby. Tento
makrostav definujeme jako rovnovazny. Ostatni makrostavy, které jsou realizovany mensim
poctem mikrostavi, se vyskytuji méné ¢asto, jsou méné pravdépodobné, striktné¢ zakazané ale
nejsou. Pravdépodobnosti jejich vyskytu velice rychle klesaji s velikosti odchylky od
rovnovazného stavu. Tyto nahodné odchylky od rovnovazného stavu piedstavuji fluktuace.

Piipomenme si, ze molekuly plynu v nadobé se zcela nahodné rozmist'uji v jeji levé a pravé
poloving, pfi¢emz nejpravdépodobnéjsi je jejich rozdéleni pil na pal. Casta jsou i rozdéleni,
ktera jsou tomuto rovnovaznému rozdéleni blizka, ale vétsi odchylky od rovnovazného stavu
jsou velice malo pravdépodobné. Tak pravdépodobnost, ze vSech N molekul se nahodné
shromazdi v levé poloviné nadoby, je 1/2". Jev sice neni vylouden, ale jiz pro N ~10%°
molekul (toto mnozstvi odpovida vcelku malé hmotnosti né¢kolika setin gramu) je tato
pravdépodobnost tak nepfedstavitelné mald, Ze ani doba existence naseho vesmiru by nestacila
k tomu, abychom se této vzacné udalosti dockali.

Na zavér tohoto tivodu si odvod’'me rozdé€leni pravdépodobnosti pro jednotlivé mikrostavy.
V izolovaném systému se nutn¢ zachovava E. Stavy i, které maji energii E; =E, jsou podle
predpokladu stejné pravdépodobné. Pocet téchto stavli znac¢ime Q. Stavy j o jiné energii
E; # E jsou nedostupne. Odtud

R-L, E-E
Q 2
P=0, E;=E.

Toto trivialni rozdéleni pravdépodobnosti mikrostavii pro izolované systémy se ve statistické

fyzice nazyva mikrokanonické.

Entropie je pokladana za miru neuspofadanosti v systému. Rovnovazny stav, tedy stav
S maximalni entropii, S zaroven ztotoziuje se stavem maximaln€ neuspofadanym. Ostatné je
dobfe znamo 1 z bézného zivota, Ze potadek se realizuje podstatné méné zplsoby nez
neporadek. Mame-li studijni pomicky na stole rozmistény dle Bronstejnovy metody (film ,,Jak
basnici ptichazeji o iluze®, 1984) a pfemistime-li poznamkovy blok ze sektoru BS do sektoru
A3, uspotadani na stole (makrostav) se vyrazné zméni. Budou-li pomticky na stole rozmistény
zcela chaoticky (rovnovazny stav), nebude mit pfemisténi bloku z jednoho mista na druhé na
stav uspofadani zadny vliv.
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V souvislosti s principem maxima entropie jsou spojeny dva popularni paradoxy.

Roku 1867 ptedlozil J.C. Maxwell myslenkovy pokus, ktery zdanlivé dokazoval, Ze inteligence
¢i n¢jaky divtipny mechanismus muze pusobit proti 2. zdkonu termodynamiky. Uvazoval plyn
v nadobg, ktera je prepazkou rozdélena na dve poloviny. V kazdé poloviné nddoby se nachézeji
molekuly o raznych rychlostech. Jak jesté uvidime v oddile 4.3, toto rozdéleni molekul podle
rychlosti je v uzkém vztahu k teploté plynu. Plyn mé na zacatku po obou stranach prepazky
stejnou teplotu.

V piepazce je maly otvor, opatfeny dvirky. Tato dviifka ovlada inteligentni bytost — Maxwelltv
démon. Pokud se z levé poloviny nadoby blizi ke dvitkim molekula plynu o velké rychlosti,
otevie démon dvitka a molekulu propusti do pravé poloviny. Pomalym molekuldm dvitka
neotevie. Naopak pro molekuly z levé poloviny nadoby postupuje opa¢né: Pomalé propusti do
pravé cCasti, rychlym poneché dvitka zaviena.

Po urcité dobé se v levé Casti nahromadi pomalé molekuly, kdezto v pravé ¢asti se shromazdi
molekuly rychlé, viz obrazek. Dojde tak k rozdéleni teplot pivodné rovnovazného systému,
k jeho vétsimu uspofadani a ke snizeni jeho entropie. Ostatné podobny proces tiidéni,
doprovazeny zdanlivym snizovanim entropie, zname dobie z pohadky o Popelce. Tam ovSem
tuto ¢innost vykonavaji holuby.

Prevzato z: http://uterky.fjfidecin.cz/prednasky/stroje-na-ziskavani-energie-z-niceho

Reseni neni viibec jednoduché. AZ v roce 1929 se objevil ¢lanek Led Szilarda s nazvem
,»Snizeni entropie v termodynamickém systému vlivem inteligentni bytosti®. Podstata feSeni,
strucné feceno, spociva v tom, zZe ani informace ,,nejsou zadarmo*. Jejich ziskani a zpracovani
vede k tomu, ze celkova entropie soustavy ,,plyn + démon + zafizeni k méfeni rychlosti
molekul* nutné€ vzroste. Pfedstavme si napt., ze si démon na molekuly sviti klasickou zarovkou.
Fotony z horkého vldkna zarovky jsou po odrazu od molekul plynu zachyceny na studenéjsi
sitnici démonova oka. Dochazi tim k piechodu tepla od télesa teplejsiho k chladn&j$imu, a tento
d¢j, jak vime z oddilu 3.1, je doprovazen ristem entropie.

Problém nevytesi ani piechod od jiz zakazanych Zarovek k uspornéj§im zdrojlim svétla, napf.
k LED diodam. Pouziti ptili$ ,,studeného* svétla totiz démonu neumozni rozlisit tyto fotony od
fotontl tepelného zateni, které predstavuje pfirozené elektromagnetické pozadi plynu v nadobé.
Démon nic neuvidi.

Podrobnéji se s problémem Maxwellova démona lze seznamit napi. v popularni publikaci [9],
str. 91-121. Mnoho zdroju k tomuto tématu je na internetu, za v§echny uved’'me alespon ¢lanek
[10].
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Jiny zdanlivy paradox je spojeny s existenci zivota. Organismy totiz ptfedstavuji vysoce
organizované systémy s nizkou entropii a jejich vyvoj tak jde zdéanlivé proti 2. zdkonu
termodynamiky.

V roce 1944 publikoval k tomuto tématu E. Schrodinger vlivny esej ,,Co je zivot™ [11], ve
kterém se objevila koncepce negativni entropie, pozdéji nazvana negentropii. Podstata feseni je
V tom, ze zivé organismy netvoii izolovany systém, jsou v kontaktu s okolnim prostiedim, a
svou entropii tak snizuji na jeho tkor. Celkova entropie organismu a jejich prostiedi opét roste.
Pokusme se to zjednodusen¢ vyjadfit takto: Vyznam potravy nespociva jen v tom, co jejim
prostiednictvim ziskavame (energii), ale také v tom, ¢eho se jejim prostiednictvim zbavujeme
(entropie).

Z mnoha zdrojt, dostupnych na internetu, uvadime k tomuto tématu filozofické pojednani [12].

3.3 Entropie systému v tepelném kontaktu s termostatem

Uvazujme makroskopicky systém z mnoha &astic, ktery se nachazi v tepelném kontaktu
S prostiedim — termostatem — o teploté¢ T. Mezi systémem a termostatem neustale probiha
nahodna vyména energie. Pfedpokladdme pfitom, Ze termostat je natolik velky, aby vymeéna
tepla se systémem prakticky neovlivnila jeho termodynamicky stav. JelikoZ energie systému
neni konstantni, nebudou jiz v§echny jeho dostupné mikrostavy stejné pravdépodobné.

Piedpokladejme jeste, ze kvantové stavy (mikrostavy) naseho systému jsou diskrétni a mtizeme
je tedy popsat souborem kvantovych ¢isel (multiindexem — souborem indext) i.Jde pouze o

Nasim ukolem je najit pravdépodobnost, ze se systém nachazi v i-tém kvantovém stavu.
Predpokladejme jesté, ze tato pravdépodobnost je funkci pouze energie E, tohoto stavu,
P =P(E). (S timto fundamentalnim piedpokladem — axiomem — jsme se setkali jiz
v piedchozi kapitole. Dva rizné kvantové stavy o stejné energii budou stejné pravdépodobné.)

Abychom tuto funkéni zavislost pravdépodobnosti na energii pravdépodobnost nasli,
predstavme si slozeny termodynamicky systém AB, sloZzeny ze dvou podsystémi A a B. Oba
podsystémy jsou v tepelném kontaktu s tymZ termostatem, a — abychom vylou¢ili jejich
statistickou zavislost — necht’ jsou od sebe fyzicky oddé€leny. Je-li podsystém A Vv kvantovém

stavu i o energii E* a podsystém B v kvantovém stavu j o energii EjB , je slozeny systém
AB Vv kvantovém stavu ij o energii Ei?B =E*+E jB . Vzhledem ke statistické nezavislosti obou
podsystém plati pro jejich pravdépodobnosti

PAB(EiA+EjB) = PA(EiA)PB(EjB)- 1)
Hledame tedy funkce, vyhovujici funkcionalni rovnici

P (x+y) =PA(x)P°(y), )
V niZ jsme kvili lepsi prehlednosti proménné energie pfeznacili na x a y. Intuitivné je z této
identity ziejmé, ze pravdépodobnosti mohou na svych proménnych zaviset pouze

exponencialn¢é. Abychom tuto domnénku matematicky odvodili, zderivujme ob¢ strany identity
postupné podle proménnych x a y:
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Py (x+ y)x I = (pry( P (y)

@)
(P )(x + y)x% = PAX) (PP)(Y).

Carkou zde ozna¢ujeme derivaci funkce jedné proménné. Levé strany téchto identit jsou si
rovny, rovny si proto budou i jejich pravé strany:

(PAY(x) PE(y) = P*(x) (P®)(y). 4)
Po vydéleni obou stran souéinem P*(x) P®(y) obdrzime

(P*Y() _ (PY(y)
P (x)  P°(y)

(5)

Leva strana nezavisi na proménné y, prava naopak nezavisi na proménné X . Oba podily jsou
tak rovny néjaké spolecné konstanté, kterou oznac¢ime — S

(PYY() _ (PPY(y) _
PR PP(y)

-5 (6)

Resenim téchto rovnic jsou exponencialni funkce
PA(x)=C"e™”*, PB(y)=C®e ™", )

kde C*, resp. C® jsou integraéni konstanty.

V dal$im se zaméfime pouze na jeden systém, napt. A. Vratime se k ptuvodnimu znaceni
energie, rozlisovaci index A u vSech veli¢in vynechame a konstantu umérnosti C pfeznacime
na 1/Z . Pravdépodobnost, Ze se systém nachazi v i-tém kvantovém stavu o energii E;, bude
v tomto znaceni

1
P==e¢"", 8
= (8)

Dospéli jsme ke znamému M-B rozdéleni (2.3-6), resp. (2.3-10), avsak s jednim podstatnym
rozdilem: Index i a pravdépodobnosti P, se v uvahach oddilu (2.3-1) vztahovaly ke kvantovému
stavu jedné (rozlisitelné) ¢astice, kdezto nyni se vztahuji k termodynamickému systému, ktery
je v tepelném kontaktu s termostatem, s nimz si mize vyménovat energii. Termodynamické
systémy jsou ze své podstaty rozliSitelné a rozdé¢leni (8), na rozdil stejného rozd¢leni pro jednu
Castici, plati bez ohledu na charakter ¢astic, které systém tvofi. Rozdé¢leni (8) nazyvame
kanonické nebo Boltzmannovo.

Parametry Z a g tohoto rozdéleni se stanovuji stejn¢ jako v oddile 2.3.1. Prvni parametr,

nazyvany partiéni funkce nebo particni suma, je ur€en z podminky pro soucet
pravdépodobnosti:
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Tret = 2-3ern ®

Z vyjadteni této konstanty je zfejmé, pro¢ jsme od plivodni konstanty C piesli k pievracené
hodnoté¢ Z =1/C. Také je zfejmé, pro¢ jsme spole¢nou konstantu v rovnicich (6) volili se
znaménkem minus. Pfi této volbé znaménka musi byt parametr B kladny, aby nekonec¢né fada

pro parti¢ni funkci konvergovala.

| zde plati, ze k urceni konstanty /3 je nutna konfrontace rozdélovaci funkce (8) s né¢jakymi z ni
vyplyvajicimi fyzikdlnimi dusledky. A opét z této konfrontace S termodynamickymi zdkony
vyplyne, ze [5]

B=—, (10)

kde k; je Boltzmannova konstanta.

Souvislost parametru S s teplotou ¢astecné vyplyva z vyjadieni pravdépodobnosti (7) pro dva
rizné a na sob¢ nezavislé systétmy A a B, které ale pfitom maji parametr £ spolecny. Nyni
jiz vime, Ze jde o odraz toho, Ze jsou oba v tepelném kontaktu s tepelnou lazni (termostatem) o
téze teploté T .

3.4 Souvislost parti¢ni funkce s termodynamickymi veli¢cinami

Ukazuje se, Ze parti¢ni funkce predstavuje jakysi most mezi statistickou fyzikou a
termodynamikou. llustrujme si tuto skute¢nost na nékolika piikladech.

Piiklad 1 (Souvislost particni funkce s vnitini energii)
Vyjadrete z partiéni funkce Z a z jejich derivaci podle parametru £ vnitini energii U
termodynamického systému, ktery se nachazi v tepelném kontaktu s okolim o teploté T .

ReSeni

Systétm v tepelném kontaktu prochazi vlivem fluktuaci riznymi mikrostavy
s pravdépodobnostmi danymi vzorcem (3.3-8), s parametry Z a S tohoto rozdéleni

definovanymi ve vztazich (3.3-9) a (3.3-10). Je ptirozené ztotoznit vnitini energii systému se
statistickou stfedni hodnotou jeho energie:

Z Ei e*ﬁEi
U:<E>:ZEiF’i:‘T. (1)
Abychom tento vztah upravili, zderivujeme Z podle parametru g:

d_z_i -BE _ _E)e PE
5452 e Zi:( E)e’5. 2)

Po dosazeni do vztahu (1) dostaneme
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1dz d(nz
__1dZ__dmz) ®
Zdp dg
Tento vztah tvoifi pomyslny most mezi statistickou fyzikou, zastoupenou parti¢ni funkei Z, a
termodynamikou, zde zastoupenou vnitini energii U termodynamického systému.

Poznamenejme, Ze v piedchozich derivacich jsme pfedpokladali, ze energie E, jednotlivych
kvantovych stavii jsou konstantni. Pfitom energetické spektrum zavisi na vnitinich i vnéjsich
silovych polich. Vnitini interakce jsou pro kazdy termodynamicky systém pevné dany povahou
castic, které jej tvoii. K vnéjsim silovym polim patii napt. pole gravitacni ¢i elektrické, a také
objem. Nemaji-li se hladiny energie ménit, musi tato vnéj$i pole — v€etné objemu — zlstavat
konstantni. Pro jednoduchost budeme proto vzdy predpokladat, Ze vnéjsi parametry systému se
nemeéni a termodynamické veliCiny jsou tak funkci pouze teploty T, resp. parametru £ .

Pfed feSenim dalSich tuloh si odvodime obecny vztah mezi derivacemi libovolné
termodynamické veli¢iny F podle proménnych g a T :

dF _dr(s(M)) _dFdp __ 1 dF _ | pdF

dT dT  dBdT  kT2ds dg’

dF dF @
T kTl

ds dT

V ptedchozim vztahu jsme jedinym symbolem F znacili funkci proménné A i funkci
proménné T . Tento Gizus je ve fyzice bézny. Pevné danym symbolem se znaci urcita velicina,
napf. energie, kterd ale mize byt funkci riznych proménnych, napf. ¢asu nebo polohy. S jakymi
proménnymi v dané chvili pracujeme, je ziejmé z kontextu. Rigorézni zavadéni rtiznych
symbolt pro rGzné funkce by znaéné zneptehlednilo zapisy matematickych vyraza.

Priklad 2 (Souvislost parti¢ni funkce s fluktuacemi vnitini energie)

a) Z parti¢ni funkce Z odvodte smérodatnou odchylku fluktuaci energie termodynamického
systému kolem jeji stfedni hodnoty. Systém se nachéazi v tepelném kontaktu s okolim o teploté¢
T.

b) Z tzv. ekviparti¢niho teorému vyplyva, ze idedlni plyn tvofeny N atomy a o teplot¢ T ma
vnitini energii

U:Nng (%)

(viz téz Priklad 5 z oddilu 4.3). Urcete pro tento specialni ptipad velikost fluktuaci energie a
jejich relativni hodnotu. Jak velké fluktuace energie vykazuje systém o latkovém mnozstvi 1
mol?
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ReSeni
a) Rozptyl (variance) energie je o2 = < E* > — < E >”. Stiedni hodnotu energie jsme uréili

v ptfedchozim piikladu, zbyvéa spocitat stfedni hodnotu jejiho kvadratu. Vypocet bude
analogicky vypoctu stfedni hodnoty energie:

1 1 d? 1d%z
2 — EZP:_ E-2 -BE _ -pE; - = 6
g Zi i zzi € ZdﬁZ " Zdp? ©)
Odtud
, 1dZ ( 1dz) d(1dz
ol = 1 PR ey | ™)
Z dp° zdg) dplzdp

Avsak, jak vyplyva z jiz odvozeného vztahu (3), je vyraz v posledni zavorce roven zaporné
vzaté vnitini energii U . Parametr S nahradime jesté teplotou T (viz (4)):

o2= - 20U ®)
Tdp " dT

Je otazkou, zda by tento elegantni termodynamicky vztah pro fluktuace energie mohl byt
odvozen jen v ramci termodynamiky, bez asistence statistické fyziky. Pravdépodobné nikoli.

b) Pro atomarni plyn dosadime za vnitini energii do ptfedchoziho vyjadieni vzorec (5).
Obdrzime

KT 3N1 5 Oc 2
2 <E> 3N

(9)

Pro 1 mol (N =6x10% &astic) dostaneme neméfitelnou hodnotu o ~107**< E >. Naopak
pro maly pocet ¢astic, napf. N ~10, mohou fluktuace energie dosahnout stejného fadu jako je
jeji sttedni hodnota. Ta pak nemiZe zastupovat okamzitou energii systému. To je diivod, pro¢
termodynamické systémy musi byt makroskopické, tj. pro¢ musi obsahovat dostatecné velky
pocet castic. Jediné tehdy mohou byt fluktuace veli¢in kolem jejich stfednich hodnot
zanedbany.

V ptedchozich dvou tllohdch jsme pomoci statistické fyziky charakterizovali termodynamickou
energii. Je moZzny i1 opacny postup, ve kterém termodynamickym veli¢indm ddme naopak
statistickou interpretaci Jednou z takovych dﬁleiitych veliéin je entropie Za pfedpokladu Ze
systém tedy nekona praci, oW = 0, lze tuto veli¢inu jakozto funkci teploty urcit z kombinace
1. a 2. termodynamického zakona [8]:
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TdS =X,
R =dU + W, (10)
MW =0 = TdS=dU.

Po vydéleni posledniho vztahu mezi diferencidly dS a dU diferencidlem teploty dT obdrzime
diferencialni rovnici pro entropii S(T):

ds_1du )
dT T dT

Piiklad 3 (Souvislost parti¢ni funkce s entropii)

Z termodynamického vztahu (11) vyjadiete entropii pomoci parti¢ni funkce Z .

Reseni

Od derivaci pfes proménnou T ve vztahu (11) pfejdeme S vyuzitim (4) k derivacim pftes
proménnou A3, se kterou se nam bude lépe pracovat. Vnitini energii U vyjadiime jesté ze
vztahu (3):

ds du d’Inz
—kp*— =kB| -kp*— |=k*p° : 12
ﬂdﬁ ﬂ( ﬂdﬂ} B a5 (12)
Po upravé dostaneme rovnici
ds d*’Inz d dinz ) dinz d dinz
= _ k& = k| — — =-k— -nz |, 13
AT [dﬂ[ﬂ dﬂJ dﬂ} dﬂ{ﬂ s } &
kterou jiz snadno integrujeme:
dinz
S=k|IhzZ- +C. 14
mz-pS02 )

Libovolnou integracni konstantu C muiZeme poloZit rovnou nule.
To, ze se nam pomoci parti¢ni funkce podafilo vyjadfit i entropii, jenom potvrzuje vyznam
parti¢ni funkce jakoZzto spojnice mezi statistickou fyzikou a termodynamikou.

Piiklad 4 (Vyjadieni entropie jako funkce pravdépodobnosti P,)

Vyjadrete entropii pomoci pravdépodobnosti

1
F). :—eiﬂEi 15
I Z ( )

kanonického rozdeéleni.
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ReSeni
Vztah mezi entropii S termodynamického systému a pravdépodobnostmi P,, Ze se systém

bude nachazet v i-tém kvantovém stavu o energii E,, patfi ve statistické fyzice k tém kli¢ovym.
Jeho odvozeni je ponékud trikové. Definujme si funkci

H(R,P,..)=-k> RINR, (16)

do které dosadime In P, =—InZ — SBE, :

H=k> RInZ+kp RE;. 17)

Soucet vSech pravdépodobnosti v prvni sumée je roven jedné. Ve druhé sumé poznavame stiedni
energii systému, kterou ztotozilujeme s termodynamickou energii (viz (1) a (3)). Nakonec
dostavame

H=kInZ+kﬂU:k(InZ—,Bd(:LIBZj. (18)

Avsak prava strana tohoto vyrazu je rovna entropii S z vyjadteni (14):

S:—kZPiIn P. (19)

Jak uvidime v oddile 3.7, tuto funkci nazval C. Shannon v jiné souvislosti informac¢ni entropii.
Piedchozi vztah byl sice odvozen pro ptipad kanonického rozdéleni (15), tedy pro systém, ktery
se nachazi v tepelném kontaktu s termostatem, plati v§ak i pro entropii izolovaného systému,
fidiciho se rozd€lenim mikrokanonickym. Skute¢né, dosadime-li za P, mikrokanonické
rozdéleni (3.2-2), obdrzime

1, 1
-k PnP=-k)» —In—=kInQ, (20)
2 2a"a

coz je entropie (3.2-1) izolovaného systému. (Pro nulové pravdépodobnosti je nutné polozit
O0In0=1lim(xIn x) =0, kde x — 0.)

3.5 Princip maxima entropie a rozdéleni pravdépodobnosti

Z podminky maxima entropie (19), chapané nyni jako funkce proménnych P, je mozné zpétné
urcovat pravdépodobnosti jednotlivych kvantovych stavli — mikrostavli. Timto se kruh uvah
uzavira — od nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni jsme dospéli K entropii rovnovazného stavu a
nyni od pojmu entropie dosp&jeme k nejpravdépodobnéjsimu rozdéleni. Probereme dva nam jiz
znamé piipady. Prvni se tyka systému, izolovaného od okoli, u n¢hoz jsou dostupné ty kvantové
stavy i, jejichz energie E; je rovna pevné¢ dané hodnot€¢ E =U . Druhy se tyk4 systému,
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nachazejiciho se v tepelné rovnovaze s termostatem o stalé teploté. V dusledku tepelné vymeény
s termostatem mohou energie E, systému fluktuovat kolem své stfedni hodnoty < E >=U,

pevné uréené teplotou termostatu. Vnéjsi parametry systému, jako je napf. objem nebo
gravitace, predpokladame konstantni.

Priklad 1 (Mikrokanonické rozdéleni z podminky maxima entropie)

Pro izolovany Systém je dostupnych Q kvantovych stavu, i =1,2,...,Q, majicich tutéz energii
E . Z podminky maxima entropie (19) urcete pravdépodobnosti P, téchto stavli a hodnotu
entropie.

ReSeni
Z matematického hlediska jde o ureni maxima funkce
Q
S(R.P,.....P,)=—k>_PInP, )
i=1
na jejiz proménné je kladena jedina vazba
Q
> P=1. @)
i=1

(Jelikoz vsech Q kvantovych stavii ma podle predpokladu tutéz energii, je vazbova podminka
pro energii splnéna trivialng.)

Maximum budeme hledat metodou Lagrangeova neurcitého soucinitele. Vazebnou podminku
(2) vynasobime ¢initelem Ak apfi¢teme ji k funkci S . Po této procedufe miizeme na proménné
hledét jako by byly nezavislé. Podminky pro maximum

i(—k PiInPi+/1k2Pij=0, i=12,...,Q (3)
i=1 i

vedou Kk jednoduchym rovnicim
InP,=1-1 = P, =konst. (4)

Hodnotu spole¢né konstanty urcuje normovaci podminka (2):

P=1, j=12...Q,
Q
S:—kZ—In—zkInQ.
= Q Q
| |

Piiklad 2 (Kanonické rozdéleni z podminky maxima entropie)

Systém je v tepelném kontaktu s okolim o dané teploté¢ T . Stanovte pravdépodobnosti P,
jednotlivych kvantovych stavii z podminky maxima entropie (19).
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ReSeni
Systém nyni mtize v prabehu fluktuaci prochazet kvantovymi stavy o riznych energiich, kter¢,
na rozdil od piedchoziho ptikladu, budou mit rozdilné pravdépodobnosti. Hleddme maximum
funkce

S(Pl,PZ,...,):—kZPiInPi, (6)

jejiz proménné jsou podrobené vazbam

LR

;
D> E;R =U =konst. 0

Druha podminka vyjadiuje, ze ackoli systém vlivem fluktuaci svou energii méni, jeji sttedni
hodnota je jednozna¢né uréena spole¢nou teplotou termostatu a systému.

Lagrangeovy neur€ité soucinitele nyni od samého pocatku zavedeme ve tvaru, ktery bude
pfedjimat vysledné kanonické rozd€leni. Prvni vazbovou podminku v (7) vynasobime
Lagrangeovym soucinitelem A, =k(1—1In Z), druhou podminku soucinitelem A, =—k/3, a
ob¢ tyto funkce pricteme k funkci Sv (6). Konstanty Z a g jsou zatim neuréené. Podminky
pro extrém jsou nyni

a%(—kZPilnPi+k(1—InZ)ZPi—kﬂZEiPij:O, (8)

odkud dostdvame ndm jiz dobie znamy vysledek

1
PR==e"’", 9
= ©
ovSem tentokrat odvozeny z pozadavku maxima funkce (6), podrobené vazbam (7).

Lagrangeovy konstanty Z a S jsou ureny vazbovymi podminkami a termodynamickymi
dusledky rozdéleni (9):

1

I = -
Z_Ze ,ﬁ_kT. (10)

3.6 Statisticky model dvouhladinového systému

Ve vétsiné piipadii mize systém nabyvat nekonecné¢ mnoha kvantovych stavil, pficemz
energetické spektrum neni shora omezeno, E;, — oo pro i — oo. Aby suma pro parti¢ni funkci

Z V téchto ptipadech konvergovala (tj. aby soucet pravdépodobnosti mohl byt normovan
k jednotce), musi parametr S (atedy i teplota T ) nabyvat pouze kladnych hodnot. Zvykli jsme

si brat za samoziejmé, ze zdporné termodynamické teploty neexistuji, resp. nejsou dosazitelné.
Ve skute¢nosti existuji ,,exotické kvantové soustavy, které maji jen kone¢ny pocet moznych
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kvantovych stavi. Jelikoz v téchto ptipadech particni funkce sestava jen z kone¢ného poctu
sCitanct, problémy s jeji konvergenci nejsou ani pro zéporné hodnoty parametru 3.

V nésledujici tloze budeme vlastnosti téchto systémi podrobné studovat na nejjednodussim
systému, sestdvajicim pouze ze dvou kvantovych stavi.

Piiklad 1 (Kanonické rozdé€leni dvouhladinového systému)

Necht’ jsou pro kvantovy systém dostupné pouze dva stavy i=1,2 o energiich E, a E,,
pficemz predpokladame E, > E,. Systém se nachazi v tepelné rovnovaze s okolim o teploté¢ T
. Vlivem tepelnych fluktuaci mtize tak nahodné ptechazet z jednoho stavu do druhého.

a) Urcete stiedni energii systému a jeji smérodatnou odchylku.

b) Pfedchozi kvantovy systém ztotoznéte s jednim elektronem, jehoz energie (napt. v zavislosti
na orientaci spinu) miiZze nabyvat pouze dvou hodnot. Uvazujte slozenou soustavu, sestavajici
z N takovychto elektronli. Kolik elektroni se bude v priméru nachazet na jednotlivych
energetickych hladinach? Jaka bude termodynamicka energie celé soustavy?

¢) Vysledky z ¢asti b) znazornéte graficky v zavislosti na teploté nebo jiném vhodném
parametru a interpretujte je.

ReSeni
a) Nejdtive si vypiSeme jednotlivé pravdépodobnosti

R=g¢"% R=gel @

kde

Z=e"B e ”% a ﬂsi. (2)

KT

Stfedni hodnota (prvni obecny moment) energie je

<E>=EP+E,P,. 3)
Stiedni hodnota kvadratu (druhy obecny moment) energie je

<E*»>=EZP +EZ?P,. 4)
Rozptyl (druhy centralni moment) energie je tedy

c’=<E*>-<E>"=E’R+E’P,-(E,R+E,P)’. (5)
S uvédzenim identity P, + P, =1 posledni vztah zjednodusime:

o= (E,-E)’PP,. (6)

Témito vztahy je otdzka a) zodpovézena.
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Diive, nez piistoupime k feSeni zbyvajicich dvou otazek, ddme predchozim vztahim ponékud
kompaktné&jsi formu pfechodem od proménnych E, a E, K novym proménnym

E, = S, EET (7)
Pak
E,=E,—s E,=E,+¢ (8)
a
Be -pe
P € p-_° 9)

Loefigefel 2 gl qpefel

Pro stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku energie obdrzime Vv téchto novych proménnych
po mensSich algebraickych tpravach vztahy:

<E>=E, -¢tanhBs,

& (10)
o=———-.
cosh (Be)

V zépisu jsme pouzili hyperbolické funkce

e +e” e‘—e
coshx = , tanh Xx=———-.
2 e’ +e

—X

(11)

b) Stiedni pocet elektronii v jednotlivych kvantovych stavech je obecné uréen vztahy
N; /N = P,. Konkrétné€ pro na§ dvouhladinovy systém dostdvame

Ne”* Ne”*
No= e No= 0 (12)
e " +e€ e " +e
Pomér poctu elektronti na druhé hlading K poctu elektroni na prvni hlading je
& —p 26 _ g (Ba-E)/KT (13)

1

Pomeér poctu elektrond, vyskytujicich se na obou hladinach, je tedy urcovén teplotou systému.

Tuto interpretaci miizeme obratit a z poméru poctu elektront na obou hladinach urcit teplotu,
ktera danému obsazeni hladin formaln¢ odpovida:

E2_E1

ETIO .

Termodynamickou energii slozené soustavy ztotoznime S jeji stfedni energii
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U=N<E>=N(E, —¢etanhge). (15)

c) Je ztejmé, ze predchozi vztahy pro dvouhladinovy systém ptipoustéji hodnotu S nejen
kladnou, ale i nulovou a dokonce zapornou. Jelikoz nulové hodnoté parametru B odpovida
spolec¢na teplota T = +oo, bude tento parametr pro zobrazeni vhodné&jsi nez puvodni teplota.

Pfesnéji, namisto teploty zvolime Vv grafech za nezavisle proménnou parametr

a=pes=(E,—E)/2KT.

(16)

Pfitom budeme mit na paméti, ze teploté¢ odpovida pievracend hodnota tohoto parametru,

T~-1/cx.

Misto absolutniho poctu castic budeme do grafii vynéaset bezrozmérné pravdépodobnosti

(relativni Cetnosti) obsazeni hladin:

N

N, e* N
N

e—a
v N2
e’ +e7“ N

e* +e %

A7)

Podobné misto termodynamické energie U vyneseme do grafu jeji ,,redukovanou* hodnotu

U/N-E
Uu=s———=—tanh «. (18)
&
1 : . 1 : ! T T
5 i ) . O O S — e _
i DE ............. AR —— — i
D? ! 04 ............... .............. \ .......................... ............. =
8 : : : 5 : 5
ﬁ 06 02 ............... .............. . .......................... \ ‘ ............. -
Q . 2 : g ; &
B 05 : : 5 0 : 3 : 3
8 5 : : : ; g
2y D2 s R B 2
® : : : ; : :
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Z prvniho obrazku je ziejmé, Ze pro kladné hodnoty « , tedy pro kladné teploty, je pocet ¢astic
na niz8i energetické hladiné (modra kiivka) vyssi neZ na hladiné vyssi (Cervena kiivka), pfi¢emz
s klesajici hodnotou parametru ¢, tedy s rostouci teplotou T, se tento rozdil v obsazeni hladin
rychle snizuje. To odpovida béZznym poméram. Pro nulovou hodnotu « , které odpovida
nekonecna teplota T = +oo, se pocet Castic na obou hladinach vyrovna. Pro zaporné hodnoty
a , odpovidajici zapornym termodynamickym teplotdm, se obsazeni hladin vyméni, dochézi
k tzv. inverzni populaci [13].

Graf nazorné podava statistickou interpretaci teploty jakozto parametru, ktery fidi rozdéleni
¢astic do jednotlivych energetickych hladin.

Druhy graf ukazuje, jak se s teplotou méni termodynamicka energie. Ta je klesajici funkci
parametru « . Piejdeme-li od tohoto parametru k teploté, pak energie soustavy roste s teplotou,
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ktera kontinualné ptechazi od kladnych hodnot ptes nekonec¢no do hodnot zapornych! Zaporné
teploty se paradoxné jevi jako hodnoty, které se nenachazeji pod nulou, ale nad nekoneé¢nem.

Inverzni obsazeni hladin, kdy na vyssi hladin€ se nachézi vice ¢astic (elektronll) nez na hlading
nizs$i, je podstatou ¢innosti laserti. Dosahnout této inverze v§ak neni jednoduché, vyzaduje si to
nékteré ,,triky*, systém ma piirozenou tendenci preferovat kladné teploty. Neni ov§em nutné
mit z lasert kvili ,,zapornym* teplotdm obavy. Zaporna hodnota se tyka statistického popisu
obsazeni pouze dvou urcitych kvantovych hladin. Obsazeni ostatnich hladin odpovida jiz
teplotam kladnym, kdy se na niZ§ich hladinach vyskytuje vice €astic nez na hladinach vyssich.
O fyzikalni podstaté laserd, vychazejici z jevu tzv. indukované emise, jakoz i o metodach
dosahovani inverznich populaci, se lze docist v kazdé vysokoskolské ucebnici optiky, napft.
[14], str. 295-303, a samoziejmé také na internetu [15].

S ptedchozimi ivahami souvisi i Curietiv zakon pro paramagnetika [16]. Paramagnetika jsou
latky, jejichz magnetizace M (hustota magnetického dipdlového momentu) je tmérna
magnetickému poli B . Pierre Curie v roce 1895 experimentalné objevil, ze konstanta timérnosti
mezi magnetizaci a magnetickym polem je nepfimo imérna termodynamické teploté,

C
M==B8, 19
T 19)

kde C je konstanta, zavisla pouze na latce.

Uvedme si struén¢ fyzikdlni podstatu paramagnetického jevu. Necht' néjaky atom
paramagnetické latky ma magneticky moment M . Magnetizace je definovana vztahem

—

M=N<m>, (20)

kde N je hustota atomd v latce a <m > je stiedni hodnota atomarniho magnetického
momentu.

Bez ptitomnosti magnetického pole jsou magnetické momenty jednotlivych atoma vlivem
tepelného pohybu orientovany chaoticky vSemi sméry, takze stfedni hodnota magnetického
momentu a tedy i magnetizace jsou rovny nule.

Jinak se magnetické momenty budou chovat v magnetickém poli. Energie magnetického dipdlu
v magnetickém poli je dana skalarnim souc¢inem Eg =-m- B=-mBcos®, kde @ je thel mezi
obéma vektory. Dipdly budou mit tendenci orientovat se do sméru pole (8 = 0), kdy budou mit
nejmensi moznou potencidlni energii, E,, =—mMB. Naopak pfi orientaci proti sméru pole (

0 = ) bude jejich energie maximalni, E;, =+mB. V piipadé uplného uspofidani vsech

dipéli do sméru pole dosahne magnetizace své maximalni hodnoty M = Nm. Vlivem

tepelného pohybu vsak budou dip6ly ¢astecné rozdéleny do obou kvantovych stavii a skutecna
magnetizace bude niZsi.

Curietv zakon si odvodime za specialniho pfedpokladu, ze magneticky moment m jednoho
atomu je dan jednim nevykompenzovanym spinem elektronu v atomu. (Elektrony s opacnymi
spiny maji tendenci se parovat a své spiny tak navzajem kompenzovat.) Spin elektronu mutze
v libovolném sméru nabyvat pouze dvou hodnot +7#/2, kde % je redukovana Planckova
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konstanta. Dvéma hodnotam spinu odpovidaji dva mozné magnetické momenty ve sméru pole,
M =+, kde ug je Bohriv magneton. Horni znaménko odpovida orientaci spinu ve sméru

pole, dolni orientaci proti sméru pole. (Vzhledem k zapornému naboji elektronu je orientace
magnetického momentu opacna, nez je orientace spinu.) Dvéma moznym kvantovanym
hodnotam magnetického momentu ve sméru pole odpovidaji dvé mozné hladiny energie:

E, = +u5B (spin orientovan ve sméru pole), (21)

E, = —uzB (spin orientovan proti sméru pole). (22)

Priklad 2 (Odvozeni Curieova zdkona pro paramagnetika)

Magneticky moment atomu paramagnetické latky, majici sviij pivod v orientaci spinu liché¢ho
elektronu v tomto atomu, nabyva v libovolném sméru pouze dvou moznych hodnot m =+ .
Ve vnéj$im magnetickém poli B tento atom v zavislosti na orientaci magnetického momentu
ziskava energii E =-mB =7, B. V jednotce objemu paramagnetické latky se nachazi N
atom1l.

a) UrCete stiedni hodnotu magnetického momentu jednoho atomu v magnetickém poli a
magnetizaci latky v zavislosti na magnetickém poli.

b) Magnetizaci v zavislosti na magnetickém poli znazornéte graficky. Diskutujte jeji prabéh
pro silna a pro slaba magneticka pole.

Reseni

a) Dvouhladinovym systémem jsme se podrobné zabyvali v pfedchozi Gloze, do vzorct (9) staci
dosadit &= ugB. Pro pravdépodobnosti jednotlivych orientaci magnetického momentu
vzhledem k magnetickému poli tak mame

e’s

Pl = W (moment + ﬂB) , (23)
e

P2 = W (moment — ﬂB) . (24)

Tomuto rozdéleni odpovida stiedni hodnota magnetického momentu a magnetizace

<mM>=(+5) B+ (—1) P, = pg tanh e,

25
M:N<m>=NthanhiLTB. (25)

b) Priibéh magnetizace v zavislosti na parametru « = ;B /kT udava nasledujici obrazek. Je-li
splnéna nerovnost B > KT/ y,, dochazi k témér stoprocentni orientaci magnetickych momentt
do sméru pole a magnetizace dosahuje tém&f svého maxima Ny, . Rikame, Ze je saturovana.
Avsak bézna pole za béZznych teplot spliiuji opanou nerovnost, |B|<<kT/ ;. V tomto
ptipad¢ lze v ptiblizeni tanha ~ a vztah pro magnetizaci linearizovat:
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2
M = B (26)
KT

Dospéli jsme ke Curieové zakonu (19) s konstantou imérnosti C = Nz /k . Ta byla odvozena

za predpokladu, ze magneticky moment atomu ma svij pavod v orientaci spinu jediného
neparovaného elektronu. Pro jiny mechanismus tvorby magnetickych momentt bychom dostali
jinou hodnotu této konstanty, viz napt. [17].

) e S S S P S R NS OSSR S S S SRS |
: : : 3 s g
DB ........... ........... , .................... // ........ .......... -
06 ks ........... .................... // ...... .......... .......... o
Oilikisnnae ................... .......... .......... .......... i
(o] IR ........... ................... .......... .......... .......... _
MprBD : ; : : : :
K )| .................. .......... S .......... 4
K}, | AR ........... .................. .......... .......... .......... _
: : g : ? :
K1Y o) LA // AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA s AAAAAAAAAA s §
.DB ........... .]~ .................... .......... .......... .......... .
S e e PRV R B i R
2 15 1 05 0 05 1 1.5 2
0L=u.BBJkT

V oddile 3.1 jsme z termodynamického hlediska studovali vyrovnavani teplot mezi systémy o
riznych teplotach, které se nachazeji v tepelném kontaktu. Je pou¢né podivat se na stejny
problém z hlediska statistické fyziky. Nasledujici ptiklad vznikl Gpravou modelu tzv.
Boltzmannova démona z publikace [18].

Piiklad 3 (Statisticky model vyrovnavani teplot)

Necht' se izolovany termodynamicky systém sklada ze dvou soustav, které jsou v tepelném
kontaktu. Prvni soustava je tvofena N, =9 atomy, druhd soustava je tvofena N, =18 atomy.

Kazdy atom se muize nachazet pouze v zakladnim stavu o energii &, Nebo v excitovaném stavu
0 energii &,. V pocatenim okamziku se vSechny atomy prvni soustavy nachazeji

V excitovaném stavu a vSechny atomy druhé soustavy jsou v zakladnim stavu, jak zobrazuje
nasledujici obrazek a).
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a) pocatecni stav b) rovnovazny stav

Excitace se mohou volné pfenaset z atomu na libovolny jiny atom, samotné atomy pfitom
zustavaji fixované na svych mistech. Mikrostav kazdé soustavy je dan konkrétnimi atomy, které
se nachazeji v zékladnim a excitovaném stavu, makrostav je dan pouze celkovymi pocty téchto
atomu bez ohledu na jejich vybér.

a) V prub&hu Casu se preneslo n excitaci z prvni soustavy do druhé, n =0, 1, 2, ..., 9. Urlete
pro kazdé n pocet mikrostavii prvni a druhé soustavy i celého systému. Do grafu vyneste
entropie jednotlivych soustav. Entropii definujte zjednodusené jako S =InQ, kde Q je pocet
mikrostavi, které realizuji dany makrostav. Pro jaké n dosahne entropie svého maxima?

b) Rovnovazny makrostav odpovida maximu celkové entropie systému, tedy maximu poctu
mikrostavi Q, které jej realizuji. Podle termodynamickych piedstav by ptitom mélo dojit
k vyrovnani teplot. Na zaklad¢ jakych ptiznakl mizeme z naseho modelu usuzovat, ze teploty
obou soustav se ve stavu s maximalni entropii skute¢né vyrovnaly?

C) Z poméru poctu atomi, nachazejicich se v zakladnim a excitovaném stavu, stanovte
termodynamickou teplotu.

Reseni

a) Predpokladejme, Ze na pocatku piejde jedna excitace ze soustavy 1 do soustavy 2. V tomto
ptipadé bude pocet mikrostavii prvni soustavy Q, =9 (jeden atom z deviti bude v zakladnim
stavu), pocet mikrostavii druhé soustavy bude Q, =18 (jeden atom z osmnacti bude

V excitovaném stavu) a celkovy pocet mikrostavii slozeného termodynamického systému bude
Q=0,0,=162. Tomu odpovidajici entropie budou S, =220, S,=289 a S=5,09.
Obecné pro makrostavy, charakterizované pfenosem n excitaci z prvni soustavy do druhé, bude

o) e(])
o-"|, o-="] a-00,,
n n (27)

S=hQ, S,=hQ,, S=I(QQ,)=S,+S,.

Ciselné hodnoty jsou uvedeny v tabulce, entropie jsou zaroven vyneseny do grafu.
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n (91 Q) Q S1 S S
0 1 1 1 0 0 0
1 9 18 162 2.20 2.89 5.09
2 36 153 5508 3.58 5.03 8.61
3 84 816 68 544 4.43 6.70 11.14
4 126 3060 385 560 4.84 8.03 12.86
5 126 8 568 1079 568 4.84 9.06 13.89
6 84 18 564 1559 376 4.43 9.83 14.26
7 36 31824 1145664 3.58 10.37 13.95
8 9 43 758 393 822 2.20 10.69 12.88
9 1 48 620 48 620 0 10.79 10.79
1G eerre e RTPPPTN s ansese SEPPRRREE preeees T Ty
A 5 . : -
B S5=5+§,| .0 :
: e : B savllerone
(7] o .......... : ......... EERERIRERE: ........ gy : ..........
: s : A : :
o : u ; ; : :
2 B : A : ;
T O
& s | - ........ A . ....... @ ‘ e . ..........
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A : : e
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Entropie prvni soustavy nardsta z po¢ate¢ni nuly, dosahuje maximalni hodnoty v bodech 4 a 5,
poté klesa znovu k nule. Makrostav, v némz jsou v§echny atomy excitovany nebo jsou naopak
vSechny v zakladnim stavu, je realizovan jedinym zptisobem; makrostav, v némz polovina
atomll je v zékladnim a polovina v excitovaném stavu, se realizuje nejveétSim poctem
mikrostavil.

Entropie druhé soustavy monotonné roste od nuly (vSechny atomy v zdkladnim stavu) do
maxima Vv bod¢ n=9 (polovina atomii excitovanych).

Zajimavy je prubch celkové entropie systému. Ta dosahuje svého lokalniho maxima v bodé
n=6. Stav systému, ve kterém se nachazi 3 excitované atomy v prvni soustavé a 6
excitovanych atoml ve druhé soustave, se realizuje nejvice zpisoby — Q =1 559 376 .

b) Podivejme se, jaka je v termodynamické rovnovaze koncentrace excitovanych atomd v obou
soustavach (obr. b)). V prvni soustave jsou 3 atomy excitované a 6 atomu je v zakladnim stavu,
ve druhé soustave je 6 atomu excitovanych a zbylych 12 je v zékladnim stavu. V obou ptipadech
je pomér excitovanych a neexcitovanych atomu stejny: 3/6 = 6/12. Toto rovnomérné rozdéleni
excitovanych a neexcitovanych atomid v systému intuitivné o¢ekavame jako kone¢ny stav
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v diisledku nahodného ptenaseni excitaci z atomu na atom. Stejné termodynamické teploté obou
soustav odpovida v naSem modelu stejné relativni zastoupeni excitovanych atomt.

c) Abychom pojem teploty v nasem modelu vymezili pfesnéji, ptipomeneme si vzorec (14)
z Prikladu 1, vyjadiujici teplotu z obsazeni energetickych hladin v dvouhladinového systému.
Obecné je termodynamicka teplota urCena az na libovolnou S$kalovaci konstantu. Pokud
nebudeme pozadovat, aby jeden dilek nasi teplotni stupnice byl totozny s jednim kelvinem,
muzeme tuto Skalovaci konstantu ve vzorci (14) vybrat libovolné. Specidlné za miru teploty
muizeme V nasem modelu vzit hodnotu

1
=, (28)
In(n,/n,)
kde n, je pocet atomtl v zakladnim stavu a N, je pocet atoml v excitovaném stavu. V nasem
modelu je v rovnovazném stavu pomér poctu atomi v zakladnim a excitovaném stavu roven 2.
Tomuto stavu prifadime teplotu T =1/In2=1,44.

3.7 Shannonova mira informace

V roce 1948 publikoval americky matematik C.E. Shannon dva ¢lanky, ve kterych zalozil novy
obor — teorii informace. Za miru neurcitosti informace zvolil funkci, ktera se ukazala byt
shodnou s entropii ve statistické fyzice. Abychom si tuto koncepci ptiblizili, uvazujme Casty
ptiklad hodu kostkou. Je-li kostka poctiva, pak pravdépodobnost, Ze padne libovolné ¢islo od
pravdépodobnost, Ze padne nékteré ¢islo od jedné do péti, 1/50, a pravdépodobnost, Ze padne
Sestka, 9/10. Je zfejmé, Ze v n¢jakém smyslu je neurcitost vysledku hodu vétsi v prvnim piipadé
nez ve druhém.

Pokud hodime ob¢ kostky — poctivou a faleSnou — najednou, dostaneme novou situaci s vétsi
neurcitosti, protoze vysledkem hodu je nyni dvojice Cisel od jedné do Sesti. JelikoZ jde o
nezéavislé jevy, je vysledna pravdépodobnost pro kazdou dvojici déna soucinem
pravdépodobnosti pro jednotliva ¢isla.

Misto o mife neurcitosti informace mizeme také mluvit o mife informace. Pfed hodem kostky
nevime, co padne, vysledek pokusu je neurcity; po provedeni hodu ziskdme informaci, za jejiz
miru mizeme pokladat pfedchozi miru neurcitosti.

Abychom miru neur€itosti informace mohli specifikovat kvantitativné, uvedeme nejdiive
vlastnosti, které od ni ocekdvadme. Zcela pfitom odhlédneme od sémantického obsahu
informace. Pfedpokladejme, Ze mize nastat celkem n udalosti, pfi¢emz pravdépodobnosti P,
jednotlivych udalosti jsou pfedem znamé. Za kvantitativni miru neurcitosti informace budeme
pokladat funkci H (P, P,,..., P,), ktera ma nasledujici vlastnosti [19]:

e Funkce H =zavisi na svych argumentech spojit€é a symetricky. (Prohozeni
pravdépodobnosti dvou udalosti, napt. udalosti ,,padne jednicka*“ a ,padne Sestka®,
nema na hodnotu funkce H vliv.)

e Maximalni hodnoty dosahne funkce H , jsou-li vSechny udalosti stejn¢ pravdépodobné,
P. =1/n.V piipadé¢ stejnych pravdépodobnosti bude funkce H rostouci funkci poctu

udalosti n.
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e Neurcitost slozeného jevu, sestavajiciho ze dvou nezavislych jevi, je dana souctem
neurcitosti dil€ich jevi.

Témto pozadavkl vyhovuje funkce
H(P.P,.....P)=—k> PP, @
i=1

a je ponékud piekvapivé, ze jde shodou nahod 0 stejny vzorec jako pro entropii.
Logaritmy pravdépodobnosti jsou zaporné, proto znaménko minus ve vzorci (1) zajistuje

kladnou hodnotu funkce H . Kladna konstanta kK neni pfedchozimi podminkami uréena a miize
byt volena zcela libovolné. Ve fyzice za ni dosazujeme Boltzmannovu konstantu

k =1,381 x10**J/K , ktera odpovida teplotni stupnici, méfené v kelvinech. V teorii informace
se naopak voli hodnota k =1/1In 2. Pak totiz

H(R.P,.....R) =-> Plog, P )
i=1

Hodnota veli¢iny H se v tomto piipadé — byt’ je ve skute¢nosti bezrozmérna — udava v bitech.

V nésledujicich Glohach se zaméfime na Cist¢ matematické pojeti ,,informacni neurcitosti*
(resp. ,,miry informace®), jak je definovana piredchozim vztahem.

Priklad 1 (Mira neurcitosti volby ze stejné pravdépodobnych jevi)

Ptedpokladejme, Ze vysledkem pokusu muze byt néktery z n stejné pravdépodobnych jevi.
Jaka je neurcitost mozného vysledku? Nebo jinymi slovy, jakou miru informace sebou nese
uskutecnéni konkrétniho jevu?

Reseni
Do vztahu (2) dosadime P, =1/n. Dostaneme

H =log,n. 3

To koresponduje s Boltzmannnovym vztahem pro entropii S =k, InQ (viz (3.2-1)), kde Q
pfedstavuje po€et mikrostavi, které realizuji dany makrostav izolovaného systému.

Piiklad 2 (Maximum Shannonovy entropie)
Najdéte maximum funkce H(P,P,,...,P,).

ReSeni

Jde o vazany extrém, pficemz jedinou vazbou mezi proménnymi P, je normovaci podminka

> R-=1. )
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Ulohu jsme jiz fesili v P¥ikladu 1 z oddilu 3.5 metodou Lagrangeova neuréitého souéinitele.

Zde alternativn¢ zvolime metodu eliminace jedné proménné, napf. P,. Hleddme maximum
n-1
funkce H(R,PR,,...,P, ., 1—2 P) z podminek

i=1

oH  oH Ok, _
oR P, oP

0, i=1,2,...,n1. (5)

Po dosazeni za funkci H ze vztahu (2) a po pfevedeni binarnich logaritmt do logaritmi
piirozenych obdrzime

|ne+u{ma+gxao=m§¢ﬂ, (6)

n

tj. P =P, . S ohledem na normovaci podminku je P, =1/n. Nejvétsi neurcitost tedy nastane,
budou-1i vSechny mozné vysledky stejné pravdépodobné.
dokazat, 7e elementy Hessovy matice 0°H /0P OP, ve stacionarnim bod¢ skutecné spliiuji
Sylvestrovu podminku pro maximum [20].

u
Ptedchozi ptiklad byl mozna po matematické strance komplikovanéjsi, vSechny vypocty se
vsak stanou trividlni pro n = 2. V tomto pifipadé€ snadno vysettime cely prubéh funkce H .

Piiklad 3 (Pribéh Shannonovy entropie pro dva mozné vysledky)
Urcete prabéh informacni entropie pro pokus se dvéma moznymi vystupy.

ReSeni
Ozna¢me pravdépodobnosti vystupt P, =P, P, =1—-P, kde 0< P <1. Hledame prubch
funkce

HG%:—PkmzP—a—Ptha—P):—ﬁ%UﬂnP+a—PNm1—Pﬂ )

na intervalu (0,1). Za¢neme vypoctem jeji prvni a druhé derivace:

dH 1, P 1-P

=— In =log,—
P 2 1-p 92 p
d’H 1 1

dP2 2 PA-P)

(8)

Z derivaci vyplyva, ze funkce H ma maximum v bodé¢ P =1/2a je v celém intervalu
konkdvni. V maximu nabyva hodnoty 1, v krajnich bodech 0 a 1 nabyva limitné¢ hodnoty 0
(xIn x — 0 pro x — 0). Jeji graf zachycuje obrazek.
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H(P)

Jiz vime, Ze v piipad¢ stejné pravdépodobnosti dvou jevil (napt. panna nebo orel pti hodu minci)
je neurcitost informace pted pokusem (resp. mira ziskané informace po provedeni pokusu)
maximalni, v tomto pfipadé je rovna jednomu bitu. S rostouci asymetrii neurcitost klesa a
Vv ptipad¢ krajni asymetrie ( P je rovno nule nebo jednicce) je neurcitost dokonce nulova — vime
predem, jaky jev nastane.

Jeden bit informace mizeme reprezentovat jednickou nebo nulou, nebo odpovédi ,,ano* nebo
,»ne“. Tlustruyme si tuto souvislost na znadmé hie, kterou pracovné nazveme ,,Mysli si ¢islo®.
Jeden z Gcastnikd hry si mysli celé ¢islo od 1 do néjaké maximalni hodnoty n, druhy ma toto
Cislo uhadnout co nejmenSim poctem otdzek. Prvni ucastnik mlze na kazdou otazku dat
odpovéd’ pouze ve formée ,,ano* nebo ,,ne*“. Existuje jisté vice strategii, jakym zpilisobem klast
otazky. Zde se budeme zabyvat dvéma krajnimi variantami. V prvni varianté se tazajici pta na
konkrétni ¢islo. Pokud ¢islo neuhddne, vyloudi jej ze seznamu a ptd se na Cislo, nahodné
vybrané ze zbyvajici skupiny. Ve druhé varianté si dotazujici rozdéli mnoZinu cCisel na dvé
stejné skupiny (nebo ptiblizné stejné, je-li pocet Cisel lichy) a pté se, zda je hledané ¢islo v dané
skuping. Skupinu, kde se Cislo nachazi, opét rozd€li na dvé (pfiblizn¢) stejné Casti a tak
pokracuje, az dospéje k danému ¢islu. Uvedeme konkrétni ptiklad, ve kterém mame najit ¢islo
od 1 do 8. Dotazy a odpovédi mohou byt nasledujici:

Je Cislo mensi nez 5? Ne. (5-38)

Je ¢islo mens$i nez 7?7 Ano. (5-6)

Je ¢islo mensi nez 6? Ne.  (Jde o Cislo 6)

Pokud je &islo n mocninou 2, n = 2%, kde k je celé, bude pocet otazek roven k = log ,n. Pokud
2" <n< 2", bude n&kdy potieba polozit k otazek, neékdy k+1, v priméru <k >=log,n

otazek. Stfedni pocet odpovédi typu ano-ne, ktery mizeme pokladat za kvantitativni vyjadieni
miry ziskané informace, je tak roven Shannonové entropii (3).
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Piiklad 4 (Hra ,,Mysli si Cislo* se strategii dotazii na konkrétni hodnoty)
Ve hite ,,Mysli si ¢islo* pokladéd hadajici ucastnik dotaz na konkrétni ¢islo, napft. ,,Je to ¢islo 17
Urcete stiedni pocet otazek, vedoucich k uréeni daného celého ¢isla v rozsahu od 1 do n.

ReSeni
Pravdépodobnost, ze hadajici ¢islo 1 uhddne na prvni dotaz (,,je to ¢islo 1?°) je P, =1/n.

Pravdépodobnost, ze ¢islo uhadne na druhy pokus (,je to Ccislo 2?7) je zifejmée
P,=(1-PR)-1/(n-1) =1/n. Pravdépodobnost uhadnuti c¢isla ve tfetim kroku je
P,=01-PF—-PR,)-1/(n-2)=1/n atd. Vyjimkou ze vzorce P, =1/n je pravdépodobnost
v kroku n—1, ve kterém tazajici vybira z poslednich dvou ¢isel. Predpokladame totiz, Ze po
piipadné negativni odpovédi na otazku ,,je to ¢islo n —17* se jiz nebude zbytecné ptat na Cislo
n. Pravdépodobnost uhadnuti ¢isla v tomto poslednim kroku je proto P, , =2/n. Tomuto
rozlozeni pravdépodobnosti odpovida stfedni pocet dotazii

_(-D(n+2)

n-1 1n—2 2
<k>=>» kP==>» k+—= (n-1 9
Z‘ . nkZ:;‘ n( ) on )

K vyjadieni pravdépodobnosti 1ze dospét i jinak a rychleji. Predpokladejme, Ze se tazatel bude
na Cisla ptat postupné ve vzestupném potadi, od ¢isla 1 po Cislo n. Kazdé ¢islo mé stejnou
pravdépodobnost 1/n, ze bude mysleno. Pokud je mysleno ¢islo 1, uhadne jej tazatel hned
prvni otazkou, tedy pravdépodobnost uhadnuti ¢isla prvni otazkou je P, =1/n, pokud 2,

uhadne jej druhou otazkou, tedy P, =1/n, atd. Pfipadnd n—1 otazka rozhodne mezi Cisly
n—1a n, pficemz pravdépodobnost, Ze se myslené ¢islo nachazi v této dvojici, je 2/n.
Snadno ovéfime, ze stfedni hodnota (9) je pro n > 2 vétsi nez log,n, pfi¢emz tento rozdil

srostoucim N rychle nartista. Je to tim, Ze takto kladenych otazek je vice nez odpovida skute¢né
mife informace, kterou jejich prostfednictvim ziskame. Pro n =2 staci v obou strategiich
jedina otazka.

Priklad 5 (Aditivnost Shannonovy entropie pro nezavislé jevy)

Ovétte, ze pro dvojici nezavislych ndhodnych jevi (napt. pro hod dvéma kostkami) je vysledna
hodnota Shannonovy entropie (resp. informace) dana sou¢tem entropii (informaci) jednotlivych

jevu.

ReSeni

Uvazujme dv¢ ndhodné a navzdjem nezavislé veli€¢iny X a Y srozdélenimi P(X =X;,) = p,,
P(Y =y;) =q;, SloZzeny jev XY orozde€leni P(X =x;,Y =y,;) = p,q; ma entropii

H(XY)= _Z Pid; IOg 2( piqj) = _z Piq; log 2P — Z P;q; IOg 20 - (10)
i ij ij

Soucet dil¢ich pravdépodobnosti p; a q; da jednotku, odkud
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H(XY)==2 plog, p;— > q;log, gy =H(X)+H(Y). (11)

[
Poznamenejme, Ze pro zévislé ndhodné veli¢iny plati nerovnost H(XY) <H(X)+H(Y).
Odvozeni této nerovnosti a nékteré dalsi vlastnosti funkce H 1ze nalézt napt. v [19].
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4 Spojita rozdéleni

4.1 Matematicky popis rozdéleni spojitych veli¢in

Spojita rozdéleni se tykaji spojité¢ se menicich veli¢in, ve fyzice to je Casto poloha ¢i rychlost
castice. V pripad¢ jednorozmérnych ndhodnych veli¢in pracujeme s infinitezimalné malymi
pravdépodobnostmi

dP(¢,¢ +dg) = p(¢) ds, 1)

kde & je nahodna veli¢ina, nabyvajici hodnot z néjaké oblasti (intervalu) J, p(&) je hustota
pravdépodobnosti, a dP(&,&+dE) je pravdépodobnost nabyti hodnoty ndhodné velicinu
zintervalu (&, &+d¢&).

Se spojitymi veli¢inami se pracuje stejné jako s veli¢inami diskrétnimi, pouze je nutné sumy
ptes diskrétni hodnoty nahradit pfislusnymi integraly. Tak normovaci podminka pro hustotu
pravdépodobnosti je

JdP=[p(&)dg=1. 2)

Z teoretickych tvah obvykle dostavame tvar funkce p az na Skalovaci konstantu, kterou je
nutné dodate¢né urcit z normovaci podminky (2). Pokud je jiZz hustota pravdépodobnosti
normovana k jednotce, miizeme urcovat dalsi statistické charakteristiky rozdéleni, napf. stiedni
hodnotu a smérodatnou odchylku (¢1 disperzi) veli€iny &:

<&>=[ép() dg,
<& >=[&p(&) d¢, 3)
0l =<E>—< &P,

Zobecnéni na ptipad vicesloZkovych ndhodnych veli¢in (napf. vektor rychlosti, majici tfi
slozky) je pfimocaré.

Ackoli, jak jiz bylo feceno v tvodu, se v této praci nebudeme zabyvat pravdépodobnostmi
kvantové fyziky, uvedeme si pro ilustraci spojitych rozd¢leni alespon jeden ptiklad z této
oblasti.

Na rozdil od klasické fyziky, v niZ jsou fundamentalni zakony pfirody formulovany striktné
deterministicky, zavadi kvantovd fyzika do fundamentalnich zakoni pravdépodobnostni
aspekt. Ujasnéme si postaveni pravdépodobnostniho popisu v klasické a kvantové fyzice na
piikladu hodu kostkou. V ramci klasické fyziky, pokud bychom znali pfesné podminky hodu
stolu, viskozitu vzduchu atd.), mohli bychom teoreticky stanovit, jaké Cislo padne. Protoze
podminky hodu piesné nezname, popisujeme vysledek jazykem pravdépodobnosti:
pravdépodobnost, Ze padne Sestka, je 1/6, tedy po tisici hodech Sestka padne v praméru 167krat
atd.
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ZmenSovanim kostky na atomarni rozméry bychom dostali kostku ,.kvantovou*, pro kterou
plati zcela jiné zdkony. Na rozdil od klasické fyziky neni jiz pravdépodobnostni popis
dusledkem neznalosti pfesnych podminek nebo projevem snahy obejit slozité vypocty, ale je
principialni soucasti fundamentalnich fyzikalnich zakont. Dopad kostky na stal je véci
absolutni ndhody.

Jen pro zajimavost, na vzniku kvantové fyziky se vyznamné podilel Albert Einstein (kvantovani
elektromagnetického pole 1905, kvantova teorie tepelnych kapacit 1907, podpofeni teorie
Louise de Broglicho 1924 a dalsi piispévky). Jakmile vSak do kvantové teorie vstoupil
pravdépodobnostni aspekt, stal se jeho vyraznym odptrcem.

Kvantovy stav Castice, jejiz pohyb je omezeny na osu X, mizeme popsat obecné komplexni
funkci w(x) jedné realné proménné. Tato funkce bezprostiedné souvisi s hustotou
pravddpodobnosti pro polohu x: p(X) =|w(X)|*. Zdiraznéme jests, Ze proménna X neni
ptimo polohou castice, tu Castice v kvantovém stavu y nemd definovénu. Poloha se definuje
teprve v procesu méteni jako jeho vysledek.

Piiklad 1 (Pravdépodobnostni interpretace vinové funkce)

Kvantovy stav elektronu, volné se pohybujiciho v oblasti 0 < x <L, je v uréitétm okamziku
popsan funkci

w(x)=0 pro x <0 nebo x> L

w(x)=C-x-/(L=x) proO<x<L (4)

a) Najdéte normovaci konstantu C a hustotu pravdépodobnosti p(X) pro polohu ¢astice v misté
X.

b) M¢éfeni polohy na kvantovém stavu y bylo mnohokrat opakovano, pokazdé s jinym
vysledkem, poté byla data statisticky vyhodnocena. Naleznéte stiedni hodnotu a
smérodatnou odchylku téchto méteni.

c) S jakou pravdépodobnosti bude elektron nalezen v intervalu (0,L/2)?

ReSeni

a) Hustota pravd&podobnosti p(X) =|w(X) |* musi splitovat normovaci podminku (2):

jp(x)dx:CZJL.xz(L—x)dx:l. (5)
Odtud
C=F p0)=12x (LX), (6)
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b)
L 3
Xx>=|Xp(X)dx ==L,
<x> !p() -

L
<x2>:jx2p(x)dx:§L2, (7
0

o=<XP>—<x>? =%L.

L/2

P(O, %) = jp(x)dx = T_—f !xZ(L-x)dx:%. (8)

0

Ur¢ité nejznaméjSim a také nejdilezitéj$im spojitym rozdélenim je rozdéleni normalni neboli
Gaussovo [22]. Jeho vyznam spociva v tom, Ze za ur€itych podminek aproximuje jina rozdéleni.
To je obsahem centralni limitni véty [23]. Mj. se timto rozdélenim ftidi rozd€leni chyb za
ptedpokladu, ze jsou souctem velkého mnozstvi nezavislych elementarnich chyb. Jeho hustota
pravdépodobnosti mé obecny tvar

p(E)=C-e M _oncE<tom, (9)

kde & je nahodna veli¢ina, A a u jsou volitelné parametry a konstanta C je uréena normovaci
podminkou (2).

Piiklad 2 (Parametry normélniho rozdéleni)

S pomoci vzorcti (C-5) dopliiku urete konstantu C normalniho rozdéleni (9). Poté stanovte
jeho stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku.

ReSeni
Substituci x = & — i prevedeme potiebné integraly na integraly z doplitku:

CJ.e‘“de=C\/E=1 - C=\/Z
- A V4

0

<§>:\/Z j(x+y)e’“2dx:y
72.—@

(10)
<§2>=\/Z J'(x2+2yx+,u2)e‘“2 dX:i+,u2
T, 22
0=\/<§2>—<§>2 _ L
24
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Hustotu normalniho rozdéleni mizeme tedy zapsat ve tvaru

1 —(&-p)? 1257
p(E)=—F—= e M2 _ < £ <o, (11)
o217

kde 4 je stiedni hodnota a o smérodatna odchylka rozdéleni.

4.2 Exponencialni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni se tyka jevl ,.bez paméti“. Co je timto tvrzenim mysleno oziejmi
nasledujici dva fyzikalné dilezité ptiklady:

e Pravdépodobnost, Ze se radioaktivni atom v nejbliz§im okamziku rozpadne, nezavisi na
délce jeho ptedchozi doby existence.

e Draha, kterou molekula plynu od dané¢ho okamziku urazi do pfisti srazky s jinou
molekulou, neni statisticky ovlivnéna délkou drahy, kterou molekula jiz urazila od
ptedchozi srazky.

Piiklad 1 (Radioaktivni rozpad atomu)
Najdéte tvar pravdépodobnosti P(t) toho, Ze se radioaktivni atom za dobu t nerozpadne.

Reseni

Ulohu budeme fesit dvéma zptisoby.

a) Jelikoz atom ,,nestarne*, je pravdépodobnost, ze se nerozpadne v intervalu délky t, +t,, dana
souc¢inem pravdépodobnosti, ze k rozpadu nedojde v intervalech o délkach t; a t,:

P(t,+1,) =P(t)P(t,) 1)
Tento klicovy vztah doplnime pocateéni podminkou
P0)=1, )

nebot” atom byl podle pifedpokladu v pocatec¢nim okamziku nerozpadly.
Standardni postup feSeni funkcionalni rovnice (1) spociva v jejim derivovani postupné podle
proménnych t, a t,:

Pi(t, +1,) = P'(t) P(t,),

: : ©)
P (tl +t2) = P(tl) P (tz)-
Z rovnosti pravych stran dostaneme
P'(t) _P'(t) (4)
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Okamziky t; a t, jsou zcela libovolné, proto podily musi byt rovny konstanté, nezavislé na
Case. Ozna¢me tuto konstantu symbolem — A :

P'(t) _ _

Reseni diferencialni rovnice (5) S uvaZenim pocateéni podminky (2) je
P(t)=e ™. ©)

Z teSeni je zfejmy divod volby zaporného znaménka u konstanty A na pravé strané rovnice
(5): Jelikoz pravdépodobnost ,,pieziti” musi klesat v ¢ase a byt mensi nez 1, je pfi této volbé
znaménka konstanta A kladna. Tato tzv. rozpadova konstanta je charakteristicka pro kazdy
prvek.

Jesté poznamenejme, Ze jsme funkcionalni rovnici (1) mohli fesit i zcela intuitivné: Jediné
funkce, kde se pfi nasobeni s¢itaji argumenty, jsou funkce exponencialni: e*” =e*e”. Za x
nyni sta¢i dosadit — At.

b) Uvedeme si jesté alternativni odvozenti, které je zalozeno na koncepci ,,pravdépodobnosti za
jednotku doby*. Pravdépodobnost dQ, Ze se atom rozpadne za dostatecné kratky Casovy

interval dt (vyhybame se pojmu nekone¢né malé veli¢iny), bude ziejmé umérna tomuto
intervalu: dQ = Adt. Konstanta umérnosti 4, charakterizujici rychlost rozpadu, se nazyva
,»pravdépodobnosti za jednotku doby*. Fakticky pfedstavuje hodnotu derivace zatim nezndmé
funkce Q(t) vbodé t=0.

Pravdépodobnost dP, Ze se atom za ¢as dt nerozpadne, je tak dP =1— Adt. Dalsi Givaha je
jiz stejna jako v Casti a). Pravdépodobnost, Ze se atom nerozpadne po dobu t +dt, je

P(t+dt) = P(t) P(dt) = P(t) 1— Adt) . (7
Po tprave

P(t+dt)—P(t)
dt B

-AP(t), (8)

coz je ve skute¢nosti diferencialni rovnice (5).

Piiklad 2 (Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozdé¢leni)
Urcete rozdéleni pravdépodobnosti pro okamzik radioaktivniho rozpadu atomu.

ReSeni

Z piedchozi tilohy jiz zname pravdépodobnost P(t)=e™™, Ze se atom v intervalu (0, t)
nerozpadne. Pravdépodobnost dQ, Ze se atom v intervalu (t,t+dt) rozpadne, je dana
sou¢inem pravdépodobnosti, ze se v intervalu (0,t) nerozpadne, s pravdépodobnosti, Ze se
vintervalu (t, t +dt) rozpadne:
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dQ=P(t) (1-P(dD)) . ©9)

Pro malé Gasové intervaly je P(dt) =e** ~1-Adt. Po dosazeni do piedchozi rovnice
dostavame

dQ=A1e*dt. (10)
Tomu odpovida hustota pravdépodobnosti

p(t)=1e", t>0. (11)
Obdrzeli jsme exponencialni rozdéleni [24].

V matematické statistice by zfejmé pied touto ve fyzice zcela béznou manipulaci s diferencialy
bylo preferovano feseni, vychazejici z distribu¢ni funkce

Qt)=1-e* (12)

pro pravdépodobnost, ze se atom v intervalu (0,t) rozpadne. Obecné je hustota
pravdépodobnosti dana derivaci pfislusné distribu¢ni funkce, p (t) = Q'(t) .

Priklad 3 (Statistické charakteristiky exponencialniho rozdéleni)

Ov¢ite, ze exponencialni rozdéleni, definované hustotou pravdépodobnosti (11), je normovano
na jednotku. Poté uréete jeho stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku.

ReSeni

Pfi feSeni pouZijeme vzorec j x"e dx = n! (n-krat integrace per partes) a substituci x = At .
0

j dQ =]O e Mdt =1
0

<t>=jt/1e—ﬂ‘dt=1
) A

(13)
<t’>= th/le“dt _2
0 ZZ
O =4/<t>—<t>? _1
A
| ]

Casto je v exponencialnim rozdéleni parametr A nahrazen pievracenou hodnotou r=1/1.
Hustota exponencialniho rozd¢leni se pak pise ve tvaru

p(t)=1e‘“’, t>0, (14)
T
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ptficemz

<t>=71, <t>=27% o=r. (15)

Piiklad 4 (Rozpadovy zakon)

V pocate¢nim okamziku t = 0 obsahoval radioaktivni vzorek N, atomi o rozpadové konstanté
A. Urcete jejich stfedni pocet N(t) V Case t >0 a vyjadrete jej pomoci polocasu rozpadu
T,,, . (Poloc¢as rozpadu je definovan jako doba, za kterou se rozpadne polovina vSech atomtl.)

Reseni

Pravdépodobnost, ze se urcity atom ze souboru za dobu t nerozpadne, je dana formuli (6).
Podle statistické definice pravdépodobnosti plati, ze pro dostatecné velky pocet pokust lze
pravdépodobnost urcitého jevu vyjadfit jako podil poctu pokusl, pro néz dany jev nastal,
k poctu vSech pokust. V nasem ptipad¢ je timto jevem rozpad atomu a pocet vSech pokust je
déan celkovym poctem atomi N, :

N({)/N,=e* = N(t)=N,e " (16)

Polocas rozpadu ur¢ime z podminky N(T,,,) =N,/2:

In 2
T = I @17
Odtud
t/Ty,
N (t) = N, exp (—In—ztj =N, (EJ : (18)
T1/2 2

Poznamka 1: K rozpadovému zakonu (16) Ize dospét i bez exponencialniho rozdé€leni, na
zaklad¢ jednoduché uvahy. Pro vétsi nazornost budeme tuto tivahu provadét pro konkrétni
hodnotu A, napt. 4 =1/1000 s™. To tedy znamen4, Ze z kazdého 1000 atomil se za sekundu
priamérné rozpadne 1 atom. Z celkového poctu N atomu se tak za sekundu v priméru rozpadne
N /1000 = AN atomd.

Podivejme se jeste, jak bude ubytek atomu zaviset na Case. Z tisice atomu se prvni sekundu v
praméru rozpadne 1 atom, druhou sekundu se v priméru rozpadne 999 /1000 ~1atom, tieti
sekundu 998 /1000 ~ latom atd. Pro nevelké ¢asy dt je tak ibytek atomd umérny rovnéz dt .
Celkova zména poctu atomu je dN =—A Ndt, pfiCemz znaménko minus ve vyrazu znaci
bytek celkového podtu atomii. Resenim N(t) této diferencialni (vlastné diferenéni) rovnice
dospéjeme k rozpadovému zakonu (16).

Poznamka 2: Proved'me podrobnéjsi statisticky rozbor radioaktivniho rozpadu. Na proces
budeme nahliZet jako na N, nezavislych pokusii s dvéma moznymi vysledky: 1) dany atom se
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béhem doby t nerozpadne, 2) dany atom se béhem doby t rozpadne. Pravdépodobnosti P(N),
ze se v ¢ase t nerozpadne pravé N atomd, jsou tedy dany binomickym rozdélenim,

P(N) =[':|°j p"@-p)™ ™, N=012,...,N,, (19)

pficemz pravdépodobnost ,,preziti atomu je p =e ™. Po dosazeni této funkce do vztahti pro

binomické rozdéleni dostaneme statistické charakteristiky poctu nerozpadlych atomu
Vv zavislosti na Case:

<N>=N,p=N,e™,

o=/N, p-(L—p) =/N,e ¥ -(1-e*), (20)

S— 1 /1 P_ le* -1 '
\/ No p NO
Jak je z posledniho vztahu patrné, relativni fluktuace po¢tu nerozpadlych atomi s rostoucim
casem (a tedy s ubyvajicim poctem nerozpadlych atomil) exponencialné narusta.

Pro dostate¢né velké &asy je pravdépodobnost p=e ™™ | preziti“ atomu mald a binomické
rozd¢leni je mozné nahradit rozdélenim Poissonovym.

Piiklad 5 (Model pohybu elektroni v kovu vlivem elektrického pole)

Volné elektrony v kovu podle klasické fyziky vykonavaji tepelny pohyb s obrovskymi
rychlostmi. Tyto tepelné rychlosti jsou zcela nahodilé a jejich sttedni hodnota je proto nulova.
V elektrickém poli elektrony navic vykonavaji usporadany pohyb ve sméru elektrického pole
s rychlosti, jez je sice o0 mnoho f4dii mensi nezZ rychlost tepelna, ale jeji stfedni hodnota je
nenulova. Tuto stfedni hodnotu, kterou nazyvame rychlosti driftovou (unasivou), mame urcit
z modelu nahodnych srazek elektronu s poruchami krystalové mtize. Pfedpokladame ptitom,
Ze pii kazdé srazce elektron svou driftovou rychlost ztrati a ze je znama stfedni doba mezi
dvéma srazkami 7 .

ReSeni
Oznac¢me intenzitu elektrického pole v kovu E, naboj elektronu e a jeho hmotnost m. Jak

vyplyvé z Newtonova pohybového zakona, elektron se pod vlivem elektrické sily €E pohybuje
se zrychlenim

a=°t (21)
m

Mezi dvéma srazkami je elektron rovnomérné urychlovan. Je-li doba mezi dvéma po sobé
jdoucimi srazkami t, roste v tomto intervalu rychlost elektronu linearné od nuly do maximalni
hodnoty at, poté elektron nabytou rychlost zase ztrati. Mezi srazkami se tak bude pohybovat

pramérnou rychlosti <v>=at/2 a urazi drahu s=<v >t =at’/2. Tyto vztahy jsou dobfe znamé
ze stfedoskolské fyziky.
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Dalsi postup skryva v sobé¢ jisté tskali. Pii vypoc¢tu vysledné prumérné rychlosti musime vzit
V potaz, ze ¢asovy interval mezi srazkami se nahodné méni. Oznaéme symbolem t, dobu mezi
srazkou K-1 a k, kde k=12,...,N je pofadi srazek a N — . Uvedeme si nejdiive feSent,
které se v ucebnicich fyziky objevuje pomérné Casto (napt. [25], str. 448), ale neni uplné
korektni. Chyba spociva ve zptuisobu stiedovani, nebot uréuje driftovou rychlost V, jako stiedni
hodnotu dil¢ich rychlosti <v, >=at, /2 mezi dvéma srazkami:

1 1 1
Eat1 +§at2 +oee +§atN

a
vy = =2 =1 (22)

Takto ovSem nelze primérnou rychlost pocitat! (Pfipomefime si v této souvislosti typickou
ulohu ze zakladni Skoly: Automobil jede 3 hodiny rychlosti 50 km/h a 1 hodinu rychlosti
90 km/h. Jaka je jeho primérna rychlost? Odpoveéd’ zni 60 km/h, nikoli 70 km/h.) Stiedni
rychlost se pocita spravné ze vztahu

2 1 _ > 2 L+, + 1ty
y _Eati +Eat2 + s a.tN _E N __E <t>2 (23)
‘ t 4+t oot L 2 Lttty 2 <t>
N

Pokud bychom nyni ztotoznili <t?>> s <t >?, obdrZeli bychom vztah (22). To by oviem bylo
mozné jen pro rozdéleni bez disperze, tj. pro rozdéleni, ve kterém by doby mezi sraZkami byly
stejné. K piesnému uréeni vztahu mezi stfednimi hodnotami <t*> a <t > potfebujeme znat
rozdéleni, jimz se intervaly mezi srazkami fidi. Jelikoz pravdépodobnost ptisti srazky elektronu
neni ovlivnéna dobou, ktera uplynula od jeho minulé srazky, jde o rozdéleni exponencialni.
S vyuzitim vztahl <t >=7, <t*> =27 pro exponencialni rozdéleni (viz (15)) dostavame pro
driftovou rychlost hodnotu dvojnasobnou:

a 2 a
Vd:E.TZEZT:_T. (24)

Pokusme se tento vztah zdivodnit piimo, bez odkazu na exponencialni rozdéleni. Elektron se
tésné po srazce v pruméru znovu srazi za dobu z . ProtoZze ale doba do pfisti srazky neni
ovlivnéna dobou od minulé srazky, plati i pro ostatni elektrony v kovu, Ze se v praméru srazi
za dobu 7 . Tato uvaha plati i smérem do minulosti. Primérna doba od piedchozi srazky pro
pravé se srazejici elektron je 7 stejné jako pro kazdy jiny elektron v daném okamziku.
Primérna rychlost vSech elektrond v daném okamziku je proto < at >=ar . Stfedni hodnotu
je nutné pocitat z rychlosti vSech elektroni v daném okamziku, neni mozné toto sttedovani
z0zit jen na ty elektrony ze statistického souboru, které se nachazeji bezprosttedn¢ pied srazkou
s ionty krystalové mfize.
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4.3 Maxwellovo rozdéleni rychlosti

J. C. Maxwell (1831-1879), znamy piedevsim svymi pracemi z oblasti elektromagnetického
pole [26], publikoval roku 1860 vzorec pro rovnovazné rozdé€leni rychlosti molekul v plynu,
ktery dnes nese jeho jméno. Slo o viibec prvni netrividlni vyuZiti metod statistické fyziky.
Uvedeme si zde jeden z moznych zpisobt jeho odvozeni [27]. Vyjdeme piitom ze dvou
piedpokladi:

a) Jednotlivé slozky rychlosti V,,V,,V, jsou na sob¢ statisticky nezavisl¢é. Specialn¢ to

napf. znamena, Ze urcita hodnota X-ové slozky rychlosti nema vliv na rozdéleni rychlosti
ve sméru osy Y.
b) Rozdéleni rychlosti je izotropni, tj. ve vSech smérech stejné.

Oznac¢me dP, = g,(v,)dv, pravdépodobnost, ze X-ova slozka rychlosti molekuly se nachazi
v uzkém intervalu (v,,v, +dv,) . Hustota pravdépodobnosti g, (v,) pro x-ovou slozku rychlosti
Je prozatim neznamou funkci. Podobn¢ oznac¢ime g, (v,) a g,(v,) hustoty pravdépodobnosti
pro zbyvajici dvé slozky.

Z nezavislosti slozek vyplyva, ze pravdépodobnost dPnalezeni vektoru vV Vv oblasti
(Ve Ve +av, ) x (v, v, +dv, ) x(v,,V, +dv,), je dana sou¢inem dil¢ich pravdépodobnosti dpP,,
dP, a dP, pro jednotlive slozky:

dP =g, (v,)dv,-g,(v,)av,-g,(v,)dv, = f (V) dv,dv,dv,. Q)

V tomto vztahu zavedena funkce f(V)=g,(v,)-9,(v,)-9,(v,) piedstavuje hustotu
pravdépodobnosti pro vektor rychlosti.

V dalsich tvahach budeme uplatiovat jiz pouze ptredpoklad izotropie rozdéleni rychlosti.
Z izotropie plyne predev$im g, =g, =g, = g. JelikoZ rozd¢leni pravdépodobnosti pro pohyb

molekuly vlevo a vpravo musi byt stejné, je g(v,) =g(-v,). Funkce g zavisi tak pouze na
absolutni hodnoté svého argumentu, nebo — ekvivalentné — na jeho kvadratu. PiSme

9(v,)=G(vy).
Z davodu izotropie nemuze ani rozdéleni f (V) zaviset na sméru vektoru V, mize byt funkci
pouze jeho wvelikosti v=|V|, resp. kvadratu velikosti V®=V;+V,+V.. PiSme
f(V) = F(v +vi+V2).
Spojeni vSech téchto podminek vede k funkcionalni rovnici

F(ve +vy +V;) =G(v;) G(vy) G(v;) . )
Exaktni zptlisob jejiho feseni by kopiroval postup z Ptikladu 1 oddilu 4.2 pro exponencialni
rozdéleni — porovnejme rovnici (2) s rovnici (4.2-1). Tentokrat dame ptednost rychlejsimu

intuitivnimu pfistupu. Jelikoz pifi nasobeni se argumenty funkce G scitaji, musi jit o
exponencialni funkci obecného tvaru

G(v¥)=C.e*". 3)

68



Jde tedy o normalni rozdéleni. Po dosazeni za normovaci konstantu ze vztahi (4.1-10)
dostavame vyjadieni pravdépodobnosti pro jednotlivé slozky a vektor rychlosti ve tvaru

dPiz\/Z'elVidei’ i=XxY,2, @
r
3/2
dP :(ij e d . ©)
7

Stanoveni hodnoty parametru 4 na chvili odlozime.

Piiklad 1 (Statistické charakteristiky Maxwellova rozdéleni pro slozky rychlosti)
Urcete statistické parametry rozdéleni (4) pro i-tou slozku rychlosti: nejpravdépodobng&;jsi
rychlost (modus) V;,, stfedni rychlost Vv, , stfedni kvadratickou rychlost v;, , smérodatnou

odchylku o, a nakonec stfedni hodnotu kinetické energie E; = mv? /2 pro pohyb ve sméru i-
té osy.

ReSeni

Statistické charakteristiky nezaviseji na volbé komponenty rychlosti, budeme je provadét pro
jeji X-ovou slozku.

Nejpravdépodobnéjsi rychlost rozdéleni (4) je ziejmé nulova, v, , =0.

Stfedni hodnota X-té slozky rychlosti je rovnéZ nulova,

Voo = <vx>=\/z-.|.vxe‘“3dv)(=0, (6)
T —o0

nebot’ je dana integralem z liché funkce.
Integral pro stfedni hodnotu kvadratu rychlosti ur¢ime z posledniho vzorce (C-5):

kaE<Vf>:\/Z-J.er_lvfdvx:\/z'i\/gzi’ (7)
’ e m 2A\VA 24

Kvadraticka rychlost, smérodatna odchylka a stiedni kineticka energie pro pohyb ve sméru osy
X jsou

kazax:%' (8)
mszk m
Ex: 2 :H. (9)
| ]

Ke stanoveni parametru A jiz obecné matematické Givahy nevedou, je nutna konfrontace
diisledkt tohoto rozdéleni s néjakym fyzikalnim zdkonem. Mohli bychom napt. z rozdéleni (3)
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odvodit rovnici pro tlak plynu (viz Ptiklad 7 tohoto oddilu) a vysledek porovnat se stavovou
rovnici. Zvolime jednodus$si postup a parametr 4 uréime ze stfedni kinetické energie jedné
molekuly.

Piiklad 2 (Stanoveni parametru 4 Maxwellova rozdéleni z kinetické energie)

Na zaklad¢ proméfovani tepelnych kapacit plynti bylo v 19. stoleti zjisténo, Ze na kazdy stupen
volnosti transla¢niho pohybu molekuly ptipada stiedni kineticka energie 1/2 kT, kde k je
Boltzmannova konstanta. Urete na tomto zakladé parametr 4 Maxwellova rozdéleni (4).

ReSeni
Z rozdéleni (4) jsme v ptedchozim piikladu uréili stfedni hodnotu kinetické energie molekuly
ve smeru osy X,

) o

2 | 4
Porovnanim tohoto vysledku s experimentalni hodnotou 1/2 kT dostaneme okamzité

m

Parametr A je tedy nepiimo imé&my termodynamické teploté T . Uplny tvar rozdéleni X-ové
slozky rychlosti je tak

dP, = /2 nl]<T e ™A gy (12)
T

Stejny vztah samoziejmé plati i pro zbyvajici dvé slozky. PovSimnéme si, Ze rozdéleni (12) ma
formu M-B rozdéleni pro rozliitelné ¢astice (2.3-10), nyni ovS§em ve varianté pro spojité se
ménici stavy.

Piiklad 3 (Maxwellovo rozdé€leni slozek hybnosti a kinetické energie)
Z Maxwellova rozdé€leni slozky rychlosti v, odvod'te

a) rozdé¢leni slozky hybnosti p, = mv

X1

b) rozdé&leni x-ové slozky kinetické energie &astice E, =mv’ /2.

ReSeni

Zacneme obecnou uvahou. V obou ukolech jde o pfechod od ndhodné veli¢iny X K jiné
ndhodné veli¢iné Y , pfi¢emZ mezi jejich hodnotami je jistd funkéni zéavislost x =h(y).
Systematicky se tento prechod realizuje prostiednictvim distribu¢nich funkci obou nahodnych
veli¢in, viz napft. [28], kap. 3. Zde zvolime vice intuitivni pfistup, ktery je zaloZen pfimo na
praci s hustotami pravdépodobnosti. Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze funkce h je v celém
oboru proménné y rostouci a diferencovatelnd. Pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X
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nabyva své hodnoty z intervalu (x, x + dx), je shodna s pravdépodobnosti, ze ndhodna veli¢ina
Y nabyva hodnotu z intervalu (y, y +dy), pfi¢emz si oba intervaly v zobrazeni h odpovidaji:
X =h(y), x+dx=h(y+dy), dx=h(y+dy)—h(y)~h'(y)dy. Pro hustoty pravdépodobnosti
f(x) a g(y) pak plati

dR, (y, y +dy) =dP, (X, x+dx), (13)
g(y) dy = f(x)dx = f[h(y)]h'(y) dy,
tj.
9(y) = fFIh(MIN'(Y) . (14)
a) V tomto piipad¢ ztotoznime pivodni proménnou x S rychlosti v, a novou proménnou y

S hybnosti p, =mv,.Pak v, = p,/m a dv, =dp,/m. Po dosazeni za rychlost a jeji diferencial
obdrzime

m —mv2 [ 2KT 1 —pZ/2mkT
dP(p,,p, +dp,) = .M dv, =———.e ™ dp. . 15
(P P, +dp,) = | kT Y Py (15)

b) Proménné v, nyni odpovida proménna E, =mv>/2. Pomoci energie vyjadiime rychlost a
jeji diferencial: v, = +,/2E,/m, dv, = i\/UZTEXdEX . Je nutné neopomenout, ze intervalu
energie (E,,E, +dE,) odpovidaji dva stejné¢ dlouhé intervaly moznych rychlosti, totiz
(v,,Vv,+dv ) a (-v,—dv,, —v,) (pfedpokladame v, >0). Tedy

m 2 2T 1 e &/ ( )
dP(E,.E, +dE,) =2 | oM gy = : dE, - 16
(& ) 27kT J7kT  JE,

Piiklad 4 (Maxwellovo rozdé€leni velikosti rychlosti)

Z Maxwellova rozdéleni (5) pro vektor rychlosti V. odvodte Maxwellovo rozdéleni pro velikost
rychlosti v=|V|.

ReSeni
V tomto pripad¢ se zajimame pouze o velikost vektoru. Jelikoz orientace vektoru muze byt

libovolna, mize jeho koncovy bod lezet kdekoli na povrchu koule o poloméru V. Situaci ve
vektorovém prostoru rychlosti ndzorné zachycuje obrazek.
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A"

472 .dv

dv d*V=dv,dv,dv.

<y

v

=

Vi

Z matematického hlediska jde o margindlni rozdéleni pivodniho vektorového rozdéleni,
U n¢hoz se nezajimadme o uhlové proménné. Formalni postup by spocival v ptechodu od
kartézskych soutadnic do sférickych a v integraci ptes tthlové proménné. Zvolime nazornéjsi
postup. Pravdépodobnost nalezeni koncového bodu vektoru V v oblasti, vymezené poloméry

v a v+dv, dostaneme ziejmé nahrazenim elementarniho objemu d*v = dv,dv,dv, vektorového

rozdéleni objemem 4zv®dv tenké kulové slupky o vnitini plose 47zv® a tloustce dv.
Dostaneme

ﬂ, 3/2
dP = (—j e 4zvidv. (17)

T

Za parametr A dosadime jesté jeho vyjadieni (11) a hustotu pravdépodobnosti pro rozdéleni
velikosti rychlosti dostaneme v kone¢ném tvaru

ﬂ, 3/2
p (V)= 4%[—) vie Y =4z (
7

Tvar této funkce pro nékolik teplot zachycuje graf.

3/2
m V2 e—mv2/2kT’ v>0. (18)
27kT

2

] 3
elvi10 |

Zdroj: http://physics.mff.cuni.cz/kfpp/skripta/kurz_fyziky pro_DS/display.php/molekul/5_6
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Piiklad 5 (Statistické charakteristiky Maxwellova rozdé€leni pro velikost rychlosti)

a) Ovéite, Ze hustota pravdépodobnosti (17) resp. (18) pro velikost rychlosti je spravné
normovana na jednotku.

b) Urcete charakteristické rychlosti molekul v plynu: nejpravdépodobnéjsi, stiedni a stfedni
kvadratickou.

ReSeni

Potfebné integraly budeme urcovat ze vzorct (C-1) Dopliku C. Je dobré si uvédomit, Ze na

rozdil od slozek rychlosti je velikost rychlosti vzdy nezaporna. Oblasti integrace tak bude
interval (0, 0).

a) Normovani hustoty pravdépodobnosti

o ﬂ, 3/2w , /1 3/2 1 e
jp(v)dv:m{—j jvze-“ dv:4n[—j = |7 _1 (19)
0 T) % r) 4AVA

b) Nejpravdépodobnéjsi rychlost (modus rychlosti) v, odpovidd maximu funkce p(v).

Maximum hledame z rovnice
d 2 —l -1 ( 1 2)
(V) ~—Ive™ J=2vie™™" | =—v° |=0. 20
P - e )- : (20)
Kofeny v=0 a v=o0 odpovidaji minimiim funkce na krajich intervalu. Maximum je v bodé
~ \E _[ekT
y) m

Stfedni rychlost v, je

- AN / /8kT
v, = [vp(v) dv = 47{—) Vet dv= 47{ j (21)
-([ V4 j Vs 2/12 m

Stfedni kvadraticka rychlost v, je definovana jako odmocnina ze stfedni hodnoty kvadratu

rychlosti, v, =,/<Vv*>:

3/2x0 3/2
.[v p (V) dv= 47{’1) J.v“e’lV dv = 4;;(/1j %\/E _ 3k_T
z) 20°\N2 " m

aT
T

(22)

K =

Stfedni kvadraticka rychlost udava soucasné stfedni hodnotu kinetické energie molekuly,
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2 2
ces=(TV :mvk:§kT. (23)
2 2 2

Vysledna kineticka energie ¢astice je dana souctem tii jejich kartézskych slozek. Faktor 3 ve
vysledku je tak v souladu s ekviparti¢nim teorémem z Ptikladu 9.

Charakteristicke rychlosti molekul jsou v poméru v, v, 1v, = J2:\J817 3, prilis se tedy
od sebe nelisi. Molekuly se v plynu pohybuji rychlostmi fadové v ~ /kT/m .

1.0 : p a ef

uhy,

0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0
viv
P

Legenda: vp — nejpravdépodobnéjsi, va — stiedni, ver — stfedni kvadraticka rychlost
Zdroj: http://wiki.matfyz.cz/index.php?title=6. Zaklady kinetické teorie

Dnes se jiz na zakladni Skole Zaci uci, Ze tlak plynu na sténu je vyvolan narazy jeho molekul.
Tuto Kinetickou predstavu zavedl do fyziky poprvé Daniel Bernoulli [29], ¢len Svycarského
rodu slavnych matematikl a fyzika, jiz roku 1738. Ten také z této piedstavy odvodil, Ze tlak
plynu je pfimo umérny kvadratu rychlosti ¢astic, ze kterych je plyn slozen (moderni pojem
atomu a molekul se utvarel az pozdéji), a nepiimo umérny objemu nadoby:

1,
~ V2, 24
P~ (24)

V tomto vztahu symbol p predstavuje tlak (nezaménovat s hybnosti), v je rychlost plynu
(upfesnéni bude Vv uloze) a V je objem nadoby, V niz je plyn uzavien. Pon¢kud pozménénou
ideu odvozeni si piedvedeme — nejdiive zjednodusené — v nasledujici tiloze.
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Piiklad 6 (Zjednoduseny model tlaku plynu)

Odvod'te vztah mezi tlakem plynu na sténu nadoby a rychlostmi jeho molekul. Predpokladejte
pro jednoduchost, ze vSechny molekuly maji stejnou rychlost.

Z

ReSeni
Za¢neme piipominkou Newtonova pohybového zakona, podle kterého je sila, ptisobici na
néjaky objekt, rovna hybnosti, pfedané objektu za jednotku doby. Matematicky vyjadieno

I,

- d
F= . (25)

[oX

Hybnost zde budeme znacit symbolem h nebo H, obvykly symbol p bude rezervovan pro
tlak.

Kazda molekula pii odrazu pteda sténé ¢ast své hybnosti a bude tak na ni po kratkou dobu
srazky pusobit silou. Podle pifedchoziho vztahu bude celkova primérna sila, ptisobici na sténu
od odraZejicich se molekul, rovna celkové zméné€ hybnosti molekul, které za jednotku doby na
tuto st€énu dopadnou. Zaved'me si kartézsky systém soufadnic X, Y, z, tak, aby sténa byla kolma
k ose x a lezela vpravo od molekul plynu. Molekula o hmotnosti m ma pted dopadem rychlost
V=(v,,v,,v,), kde v, >0, po pruzném odrazu bude mit rychlost V' = (-v,,v,,v,). St€n¢ tak

pieda hybnost h =mv —mv’ = (2mv,,0,0), iseln& h = 2mv, .

V dalsi fazi stanovime celkovou zménu hybnosti molekul, které na sténu dopadnou za jednotku
doby. Podle ptedpokladu maji vSechny molekuly stejnou rychlost v. Abychom se vyhnuli
integracim ve sférickych soutadnicich, nahradime izotropni rozdéleni rychlosti do jednotlivych
smérl predpokladem, ze 1/6 molekul se pohybuje v kladném sméru osy X, 1/6 se pohybuje
V zaporném smé&rU 0SYy X, a totéZ plati i pro zbyvajici osy. Za dobu dt dopadnou na sténu
molekuly ze vzdalenosti nejvyse vdt, tj. z objemu Svdt, kde S je obsah stény. Nachazi-li se
v jednotce objemu n molekul, bude pocet dopadii na sténu n/6-Svdt, pritom kazda dopadajici
molekula zméni po odrazu svou hybnost o 2mv . Celkova hybnost, pfedana stén¢ za dobu dt ,
bude tedy

dH :%Svdthv. (26)

Ptedané hybnosti odpovida sila a tlak
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F:d_HzlanZS, pzizénmvz.

27
dt 3 S @)

Hustotu molekul n nahradime jesté podilem N /V, kde N je celkovy pocet molekul v plynu
a 'V je objem nadoby:

pV = % Nmv?, (28)

Navzdory v8em zjednoduSenim (vSechny molekuly maji stejnou rychlost a pohybuji se pouze
ve smérech kartézskych os) je tento vzorec piekvapiveé spravny, pokud ovsem kvadrat rychlosti

nahradime jeho stfedni hodnotou: v’ — < v?>.

Podrobné feseni ve sférickych soutadnicich, berouci v potaz riznou velikost i rizny smér
rychlosti molekul, 1ze nalézt napt. v [30].

Priklad 7 (Odvozeni stavové rovnice idedlniho plynu z Maxwellova rozdéleni)

Z Maxwellova rozdéleni rychlosti (4) ¢i (12) odvod'te stavovou rovnici idealniho plynu
(zavislost tlaku na teploté a objemu).

Reseni

Idea feSeni je stejna jako v ptredchozi uloze, budeme proto postupovat rychleji. Opét
predpokladame, ze sténa je kolma na osu x a molekuly plynu, které na ni dopadaji zleva, se od
ni pruzné odrazeji. Hybnost h, kterou molekula pfeda sténé, zavisi pouze na komponenté v, :

h =2mv, . Molekuly dopadajici na sténu maji X-ovou slozku rychlosti kladnou, v, > 0.

Pocet molekul v jednotce objemu, jejichz X-ové slozky rychlosti lezi v malém intervalu odv,
do v, +dv,, je ziejmé

dn=ndP, =n \E e dv, (29)
T

kde n=N/V je hustota molekul a A =m/2kT . Tyto molekuly dopadnou za ¢as dt na sténu
z objemu dV =S v, dt, kde S je obsah stény.

Hybnost, kterou sténé piedaji molekuly s rychlostmi z intervalu (v,, v, +dv, ), je zfejmé
d*H =hdndV =2mv, ndP, Sv,dt = 2mnSdtv’dP, . (30)

Celkovou hybnost, ptedanou za ¢as dt ploSe, dostaneme integraci tohoto vyrazu pies vSechny
mozné rychlosti v, >0 dopadajicich molekul:

dH =2mnS dt [vZdP, . (31)
0

Nejdfive vypocteme integral:
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IvfdP =£jvfdP =l<vf >-1KT (32)
0 2 m

(viz (22)). Po dosazeni do piedchoziho vyrazu dostaneme tlak

_dn
Sdt

N kT

=nm<vi>=———, 33
p X y (33)

coz je hledana stavova rovnice.
[

V jednom molu latky je pocet molekul rovny Avogadrovu é&islu N, = 6,022 x10%° mol ™.
Vynasobenim Avogadrova ¢&isla a Boltzmannovy konstanty k =1,381 x10* J-K™ dostaneme
molarni plynovou konstantu R= N,k =8314 J-K™-mol *. Stavové rovnice (33) piechdzi tak
pro jeden mol latky do znamého tvaru pV = RT .

Hodnotu parametru 2 =m/2kT jsme v Piikladu 2 odvodili z experimentalné stanovené stfedni
kinetické energie, pfipadajici na pohyb ve sméru nékteré kartézské osy. I stavova rovnice byla
puvodné ur¢ena experimentalné. Hodnotu tohoto parametru jsme tak mohli uréit i z konfrontace
Maxwellova rozdéleni s experimentalné stanovenou stavovou rovnici (33).

Maxwellovo rozdéleni slozky rychlosti v, ma tvar dP, ~e ®'*dv,, kde E, =mv?/2
predstavuje tu ¢ast celkové energie Castice, kterd zavisi na rychlosti v, . Jde o specialni pfipad
Maxwellova-Boltzmannova rozdé€leni spojité veli¢iny. Tento vzorec lze v klasické statistické
fyzice zobecnit pro jakoukoli spojitou veli¢inu &, ktera patii mezi tzv. kanonické proménné.

Pokud stupeni volnosti, popsany soutfadnici &, pfispiva k celkové energii E Castice aditivnim
prispévkem E, = £(&), pak rozd€leni tohoto parametru ma obecné tvar

dP(&,E+dE)=C e dg, (34)
pfi¢emz hodnota konstanty C je dodate¢né urcovana z normovaci podminky

fdP=C.[e~ @ dg =1, (35)
¢ $

Pokud parametr & pfedstavuje soufadnici polohy (a energie E, je tudiz potencilni energii,
spojenou s touto soutadnici), mluvime o Boltzmannové rozdéleni pro polohu.

Piiklad 8 (Boltzmannovo rozdéleni molekul v gravita¢nim poli)

Plyn uzavieny v nadobé¢ sestava z N molekul o hmotnosti ma teplot¢ T. Svisle postavena
nadoba o vodorovné zakladn€ S a vySce H se nachazi v homogennim tithovém poli o intenzité

g.
a) Urcete rozdéleni molekul v zavislosti na vysce h nad spodni zakladnou, 0 < h < H . Jaka je
primérnd vyska molekul nad spodnim dnem nadoby?
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b) Rozdéleni molekul v neomezeném sloupci vzduchu na zemském povrchu aproximujte
ptedchozim vztahem pro H — .

c) Jaky je tlak vzduchu ve vySce h nad povrchem ve srovnani s tlakem p, v nulové vysce?

ReSeni

a) Potencialni energie jedné molekuly v homogennim gravita¢nim poli, nachazejici se ve vysce
h nad povrchem, je g(h) =mgh. Soufadnice h patii mezi kanonické soufadnice, rozdéleni
molekul podle vysky je proto

dP(h,h+dh)=C-e ™" dh, (36)
kde
Co 1 _ mg/kT @37)

- —mgH/KT
1-e™

H
J‘e—mgh/kT dh
0

Molekuly ubyvaji exponencialné s vyskou. Stiedni hodnota vysky molekuly nad dnem nadoby
je

H
<h >:C-Ih e MK dh :k—T[l—
0 mg

mgH /KT J (38)

H/KT ’
g™ -1

(Integral vypocteme integraci per partes nebo s pomoci programu pro symbolické operace, napf.

[31])

b) Pro shora neomezeny vzduchovy sloupec na povrchu Zemé provedeme v piedchozim
rozdéleni limitu H — oo:

dP(h,h + dh) =%-e*m9“'” dh. (39)

Vzduch je smési raznych plynt, pfedevsim molekul dusiku a kysliku, za m je tak nutné dosadit
sttedni hmotnost, ptfipadajici na jednu molekulu smési.

c) Ozna¢me N celkovy pocet molekul ve vzduchovém sloupci. Na tenkou vrstvu ve vysce od
h do h+dh pfipada ziejmé

dN = N dP(h, h+dh) = i—?g.emgh’” dh (40)

molekul. V dostatecné tenké vrstve je tlak v celém jejim objemu prakticky konstantni a miizeme
tak na ni aplikovat stavovou rovnici p dV =dNKT . Z ni vyjadiime tlak
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NMg  _gn/ir
dN kT _ kT € dh kT _ ng e_mgh/kT '

h) = 41
P ="4v Sdh s 4
Specialné pro h=0 dostavame p, = Nmg /S, tedy nakonec

p(h) = p, e, (42)

Tlak v nulové vysce Ize zméfit. Odvodili jsme tzv. barometrickou formuli ve tvaru, ktery
vyhovuje pro nevelké zmény vysky. Pro vétsi rozsah vysek nelze jiz teplotu T pokladat za
konstantni. Navic ani tithové pole neni konstantni a atmosféra neni ve stavu termodynamické
rovnovahy.

Casto se setkavame s takovou kanonickou proménnou &, na kterou piipada piispévek &(¢)
k celkové energii, ktery je v této proménné kvadraticky,

e(&) = al’. (43)

Zde « je kladna konstanta, zavisla na charakteru proménné. Uved'me si nékteré typické
priklady.
Uz jsme se setkali s kinetickou energii ¢astice ve sméru i-té osy,

2

s(y) =0, =123, (44)

V tomto piipad€ je £=v, a a=m/2.

Vedle translacniho pohybu miize molekula vykonévat i rotacni pohyb kolem né&které ze tii
svych (tzv. hlavnich) os. Rota¢ni energie kolem i-té osy, i = 1,2,3, je dana vztahem [32]

£(@) = 32

2

kde w. je uhlova rychlost rotace a J; je moment setrvacnosti molekuly kolem této osy. Nyni je
E=w,aa=J,12.
A nakonec jesté jeden, velmi dalezity ptiklad. Atomy v molekulach nebo ionty v pevnych

latkdch mohou vykonévat vibracni pohyby kolem svych rovnovaznych poloh. Jak je znamo ze
stiedoskolské fyziky, potencialni energii malych oscilaci lze vyjadfit ve tvaru

2

£(x) = sz , (45)

kde x je vychylka oscilatoru (atomu v molekule nebo iontu v pevné latce) ze své rovnovazné
polohy a konstanta x - tzv. tuhost pruziny — charakterizuje velikost navratové sily F =—xX.

Ukazuje se, Ze v ptipad¢ tepelné interakce mezi ¢asticemi pripada na kazdy kvadraticky ¢len
(43) v celkové energii stejna stiedni energie 1/2 kT bez ohledu na charakter soufadnice & a
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také bez ohledu na hodnotu konstanty « . To je obsahem tzv. ekviparticniho teorému, ij.
teorému stejného rozdé€leni energie.

Piiklad 9 (Ekviparti¢ni teorém)
Dokazte, ze stfedni hodnota energie (43), pocitana z Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni pro
Castici, ktera je v tepelném kontaktu se svym okolim o teploté T, je

<g>=%kT, (46)

nezavisle na charakteru (kanonické) souradnice & € (—oo,+00) a hodnoté konstanty « . UrCete
soucasn¢ stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku této soutadnice.

ReSeni
Souradnice & (rychlost, vychylka, ...) se podle ptedpokladu fidi M-B rozdélenim (34):

dP(&,E+dE) =C e /T dé. (47)

Pro vypocet nasledujicich integrali budeme opét vyuzivat vzorce (C-5). Zaéneme stanovenim
Skélovaci konstanty C :

1=[dP(&,£+dE)=C- je-“f’”dg cJ”kT
(04

dP(&, & +dE) = /% L I

Stfedni hodnota soufadnice & je ziejmé nulova — integrandem je lich4 funkce, pfiCemz se
integruje pres celou ¢iselnou osu. Sttedni hodnota kvadratu soutadnice je

(48)

2 2 —a§ /KT A
<&>= ﬂkT jg dg_ : (49)

Odtud dostavame smérodatnou odchylku

_ <= ';—T (50)
a

a také stiedni tepelnou energii, ptipadajici na soufadnici & molekuly:

<g>:a<§2>:k7T. (51)
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K pfedchozimu ptikladu je nutné uvést, ze nezavislost stfedni energie na parametru « vede ve
skute¢nosti k nékterym vaznym rozporim. Predevsim, i kdyz pfislusnou interakci limitnim
ptechodem a — 0 ,,vypneme*, ekviparti¢ni teorém ji bude stale ptifazovat tutéz sttedni energii
KT /2. Tento logicky rozpor vyftesila az kvantova fyzika. Ukazuje se, Ze ve skuteénosti stiedni
energie na parametru « zavisi, pricemz tato zavislost je vyznamna piedevsim pro nizké teploty.
Pro vysoké teploty (jak vysoké zavisi na hodnoté « ) lze ekvipartini teorém Vv dobré
aproximaci pouzit. Podrobné;ji se o tomto problému klasické statistické fyziky lze docist v [33],
str. 550-552.
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Zavér

Od pocatku 17. stoleti se moderni matematika vyvijela v uzkém vztahu s fyzikou. Galileo
Galilei byl ohromen poznanim, Ze jazykem piirody je pravé matematika. Pfipomeiime si V této
souvislosti alespon n¢ktera jména z pocatkti moderni védy, napt. Descartes, Huygens, Newton,
Leibniz Johann a Jacob Bernoulliové, o néco pozdé€ji Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange. Ti a
mnozi dal$i by méli v ,,kolonce zaméstnani“ uvedeno matematik a fyzik, piipadné jesté filosof
a astronom.

Fourier na pocatku 19. stoleti zkoumal rovnice pro vedeni tepla a objevil pfitom
trigonometrické fady. Vypoctem koeficientli téchto fad se zabyval Riemann a na svété byl
Riemanniv integral. Gauss (mimochodem spolu s Weberem konstruktér prvniho
elektromagnetického telegrafu) roku 1801 z nékolika malo astronomickych dat rekonstruoval
trajektorii nové objevené planetky Ceres S pomoci nové, K tomuto Géelu navrzené metody
nejmensich ¢tverc.

Ptesko¢me do 20. stoleti a za vSechny polyhistory si pfipomenime alespoii francouzského
matematika, fyzika, filosofa a astronoma Poincarého. Kdyby nebylo Einsteina, byl by to
pravdépodobné Poincaré, o kterém bychom se ve Skole ucili jako o tvirci Specialni teorie
relativity.

Ve 20. stoleti specializace ve védach doséhla jiz takového stupné, ze se obé oblasti zacaly od
sebe vzdalovat. Fyzikové rozvijeji své vlastni matematické oblasti, vytvareji si vlastni
matematickou terminologii a pouzivaji i vlastni formalni matematicky jazyk, napft.
v kvantovych teoriich. Maji vétsi volnost v tvorbé matematickych koncepci a metod, které by
Z hlediska formalni ptfesnosti u matematikd neobstaly. Na druhé stran¢, i kdyz jazykem ptirody
je matematika, urcité to neni matematika zalozena na rigidnim systému axiomu a piesnych
logickych pravidel.

Toto rozdvojeni matematiky se specificky projevuje ve vyuce matematiky a fyziky na stfednich
a predevSim vysokych Skolach. Na vysokych Skolach, kde studenti soucasné studuji obory
matematické a fyzikalni, pfipadné technické, jak tomu je na pedagogickych fakultach, se tyto
rozdily projevuji nejvyrazngji. Na pocatku studia se studenti v hodinach matematické analyzy
seznamuji s pojmem limity, ve fyzice vSak v tutéz dobu potiebuji k popisu pohybu téles
v silovych polich diferencialni rovnice. Jsme tak svédky paralelni vyuky matematiky na
odlisnych trovnich: Na jedné strané¢ matematiky ,,Cisté*, na stran¢ druhé matematiky ,,pro
fyziky*, ,,pro techniky* nebo ,,pro chemiky*.

Podobna situace je i v ostatnich oborech. O meziptedmétovych vztazich ve vyuce na zakladnich
a stfednich Skolach se hodné mluvi a hodné se v této oblasti teoreticky bada, casto je ale tato
idea realizovana spise jen formaln€. Jednim z divodi mlze byt i pretrvavajici izkd oborova
specializace uciteld.

Vratime-li se kK matematice, jisté existuji zpusoby, jak obé& oblasti matematiky — Cistou a
aplikovanou — alespon caste¢né znovu propojit. Matematicka statistika ma ze své podstaty
velmi blizko k nejrtiznéjS$im aplikacim v ptirodnich a spolecenskych védach, znama je jeji vazba
na ekonomické obory. Tato prace je pokusem tuto jeji Sirokou paletu aplikaci rozsifit a vyuku
matematické statistiky pro ucitelska studia obohatit 0 nékteré piistupy statistické fyziky. Obé
discipliny maji mnoho spole¢ného nejen v nazvu, ale predevsim ve svych metodach.
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Dopliiky

A) Stirlingova formule

Pii vypoctu faktorialti a logaritmi je velice vyhodné pouzivat Stirlingovu formuli. Podle
Stirlingovy formule [34] plati pro vSechna pfirozena ¢isla n identita

n'=./2zn (ET- e%, 1)

e

kde 0 <6 <1. Pro velkd n je mozné toto pfesné vyjadieni nahradit pfiblizenim

N~ /27N (ﬂj . )

e

Relativni chyba této aproximace eY'?"—-1~1/12n je jiz pro n=10 mensi nez 1% a
s rostoucim n rychle klesa k nule.

Po zlogaritmovéni identity (1) obdrzime dalsi diileZitou aproximaci:

Inn!'=In+2r +i+n Inn—1+|n—n ,
12n 2n

®3)

Inn'~n(hn-1).

V poslednim kroku jsme vypustili ¢leny, které jsou pro velkd n zanedbatelné ve srovnani
s hlavnim ¢lenem n (Inn-1).

Posledni identitu mizeme elementarné odvodit [35] ¢i 1épe feceno zdivodnit. Integral
Ilnxdx:[x(lnx—l)]l”:n(lnn—1)+1 4)
1

nahradime schodovitou plochou (hornim souétem)

1xIn2+1xIn3+...+1xInn=Inn! (5)

Pro velkd k se obsahy ,,sloupecki‘ o zakladné 1 a vysce K budou lisit jen malo od integrala
k . . y ) w7
Ik ) In xdx . Proto pro rostouci hodnoty n bude fada (5) aproximovat integral (4) se stale mensi
relativni chybou. Z porovnani pravych stran v (4) a (5) a po zanedbani jednicky na pravé stran¢
(4) obdrzime aproximaci (3).
Ve statistické fyzice pracujeme obvykle s obrovskymi &isly. JelikoZ relativni rozestup 1/n mezi
sousednimi ¢isly n a n+1 je v téchto ptipadech téméf nulovy, mizeme na proménnou n
nahliZet jako na spojitou a vyuzivat tak prostiedkti matematické analyzy, napf. pii vySetfovani
prubéhu funkci.
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B) Metoda neurcitych Lagrangeovych souciniteli

Metoda Lagrangeovych neurcitych soucinitela se tyka extrémi funkci vice proménnych, které
ale nejsou navzijem nezavislé, jsou podiizeny vazbam. Uvazujme nejdiive funkci dvou
proménnych f(X,y).Jsou-li tyto proménné nezavislé, pak nutna (nikoli postacujici) podminka
pro extrém je

i:O, L 1)

OX oy

Ptedpokladejme nyni, ze obé proménné X,y jsou spolu vazany jednou podminkou (vazbou)

g(x,y)=C, )

kde C je konstanta. Pfirozeny postup nalezeni extrému spociva v eliminaci jedné proménné
Z vazbové podminky, napt. y=y(x). Tim je vazbovd podminka g(X,y(x))=C splnéna
identicky a tedy

d o, dgdy_dc_
g(  Y(X ))—6)( oy dx  dx =0. 3)

Po dosazeni za ydo funkce f dostaneme funkci jedné nezavisle proménné. Podminka pro
extrém je nyni

d o  afdy_
dxf(x,y(x))—ax+8yd =0. 4)

Tento postup naruSuje symetrii mezi proménnymi, navic ne vzdy lze explicitné z vazbové
podminky vyjadfit jednu proménnou pomoci zbyvajicich proménnych.

Predchozi postup lze ale modifikovat. Identitu (3), vyplyvajici z vazbové podminky,
vynasobime libovolnym parametrem A a vysledek pii¢teme k podmince (4) pro extrém.
Dostaneme

(q+ﬂa—gj+£ﬂ+ﬂa—gjd—y:0 ®)
OX OX oy oy ) dx

Necht’ je dosud zcela libovolny parametr A zvolen tak, aby vyraz ve druhé zavorce byl
v extremalnim bodé [x, y] nulovy. Pak musi byt nulovy i vyraz v prvni zavorce. Dostavame tak
sadu dvou rovnic

%+ﬂ.g—i=0

(6)
a9
53’ oy

jez jsou vzhledem k obéma proménnym symetrické. Maji sice rozdilny ,,ptivod* — pii jejich
odvozovani jsme jednu rovnici ziskali v dusledku specialni volby parametru A, druha
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predstavuje vlastni podminku pro extrém — to vSak z matematického hlediska neni podstatné.
Spolu s vazbovou podminkou (2) dostdvame uzavienou soustavu tfi rovnic pro tfi neznamé X,

yad.

Pfedchozi postup lze snadno zobecnit na hledani extrému funkce f(X;, X,, X5,...,X,) n
proménnych, které jsou podrobeny r vazbam:

0;(X, X, X5, .., %,)=C,, 1=12,...,r (7)

Kazdou vazbovou podminku vynasobime neur¢itym soucinitelem A, a pticteme k funkci f .
Podminka pro extrém je dana soustavou rovnic

X T O - (8)

Tyto rovnice spolu s pfedchozimi vazbovymi podminkami tvofi Gplny systém pro n+r
neznamych X;, X,, ..., X,, 4, Ay, ..., 4.

Zda nalezeny extremalni bod pfedstavuje maximum, minimum ¢i inflexi je nutné rozhodnout
na zaklad¢ zkoumani vyssich derivaci. Timto problémem se jiz nebudeme zabyvat, odkazujeme
na standardni u¢ebnice matematické analyzy, napt. [21], str. 512.

Na zéavér jeste uvedme, ze ve fyzikdlni literatuie se pfi urCovani extrémil funkei vice
proménnych preferuje pouziti diferencialii pred derivacemi, prace s diferencidly je nazorngjsi.
Nutna podminka pro extrém (8) ma v diferencialnim vyjadieni jednoduché vyjadieni

df +> 4dg, =0 . )

i=1
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C) Gaussovy integraly

V souvislosti s normalnim a Maxwellovym rozdélenim jsou uzite¢né tzv. Gaussovy integraly.
Odvozeni vzorct, které si zde pouze naznacime, 1ze nalézt napt. v [35], dodatek D2. Plati

T§2n o dgzg 1-3..(2n-1) [z
: 2 (2A) 2 o
T§2n+l a4é dé= n!

5 22’n+1’

Parametr n=0,1, 2,...je nezaporné celé ¢islo, parametr A je kladny.

Pii odvozovani téchto vzorci pro lichA n bychom pouzili substituce u = A& a nasobnych
integraci per partes. Pro n suda vyjdeme z Gaussova integralu [35]

jecas=1 " @

Ob¢ strany této identity, nahlizené jako na funkce parametru A, podle tohoto parametru
zderivujeme:

_Jz d

171/2 . 3
2 da @)

dt -
—j et de
dAiy
Po pteneseni derivace levé strany za znameni integralu a po provedeni obou derivaci obdrzime

[e2eifqeo L |7
!ée dé =7 (4)

Dalsi derivace postupné povedou K vy3§im hodnotdm sudé mocniny &°" za znamenim
integralu.

Upozornéme jesté, Ze integratnim oborem v integralech (5) je interval (0,0) . Integrujeme-li
ptes celou ¢iselnou osu (—oo, 00), je nutné pravou stranu pro sudd n nasobit dvéma (integrace
sudé funkce), pro licha n jsou integraly nulové. Konkrétné

ze‘“yz dé :\/§
Tge-ﬁfzd@o (5)

K 2 1 |»
2ot de=— =
_If "=V
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