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Abstrakt:

Cox̊uv model proporcionálńıch rizik patř́ı v oblasti analýzy přež́ıváńı k

nejčastěji už́ıvaným model̊um. Jedná se o semiparametrický model, který sle-

duje dobu do výskytu události v závislosti na zvolených kovariátech. Model má

široké využit́ı, jak v oblasti medićınského výzkumu, tak také všude tam, kde se

sleduje selháńı, př́ıpadně jiná předem definovaná událost v čase.

Typickým rysem pro data v oblasti analýzy přež́ıváńı je cenzorováńı, což

je jev, kdy definovaná událost nemuśı v pr̊uběhu pozorováńı nastat. To vede k

tomu, že u některých subjekt̊u neńı pozorováńı kompletńı. Nejčastěji se vyskytuje

cenzorováńı zprava, kdy pozorujeme minimum z hodnot skutečného času do

události a pozorovaného (cenzorovaného) času přežit́ı.

Kromě cenzorováńı se v praxi vyskytuje také kráceńı, ke kterému docháźı v

př́ıpadech, kdy jsou do studie zahrnuti pouze ti pacienti, jejichž událost nastala

v daném časovém intervalu. Při kráceńı zleva, na které je práce zaměřena, nejsou

některé subjekty sledovány od času zahájeńı studie, ale vstupuj́ı do studie s
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opožděným vstupem. V práci jsou ukázány r̊uzné oblasti výzkumu, kde lze

metodiku analýzy přež́ıváńı a Cox̊uv model aplikovat.

Běžným statistickým úkolem v analýze přež́ıváńı je modelovat závislost

času sledované události na uvažovaných kovariátech. K ověřeńı významnosti re-

gresńıch koeficient̊u se v Coxově modelu proporcionálńıch rizik nejčastěji už́ıvá

test poměrem věrohodnost́ı, Wald̊uv test a skórový test. Všechny tři uvedené

testy jsou asymptotické, a proto jsou pouze přibližné a nemuśı nutně zachovávat

zvolenou hladinu významnosti. Práce je zaměřena na studium přesnosti těchto

test̊u pro malé datové soubory u Coxova modelu pro zprava cenzorovaná a zleva

krácená data. Za účelem zvýšeńı přesnosti test̊u je použita aproximace kořene

věrohodnostńı funkce. Přesnost těchto běžně už́ıvaných test̊u je následně po-

rovnána v rozsáhlé simulačńı studii s navrženými korekcemi. Simulačńı studie

sleduje závislost přesnosti test̊u na poměru cenzorovaných pozorováńı, na pro-

centu kráceńı, na rozsahu datového souboru a typu rozděleńı pravděpodobnosti

funkce základńıho rizika.
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The Cox proportional hazards model is one of the most used model in survival

analysis. It is a semiparametric model that study the time to event depending

upon the selected covariates. This model is widely used, both in a biomedical

research, as well as wherever there is monitored the failure, or another type of

event in time. A censoring is a typical phenomenon for survival data. It is used

when missing information about the time of the event occurs. Most often a right

censoring is used when a minimum of values of real time of event and observed

survival time (censored time) is monitored. A truncation is another phenomenon

in survival analysis. A truncation occurs, when only those subject are enrolled into

the study whose time to event lies in a given interval. In case of a left truncation,

on which this work is focused, the start of follow up for some subjects is different

from the specified time origin. The work shows variants of research fields where
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the methodology of survival analysis and the Cox model can be applied.

Common statistical task in survival analysis is to model dependence between

time to event and selected covariates. The significance of the effect of each

covariate is usually verified by means of the likelihood ratio test, the Wald test

and the score test. These are large samples tests, and therefore, these are only

approximate tests and they do not necessary maintain the significant level. This

thesis is focused on the accuracy of these tests for small samples for the Cox model

with right censored and left truncated observations. Higher order approximations

are used in order to improve the accuracy of statistical tests. The accuracy of

these tests together with proposed approximations are compared by means of

large simulation study under conditions of decreasing sample size, increasing

proportion of right censored and left truncated data, and different distribution of

the baseline hazard function.

Key words: truncation, right censoring, survival analysis, Cox proportional ha-

zards model, higher order approximations
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4.4 Výsledky simulačńı studie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

IV ZÁVĚR 84
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1.1 Současný stav problematiky, která je předmětem

disertačńı práce

V oblasti aplikovaného výzkumu se často setkáváme s analýzou času do předem

definované události. Soubor metod pro analyzováńı dat, kde sledovaná náhodná

veličina je čas do události, se obecně označuje jako analýza přež́ıváńı (survival

analysis). Předevš́ım pro oblast medićıny, biologie a epidemiologii je tato proble-

matika stěžejńı. Událost́ı může být smrt, výskyt určitého onemocněńı, sňatek,

rozvod a daľśı. Událost́ı tedy nazýváme subjektivně chápaný jev, který může být

pozitivńı např. u času registrace na úřadu práce je t́ımto jevem źıskáńı práce,

negativńı např. u pacienta sledovaného po transplantaci ledviny selháńı této led-

viny, nebo neutrálńı, u času do konce stávky je touto událost́ı konec stávky. Čas

do události (time to event), také označován jako čas přežit́ı (survival time), může

být měřen ve dnech, týdnech, letech, atd.

Obvyklým úkolem statistické analýzy dat je zjǐstěńı vztahu mezi proměnnými.

V analýze přež́ıváńı je tomu také tak. Zjǐst’uje se vztah mezi časem přežit́ı a

možnými vysvětluj́ıćımi proměnnými. Faktory, které mohou ovlivňovat přežit́ı

pacient̊u jsou nejčastěji věk, pohlav́ı, stádium onemocněńı atd.

Práce je zaměřena na analýzu času přežit́ı užit́ım Coxova modelu propor-

cionálńıch rizik (Cox proportional hazards model), který byl publikován v roce

1972, v časopise Regression Models and Life-Tables [16]. Od té chv́ıle patř́ı tento

článek k jedné z nejčastěji citovaných referenćı v oblasti lékařského výzkumu spolu

se svými aplikacemi [2, 14, 28, 33, 34, 36, 50]. Cox̊uv model proporcionálńıch ri-

zik sleduje vliv vybraných kovariát̊u na rizikovou funkci. Prof. D.R.Cox navrhl
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zp̊usob řešeńı této závislosti v př́ıpadě, že analyzovaná data splňuj́ı předpoklad

proporcionality. Tento specifický předpoklad, kdy poměr rizikových funkćı pro

dva subjekty je konstantńı, zajist́ı, že základńı rizikové funkce, tzv. baseline ha-

zard, se vyruš́ı. T́ım je vliv vysvětluj́ıćıch faktor̊u očǐstěn od vlivu času [1]. Pro

testováńı proporcionality se ustálila řada diagnostických technik [19, 47, 50]. Re-

gresńı koeficienty se pak odhaduj́ı metodou parciálńıch věrohodnost́ı, tzv. partial

likelihood. [18] Model má širokou oblast využit́ı [5, 6, 21]. Práce je zaměřena na

užit́ı modelu pro cenzorovananá a krácená data.

Cenzorováńı je charakteristickým jevem v analýze přež́ıváńı. Rozeznáváme

tři základńı typy cenzorováńı. Jsou jimi cenzorováńı zleva, cenzorováńı zprava a

intervalové cenzorováńı. Nejčastěǰśım typem cenzorováńı je cenzorováńı zprava.

Název vycháźı z faktu, že skutečný čas události se nacháźı napravo od pozoro-

vaného času. Předpokládejme, že ve studii sledujeme pacienty po dobu 20 týdn̊u.

Ty subjekty u nichž za dobu 20 týdn̊u nedošlo ke sledované události nazveme

zprava cenzorovanými, nebot’ se předpokládá, že čas přežit́ı je minimálně tak

dlouhý, jako čas trváńı studie. Daľśı situace, kdy dojde k výskytu cenzorováńı

zprava je, když subjekt opust́ı studii před koncem sledovaného času a nedojde

u něj ke sledované události. Subjekt potom nazveme zprava cenzorovaný, nebot’

v́ıme, že u něj po dobu pozorováńı nenastala událost.[15]

Vedle cenzorováńı se v analýze přež́ıváńı vyskytuje také kráceńı (truncation).

Ke kráceńı docháźı v situaci, kdy do analýzy zahrneme pouze taková pozorováńı,

které lež́ı v předem stanoveném intervalu. Kráceńı zleva (left truncation), nebo

též opožděný vstup (delayed entry), patř́ı k běžně se vyskytuj́ıćımu typu kráceńı

v analýze přež́ıváńı. Docháźı k němu v situaci, kdy věk pacienta nepoužijeme v

modelu jako vysvětluj́ıćı kovariát, ale použijeme ho jako závisle proměnnou se

zleva kráceným počátkem [36]. V převážné většině studíı je čas uvažován jako
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čas studie s definovaným počátkem a koncem studie. Věk je v těchto studíıch

uvažován jako kovariát. V posledńıch letech se začala vyskytovat literatura, která

jako přesně definovaný počátek času do konce události uvažuje datum narozeńı.

Potom proměnná čas do události neńı náhodným výběrem z ćılené populace,

ale výběrem s ovlivněným časem. Do analýzy jsou zahrnuta pouze ta pozorováńı,

která překroč́ı počátečńı bod času studie. Takováto data nejsou potom pouze cen-

zorovaná, ale jsou považována za zleva krácená, nebo též s opožděným vstupem.

Problematice volby časové škály a s ńı souvisej́ıćı přesně stanovený počátek (star-

ting point), se věnuj́ı např. práce ([31, 23, 38]). Zat́ımco práce [38] upřednostňuje

volbu věku pacienta jako časové škály, v práci [31] jsou navrženy dvě jednoduché

podmı́nky, které zajǐst’uj́ı, že čas studie neposkytne vychýlené odhady v př́ıpadě,

kdy měl být použit věk. V práci [23] je zkoumáno šest r̊uzných proporcionálńıch

model̊u v závislosti na volbě časové škály a metodě, jak byl věk zahrnut před

začátkem studie do daných model̊u.

Kráceńı zleva se v oblasti medićıny objevuje často a to nejen při použit́ı

věku jako časové škály. U výsledk̊u z výzkumu ovlivněného opožděným vstupem

docháźı k vychýleným odhad̊um globálńıch test̊u (Omnibus tests) významnosti

regresńıch koeficient̊u [48]. Omnibus testy významnosti regresńıch koeficient̊u

(test poměru věrohodnost́ı, Wald̊uv test a skórový test) byly zavedeny v minulém

stolet́ı. Test poměru věrohodnostńıch funkćı byl v literatuře uveden v roce 1928

Neymanem a Pearsonem [44]. Wald̊uv test byl publikován v roce 1943 [53]

a skórový test byl publikován Raoem v roce 1948 [46]. U dostatečně velkých

výběr̊u z populace dávaj́ı tyto testy podobné numerické výsledky. Peers v roce

1971 ukázal, že za obecných podmı́nek neńı žádný z test̊u výhodněǰśı z hlediska

śıly testu. Chandra a Joshi [30] dokázali v roce 1983, že Rao̊uv skórový test

je při velkém rozsahu silněǰśı. Li [41] v roce 2001 porovnával všechny tři testy
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testováńım citlivosti na nadbytečných (nuisance) parametrech. Jeho závěrem

bylo, že jsou podobně citlivé. Ve své práci se Yi a Wang v roce 2011 opět zaměřili

na porovnáńı těchto test̊u ve speciálńım designu experimentu. Na základě jejich

simulačńı studie autoři tvrdili, že śıla Waldova testu je větš́ı než zbývaj́ıćıch dvou

test̊u u malých a středně malých výběr̊u. [57]

Simulačńı studie a metoda Monte Carlo hraj́ı významnou roli v moderńım sta-

tistickém výzkumu. Umožňuj́ı ověřováńı statistických výzkumů a předpoklad̊u na

reálných datech. Tato data jsou generována ze speciálńıch model̊u za speciálńıch

podmı́nek a umožňuj́ı statistik̊um pochopit řešený problém. Nedávné studie

uváděj́ı principy simulačńıch technik pro analýzu přež́ıváńı. Bender [7] ukázal,

jak je možné nasimulovat časy přež́ıváńı z Coxova modelu proporcionálńıch ri-

zik pro určité typy rozděleńı proměnné času a Austin [3] ukázal, jak je možné

tuto simulaci rozš́ı̌rit pro časově závislé proměnné. T́ım umožnily hlubš́ı studium

analýzy přež́ıváńı. V některých studíıch jsou data pro analýzu přežit́ı generována

z exponenciálńıho rozděleńı [29, 54].
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1.2 Ćıl disertačńı práce

Disertačńı práce je zaměřena na studium Coxova modelu proporcionálńıch rizik.

Cox̊uv model patř́ı v oblasti analýzy přež́ıváńı k nejčastěji už́ıvaným model̊um.

Jedná se o semiparametrický model, který analyzuje vztah mezi časem přežit́ı a

možnými vysvětluj́ıćımi proměnnými. Model má široké využit́ı nejen v oblasti

medićınského výzkumu, ale také ve všech vědńıch oblastech, kde se sleduje

selháńı, př́ıpadně jiná předem definovaná událost.

K ověřeńı významnosti vlivu vysvětluj́ıćıch proměnných na čas přežit́ı se ob-

vykle použ́ıvá test poměru věrohodnost́ı, Wald̊uv test a skórový test. Všechny

tři uvedené testy maj́ı asymptoticky stejné rozděleńı pravděpodobnosti. V praxi

ovšem pracujeme s výběry konečných rozsah̊u, v d̊usledku čehož tyto testy po-

skytuj́ı r̊uzné numerické výsledky. V oblasti medićınských výzkumů, např. v pre-

klinických studíıch, pak nav́ıc často pracujeme s výběry velmi malých rozsah̊u.

Daľśı typický rys dat analýzy přežit́ı je cenzorováńı, které souviśı se ztrátou

informace o události a kráceńı, které souviśı s volbou časové škály.

Dı́lč́ı ćıle této disertačńı práce jsou následuj́ıćı:

• analýza přesnosti testu poměru věrohodnosti, Waldova testu a skórového

testu pro malé datové soubory u Coxova modelu proporcionálńıch rizik pro

zprava cenzorovaná a zleva krácená data,

• prověřit možnosti zvýšeńı přesnosti test̊u užit́ım aproximace vyšš́ıch řád̊u,

• aplikace metodiky analýzy přežit́ı a Coxova modelu proporcionálńıch rizik

v r̊uzných oblastech výzkumu.
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Hazard Model. 32nd International Conference Mathematical Methods in

Economics MME 2014 Conference Proceedings. ISBN 978-80-244-4209-9.

[S3] Fǐserová E., Chvosteková M., Bělašková S., Bumbálek M., Joska Z. (2015).

Survival analysis of factors influencing cyclic fatigue of nickel titanium

endodontic instruments. Advances in materials science and engineering .

189703, doi.10.1155/2015/189703.

[S4] Bělašková S., Fǐserová E. (2017). Improvement of the accuracy in tes-

ting the effect in the Cox proportional hazards model using higher order

approximations. Filomat (akceptován k publikováńı).

1.3 Hlavńı výsledky dosažené v disertačńı práci

Disertačńı práce se zabývá přesnost́ı testu poměrem věrohodnost́ı, Waldova testu

a skórového testu v Coxově modelu proporcionálńıch rizik pro zprava cenzo-

rovaná a zleva krácená data. Asymptoticky maj́ı tyto testy stejné rozděleńı

pravděpodobnosti. V disertačńı práci jsou tyto testy zkoumány z pohledu malých

datových soubor̊u, kdy nemuśı dosahovat požadované přesnosti. Extrémně malé

výběry, které byly uvažovány v simulačńıch studíıch (datový soubor rozsahu 20 a
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30) vycháźı ze zkušenost́ı z pilotńıch studíı, př́ıpadně preklinických, kdy velikost

vzorku málokdy překroč́ı tuto hranici. Zvolené procento cenzorovaných pacient̊u,

které je v této situaci uvažováno jako extrémńı (70 %) je také zvoleno s ohle-

dem na reálnou situaci z oblasti kardiologie, kdy velké množstv́ı pacient̊u opoušt́ı

studii z jiného d̊uvodu, než je úmrt́ı.

V disertačńı práci je též zkoumána možnost zvýšeńı přesnosti test̊u užit́ım

asymptotiky vyšš́ıho řádu. Tyto aproximace vycháźı z Lugannani-Riceovy a

Barndorff-Nielsenovy věty a jsou založeny na kombinaci věrohodnostńı funkce a

Waldovy či skórové statistiky. Jak z výsledk̊u rozsáhlé simulačńı studie vyplývá,

Wald̊uv test se chová převážně konzervativně oproti testu poměru věrohodnost́ı a

skórového testu, které jsou ve většině př́ıpad̊u liberálńı. Proto kombinace kořene

poměru věrohodnost́ı s Waldovou statistikou vede ke zpřesněńı test̊u významnosti

regresńıch koeficient̊u. Nejhorš́ıch výsledk̊u z pohledu přesnosti dosahuje skórový

test, proto ani asymptotika vyšš́ıho řádu založená na kombinaci s t́ımto testem

nevede ke zpřesněńı. Z výsledk̊u studie vyplývá, že dané testy se chovaj́ı nepřesně

až za velmi specifických podmı́nek, a těmi jsou velké procento krácených dat,

velké množstv́ı cenzorovaných dat nebo pro velmi malé datové soubory.

V neposledńı řadě je třeba zmı́nit oblasti výzkumu, jako je ekonometrie,

materiálové inženýrstv́ı a klinické studie, v nichž byla s úspěchem aplikována

metodika analýzy přež́ıváńı a Coxova modelu proporciońıch rizik.
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II

K A P I T O L A

Metody použité k řešeńı
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Pojmem
”
analýza přež́ıváńı“ se obecně rozumı́ statistické metody, které se

zabývaj́ı studiem času do určité předem stanovené události. Pojem čas, zde

chápeme jako proměnnou, s předem definovaným počátkem a trváńım, dokud

nenastane událost. Jednotka času může být např. rok, měśıc, týden nebo den.

Hlavńı zaměřeńı analýzy přež́ıváńı je studium času do události v oblasti klinického

výzkumu, např. úmrt́ı pacienta po operaci, kde je čas definován jako délka

intervalu od zahájeńı operace do úmrt́ı pacienta.

Statistické nástroje analýzy přež́ıváńı mohou být aplikovány i v jiných oblas-

tech, jako jsou ekonometrie, sociologie, poč́ıtačové vědy, kriminologie, materiálové

technologie, atd. V sociologii se může jednat o úlohu délky trváńı manželstv́ı, kdy

délka intervalu, který sledujeme je dána svatbou, jako počátečńım bodem, a rozvo-

dem, jako událost́ı. Zde muśı být přesně stanoveno, co se rozumı́ pojmem rozvod.

Zda se jedná o podáńı návrhu na rozvod manželstv́ı, či je konečným bodem inter-

valu rozhodnut́ı o zániku manželstv́ı. Ve zmı́něných poč́ıtačových vědách můžeme

sledovat čas od zahájeńı přenosu do selháńı přenosu dat. V ekonometrii se pomoćı

metod z analýzy přež́ıváńı sleduje doba nezaměstnanosti, tzn. doba strávená v

registru úřadu práce. V oblasti materiálového inženýrstv́ı se analýza přež́ıváńı

osvědčila při studiu materiálové odolnosti.

S ohledem na široký záběr uplatněńı této analýzy se ustálila označeńı tohoto

času jako čas přežit́ı (survival time) v klinických výzkumech, čas selháńı (failure

time) v pr̊umyslovém inženýrstv́ı a také čas události (event time) v biostatistice.

Základńı ćıle v analýze přež́ıváńı z hlediska klinického výzkumu jsou:

• odhad doby času přežit́ı v homogenńı skupině pacient̊u (odhad funkce

přežit́ı)
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• porovnáńı času přežit́ı dvou a v́ıce skupin pacient̊u podle klasifikačńı

proměnné (porovnáńı funkćı přežit́ı)

• sledováńı vlivu nezávislých proměnných na odezvu ve formě času přežit́ı

(modely analýzy přež́ıváńı)

Následuj́ıćı kapitola bude věnována zavedeńı pojmů a vzorc̊u potřebných při

analýze přež́ıváńı. O této analýze je dostupné velké množstv́ı literatury. Ve své

disertačńı práci jsem vycházela předevš́ım z následuj́ıćıch knih [1, 36, 37, 49].

2.1 Cenzorováńı (censoring)

Hlavńım charakteristickým rysem dat do události (time to event data) je cen-

zorováńı, které se sebou nese neúplné informace o přežit́ı pacient̊u. Nejčastěǰśım

typem cenzorováńı je cenzorováńı zprava, ke kterému často docháźı v př́ıpadě, že

máme pevně stanovenou délku studie. Cenzorováńı zprava potom nastává tehdy,

pokud daný subjekt pozorujeme po jistou dobu, ale sledováńı je ukončeno dř́ıve,

než u tohoto subjektu nastala sledovaná událost. Obecně řečeno, u cenzorováńı

je každý subjekt (pacient) spojen s potencionálńım časem cenzorováńı (censo-

ring time) Ci a potencionálńım časem do události (time to event) Ti, které jsou

považovány za nezávislé náhodné veličiny.

V datovém souboru potom u subjekt̊u sledujeme náhodnou veličinu Yi (časové

údaje obsahuj́ıćı čas do události i cenzorováńı) a tzv. indikátor di, který určuje,

zda subjekt v daném čase dospěl k cenzorováńı nebo události. Pro cenzorováńı

zprava tedy pozorujeme dvojice (Yi, di), kde Yi = min(Ti, Ci) a di = I(Ti ≤ Ci).

Situace, ve kterých u subjektu může nastat cenzorováńı zprava, jsou např́ıklad

př́ıpady kdy sledovaná událost u subjektu nenastane do konce studie, subjekt je

v pr̊uběhu sledováńı ze studie vyřazen, nebo sám dobrovolně studii opust́ı.
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Daľśı méně časté typy cenzorováńı jsou

cenzorováńı zleva, kde Yi = max(Ti, Ci) a di = I(Ci ≤ Ti), a intervalové cen-

zorováńı, které je kombinaćı cenzorováńı zleva a zprava, kdy sledujeme Ti pouze

jako interval [Li, Ri].

Cenzorováńı zprava může nastat z mnoha př́ıčin a podle toho, jak k situaci

došlo, jej dále rozdělujeme. U cenzorováńı Typu I, je výběr njednotek sledován

v pevně daném časovém intervalu ⟨0, τ⟩. Počet událost́ı, které nastanou v tomto

časovém intervalu je náhodný, ale čas studie je fixńı a je omezen hodnotou τ .

Skutečnost, že doba času do události je omezena, bývá nejčastěji zp̊usobeno

designem studie sledováńı (follow-up study). Tomuto schématu se často ř́ıká

(pevné) fixńı cenzorováńı. Druhým typem cenzorováńı je Typ II, pro který máme

opět k dispozici výběr o rozsahu n z populace a v tomto výběru sledujeme subjekty

až do doby, než nastane v událost́ı. V tomto designu studie je počet událost́ı pevně

stanoven na d, ale celkový čas trváńı studie je náhodný.

Standardńı metody analýzy přež́ıváńı předpokládaj́ı, že cenzorováńı je neinfor-

mativńı, tud́ıž nerozlǐsuj́ı cenzorováńı Typu I, Typu II. Př́ıkladem informativńıho

cenzorováńı může být např́ıklad studie, ve které sledujeme studenty Ph.D. pro-

gramu. Mnoho student̊u odejde ze studia před dokončeńım studia. Tento druh

cenzorováńı je považován za informativńı cenzorováńı, nebot’ se předpokládá, že

tito studenti by patřili k těm s nejdeľśım časem do konce studia. Informativńı

cenzorováńı sebou nese komplikace jako je např. vychýleńı odhadu mediánu času

do konce události.
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Obrázek 1: Ilustrace zprava cenzorovaných a zleva krácených dat. Na ose x je proměnná

čas v letech a na ose y se nacháźı jednotlivé subjekty. Prázdným kolečkem jsou značeny

zprava cenzorované časy přežit́ı a plným kolečkem jsou značeny časy událost́ı.

2.2 Kráceńı (Truncation)

Daľśı jev typický pro analýzu přež́ıváńı je kráceńı (truncation), označováno též

jako vstup (entry). Ke kráceńı docháźı v př́ıpadě, že do studie zahrneme pouze

subjekty, jejichž událost nastane v určitém časovém intervalu (TL, TR). Subjekty,

jejichž čas události nelež́ı v daném intervalu nejsou do studie zahrnuty, a z

toho d̊uvodu o nich nemáme v̊ubec žádnou informaci. V př́ıpadě, že TR = ∞,

dostáváme tzv. kráceńı zleva (left truncation, delayed entry), kdy do studie za-

hrneme pouze ty subjekty, jejichž čas do události T přesáhl danou dolńı mez

TL, tzn. T > TL. Ke kráceńı zleva tedy docháźı, když subjekt vstouṕı do studie

až v určitém časovém okamžiku po zahájeńı sledováńı, a je sledován od tohoto

opožděného vstupu, dokud nenastane událost, nebo dokud nebude cenzorován.

Ilustrace kráceńı zleva a cenzorováńı zprava je uvedena na obrázku 1. Na obrázku

1 jsou na ose x zaznamenány jednotlivé časy přežit́ı v letech. Čas cenzorováńı
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zprava je pro cenzorované subjekty označen prázdným kolečkem a čas do události

je u subjekt̊u s událost́ı označen plným kolečkem. Časová osa má sv̊uj počátek

v čase t0 = 0. Kráceńı je vyznačeno v čase te = 0, 6 let. Je zde také patrné, že

kráceńım zleva, došlo ke ztrátě pozorováńı u pátého subjektu.

2.3 Popis přežit́ı z hlediska pravděpodobnosti

Necht’ nezáporná náhodná veličina T s distribučńı funkćı F (t) znač́ı čas přežit́ı v

ćılové homogenńı populaci. Nejčastěji už́ıvanou funkćı charakterizuj́ıćı náhodnou

veličinu T je tzv. funkce přežit́ı. Funkce přežit́ı udává pravděpodobnost, že

sledovaný subjekt přežije do času t a je tedy definována vztahem

S(t) = Pr(T > t) = 1− F (t), t > 0. (2.1)

Funkce přežit́ı je nerostoućı, nabývá hodnot v intervalu ⟨0, 1⟩ a S(0) = 1.

Jestliže T je spojitá náhodná veličina s hustotou f(t), je funkce přežit́ı též

spojitá a plat́ı

S(t) =

∫ ∞

t

f(u)du. (2.2)

Odtud

f(u) = −dS(u)

du
. (2.3)

Je-li T diskrétńı náhodná veličina, která nabývá hodnot t1 < t2 < · · ·

s pravděpodobnostmi p(tj) = Pr(T = tj), funkce přežit́ı je schodovitá a plat́ı

S(t) =
∑
tj>t

p(tj). (2.4)

Daľśı základńı funkćı v teorii analýzy přež́ıváńı je riziková funkce (hazard

function), nazývaná též funkce hazardu. Tato funkce udává mı́ru rizika, že v
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daném malém časové intervalu nastane událost. Riziková funkce je definována

vztahem

h(t) = lim
∆t→0

P [t ≤ T < t+∆t |T ≥ t]

∆t
. (2.5)

Mezi rizikovou funkćı, funkćı přežit́ı a hustotou rozděleńım pravděpodobnosti

času přežit́ı T je vzájemně jednoznačný vztah. Je-li T spojitá náhodná veličina s

hustotou f(t), potom pro h(t) plat́ı

h(t) = f(t)/S(t) = −d ln[S(t)]/dt. (2.6)

Kumulativńı riziková funkce H(t) je definována vztahem

H(t) =

∫ t

0

h(u)du = −ln[S(t)]. (2.7)

Pro funkci přežit́ı z toho plyne

S(t) = exp[−H(t)] = exp

[
−
∫ t

0

h(u)du

]
. (2.8)

Pro hustotu potom plat́ı

f(t) = h(t) exp

[
−
∫ t

0

h(u)du

]
. (2.9)

Je-li náhodná veličina T diskrétńı, která nabývá hodnot t1 < t2 < · · · s

pravděpodobnostmi p(tj) = Pr(T = tj), potom funkce hazardu v čase tj je

h(tj) = Pr(T = tj |T ≥ tj) =
p(tj)

S(tj−1)
. (2.10)

Protože

p(tj) = S(tj−1)− S(tj),

plat́ı

h(tj) = 1− S(tj)

S(tj−1)
.
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Funkce přežit́ı může být zapsaná i ve tvaru

S(t) =
∏
tj≤t

(1− h(tj)) =
∏
tj≤t

S(tj)

S(tj−1)
.

Pro diskrétńı čas můžeme kumulativńı rizikovou funkci definovat vztahem

H(t) =
∑
tj≤t

h(tj).

2.4 Hlavńı rozděleńı pravděpodobnosti už́ıvané v analýze

přež́ıváńı

Časy přežit́ı maj́ı v klinických a biologických studíıch převážně kladně sešikmené

rozděleńı. Nejčastěji už́ıvaná parametrická rozděleńı pravděpodobnosti času

přežit́ı jsou exponenciálńı, Weibullovo, Gompertzovo a logaritmicko-logistické

rozděleńı.

Nejvýznamněǰśı postaveńı z pohledu Coxova modelu zastávaj́ı exponenciálńı

a Weibullovo rozděleńı, a to s ohledem na fakt, že společně s Gompertzovým

rozděleńım splňuj́ı předpoklad proporcionality rizik [7], podrobněji viz sekce 2.6

a 2.11.

Exponenciálńı rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem λ > 0, T ∼ Exp(λ),

má hustotu definovanou vztahem

f(t) =


λ exp(−λt), t > 0,

0, t ≤ 0.

Funkce přežit́ı je tvaru

S(t) = exp[−λt], λ > 0, t > 0.

Exponenciálńı rozděleńı je charakteristické konstantńı funkćı hazardu [7]

h(t) = λ.
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Vysoká hodnota parametru λ znač́ı vysoké riziko výskytu sledované události v

čase a krátké přežit́ı, malá hodnota znač́ı opak.

Exponenciálńı rozděleńı je označováno jako
”
rozděleńı bez paměti“, tj. čas od

začátku sledováńı neovlivňuje riziko výskytu události v čase, matematicky

P (T ≥ t+ z |T ≥ t) = P (T ≥ z),

což je vyjádřeno právě konstantńı funkćı hazardu. Z této vlastnosti plyne

E(T − t |T > t) = E(t) = 1/λ;

z čehož vyplývá, že středńı hodnota reziduálńıho života (mean residual life) je

konstantńı.

Daľśı ze spojitých rozděleńı pravděpodobnosti, hojně využ́ıvaných v analýze

přež́ıváńı, je rozděleńı Weibullovo. Weibullovo rozděleńı je zobecněńım ex-

ponenciálńıho rozděleńı, které uvažuje monotonńı funkci hazardu. Weibullovo

rozděleńı pravděpodobnosti Wei(λ, ν) je určeno dvěma parametry λ > 0, ν > 0.

Parametr λ určuje měř́ıtko hodnot (scale) a parametr ν tvar hustoty (shape).

Hustota Weibullova rozděleńı je tvaru

f(t) =


λν(t)ν−1 exp(−λtν), t > 0,

0, t ≤ 0.

Exponenciálńı rozděleńı je tedy speciálńım rozděleńım Weibullova rozděleńı v

př́ıpadě, že ν = 1. Funkce přež́ıváńı Weibullova rozděleńı je dána vztahem [3]

S(t) = exp[−λtν ], t > 0.

Funkce rizika Weibullova rozděleńı má flexibilněǰśı tvar

h(t) = λνtν−1.
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Je-li ν > 1, je funkce hazardu rostoućı; je-li ν < 1 je klesaj́ıćı, a je-li ν = 1 je

konstantńı.

Daľśı typy rozděleńı, jejich funkce přež́ıváńı, funkce hazardu, funkce kumula-

tivńıho hazardu a hustoty pravděpodobnosti jsou shrnuty v tabulce 1. Nebudeme

je zde podrobně rozepisovat, nebot’ daľśı část práce je omezena pouze na Wei-

bullovo a exponenciálńı rozděleńı pravděpodobnosti.
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ěl
eń
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2.5 Kaplan-Meier̊uv odhad funkce přežit́ı

Z hlediska úloh kladených na analýzu přež́ıváńı plńı Kaplan-Meier̊uv od-

had základńı diagnostickou funkci. Už́ıvá se pro odhad rozděleńı náhodné

veličiny doby přežit́ı pro stanovenou událost, a patř́ı k nejznáměǰśım a nej-

použ́ıvaněǰśım neparametrickým odhad̊um funkce přežit́ı. Abychom mohli od-

hadnout pravděpodobnost, že u daného subjektu se do času t nevyskytne sledo-

vaná událost, muśıme odhadnout odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnosti také pro všechny

časy, které času t předcháźı. Předpokládejme n r̊uzných čas̊u přežit́ı takových, že

t1 < t2 < ... < tn < t.

Potom pravděpodobnost přežit́ı bez výskytu sledované události do času t

vyjádř́ıme pomoćı vztahu:

S(t) = P (T > t)P{(T > t1) ∩ (T > t2) ∩ ... ∩ (T > tn−1) ∩ (T > tn)}

= P (T > t1)P (T > t2 | T > t1)...P (T > tn−1 | T > tn−2)P (T > tn | T > tn−1).

Podmı́něné pravděpodobnosti přežit́ı daného času můžeme odhadnout pomoćı

vztahu [37]

P̂ (T > ti | T > ti−1) =
Ri − di

Ri

= 1− di
Ri

,

kde di je počet sledovaných událost́ı v čase ti a Ri počet subjekt̊u v riziku výskytu

sledované události v čase ti. Odtud Kaplan-Meier̊uv odhad funkce přežit́ı je v čase

t dán vzorcem

Ŝ(t) =
∏
ti≤t

(1− di
Ri

). (2.11)

Uvedená metoda dává odhad funkce přežit́ı v každém okamžiku, kdy docháźı

k alespoň jedné sledované události. Kaplan-Meier̊uv odhad funkce přežit́ı s

95% intervalem spolehlivosti času přežit́ı generovaného z Weibullova rozděleńı

Wei(1.7, 0.5) a Wei(1.7, 2) je uveden na obrázku 2. U tohoto ilustrativńıho
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př́ıpadu je velikost vzorku n = 50 a neńı zde uvažováno cenzorováńı zprava

ani kráceńı. Funkce přežit́ı, jak je z obrázku patrné, stratifikována dichotomickou

proměnnou pohlav́ı.
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Obrázek 2: Kaplan Meier̊uv odhad funkce přežit́ı s 95% intervalem spolehlivosti.

Čas přežit́ı je generován z Weibullova rozděleńı Wei(1.7, 0.5) na obrázku nahoře

a z rozděleńı Wei(1.7, 2) na obrázku dole. Velikost vzorku je n = 50 a neńı zde

uvažováno cenzorováńı zprava ani kráceńı. Funkce přežit́ı je stratifikována dichoto-

mickou proměnnou pohlav́ı.

(a) sample size n=50, Wei(1.7, 0.5)

(b) sample size n=50, Wei(1.7, 2)
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2.6 Cox̊uv model proporcionálńıch rizik

V klinických studíıch často zkoumáme vliv nezávislých proměnných na výskyt sle-

dované události. V analýze přež́ıváńı je touto závisle proměnnou čas do události s

výskytem cenzorovaných informaćı. U lineárńıch model̊u, kde je závisle proměnná

spojitá, je mı́ra vlivu nezávislých proměnných vyjádřena regresńım koeficientem

β. U logistické regrese, závisle proměnná je dichotomická, vyjádřena poměrem

šanćı (odds ratio), což je exponenciálńı funkce jednoho nebo v́ıce regresńıch koe-

ficient̊u. V analýze přežit́ı je tato mı́ra závislosti vyjádřena poměrem rizik (hazard

ratio), což je obdobně jako u logistické regrese exponenciálńı funkce regresńıch

koeficient̊u [13]. Populárńım modelem v analýze přež́ıváńı je Cox̊uv model pro-

porcionálńıch rizik [16], který vyšetřuje vztah mezi dobou přežit́ı a možnými

vysvětluj́ıćımi faktory.

Riziková funkce pro daný i-tý subjekt je u Coxova modelu dána vztahem

h(t,xi) = h0(t) exp(xi1β1 + xi2β2 + ...+ xipβp) = h0(t) exp(x
′

iβ), (2.12)

kde h0(t) je základńı riziková funkce (baseline hazard), společná pro všechny sub-

jekty a β = (β1, β2, ..., βp)
′ je vektor neznámých regresńıch koeficient̊u př́ıslušný

vektoru kovariát̊u (xi1, ..., xip)
′ Model může být považován za modifikaci parame-

trických model̊u založených na exponenciálńım rozděleńı s t́ım rozd́ılem, že u Co-

xova modelu proporcionálńıch rizik se bĺıže nespecifikuje základńı riziková funkce,

a to z něj čińı model semiparametrický. Úpravou modelu (2.12) na následuj́ıćı tvar

ln
h(t,xi)

h0(t)
= xi1β1 + xi2β2 + ...+ xipβp (2.13)

obdrž́ıme klasický lineárńı model. Vliv vysvětluj́ıćıch proměnných na riziko
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výskytu sledované události je vyjádřen prostřednictv́ım jednotlivých regresńıch

koeficient̊u βk, k = 1, . . . , p. Pod́ılu h(t, xi)/h0(t) se ř́ıká relativńı riziko (rela-

tive risk), nebo též hazardńı poměr a znač́ı se HR. Regresńı koeficient βk pak

udává změnu logaritmu relativńıho rizika nastoupeńı sledované události, pokud

se hodnota vysvětluj́ıćı proměnné xk zvýš́ı o jednu jednotku za předpokladu, že

se ostatńı vysvětluj́ıćı proměnné nezměńı. Výhodou Coxova modelu je, že neńı

třeba znát rozděleńı pravděpodobnosti času událost́ı. Podobně neńı třeba znát

základńı rizikovou funkci. Základńımi předpoklady Coxova modelu je neinforma-

tivńı cenzorováńı a proporcionalita hazardu tj., že poměr rizikových funkćı pro

dva r̊uzné subjekty je v čase konstantńı, podrobněji viz kapitola 2.11.

2.7 Odhad regresńıch koeficient̊u v Coxově modelu pro-

porcionálńıch rizik

Pro odhad regresńıch koeficient̊u navrhl dr. David Cox metodu parciálńıch

věrohodnost́ı (partial likelihood method), která je založena na tom, že mı́sto

maximalizováńı standardńı funkce věrohodnosti je maximalizována parciálńı

věrohodnostńı funkce. Tato věrohodnostńı funkce neńı závislá na základńı ri-

zikové funkci, je závislá pouze na vektoru regresńıch koeficient̊u.

Uvažujeme soubor n subjekt̊u s m pozorovanými časy do události (m ≤ n). Dále

necht’ t1 < t2 < ... < tm. Je-li vektor vysvětluj́ıćıch proměnných konstantńı v čase,

pak je možné podmı́něnou pravděpodobnost, že k výskytu sledované události

došlo v čase ti právě u i-tého subjektu mezi všemi subjekty v riziku, vyjádřit

pomoćı vztahu:

Li(β) =
h(ti,xi)∑

j∈Ri
h(ti,xj)

=
h0(ti) exp(x

′
iβ))∑

j∈Ri
h0(ti) exp(x′

jβ)
=

exp(x′
iβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)
, (2.14)

33



kdeRi je množina všech subjekt̊u v riziku selháńı v čase ti. Pokud považujeme tyto

podmı́něné pravděpodobnosti za nezávislé v jednotlivých časech selháńı, potom

můžeme parciálńı věrohodnostńı funkci psát ve tvaru

L(β) =
m∏
i

exp(x′
iβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)
. (2.15)

Pro odhad regresńıch koeficient̊u se využ́ıvá maximalizace přirozeného loga-

ritmu parciálńıch věrohodnost́ı:

lnL(β) = l(β) =
m∑
i=1

li =
m∑
i=1

{
x′
iβ − ln

[ ∑
j=∈Ri

exp(x′
jβ)

]}
. (2.16)

Odhady regresńıch koeficient̊u β = (β1, β2, ..., βp)
′ jsou poté dány parciálńı

derivaćı lnL(β) podle parametr̊u βk, k = 1, ..., p, které jsou položeny rovnu nule

a vyřešeńım daného systému rovnic iteračńı metodou, např. Newton-Raphson.[1]

Derivace logaritmu věrohodnostńıch funkćı se nadále využ́ıvaj́ı při odhadu

přesnosti odhad̊u regresńıch parametr̊u β a v testech hypotéz o regresńıch koefi-

cientech. Necht’ xi = (xi1, . . . , xip)
′ je vektor kovariát̊u i-tého subjektu, jehož

čas události je v čase ti. Potom parciálńı derivace prvńıho řádu logaritmu

věrohodnostńı rovnice li podle βk je

∂li
∂βk

= xik −
∑

j∈Ri
xjk exp(x

′
jβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)
(2.17)

a parciálńı derivace druhého řádu podle βk je dána[16]

∂2li
∂β2

k

=

−∑j∈Ri
x2
jk exp(x

′
jβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)
−

(∑
j∈Ri

xjk exp(x
′
jβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)

)2
 . (2.18)
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Parciálńı derivace druhého řádu podle βk a βl je dána vztahem

∂2li
∂βk∂βl

=[
−
∑

j∈Ri
xjkxjl exp(x

′
jβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)
−

(∑
j∈Ri

xjk exp(x
′
jβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)

)(∑
j∈Ri

xjl exp(x
′
jβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)

)]
.

Záporné hodnoty parciálńıch derivaćı druhého řádu přirozeného logaritmu

parciálńıch věrohodnost́ı l(β) uspořádané do matice p × p, tj. na pozici (k, l)

je hodnota −∂2l(β)

∂βk∂βl
, je empirická Fisherova informačńı matice J(β) [16]. Odkud

variančńı matice maximálně věrohodného odhadu β̂ je potom dána vztahem

ˆvar(β̂) =
[
J(β̂)−1

]
.

2.8 Simulace času přežit́ı z Coxova modelu propor-

cionálńıch rizik

Uvažujeme obecný Cox̊uv model proporcionálńıho rizika s pevnými časově

nezávislými kovariáty, daný vztahem (2.12). Dále předpokládejme, že základńı

riziková funkce má spojité rozděleńı pravděpodobnosti. Funkce přežit́ı daná mo-

delem proporcionálńıho rizika je pak ve tvaru

S(t,x) = exp(−H0(t) exp(β
′x)), (2.19)

Ze vztahu mezi distribučńı funkćı a funkćı přežit́ı plyne, že distribučńı funkce

času přežit́ı je

F (t,x) = 1− exp(−H0(t) exp(β
′x)) (2.20)

.

Necht’ je Y náhodná veličina s rostoućı spojitou distribučńı funkćı F (y). Potom

má náhodná veličina U = F (Y ) spojité rovnoměrné rozděleńı na intervalu ⟨0, 1⟩,
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Charakteristika Cox-exponenciálńı rozděleńı Cox-weibullovo rozděleńı

Čas přežit́ı T = − ln(U)

λ exp(β′x)
T =

[
− ln(U)

λ exp(β′x)

]1/ν
Funkce hazardu h(t,x) = λ exp(β′x) h(t,x) = λ exp(β′x)νtν−1

Tabulka 2: Vzorce pro čas přežit́ı a rizikové funkce pro jednotlivá rozděleńı

pravděpodobnosti, U ∼ Ro(0, 1).

tj. U ∼ Ro(0, 1). Nav́ıc, pak také plat́ı (1 − U) ∼ Ro(0, 1). Odtud vyplývá, že

pokud je čas přežit́ı odvozen z Coxova modelu (2.19), potom z (2.20) dostaneme

U = exp(−H0(t) exp(β
′x)) ∼ Ro(0, 1) (2.21)

Jestliže je h0(t) > 0 pro ∀t potom čas přežit́ı můžeme vyjádřit ve tvaru [7]

T = H−1
0 [− ln(U) exp(−β′x)] (2.22)

Časy přežit́ı, nebo též, časy do události jsou pro jednotlivé rozděleńı

pravděpodobnosti uvedeny v tabulce 2.

2.9 Aproximace parciálńı věrohodnostńı funkce pro shody

událost́ı

Zmı́něný př́ıstup k odhadu regresńıch koeficient̊u je určen pro situace, kdy události

nastanou v r̊uzných časech. Tento př́ıstup neumožňuje tzv. vazby (ties), kdy dva

a v́ıce subjekt̊u má událost ve stejném čase ti. V praxi k tomuto jevu docháźı

poměrně často, a proto byly navrženy r̊uzné aproximace parciálńı věrohodnostńı

funkce, aby bylo možno pracovat s vázanými daty. Mezi nejčastěji použ́ıvané

metody patř́ı Efronova a Breslowova aproximace. Breslowova aproximace se
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upřednostňuje v př́ıpadě, že počet vazeb v datovém souboru neńı př́ılǐs velký.

Kromě uvedených dvou aproximaćı můžeme zmı́nit např. ještě přesnou metodu

(Exact method) a metodu určenou pro diskrétńı časy (Discrete method) [1].

Breslowova aproximace je dána vztahem [11]

lnL(β) =
m∑
i=1

{
s′iβ − di ln

[∑
j∈Ri

exp(x′
jβ)

]}
, (2.23)

kde si =
∑

j∈Di
xj, Di je množina subjekt̊u, u kterých nastane událost v čase

ti a di je počet daných událost́ı v čase ti. V př́ıpadě, že počet vazeb v datech

je malý (dj/nj je malé), je aproximovaná věrohodnostńı funkce velmi bĺızká

přesné věrohodnostńı funkci. Při větš́ım počtu vazeb je vhodněǰśı použit́ı Efronovy

aproximace, která je dána vztahem [1]

lnL(β) =
m∑
i=1

{
s′iβ −

di∑
l=1

ln

[∑
j∈Ri

exp(x′
jβ)−

l − 1

di

∑
j∈Di

exp(x′
jβ)

]}
. (2.24)

2.10 Parciálńı věrohodnost́ı funkce pro zprava cenzoro-

vaná a zleva krácená data

V této části práce se zaměř́ıme na aplikováńı modelu proporcionálńıch rizik

na zprava cenzorovaná a zleva krácená data. Při kráceńı zleva Cox̊uv model

proporcionálńıch rizik pro množinu kovariát̊u xi opět modelujeme jako podmı́něný

poměr rizik v čase ti daný kovariáty xi a tentokrát omezen nav́ıc podmı́nkou

kráceńı T > TL.

h(t|xi, T > TL) ∼=
P (T = t|xi T > TL)

P (T ≥ t|xi T > TL)
(2.25)

K odhadu regresńıch koeficient̊u pro zleva krácená data lze tedy opět použ́ıt

maximalizace parciálńı věrohodnostńı funkce pro cenzorovaná data, přičemž

37



podmı́nka kráceńı se zahrne do rizikové množiny.

Odtud

L(β) =
m∏
i=1

Li =
m∏
i

exp(x′
iβ)∑

j∈Ri
exp(x′

jβ)
, (2.26)

kde Ri = [j : tj ≥ ti ∧ ti > TL] je daná riziková množina, tentokrát je ale

podmı́něna t́ım, že ti > TL. Riziková množina tedy neobsahuje události, které

nastaly před časem kráceńı.

2.11 Testy o regresńıch koeficientech

Chceme-li rozhodnout, zda daná vysvětluj́ıćı proměnná xk má či nemá vliv na

dobu do nastoupeńı sledované události, vycháźıme z hodnoty odpov́ıdaj́ıćıho

regresńıho koeficientu βk. V př́ıpadě, že je tento regresńı koeficient nulový, je

odpov́ıdaj́ıćı poměr rizik pro dva odlǐsné subjekty dané proměnné roven 1:

HRk =
h(t, xik)

h(t, xjk)
= exp((xik − xjk)βk) = exp(0) = 1. (2.27)

Proměnná xk tedy neovlivňuje riziko výskytu sledované události.

Nulová a alternativńı hypotéza pro test významnosti regresńıho koeficientu

βk bude mı́t tvar

H0 : βk = 0

H1 : βk ̸= 0.

Ekvivalentně lze hypotézu přepsat pomoćı poměru rizik ve tvaru

H0 : HRk = 1

H1 : HRk ̸= 1
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Nejběžněji použ́ıvanými testy jsou Wald̊uv (Wald) test, test pomoćı poměru

věrohodnost́ı (likelihood ratio test) a skórový (score) test. Tyto testy se použ́ıvaj́ı

nejen pro test významnosti jednotlivých regresńıch koeficient̊u, ale také ve formě

tzv. globálńıch (global) test̊u, testuj́ıćıch, zda by nebyl mı́sto našeho modelu

dostatečný pouze model se základńı rizikovou funkćı, tzn. test nulové hypotézy

H0 : β = 0 proti alternativńı hypotéze H1 : β ̸= 0.

• Test poměru věrohodnost́ı: Test vyhodnocuje rozd́ıl přirozeného lo-

garitmu parciálńı věrohodnostńı funkce vektorového parametru β a loga-

ritmu parciálńı věrohodnostńı funkce za platnosti nulové hypotézy, které od-

pov́ıdaj́ı dané hypotéze. Označme β = (βk,β
′
−k)

′, kde β−k znač́ı subvektor

vektoru β s vynecháńım k-té složky. Pro test nulové hypotézyH0 : βk = 0 ve

prospěch alternativńı hypotézy H1 : βk ̸= 0, je testová statistika definována

vztahem [40]

QLR = 2
[
lnL(β̂k, β̂

′

−k)− lnL(0, β̃
′

−k)
]
. (2.28)

Prvńı část výrazu je výpočtem parciálńı věrohodnosti vektorového para-

metru β, v druhé části výrazu je potom výpočet parciálńı věrohodnosti

vektorového parametru β za platnosti nulové hypotézy, tj. pro βk rovno

nule. Testová statistika má za platnosti nulové hypotézy asymptoticky ch́ı-

kvadrát rozděleńı s jedńım stupněm volnosti, QLR ∼as χ2
1.

Obecně lze testovat několik regresńıch koeficient̊u současně r, r ≤ p. Testová

statistika má potom asymptoticky ch́ı-kvadrát rozděleńı s r stupni volnosti.

• Wald̊uv test: testová statistika je založena na maximálně věrohodném

odhadu regresńıho koeficientu βk a je dána vztahem [40]

QW = β̂k/

√
var(β̂k), (2.29)
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Testová statistika má v tomto př́ıpadě asymptoticky standardizované

normálńı rozděleńı. Úpravou vztahu (2.29) na kvadrát źıskáme rovnici

Q2
W = β̂2

k/var(β̂k) (2.30)

Statistika Q2
W má za platnosti nulové hypotézy asymptoticky ch́ı-kvadrát

rozděleńı s jedńım stupněm volnosti. Obecně je opět možné Wald̊uv test

použ́ıt i pro testováńı r regresńıch koeficient̊u současně a v tom př́ıpadě má

asymptoticky rozděleńı ch́ı-kvadrát s odpov́ıdaj́ıćım stupněm volnosti.

• Skórový test: Tento test vyhodnocuje derivaci logaritmu parciálńı

věrohodnosti za platnosti nulové hypotézy s ohledem na odmocninu pozo-

rované informace dané druhou derivaćı tohoto logaritmu. Testová statistika

má tvar [40]

QS =
∂l(β)/∂βk√
−∂2l(β)/∂β2

k

∣∣∣∣∣
βk=0

. (2.31)

Testová statistika má asymptoticky standardizované normálńı rozděleńı.

Úpravou na kvadrát źıskáme vztah

Q2
S =

[∂l(β)/∂βk]
2

−∂2l(β)/∂β2
k

∣∣∣∣∣
βk=0

, (2.32)

který má opět asymptoticky ch́ı-kvadrát rozděleńı za platnosti nulové hy-

potézy. Po zobecněńı na větš́ı počet regresńıch koeficient̊u má testová sta-

tistika asymptoticky rozděleńı ch́ı-kvadrát s odpov́ıdaj́ıćımi stupni volnosti.
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2.12 Testováńı předpokladu proporcionálńıho hazardu

Hlavńı podmı́nkou pro užit́ı Coxova modelu a odhadu regresńıch koeficient̊u

metodou parciálńıch věrohodnostńıch funkćı je předpoklad proporcionality rizik.

Jak již bylo zmı́něno, hlavńı myšlenkou této podmı́nky je, že poměr rizik dvou

subjekt̊u se v čase neměńı. Poměr rizik pro dva subjekty s vektory vysvětluj́ıćıch

proměnných x1 a x2 vyjádř́ıme vztahem

HR =
h(t,x1)

h(t,x2)
=

h0(t) exp(x
′
1β)

h0(t) exp(x′
2β)

= exp((x1 − x2)
′β) (2.33)

Pro testováńı tohoto předpokladu bylo vyvinuto několik metod. Nejčastěji se

využ́ıvaj́ı následuj́ıćı tři zp̊usoby [37].

• grafická kontrola splněńı předpokladu

• shoda s proložeńım (goodness of fit)

• test založený na časově závislém kovariátu

Grafická kontrola splněńı předpokladu

Grafická kontrola je založena na porovnáńı křivek přež́ıváńı. Nejčastěji

použ́ıvanou metodou je metoda odhadu log-log křivky přež́ıváńı. Log-log křivka

přež́ıváńı je logaritmicko–logaritmická transformace funkce přež́ıváńı. Vyjdeme-li

z Coxova modelu (2.12), potom ze vztahu mezi rizikovou funkćı a funkćı přežit́ı

(2.8) źıskáme funkci přežit́ı ve tvaru [37]

S(t,x) = [S0(t)]
exp(

∑p
i=1 βixi) , (2.34)

kde S0(t) je základńı funkce přežit́ı. Funkci přež́ıváńı nyńı dvakrát logaritmujeme:

• 1.přirozený logaritmus funkce přež́ıváńı

41



lnS(t,x) = exp(

p∑
i=1

βixi)× lnS0(t). (2.35)

Protože 0 ≤ S(t,x) ≤ 1, jsou lnS(t,x) i lnS0(t) záporné, a proto dále

pracujeme s funkćı − lnS(t,x)

• 2. přirozený logaritmus daného logaritmu vede k následuj́ıćımu vztahu

ln [− lnS(t,x)] = ln

[
− exp(

p∑
i=1

βixi)× lnS0(t)

]

= ln

[
− exp(

p∑
i=1

βixi)

]
+ ln [− lnS0(t)]

=

p∑
i=1

−βixi + ln [− lnS0(t)] . (2.36)

Nebo také ve tvaru

− ln [− lnS(t,x)] =

p∑
i=1

βixi − ln [− lnS0(t)] .

Potom pro dva subjekty s vektory kovariát̊u x1 = (x11, x12, ..., x1p)
′

a x2 = (x21, x22, ..., x2p)
′ je rozd́ıl log-log funkćı přežit́ı roven

ln [− lnS(t,x2)]− ln [− lnS(t,x1)] =

p∑
i=1

βi(x1i − x2i)

Zřejmě log–log křivky přež́ıváńı, které maj́ı paralelńı pr̊uběh, splňuj́ı

podmı́nku proporcionality, viz. obrázek 3. Někdy se jako odhady funkce přežit́ı

uvažuje odhad Kaplan–Meiera, potom hovoř́ıme o tzv. empirické log–log trans-

formaci. I když se jedná o subjektivńı posouzeńı, je tato metoda velmi častá. Za

určitých podmı́nek je vhodná i pro spojitou vysvětluj́ıćı proměnnou, která se však

muśı vhodnou transformaćı převést na kategorie vhodnou volbou interval̊u. Neńı
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Obrázek 3: Ilustrace paralelńıho pr̊uběhu log–log křivek splňuj́ıćıch podmı́nku propor-

cionality.

však vhodné použ́ıvat velké množstv́ı kategoríı, protože přijdeme o informaci.

Vhodněǰśı př́ıstup pro spojitou proměnnou je použit́ı časově závislé proměnné a

testu významnosti regresńıho parametru takto zkonstruované proměnné [37].

Shoda s proložeńım

Druhým zp̊usobem, který může být považován taktéž za grafický, je shoda po-

zorované funkce přežit́ı versus očekávané funkce přežit́ı neboli shoda s proložeńım

(goodness of fit). Pro odhad pozorované funkce přežit́ı použijeme Kaplan–Meier̊uv

odhad. Očekávaná funkce přežit́ı se odhaduje z Coxova modelu proporcionálńıch

rizik, kde je daná testovaná proměnná již zahrnuta. Pro odhad funkce přežit́ı z

Coxova modelu se opět použije vzorec (2.34). K porovnáńı pozorované funkce

přežit́ı vs očekávané funkce přežit́ı dáme oba grafy dohromady a v př́ıpadě, že

jsou tyto funkce dostatečně bĺızko, můžeme předpokládat, že splňuj́ı předpoklad

43



proporcionality hazardu. Tato metoda, stejně jako předešlá je subjektivńı.

Časově závislá proměnná jako test proporcionality

Daľśı velmi častou metodou je zahrnut́ı časově proměnné do modelu. Tato

proměnná je dána součinem testovaného kovariátu xk s časem. Takto rozš́ı̌rený

Cox̊uv model prorcionálńıch rizik tedy obsahuje kromě kovariát̊u, které budeme

cht́ıt testovat také kovariát xk × g(t) , kde g(t) je nějaká funkce času. Takovýto

model může mı́t tvar h(t,xj) = h0(t) exp
[
x

′

jβ + δxjk × g(t)
]
. Jako funkce času

se často voĺı g(t) = t, nebo g(t) = ln(t). Nulová hypotéza má potom tvar

H0 : δ = 0 a testuje se některou z uvedených statistik na test významnosti

regresńıch koeficient̊u. Výhoda dané metody je, že je možné testovat v́ıc regresńıch

koeficient̊u současně.
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Aplikace metodiky analýzy přež́ıváńı a Coxova

modelu proporcionálńıch rizik v r̊uzných

oblastech výzkumu

Tato kapitola je věnována ukázkám reálných aplikaćı metodiky analýzy

přež́ıváńı a Coxova modelu proporcionálńıch rizik v r̊uzných oblastech výzkumu.

V prvńı studii sledujeme čas od registrace na úřadu práce (unemployment du-

ration) do události, kterou je opuštěńı registru nezaměstnaných z d̊uvodu źıskáńı

zaměstnáńı. Ćılem této studie bylo zejména zjistit, zdá má studovaný obor, vliv

na dobu strávenou v registru nezaměstnaných. Celá studie byla publikována v

práci [5].

Druhým př́ıkladem využit́ı daného modelu je studium životnosti nikl-

titanových zubńıch vrták̊u, které se použ́ıvaj́ı k čǐstěńı kořenových kanálk̊u. V

tomto př́ıpadě se sledoval vliv typu rotačńıho zař́ızeńı, velikosti vrtáku a poloměr

zakřiveńı kanálku na cyklickou životnost vrtáku. Tato studie byla publikována

v práci [21]. Obě tyto aplikace představuj́ı úlohu analýzy přež́ıváńı pro zprava

cenzorovaná data.

Posledńı aplikace je zaměřena na zjǐstěńı vlivu rozd́ılu velikosti srdečńı

renáhrady a srdečńı chlopně na přežit́ı u dětských pacient̊u. V tomto př́ıkladu

uvažujeme data zprava cenzorovaná a zleva krácená. Tato studie byla publikována

v práci [6].

Data byla analyzována s využit́ım softwaru SAS 9.2 a 9.3 společnosti SAS

Institut NC USA, ve všech př́ıpadech byla užita procedura PHREG [1]. V př́ıpadě
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dat s opožděným vstupem bylo využito funkce definováńı času vstupu (ENTRY=)

[1]. Tato procedura s využit́ım č́ıtaćıch proces̊u zahrne do analýzy pouze ta

pozorováńı, jejichž čas události je větš́ı než stanovený čas vstupu. Toto řešeńı

zleva krácených dat pro Cox̊uv model je z pohledu softwar̊u unikátńı.

3.1 Detekce hlavńıch faktor̊u ovlivňuj́ıćıch

nezaměstnanost student̊u Bat’ovy University

V této retrospektivńı studii byla sledována doba strávená na úřadu práce (ÚP) po

ukončeńı studia na Univerzitě Tomáše Bati ve Zĺıně. Sledovanou skupinu tvořili

studenti s ukončeným vzděláńım, kteř́ı se poprvé zaregistrovali na úřadu práce po

źıskáńı titulu. Skupinu tvořilo 512 nezaměstnaných a data byla nashromážděna v

letech 2011-2014. Sledovali jsme čas registrace uchazeč̊u o zaměstnáńı v registru

úřadu práce od prvńıho zaregistrováńı po zdárném ukončeńı studia po jeho

opuštěńı. Událost je zde chápána v pozitivńım smyslu, kdy událost́ı rozumı́me

opuštěńı registru nezaměstnaných z d̊uvodu pracovńıho zařazeńı. Cenzorováńı

zprava zde nastává ze dvou d̊uvod̊u. Jedńım je ukončeńı studie dne 25. března

2015, kdy docháźı k cenzorováńı všech účastńık̊u studie, kteř́ı doposud neměli

událost. Druhým d̊uvodem cenzorováńı zprava je např. vystoupeńı z registru z

d̊uvodu těhotenstv́ı, stěhováńı, atd.

Ve studii jsme sledovali vliv proměnných jako jsou věk, pohlav́ı a studovaná

fakulta na čas strávený v registru úřadu práce Zĺın. V registru bylo 66 absolvent̊u

z Fakulty aplikované informatiky (FAI, z toho 24 cenzorovaných), 255 absolvent̊u

Fakulty managementu a ekonomie (FAME, z toho 81 cenzorovaných), 65 absol-

vent̊u Fakulty humanitńıch studíı (FHS, z toho 16 cenzorováno), 80 absolvent̊u

Fakulty technologické (FT, z toho 21 cenzorováno), 40 absolvent̊u Fakulty mul-
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timediálńıch komunikaćı (FMK, z toho 12 cenzorováno) a posledńı sledovanou

skupinou byli absolventi Universitńıho institutu v počtu 6 (UI, z toho 4 cenzo-

rováńı). Z celkového počtu 512 registrovaných absolvent̊u bylo 341 žen (z toho

26.98% cenzorovaných) a 171 muž̊u (z toho 38.60% cenzorovaných). Pr̊uměrný

počet dn̊u strávených v registru ÚP byl 207.48 dn̊u se směrodatnou chybou 12.57

dn̊u pro ženy a 298.76 dn̊u se směrodatnou chybou 27.65 dn̊u pro muže.

Obrázek 4: Kaplan-Meier̊uv odhad funkce přežit́ı klasifikovaný podle pohlav́ı. Čas znač́ı

počet dn̊u strávených v registru na úřadu práce, událost znač́ı odchod do zaměstnáńı.

Zprava cenzorovaná data jsou značena kř́ıžkem.

Kaplan-Meier̊uv odhad funkce přežit́ı s 95% intervalem spolehlivosti klasifi-

kovaný podle pohlav́ı je uveden na obr. 4. Interval spolehlivosti je založen na

Hallově-Wellnerově odhadu [26]. Z odhadu funkce přežit́ı je patrné, že ženy maj́ı
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horš́ı schopnost přežit́ı. V souvislosti s naš́ı definovanou událost́ı to však znamená,

že ženy stráv́ı na úřadu práce kratš́ı dobu než muži. Z odhadu křivky je patrné,

že 50% žen źıská práci do 160 dn̊u a 75% žen źıská své prvńı zaměstnáńı po 250

dnech. U muž̊u je situace horš́ı: 50% muž̊u opoušt́ı úřad práce z d̊uvodu nalezeńı

zaměstnáńı po 230 dnech a 75% muž̊u po 420 dnech.

Z hlediska studovaných fakult, nejdeľśı pr̊uměrný čas strávený v registru

měli absolventi FAME, a to 249.19 dn̊u se směrodatnou chybou 18.14 dn̊u, dále

budeme značit 249.19 ± 18.14 dn̊u. Naopak nejkratš́ı pr̊uměrně strávenou dobu

měli absolventi UI a to 78.67±13.34 dn̊u. Z daľśıch fakult byly výsledky následuj́ıćı

FAI 229.0 ± 26.24 dn̊u, FT 218.08± 24.8 dn̊u, FHS 184.99 ± 22.18 dn̊u a FMK

203.14 ± 32.4 dn̊u. Pr̊uměrný věk uchazeč̊u o zaměstnáńı byl na všech fakultách

vesměs stejný. Pr̊uměrný věk všech uchazeč̊u byl 23.94 let se směrodatnou chybou

1.26 let.

Jak již bylo zmı́něno, analýza vlivu věku, pohlav́ı a studované fakulty na dobu

strávenou v registru nezaměstnaných byla založena na Coxově modelu propor-

cionálńıch rizik. Čas je uvažován ve dnech, jedná se tud́ıž o počet dn̊u strávených

v registru na úřadu práce. Pro každou kategorickou proměnnou uvažujeme jednu

kategorii jako referenčńı kategorii. Referenčńı kategorii lze zvolit jako výchoźı,

dle preferenćı výzkumného záměru. V našem modelu jsou zahrnuty kategorické

proměnné pohlav́ı a studovaná fakulta. Referenčńı skupinou pro pohlav́ı je ka-

tegorie muž a referenčńı skupinou pro studovanou fakultu je absolvent uni-

verzitńıho institutu (UI). Kategorické proměnné vstupuj́ı do modelu ve formě

dummy proměnných (indikátor dané kategorie).

V daném modelu budeme indikátor pohlav́ı–žena značit I[zena] a dummy

proměnnou kódovat 1 pro ženu a 0 pro muže. Pro identifikaci studované fakulty

zvoĺıme daľśıch 5 dummy proměnných. Např. I[FAI] znač́ı dummy proměnnou,
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která nabývá hodnoty 1 pro absolventy FAI, a pro absolventy zbývaj́ıćıch fakult

nabývá hodnoty 0. Spojitá proměnná věk vstupuje do modelu ve formě kovariátu

tak, jak jsem zvykĺı v lineárńım modelu. Model lze formálně vyjádřit ve tvaru

h(t,x) = h0(t) exp(β1x[vek] + β2I[FAI] + β3I[FAME]+

+β4I[FHS] + β5I[FMK] + β6I[FT ] + β7I[zena]),
(3.37)

kde β1, β2, ..., β7 jsou neznámé regresńı koeficienty, x je vektor obsahuj́ıćı

kovariát věku a zmı́něné dummy proměnné a h0(t) je funkce základńıho rizika,

tzn. funkce rizika pro nulové kovariáty.

Výsledky odhad̊u regresńıch koeficient̊u Coxova modelu proporcionálńıch rizik

jsou prezentovány v tabulce 3. Z výsledk̊u vyplývá, že statisticky významný vliv

na délku doby strávené v registru ÚP, má z uvažovaných faktor̊u pouze pohlav́ı

(p-hodnota ≪ 0.001). Vliv kovariátu byl testován Waldovou testovou statistikou

s jedńım stupněm volnosti. Poměr hazardu pro ženy v̊uči muž̊um je 1.589, tj.

ženy maj́ı ve srovnáńı s muži o téměř 59 procent větš́ı šanci opustit registr úřadu

práce z d̊uvodu źıskáńı zaměstnáńı, než muži.

Model byl použit v souladu s předpokladem proporcionality hazard̊u a sta-

tistická významnost modelu jako celku byla testována s použit́ım testu poměru

věrohodnost́ı, Waldova testu i skórového testu (p-hodnoty 0.018, 0.022, 0.022).

Výsledky této studie ukazuj́ı, že z hlediska studovaných fakult, neńı délka pobytu

v registru úřadu práce, statisticky významně ovlivněna.
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Koeficient Odhad SE p-hodnota HR

Věk −0.010 0.045 0.824 0.990

FAI −0.014 0.731 0.985 0.986

FAME −0.286 0.716 0.690 0.752

FHS −0.044 0.725 0.952 0.957

FMK 0.007 0.736 0.992 1.007

FT −0.092 0.725 0.899 0.912

Žena 0.463 0.136 ≪ 0.001 1.589

Tabulka 3: Odhady regresńıch koeficient̊u Coxova modelu proporcionálńıch rizik v

analýze doby strávené v registru úřadu práce.

3.2 Faktory ovlivňuj́ıćı odolnost nikl–titanových vrták̊u

proti cyklické únavě

Nikl-titanové (Ni-ti) rotačńı nástroje se využ́ıvaj́ı k čǐstěńı kořenových kanálk̊u

v endodoncii. Pomoćı rotačńıch Ni-ti nástroj̊u, u kterých se použ́ıvá technika

crown–down [27], je potřeba dosáhnout kónického tvaru preparace od vstupu

do kanálku, až po jeho zakončeńı. Rotačńı nástroje umožňuj́ı rychlé a efektivńı

vypracováńı tohoto tvaru preparace. I přes zvyšuj́ıćı se odolnost těchto nástroj̊u

s rostoućı kvalitou nerezové oceli, docháźı k neočekávaným selháńım v pr̊uběhu

čǐstěńı kořenových kanálk̊u. Selháńı je nejčastěji zp̊usobeno torzńım přet́ıžeńım,

př́ıpadně ohybovou únavou.

V této studii byl Cox̊uv model proporcionálńıch rizik využit ke studiu faktor̊u

ovlivňuj́ıćıch čas do selháńı Ni-ti zubńıch vrták̊u. Čas do selháńı je v endodoncii

označován jako cyklická odolnost a vliv faktor̊u ovlivňuj́ıćı tuto cyklickou odol-
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nost jsou tradičně testovány užit́ım ANOVY. Cyklická odolnost byla měřena v

sekundách do zlomu vrtáku. Studované faktory, u kterých se předpokládal možný

vliv na cyklickou odolnost, byly typ rotačńıho systému, poloměr zakřiveńı kanálku

a velikost vrtáku. Událost́ı v tomto př́ıpadě bylo zlomeńı daného vrtáku. Cenzo-

rováńı nastalo v př́ıpadě, kdy nedošlo ke zlomu, ale došlo k jinému poškozeńı,

které zamezovalo pokračováńı, např. zkřiveńı vrtáku.

Experiment prob́ıhal na simulátoru zubńıho kanálku z nerezové oceli (obr. 5)

na Ústavu mechanického inženýrstv́ı, Univerzity obrany v Brně. Poloměry

zakřiveńı kanálku byly 3 a 5 mm a úhel zakřiveńı 60 stupň̊u. Všechny testované

vrtáky byly nové, předem zkontrolované na př́ıpadné poškozeńı a stejné délky, a

to 25 mm. ISO kódováńı (barevné odlǐseńı) těchto vrták̊u určovalo jejich velikost

(žlutý velikost 20 a červený velikost 25).

Testovaly se celkem čtyři typy nikl-titanových rotačńıch nástroj̊u: Wizard

Navigator (Medin, Nové Město na Moravě, Česká rep.); Mtwo (Sweden and

Martina, Padova, Itálie); Revo-S (Micro-Mega, Basancon, Francie) a ProTaper

(Dentsply-Maillefer, Ballaigues, Švýcarsko). ProTaperové vrtáky byly rozděleny

na skupiny: 17 vrták̊u F1 velikosti 20, kuželovitost 0.07 (ISO žlutý) a 18 vrták̊u F2

velikosti 25, kuželovitost 0.08 (ISO červený); Mtwo vrtáky byly tvořeny skupinou

17 vrták̊u velikosti 20, kuželovitost 0.06 (ISO žlutá) a 17 vrtáky velikosti 25,

kuželovitost 0.06 (ISO červená); skupinu Wizard Navigator tvořilo 20 vrták̊u

W-3 velikosti 20, kuželovitost 0.06 (ISO žluté) a 20 vrták̊u typu W-4 velikosti

25, kuželovitost 0.06 (ISO červené); posledńı typ Ni-Ti nástroj̊u byl Revo-S s

15 vrtáky velikosti 20 a kuželovitost́ı 0.04 (ISO žlutá) a 18 vrták̊u velikosti 25,

kuželovitost 0.06 (ISO červená).

Vrtáky byly testovány za stálé rychlosti 250 otáček za minutu a zaznamenával

se čas do zlomu. Celkem 73 vrták̊u bylo testováno na ocelové destičce s poloměrem
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Obrázek 5: Simulátor zubńıho kanálku, na kterém prob́ıhal test zubńıch vrták̊u. Levý

panel má poloměr zakřiveńı 5 mm a pravý panel má poloměr zakřiveńı 3 mm.

zakřiveńı 3 mm, 61 vrták̊u bylo testováno na destičce s poloměrem zakřiveńı 5

mm. Podrobnosti o celém experimentu jsou přehledně uvedeny v tabulce 4. Ćılem

experimentu bylo zjistit, zda některý z uvažovaných faktor̊u má vliv na dobu do

zlomu a detekovat, které typy vrták̊u jsou odolněǰśı.

Celkově bylo testováno 142 vrták̊u. Všechny vrtáky byly testovány až do

chv́ıle, kdy došlo ke zlomu, př́ıpadně jiné události. Kaplan̊uv–Meier̊uv odhad

funkce přežit́ı byl proveden pro všechny čtyři typy rotačńıho systému (obr. 6), pro

dva poloměry zakřiveńı (obr. 7), a pro dvě velikosti vrták̊u charakterizované kódy

ISO normy (obr. 8). Z obrázku 6 je patrné, že ze sledovaných typ̊u vrták̊u nejh̊uře

dopadl ProTaper, který se vyznačoval nejhorš́ı cyklickou životnost́ı. 75% vrták̊u
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Poloměr Systém Celkový počet Počet ISO (žlutá/červená)

Mtwo 18 9/9

3 mm Wizard Navigator 20 10/10

Revo-S 17 7/10

ProTaper 18 9/9

Mtwo 16 8/8

5 mm Wizard Navigator 20 10/10

Revo-S 16 8/8

ProTaper 17 8/9

Tabulka 4: Počty testovaných rotačńıch nástroj̊u rozdělených podle typu systému,

velikosti dané ISO normou (žlutá je velikosti 20, červená je velikosti 25) a poloměru

zakřiveńı simulačńıho kanálku (3 mm a 5 mm).

ProTaper selhalo do 53 sekund. Oproti tomu nejlepš́ı odolnost prokázaly vrtáky

typu Mtwo, kdy 20% vrták̊u selhalo až v 94. sekundě od začátku měřeńı. Zbývaj́ıćı

dva typy dodavatel̊u, Wizard Navigator a Revo-S, měly obdobnou odolnost. Z

našich test̊u vyplývá, že 50% vrták̊u firmy Wizard Navigator selhalo do 103.

sekundy od počátku měřeńı, u Revo-S se jednalo o 75 sekund. Z obrázku 7 je

patrné, že křivka přežit́ı pro kanálek s poloměrem 3 mm klesá rychleji než křivka

přežit́ı pro kanálek s poloměrem 5 mm. 50% rotačńıch př́ıstroj̊u selhalo do 54

sekund v kanálku o poloměru 3 mm. Oproti tomu pouze 25% vrták̊u selhalo do

73 sekund v kanálku o poloměru 5 mm. Z odhadu křivky přežit́ı kategorizované

podle ISO normy vyplývá, že červené typy vrták̊u maj́ı horš́ı cyklickou životnost.

50% nástroj̊u červené ISO barvy selhalo do 73 sekund od zahájeńı testu, oproti

tomu žlutě zbarvené nástroje selhaly v 50% procentech do 90 sekund od zahájeńı
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testováńı.

Obrázek 6: Odhad funkce přežit́ı rotačńıch nástroj̊u kategorizovaný podle typu

rotačńıho nástroje s 95% intervalem spolehlivosti. Na ose x je uveden sledovaný čas

v sekundách.

Z výsledk̊u odhad̊u funkćı přežit́ı je vidět, že jednotlivé kategorie studovaných

faktor̊u měly silný vliv na cyklickou odolnost vrták̊u. Nyńı budeme modelovat

souhrnný vliv uvažovaných faktor̊u na cyklickou odolnost pomoćı Coxova modelu

proporcionálńıch rizik. Připomeňme, že uvažované faktory jsou velikost poloměru

zakřiveńı kanálku, typ rotačńıho nástroje a velikost nástroje, která je dána ISO

normou. Všechny zmı́něné kovariáty jsou kategorické. Poloměr zakřiveńı má dvě

kategorie a těmi jsou 3 a 5 mm, typ rotačńıho nástroje má čtyři kategorie

(Mtwo, ProTaper, Wizard navigator a Revo-S). Posledńı kategorickou proměnnou
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Obrázek 7: Odhad funkce přežit́ı rotačńıch nástroj̊u podle poloměru zakřiveńı s 95%

intervalem spolehlivosti. Na ose x je uveden sledovaný čas v sekundách.

je velikost rotačńıho nástroje se dvěma kategoriemi ISO červená a ISO žlutá.

Kategorické proměnné vstupuj́ı do modelu opět jako dummy proměnné. U každé

kategorické proměnné docháźı k volbě referenčńı skupiny. V našem sledovaném

modelu byla u poloměru zakřiveńı touto referenčńı skupinou velikost 3 mm, u typu

rotačńıho nástroje Wizard Navigator a u ISO normy určuj́ıćı velikost nástroje

červený vrták. Indikátory v modelu pro danou kategorii jsou značeny jako u

předchoźıho př́ıkladu např. I[ProTaper], která je v dummy proměnné dána 1 pro

vrtáky typu ProTaper a 0 pro zbylé rotačńı nástroje. Model lze formálně psát ve
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Obrázek 8: Odhad funkce přežit́ı rotačńıch nástroj̊u kategorizovaný podle ISO normy

s 95% intervalem spolehlivosti. Na ose x je uveden sledovaný čas v sekundách.

tvaru

h(t,x) = h0(t) exp(β1I[5mm] + β2I[Protaper] + β3I[Mtwo] + β4I[Revo−S] + β5I[zluty]),

(3.38)

kde β1, ..., β5 jsou neznámé regresńı koeficienty, x je vektor obsahuj́ıćı hodnoty

dummy proměnných uspořádaných podle zvoleného modelu a h0(t) je základńı

riziková funkce v př́ıpadě, že všechny dummy proměnné jsou rovny nule.

Z hlediska výsledk̊u samotného Coxova modelu tabulka 5 je cyklická odolnost

velmi silně ovlivněna typem rotačńıho systému. Jak už bylo zmı́něno, referenčńı

skupinou pro typ rotačńıho nástroje je Wizard Navigator. Odhad regresńıho ko-

eficientu pro typ ProTaper je β̂2 = 5.901, což znamená, že se riziko selháńı zvýš́ı
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oproti typu Wizard Navigator. Úpravou na exponenciálńı funkci dostaneme hod-

notu rizika selháńı pro ProTaper, která čińı exp(5.901) = 365.291. Tzn. ProTaper

má 365 krát vyšš́ı riziko selháńı než Wizard Navigator. Ve srovnáńı s rotačńım

nástrojem typu Revo-S je Wizard Navigator 1/1.791 = 0.558 krát méně odolný

než vrták Revo-S. Mtwo prokázalo signifikantně vyšš́ı odolnost než zbývaj́ıćı typy.

Ve srovnáńı s typem Wizard Navigator bylo riziko selháńı 0.040 krát menš́ı.

Zat́ımco Mtwo bylo statisticky významně nejodolněǰśı (p < 0.001), ProTaper byl

statisticky signifikantně nejméně odolný ve srovnáńı se všemi zbývaj́ıćımi typy

rotačńıch instrument̊u (p < 0.001). Wizard Navigator byl odolněǰśı než Revo-S

(p=0.025).

V př́ıpadě, že nás zaj́ımá jaké je riziko selháńı rotačńıho nástroje, když z po-

loměru křivosti kanálku rovnému 3 mm přejdeme na poloměr křivosti 5 mm,

užit́ım odhadu regresńıho koeficientu β̂1 = −5.461 vypočteme riziko selháńı

exp(−5.461) = 0.004. Tzn. riziko selháńı Ni–ti rotačńıho nástroje v kanálku po-

loměru 5 mm je 0.004 krát menš́ı, než v kanálku o poloměru křivosti 3 mm.

Ekvivalentně můžeme ř́ıci, že riziko selháńı je u kanálku o poloměru křivosti

3 mm 1/ exp(−5.461) = 1/0.004 = 250 krát větš́ı, než v kanálku o poloměru

křivosti 5 mm při zachováńı stejných podmı́nek pro ostatńı kovariáty. Pro ISO

kódováńı vyjadřuj́ıćı velikost daného rotačńıho nástroje je odhad regresńıho ko-

eficientu vzhledem k referenčńı skupině červená barva β̂5 = −1.7, z čehož plyne,

že riziko selháńı je pro vrták s referenčńı barvou červená větš́ı, nebot’ odhad re-

gresńıho koeficientu je záporný a to znamená, že se dané riziko bude zmenšovat

exp(β̂5) = exp(−1.7) = 0.31, nebo ekvivalentně 1/ exp(−1.7) = 1/0.31 = 3.226.

Jak je z výsledk̊u patrné, riziko selháńı je u vrtáku žluté barvy 3.226 krát menš́ı,

než riziko selháńı u vrták̊u červené barvy. Statistická významnost jednotlivých

kovariát̊u byla ověřena Waldovým testem. Celá studie byla publikována v časopise
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Odhad β Směrodatná chyba p-hodnota Poměr rizik

5mm −5.461 0.476 0.0001 0.004

Mtwo −3.212 0.394 0.0001 0.040

ProTaper 5.901 0.566 0.0001 356.291

Revo-S 0.583 0.259 0.0250 1.791

žlutá −1.700 0.207 0.0001 0.310

Tabulka 5: Počty testovaných rotačńıch nástroj̊u rozdělených podle typu systému,

velikosti dané ISO normou (žlutá je velikosti 20, červená je velikosti 25) a poloměru

zakřiveńı simulátoru kanálku.

Advances in Materials Science and Engineering [21].

Studie prokázala signifikantńı vliv všech sledovaných faktor̊u na cyklickou

odolnost nikl-titanových vrták̊u proti cyklické únavě. Z výsledk̊u vyplývá, že

riziko selháńı nástroje v kanálku o velikosti 3 mm je signifikantně větš́ı. Také

velikost nástroje má statisticky signifikantńı vliv na selháńı materiálu a to v

neprospěch červených vrták̊u ISO velikosti 25, u kterých bylo riziko selháńı v́ıce

než třikrát větš́ı, než u vrták̊u žlutých velikosti 20. Co se výrobc̊u týče i zde byly

statisticky signifikantńı rozd́ıly v odolnosti. Nejlépe si v hodnoceńı odolnosti vedl

Mtwo, který prokázal nejlepš́ı cyklickou odolnost ze všech sledovaných skupin.
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3.3 Vliv velikosti renáhrady srdečńı chlopně na přež́ıváńı

malých dět́ı

Jedná se o retrospektivńı studii 71 dětských pacient̊u Fakultńı nemocnice Motol,

u kterých proběhla operace srdečńı renáhrady srdečńı chlopně. Studie prob́ıhala v

letech 1991-2011. V této studii byla závisle proměnná čas do události uvažována,

jako čas do úmrt́ı pacienta v letech od zahájeńı operace. Z p̊uvodně sledovaných

71 pacient̊u bylo 10 pacient̊u vynecháno pro nekompletńı informace o váze a

š́ı̌rce srdečńı renáhrady (MVR). V této studii se vyskytovala vázaná data, což je

u klinických studíı běžný jev, a jak již bylo zmı́něno, jedná se o stejný časový

údaj u dvou a v́ıce subjekt̊u. Tato vázaná data se vyskytla v časech 0.0027

(1/365 let, což odpov́ıdá jednomu dni) a čase 0.0055 let, což odpov́ıdá 2 dn̊um,

v počtu dvou opakuj́ıćıch se čas̊u. Tato studie je zaměřena na studium dat s

opožděným vstupem. Data jsou zprava cenzorováná a zleva krácená. U kráceńı

zleva se soustřed́ıme na jeho vliv na odhady regresńıch koeficient̊u a přesnost p-

hodnoty. Zleva krácená data lež́ı v intervalu (0.0027,∞), tzn. do analýzy vstupuj́ı

pouze pacienti jejichž čas do události je větš́ı než 24 hodin od zahájeńı operace. K

tomuto kráceńı jsme se rozhodli s ohledem na to, že prvńı 24 hodin po operaci je

pacient napojen na podp̊urné př́ıstroje a nedocháźı ke skutečné zátěži renáhrady.

Data obsahovala velké procento cenzorováńı. Z 61 subjekt̊u ve studii mělo

15(25%) událost a zbývaj́ıćıch 46(75%) bylo zprava cenzorovaných. Prvńı pacient

zemřel v čase operace, tato událost byla zavedena jako čas t1 = 0. Daľśı tři pacienti

zemřeli v pr̊uběhu 24 hodin, což bylo zavedeno jako čas 0.0027. Posledńı pacient

zemřel v čase 3.0219. Prvńı zprava cenzorovaný pacient se ve studii objevil v čase

0.1342 a posledńı cenzorovaný pacient opustil studii v čase 16.8301. Zkoumané

faktory z hlediska vlivu na závisle proměnnou čas byly vybrány lékaři na základě
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jejich dlouholeté zkušenosti. Těmito faktory byly váha dětského pacienta, kde

středńı hodnota byla 14 kg a poměrem mezi pr̊uměrem srdečńı chlopně a protézou

(MVR), kde středńı hodnota činila 1.13 mm. Věk pacienta byl v tomto př́ıpadě

nahrazen proměnnou váha, která lépe koresponduje s řešenou problematikou, kdy

na základě jejich zkušenosti má váha vliv na schopnost uzdraveńı po operaci.

Uvažovali jsme dvě situace. V prvńı jsme data uvažovali jako zprava cen-

zorovaná a analyzovali je za použit́ı Coxova modelu proporcionálńıch rizik. Ve

druhém př́ıpadě jsme kromě cenzorováńı zprava uvažovali krácená data s časem

kráceńı 1/365.25, tzn. 24 hodin po operaci. V tomto čase již zkoumáme vliv

srdečńı renáhrady na dobu přežit́ı, nebot’ pacient je odpojen od podp̊urných

př́ıstroj̊u a docháźı ke kompletńı zátěži dané renáhrady. V našem př́ıpadě to

znamená, že z analýzy byli vyřazeni 4 pacienti. Z těchto 57 pacient̊u 11 (19%)

mělo událost a zbývaj́ıćıch 46 (81%) bylo zprava cenzorovaných. Vázaná data

se tomto př́ıpadě vyskytovala pouze v čase 0.0055, a to v počtu dvou subjekt̊u.

Statistická významnost regresńıch koeficient̊u byla testována s užit́ım Waldovy

testové statistiky a ověřena na hladině významnosti 0.05.

Cox̊uv model proporcionálńıch rizik sledoval vliv dvou spojitých kovariát̊u na

funkci rizika. Ze základńıho modelu, bez opožděného vstupu, který lze formálně

zapsat ve tvaru:

h(t,x) = h0(t) exp(β1x[vaha] + β2x[MVR]), (3.39)

β1, β2 jsou neznámé regresńı koeficienty odpov́ıdaj́ıćım jednotlivým ko-

variát̊um a h0(t) je základńı riziková funkce, v př́ıpadě, že regresńı koeficienty

jsou nulové.

V modelu je pro odhad regresńıch koeficient̊u využito Breslowovy aproximace

parciálńı věrohodnostńı funkce 2.23. Tato aproximace se využ́ıvá v př́ıpadě, že
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datový soubor obsahuje data vázaná.

Výsledky modelu bez kráceńı (tabulka 6) ukazuj́ı na statisticky významný

vliv MVR (p-hodnota=0.003). Odhad odpov́ıdaj́ıćıho regresńıho koeficientu je

β̂2 = −0.284. Jelikož, jak už bylo zmı́něno, MVR je poměrem pr̊uměru p̊uvodńı

chlopně a jej́ı renáhrady, optimálńı hodnota je jedna. Z výsledku modelu je

patrné, že s rostoućım rozd́ılem mezi p̊uvodńı chlopńı a jej́ı renáhradou bude

nar̊ustat riziko selháńı. Váha d́ıtěte nebyla statisticky významným faktorem (p-

hodnota=0.067). V modelu s kráceńım, kde došlo ke ztrátě čtyř pozorováńı byly

vlivy faktor̊u statisticky nevýznamné (tabulka 7). U faktoru vliv renáhrady MVR

byla p-hodnota=0.128 a u váhy d́ıtěte byla p-hodnota rovna 0.313.

Z pohledu změny významnosti faktoru MVR nás zaj́ımá, zda změna souviśı

s procentem cenzorovaných dat, použit́ı kráceńı u dat, či je zp̊usobena kombi-

naćı těchto faktor̊u. Testová statistika Waldova testu je určena pro velké rozsahy

datových soubor̊u, proto u malých rozsah̊u může doj́ıt k nepřesnosti p-hodnot.

Abychom zjistili, zda na vychýleńı p-hodnot má nebo nemá vliv zmenšeńı rozsahu

souboru, použili jsme převzorkováńı (bootstrap). Užit́ım procedury SURVEYSE-

LECT v SASu jsme danou situaci zopakovali 1000 krát. Takto jsme źıskali datový

soubor o 61 000 pozorováńı v př́ıpadě zprava cenzorovaných dat se stejným pro-

centem cenzorováńı a 57 000 pro krácená data se stejným procentem cenzorováńı

i kráceńı. Každý z kovariát̊u a odezva byly generovány odděleně jako jednoduchý

výběrový soubor s opakováńım (metoda URS v SASu).

Z výsledk̊u vyplývá, že váha d́ıtěte nemá vliv na čas přežit́ı ani u jednoho z

model̊u. 95%-ńı interval spolehlivosti pro β1 je (−0.13226, 0.07301) v modelu bez

kráceńı a 95%-ńı interval spolehlivosti pro β1 je (−0.34373, 0.05854) v modelu s
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Koeficient Odhad SE Testová statistika p-hodnota

váha 0.036 0.019 3.356 0.067

MVR −0.284 0.096 8.809 0.003

Tabulka 6: Odhady regresńıch koeficient̊u pro Cox̊uv model proporcionálńıch rizik v

modelu bez kráceńı zleva.

Koeficient Odhad SE Testová statistika p-hodnota

váha 0.023 0.023 1.019 0.313

MVR −0.152 0.099 2.316 0.128

Tabulka 7: Odhady regresńıch koeficient̊u pro Cox̊uv model proporcionálńıch rizik v

modelu s kráceńı zleva (n=57).

kráceńım zleva. MVR má statisticky významný vliv v modelu bez kráceńı. 95%-ńı

interval spolehlivosti pro β2 je (−0.56894,−0.05388) v modelu bez kráceńı a 95%-

ńı interval spolehlivosti pro β2 je (−0.39900, 0.09389) v modelu s kráceńım zleva

a vliv MVR tud́ıž neńı statisticky významný. Výsledky ukazuj́ı, že kráceńı zleva,

může zásadńım zp̊usobem ovlivnit významnost sledovaných faktor̊u ovlivňuj́ıćıch

přežit́ı [6].

Na tuto studii navazuje simulačńı studie, která je uvedená v následuj́ıćı

kapitole. Zde je sledován vliv procenta cenzorováńı a kráceńı na přesnost p-hodnot

u test̊u významnosti regresńıch koeficient̊u v Coxově modelu proporcionálńıch

rizik. Kromě zmı́něného testu Waldova, který je standardńım testem regresńıch

koeficient̊u, jsou zde sledovány testy př́ıbuzné, a to jsou skórový test a test poměru

věrohodnost́ı.
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Přesnost test̊u významnosti regresńıch

parametr̊u v Coxově modelu proporcionálńıch

rizik

V předchoźı kapitole věnované reálným aplikaćım Coxova modelu propor-

cionálńıch rizik jsme narazili na problém, kdy zavedeńı opožděného vstupu do

modelu zp̊usobilo změnu významnosti vlivu vysvětluj́ıćı proměnné. Původńı roz-

sah datového souboru byl 61 pozorováńı, v modelu s opožděným vstupem bylo

pouze 57 pozorováńı. V analýze přež́ıváńı se významnost efektu vysvětluj́ıćıch

proměnných v Coxově modelu proporcionálńıch rizik ověřuje pomoćı testu

poměru věrohodnost́ı, Waldova testu a skórového testu. Všechny tři uvedené testy

jsou asymptotické tzn., že se jedná pouze o přibližné testy, které nemuśı nutně

dodržovat zvolenou hladinu významnosti α. Proto se nyńı podrobně zaměř́ıme

na přesnost těchto test̊u a budeme zkoumat, jak ji ovlivňuje rozsah náhodného

výběru, procento cenzorovaných pozorováńı, procento zleva krácených pozorováńı

a typ rozděleńı pravděpodobnosti základńı rizikové funkce. Budeme uvažovat dvě

nejběžněji použ́ıvaná rozděleńı pravděpodobnosti v analýze přež́ıváńı, a to expo-

nenciálńı a Weibullovo rozděleńı.

4.1 Metody vyhodnoceńı přesnosti test̊u

Rozhodnut́ı o zamı́tnut́ı či nezamı́tnut́ı nulové hypotézy se většinou provád́ı po-

moćı p-hodnoty. P-hodnota udává pravděpodobnost, že testová statistika dosáhne

své hodnoty, př́ıpadně hodnot ještě v́ıce svědč́ıćıch proti nulové hypotéze, po-

kud nulová hypotéza opravdu plat́ı. Č́ım je tedy p-hodnota menš́ı, t́ım ne-
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pravděpodobněǰśıho výsledku (za předpokladu platnosti nulové hypotézy) bylo

dosaženo. Malé hodnoty p-hodnoty tud́ıž svědč́ı ve prospěch platnosti alterna-

tivńı hypotézy.

Formálně, p-hodnota p(X) je statistika, která nabývá hodnot v intervalu ⟨0, 1⟩

pro libovolnou realizaci x. Nyńı budeme definovat platnou a přesnou p-hodnotu

[8]. Řekneme, že p-hodnota p(X) je platná, jestliže

P (p(X) ≤ α|H0) ≤ α, ∀α ∈ ⟨0, 1⟩ .

Řekneme, že p-hodnota p(X) je přesná na hladině α, jestliže plat́ı [52]

P (p(X) ≤ α|H0) = α.

Je-li test přesný, je přesná i p-hodnota. Je-li však test pouze přibližný, p-

hodnota může být nepřesná. Je tak možné, že pozorovaná p-hodnota p bude

menš́ı či větš́ı než je skutečná hodnota p-hodnoty. Testy, které podhodnocuj́ı

skutečnou p-hodnotu se nazývaj́ı liberálńı. Liberálńı testy tak maj́ı tendenci

nalézt statistickou významnost i v situaćıch, kdy to ve skutečnosti neńı pravda.

Testy, které naopak nadhodnocuj́ı skutečnou p-hodnotu se nazývaj́ı konzerva-

tivńı. Konzervativńı testy tak maj́ı tendenci nenalézt statistickou významnost,

ačkoliv významnost skutečně existuje. Pro konzervativńı testy tedy plat́ı, že

pravděpodobnost nesprávného zamı́tnut́ı nulové hypotézy nikdy nepřekroč́ı zvo-

lenou hladinu významnosti α.

Platná p-hodnota p(X) má za platnosti nulové hypotézy rovnoměrné rozděleńı

Ro(0, 1). [52] Toto však obecně neplat́ı pro aproximativńı testové statistiky. Proto

je vhodné studovat, jak bĺızko je rozděleńı p-hodnoty p(X) k rovnoměrnému

spojitému rozděleńı.

Přesnost p-hodnoty můžeme zjistit graficky porovnáńım empirické distribučńı

funkce p-hodnoty p(X) s distribučńı funkćı rovnoměrného spojitého rozděleńı [52].
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Je-li p-hodnota platná, empirická distribučńı funkce p-hodnoty se téměř shoduje

s diagonálou, která reprezentuje přesné p-hodnoty. Křivka pro konzervativńı p-

hodnotu je nad diagonálńı př́ımkou, křivka pod diagonálńı př́ımkou signalizuje

konzervativńı p-hodnotu.

Daľśı zp̊usob ověřeńı přesnosti p-hodnoty je založen na porovnáńı te-

oretické a empirické četnosti zamı́tnut́ı správné nulové hypotézy. Za plat-

nosti nulové hypotézy, libovolný přesný test zamı́tá nulovou hypotézu na

hladině významnosti α s pravděpodobnost́ı α. Provedeme-li N nezávislých

opakováńı (náhodných výběr̊u), četnost zamı́tnut́ı Z platné nulové hy-

potézy má binomické rozděleńı pravděpodobnosti Z ∼ Bi(N,α). Odtud, s

pravděpodobnost́ı 1− α je počet zamı́tnut́ı správných nulových hypotéz v inter-

valu I(z,N, α) = ⟨q(α/2), q(1− α/2)⟩, kde q(α/2) je (α/2)-kvantil binomického

rozděleńı Bi(N,α). Jestliže empirická četnost z zamı́tnut́ı správné nulové hy-

potézy lež́ı v intervalu I(z,N, α), lze test i p-hodnotu považovat za přesné. Jestliže

empirická četnost zamı́tnut́ı nulové hypotézy je větš́ı než q(1− α/2), test a jeho

p-hodnota jsou liberálńı. Naopak, je-li empirická četnost z menš́ı než q(1−α/2),

test a jeho p-hodnota jsou konzervativńı. Pro α = 0.05 dostáváme následuj́ıćı

intervaly I(z,N, α):

I(z, 1000, 0.05) = ⟨37, 64⟩ ,

I(z, 10000, 0.05) = ⟨458, 543⟩ ,

I(z, 50000, 0.05) = ⟨481, 519⟩ .

Zcela analogicky bychom mı́sto absolutńı četnosti zamı́tnut́ı správné nu-

lové hypotézy mohli uvažovat relativńı četnost zamı́tnut́ı nulové hypotézy. V

tomto př́ıpadě empirickou relativńı četnost r zamı́tnut́ı porovnáváme s interva-
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lem I(r,N, α) = ⟨q(α/2)/N, q(1− α/2)/N⟩. Pro α = 0.05 dostáváme následuj́ıćı

intervaly I(r,N, α):

I(r, 1000, 0.05) = ⟨0.0370, 0.0640⟩ ,

I(r, 10000, 0.05) = ⟨0.0458, 0.0543⟩ ,

I(r, 50000, 0.05) = ⟨0.0481, 0.0519⟩ .

4.2 Korekce test̊u pomoćı asymptotiky vyšš́ıho řádu

Asymptoticky maj́ı testy poměru věrohodnost́ı, Wald̊uv test a skórový test stejné

rozděleńı pravděpodobnosti. V praxi ovšem pracujeme s výběrovými soubory

konečných rozsah̊u a proto se jejich numerické výsledky lǐśı. Tyto testy jsou

založeny na asymptotice prvńıho řádu s relativńı chybou O(n−1/2) [9]. Za účelem

zpřesněńı p-hodnoty při testech významnosti regresńıch koeficient̊u Coxova mo-

delu proporcionálńıch rizik budeme nyńı aplikovat asymptotiku vyšš́ıch řád̊u.

Předpokládejme Cox̊uv model proporcionálńıch rizik s jedńım kovariátem x. Pro

skalárńı parametr β jsou testy poměru věrohodnost́ı, Wald̊uv test a skórový test

založeny na funkćıch:

• kořenu věrohodnosti

r(β) = sign(β̂ − β)
[
2
{
l ˆ(β)− l(β)

}]1/2
• skórové statistice

s(β) = j(β̂)−1/2∂l(β)/∂β

• Waldové statistice

t(β) = j(β̂)−1/2(β̂ − β)
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Za platnosti nulové hypotézy maj́ı statistiky (4.2 – 4.2) asymptoticky standar-

dizované normálńı rozděleńı N(0, 1). Asymptotika vyšš́ıch řád̊u aplikovaná na

věrohodnostńı funkce je založena na kombinaci statistiky poměru věrohodnost́ı

a skórovy nebo Waldovy testové statistiky. V tomto směru můžeme dané apro-

ximace považovat za zobecněné Fisherovy výsledky (1934) pro lokálńı model.

Barndoffova-Nielsenova aproximace [4] modifikuje kořen věrohodnostńı funkce

úpravou za použit́ı Waldovy a skórové testové statistiky následuj́ıćım vztahem

r∗(β) = r(β) +
1

r(β)
ln(

q(β)

r(β)
). (4.40)

kde q(β) = s(β), když kombinujeme kořen věrohodnostńı funkce se skórovou

statistikou nebo q(β) = t(β) v kombinaci s Waldovým testem. Statistika r∗ má

asymptoticky normálńı rozděleńı, nebo ekvivalentně statistika (r∗)2 má asympto-

ticky χ2-rozděleńı s jedńım stupněm volnosti.

Druhým typem modifikace je aproximace založená na Lugannani-Riceově větě

[42], která je definována vztahem

Φ {r(β)}+
{

1

r(β)
− 1

q(β)

}
ϕ {r(β)} , (4.41)

zde Φ a ϕ znač́ı kumulativńı distribučńı funkci a hustotu rozděleńı

pravděpodobnosti standardńıho normálńıho rozděleńı. Výhodou těchto aproxi-

maćı je, že relativńı chyba řádu je O(n−3/2) ve středu rozděleńı a řádu O(n−1) na

okraj́ıch. [9]

Práce je zaměřena na skalárńı parametr. Zobecněńı pro vektor parametr̊u

přesahuje rámec této práce a bude daľśım předmětem studia.

4.3 Simulačńı studie

Následuj́ıćı simulačńı studie je zaměřena na přesnost test̊u poměrem

věrohodnosti, Waldova testu a skórového testu a aproximaćı založených na
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Charakteristika Exponenciálńı rozděleńı Weibullovo rozděleńı

Parametry λ > 0 λ > 0 a ν > 0

Rozsah [0,∞) [0,∞)

Hustota f0(t) = λ exp(−λt) f0(t) = λνtν−1 exp(−λtν)

Funkce přežit́ı S0(t) = exp(−λt) S0(t) = exp(−λtν)

Riziková funkce h0(t) = λ h0(t) = λνtν−1

Středńı hodnota E(T ) = 1
λ

E(T ) = 1
ν√
λ
Γ( 1

ν
+ 1)

Tabulka 8: Charakteristiky popisuj́ıćı exponenciálńı a weilbullovo rozděleńı, kde pa-

rametry rozděleńı λ a ν představuj́ı parametry měř́ıtka a tvaru. Γ označuje gamma

funkci

Barndorff-Nielsenově [4] a Lugannani-Riceově [42] větě v Coxově modelu pro-

porcionálńıch rizik pro jeden kovariát. Simulačńı studie vycháźı z dat genero-

vaných ze dvou nejčastěji použ́ıvaných rozděleńı času v analýze přež́ıváńı, a těmi

jsou Weibullovo rozděleńı a exponenciálńı rozděleńı. Jejich bližš́ı charakteristiky

jsou uvedeny v tabulce 8 a v kapitole 2.4.. Obě tato rozděleńı pravděpodobnosti

společně s Gompertzovým splňuj́ı podmı́nku proporcionality rizik [39]. Gompert-

zovo rozděleńı se často využ́ıvá ke sledováńı lidské úmrtnosti, daľśı často už́ıvaná

rozděleńı je Gamma a logaritmicko-normalńı rozděleńı [39].

Parametry exponenciálńıho a Weibullova rozděleńı byly zvoleny s ohledem na

parametry odpov́ıdaj́ıćı deľśı a kratš́ı časové škále. λ parametr, parametr měř́ıtka

λ byl zvolen λ1 = 1.7, λ2 = 0.7 a λ3 = 0.07. Parametr tvaru ν je zvolen ν = 1,

pro exponenciálńı rozděleńı a ν = 1/2 a ν = 2 pro Weibullovo rozděleńı. Grafy

odpov́ıdaj́ıćıch hustot rozděleńı pravděpodobnost́ı jsou v obrázćıch 9-11.
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Budeme uvažovat rozsah náhodného výběru n, kde n je 20, 30, 50, 70 a 100.

Vysvětluj́ıćı kovariát x je bud’ spojitý, tud́ıž generovaný ze standardizovaného

normálńıho rozděleńı N ∼ (0, 1), nebo dichotomický s hodnotami generovanými

z binomického rozděleńı Bi ∼ (1, 0.6). Pr̊uměrný počet zprava censorovaných

pozorováńı je 0, 20, 50 a 70 procent. Počet zleva zkrácených dat je 0, 5, 15 a 25%.

Pro každou simulaci bylo generováno 1000 nezávislých opakováńı.

0 1 2 3 4 5 6
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0.6

0.8

1.0

Obrázek 9: Hustota Weibullova rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem měř́ıtka

λ = 1.7 a parametry formy ν1 = 1/2 (modrá), ν2 = 1 (zelená) a ν = 2 (oranžová).

4.3.1 Ukázka simulačńı studie

Předpokládejme, že máme k dispozici náhodný výběr n = 100 pacient̊u a sledu-

jeme vliv pohlav́ı na čas přežit́ı po operaci. Nezávislá proměnná (kovariát pohlav́ı)

má binomické rozděleńı s předem daným poměrem muž̊u a žen v poměru 0.6 ve

prospěch žen, tzn x ∼ Bi(1, 0.6). Nezávisle proměnnou pohlav́ı považujeme za

statisticky nevýznamnou, a proto skutečná hodnota parametru β je β = 0.

Čas události má Weibullovo rozděleńı s parametry λ = 1.7 a ν = 2. T́ım

źıskáme datový soubor obsahuj́ıćı informace o čase do události, kterou je úmrt́ı.
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Obrázek 10: Hustota Weibullova rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem měř́ıtka

λ = 0.7 a parametry formy ν1 = 1/2 (modrá), ν2 = 1 (zelená) a ν = 2 (oranžová).
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Obrázek 11: Hustota Weibullova rozděleńı pravděpodobnosti s parametrem měř́ıtka

λ = 0.07 a parametry formy ν1 = 1/2 (modrá), ν2 = 1 (zelená) a ν = 2 (oranžová).

Časy censorováńı ci źıskáme z rovnoměrného spojitého rozděleńı na intervalu

[0, ti), kde ti je aktuálńı čas události. Poměr censorováńı např. 70 procent źıskáme

volbou proměnné s binomickým rozděleńım δ ∼ Bi(1, 0.3), tzn. v pr̊uměru

źıskáme 30 procent pozorováńı, která budou mı́t událost a v pr̊uměru bude

zbývaj́ıćıch 70 procent censorováno. Proměnná δ identifikuje zda je daný subjekt

censorován, nebo má událost. δ = 0 znač́ı censorováńı a δ = 1 znač́ı, že u subjektu
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nastala událost. Proměnná čas přežit́ı T se tedy skládá z času t pro δ = 1 a času

c pro δ = 0.

Pro každý subjekt i, tak máme k dispozici trojici (xi, ti, δi), kde xi je hodnota

kovariátu (žena, muž), δi je identifikátor censorováńı (1 pro událost a 0 pro

censorováńı) a ti je pozorovaný čas přežit́ı. Detailńı kroky generováńı času se

specifikovaným censorováńım a specifikovanými parametry pro rozděleńı jsou

následuj́ıćı.

• Hodnotu kovariátu pohlav́ı x generujeme z rozděleńı binomického

x ∼ Bi(1, 0.6), které nám zaruč́ı, že v pr̊uměru bude v datovém souboru

60% žen a zbývaj́ıćıch 40% budou muži. Hodnota x = 1 znač́ı ženu a x = 0

muže.

• Časy do události pro Weibullovo rozděleńı (1.7,2) generujeme pomoćı vzorce

T =

[
− ln(U)

λ exp(β′x)

]1/ν
[7]. Hodnoty náhodné veličiny U obdrž́ıme využit́ım

generátoru náhodných č́ısel pro U ∼ Ro(0, 1). Protože nahodná veličina

− ln(U) má exponenciálńı rozděleńı s parametrem 1, můžeme generovat

hodnoty z rozděleńı Exp(1) funkćı rand(’Exponential’) v SASu.

• Pro proměnnou censorováńı se předpokládá, že může nastat v kterémkoli

časovém okamžiku v čase 0 až čas těsně před časem události. Čas cen-

sorováńı ci je źıskán náhodným generátorem z rovnoměrného rozděleńı

Ro(0, ti). Tato volba nám zajist́ı, že ci < ti, což je d̊uležitý předpoklad

pro analýzu přež́ıváńı.

• Je-li pro každý subjekt specifikován čas události a čas censorováńı gene-

rujeme identifikátor censorováńı δi se zvoleným poměrem censorovaných

událost́ı. Např. pro censorováńı 70% zvoĺıme δ ∼ Bi(0.3, 1), źıskáme tak
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v pr̊uměru 30 subjekt̊u s událost́ı a zbývaj́ıćıch 70 subjekt̊u censorovaných

zprava. Źıskáme t́ımto trojici proměnných (ti, δi, xi) pro i = 1, ..., 100, kde

censorovaný subjekt uvažuje čas censorováńı ci mı́sto ti.

• Poté nás zaj́ımá čas kráceńı zleva, který zde neńı definován přesnou hod-

notou, ale je zastoupen procentem krácených událost́ı. Pro tuto situaci

byly pro proměnnou čas T vypoč́ıtány kvantily τ5, τ15 a τ25, k zajǐstěńı

opožděného vstupu pro pět, patnáct a dvacet pět procent krácených paci-

ent̊u ve studii.

• Celá simulačńı studie se poté opakuje 1000 krát. T́ım źıskáme tiśıc datových

souboru pro Cox̊uv model proporcionálńıch rizik, kdy funkce hazardu od-

pov́ıdá Weibullovu rozděleńı pravděpodobnosti, jak je uvedeno v tabulce

2. Každý model splňuje podmı́nku proporcionality a proměnná x je zde

chápána jako nadbytečný parametr.

Část kódu v programu SAS:

\%l e t sample\ s i z e =100;

\%l e t i t e r \ s i z e =1000;

\%l e t beta1=0;

\%l e t lambdat=1.7 ;

data s imul ( drop=i ) ;

c a l l s t r e am in i t ( 3 2 1 ) ;

do j=1 to \&i t e r \ s i z e ;

do i=1 to \&sample\ s i z e ;

x1=rand (” Binomial ” , 0 . 6 , 1 ) ;

p r ed ik t=exp(\&beta1∗x1 ) ;
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t=(rand (” Exponent ia l ”)/(\&lambdat∗ pred ik t ) ) ∗ ∗ ( 2 ) ;

c=rand (”Uniform ” ,0 , t ) ;

c enso r ing0 =1;

censo r ing1=rand (” Binomial ” , 0 . 8 , 1 ) ;

c enso r ing2=rand (” Binomial ” , 0 . 5 , 1 ) ;

c enso r ing3=rand (” Binomial ” , 0 . 3 , 1 ) ;

output ;

end ;

end ;

run ;

data s imul0 ;

s e t s imul ;

/∗ volba censorov án ı́ ∗/

i f c enso r ing0=1 then time0=t ; e l s e time0=c ;

i f c enso r ing1=1 then time1=t ; e l s e time1=c ;

i f c enso r ing2=1 then time2=t ; e l s e time2=c ;

i f c enso r ing3=1 then time3=t ; e l s e time3=c ;

run ;

/∗opozdeny vstup ∗/

proc un i va r i a t e data=simul0 nopr int ;

var time0 ;

output out=simul01 p c t l p t s=5 15 25 pc t l p r e=P;
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by j ;

run ;

data s imul1 ;

merge s imul0 s imul01 ;

by j ;

run ;

V uvedené simulačńı studii poté modifikujeme parametry a źıskáme datové

soubory potřebných vlastnost́ı k samotnému vyhodnoceńı. Po vyhodnoceńı, od-

hadu parametr̊u a výpočtu testové statistiky Waldova testu, skórového testu a

testu funkce poměru věrohodnost́ı, převedeme źıskané informace o modelu do

tvaru vhodného pro korekci pomoćı asymptotiky vyšš́ıch řád̊u.

4.3.2 Využ́ıvané funkce programu SAS

Pro simulačńı studii vycháźım z generátoru náhodných č́ısel. Využ́ıvám zde

tři základńı funkce a to RAND(’BINOMIAL’,p,n) , RAND(’NORMAL’) a

RAND(’EXPONENTIAL’). Funkce RAND využ́ıvá tzv. Mersenne-Twister ge-

nerátor náhodných č́ısel, který vyvinuli Matsumoto a Nishimura v roce 1998 [43].

Náhodný generátor má velmi dobré statistické vlastnosti.

Generátor RAND(’BINOMIAL’,p,n) generuje náhodná č́ısla z rozděleńı s

uvedenou hustotou rozděleńı pravděpodobnosti:

f(x) =


1 p = 0, x = 0(
n
x

)
px(1− p)x 0 < p < 1, x = 0, ..., n,

1 p = 1, x = n

.
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kde x = 0, 1, ..., n, 0 ≤ p ≤ 1 a n = 1, 2, ....

Generátor RAND(’EXPONENTIAL’) generuje náhodná č́ısla z rozděleńı s

uvedenou hustotou rozděleńı pravděpodobnosti

f(x) = exp(−x), x > 0 (4.42)

a generátor RAND(’NORMAL’,<, θ, λ > ) generuje náhodná č́ısla z rozděleńı

s uvedenou hustotou rozděleńı pravděpodobnosti

f(x) =
1

λ
√
2π

exp

(
−(x− θ)2

2λ2

)
, (4.43)

kde −∞ < x < ∞.

Pro odhad regresńıch koeficient̊u a výpočet testových statistik využ́ıvám

proceduru PHREG v SASu. Tato procedura byla navržena speciálně pro re-

gresńı analýzu založenou na Coxově modelu proporcionálńıch rizik. Pro model

s opožděným vstupem jsou v modelu umožněny dva zp̊usoby zadáńı tohoto času.

Obě tyto metody jsou založeny na č́ıtaćım procesu (counting process style), který

navrhl Therneau v roce 1994 [49].

Prvńı zp̊usob je zavedeńım proměnné specifikuj́ıćı opožděný, nebo krácený čas

a tato proměnná se v modelu uvede jako entrytime př́ıkazem ENTRY=. Př́ıkaz

lze použ́ıt následovně [55]

proc phreg data=dateone ;

model t2∗dead(0)=x1/ entry=t1 ;

run ; .

Druhým zp̊usobem je tento čas uvést př́ımo u specifikace času přežit́ı v modelu

proc phreg data=datatwo ;

model ( t1 , t2 )∗ dead (0)=x1 ;
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run ; .

77



4.4 Výsledky simulačńı studie

Část disertačńı práce se věnuje vlivu kráceńı zleva pro odstupňované cenzorováńı

zprava na odhady regresńıch parametr̊u v Coxově modelu proporcionálńıho ha-

zardu a přesnost jejich p-hodnot. Simulačńı studie je tedy zaměřena na přesnost

testu poměrem věrohodnosti (LRT), Waldova testu (W) a skórového testu (S).

Hodnoty těchto testových statistik jsou pak využ́ıvány ke zvýšeńı přesnosti za

použit́ı Barnsorff-Nielsen (BN) a Lugannani-Riceovy (LR) aproximace. V těchto

aproximaćıch je kořen věrohodnosti kombinován s Waldovou testovou statistikou

(označme BNW, respektive LRW) nebo s testovou statistikou skórového testu

(BNS, respektive LRS). Statistická významnost vlivu efektu jednoho kovariátu

v Coxově modelu proporcionálńıch rizik je sledována za podmı́nek klesaj́ıćıho

výběru, rostoućıho procenta cenzorovaných událost́ı a zvětšuj́ıćıho se kráceńı

zleva. Všechny simulace uvažuj́ı pouze zprava cenzorované události. Simulace

prob́ıhaj́ı s využit́ım softwaru SAS 9.3. Pro odhad regresńıch koeficient̊u byla

využita Breslowova aproximace parciálńı věrohodnostńı funkce.

Disertačńı práce, jak už bylo zmı́něno dř́ıve, je inspirována skutečnou

př́ıpadovou studíı [6], kdy byl aplikován Cox̊uv model proporcionálńıch rizik na

zprava cenzorovaná a zleva krácená data. V této studii, která se uskutečnila v

nemocnici Motol v Praze, byl sledován vliv poměru velikost́ı p̊uvodńı srdečńı ch-

lopně s jej́ı protézou (poměr) na dobu přež́ıváńı pacienta po operaci. Událost́ı v

tomto př́ıpadě bylo úmrt́ı pacienta. Za počátek studie byl označen čas zahájeńı

operace. U druhého uvažovaného modelu, byl čas zahájeńı studie posunut o 24

hodin od zahájeńı operace, a t́ım byla źıskána zleva krácená data.

Na hladině významnosti α = 0.05 se testovala platná nulová hypotéza

H0 : β = 0 a určila se relativńı četnost zamı́tnut́ı této nulové hypotézy. Sle-
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dovaná relativńı četnost zamı́tnut́ı nulové hypotézy byla poté porovnána s te-

oretickou četnost́ı zamı́tnut́ı nulové hypotézy, která má binomického rozděleńı

Bi(1000, 0.05). Test a jeho odpov́ıdaj́ıćı p-hodnota byl označen jako konzer-

vativńı, jestliže pozorovaná relativńı četnost zamı́tnut́ı nulové hypotézy byla

menš́ı než 0.037. Hodnota 0.037 představuje 0.025-kvantil binomického rozděleńı

Bi(1000, 0.05). Naopak v př́ıpadě, že relativńı četnost zamı́tnut́ı nulové hypotézy

překročila hodnotu 0.064 (0.975-kvantil), byl tento test označen jako liberálńı.

V př́ıpadě, že se relativńı četnost nacházela v intervalu ⟨0.037, 0.064⟩, byl test

označen jako přesný.

Pozorované relativńı četnosti zamı́tnut́ı skutečné nulové hypotézy pro

1000 opakováńı pro Cox̊uv model proporcionálńıch rizik s dichotomickou

proměnnou a se základńı rizikovou funkćı, která pocháźı z Weibullova rozděleńı

pravděpodobnosti Wei(1.7, 0.5) jsou uvedeny v tabulce 9. Výběrový soubor ob-

sahuje n = 50 pozorováńı. Z výsledk̊u je patrné, že skórový test vykazuje nej-

horš́ı přesnost. Byl ve v́ıce než polovině př́ıpad̊u liberálńı. Testová statistika testu

poměru věrohodnost́ı vykazuje také sṕı̌se liberálńı tendence. Největš́ı přesnost

je patrná z Waldova testu (konzervativńı je pouze pro zkráceńı 25% a cenzo-

rováńı 70%). Lugannani-Rice a Barndoff-Nielsenova aproximace v kombinaci s

Waldovým testem byla ve všech př́ıpadech přesná.

Obdobné výsledky jsme obdrželi pro daľśı uvažovaná rozděleńı a také pro

spojitou vysvětluj́ıćı proměnnou, která byla generována z normálńıho rozděleńı

N(0, 1). U všech test̊u výrazně vzrostla nepřesnost s klesaj́ıćı velikost́ı vzorku,

jak je patrné z obr. 12. Zde vid́ıme srovnáńı empirické distribučńı funkce s

teoretickou distribučńı funkćı rovnoměrného rozděleńı Ro(0, 1), Coxova modelu

s dichotomickou prediktivńı proměnnou a Weibullovým rozděleńım Wei(1.7, 0.5)

základńıho rizika. Z obrázku je také patrné, že Wald̊uv test se chová konzervativně
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pro malé výběry, za použit́ı aproximace LR a BN docháźı ke zpřesněńı výsledk̊u.

Z obrázku nejsou patrné některé empirické distribučńı funkce, nebot’ došlo k jejich

překryt́ı (v tomto př́ıpadě jde o BNW s LRW a BNS s LRS). Pro větš́ı výběry,

v našem př́ıpadě se jedná o výběry n = 70, je přesnost všech test̊u srovnatelná a

odchylky jsou v meźıch kvantil̊u binomického rozděleńı.

Relativńı četnosti pozorovaných nepřesných p-hodnot (liberálńıch a konzerva-

tivńıch) jsou shrnuty pro oba kovariáty a rozděleńı základńıho rizika v tabulkách

10,11. Z tohoto shrnut́ı je patrné, co již bylo dř́ıve zmı́něno, že Wald̊uv test

se chová převážně konzervativně a nadhodnocuje skutečnou p-hodnotu, zat́ımco

test poměru věrohodnost́ı společně se skórovým testem, jsou převážně liberálńı

a podhodnocuj́ı skutečnou p-hodnotu. U dichotomické proměnné jsou tyto ten-

dence mnohem znatelněǰśı. Barndoff-Nielsen a Lugannani-Riceova aproximace

v kombinaci s Waldovým testem poskytuj́ı zpřesněńı a tyto aproximace jsou

méně nepřesné ve srovnáńı s ostatńımi testy. Výsledky ukazuj́ı, že pro spoji-

tou proměnnou je Wald̊uv test dobrou volbou pro testováńı hypotéz o skalárńım

parametru. Tento test je také hlavńım testem o testu regresńıch koeficient̊u v pro-

gramu SAS v proceduře PHREG. Kombinace kořene věrohodnosti s Waldovou

testovou statistikou poskytuje možnou korekci přesnosti p-hodnot.
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Obrázek 12: Přesnost p-hodnot testu poměru věrohodnost́ı (LRT), Waldova testu

(W), skórového testu (S) společně s aproximacemi užit́ım Lugannani-Riceovy (LR)

and Barndorff-Nielsenovy (BN) věty pro Cox̊uv model proporcionálńıch rizik a jedńım

testovaným dichotomickým kovariátem. Čas přežit́ı je generován z Weibullova rozděleńı

Wei(1.7, 0.5), kráceńı je zvoleno 25 procentńı a cenzorováńı 50 procent.

(a) sample size n=20 (b) sample size n=30

(c) sample size n=70 (d) sample size n=100
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Tabulka 9: Pozorované relativńı četnosti zamı́tnut́ı pravdivé nulové hypotézy o re-

gresńım koeficientu β na hladině významnosti α = 0.05 pro dichotomický kovariát v Co-

xově modelu s funkćı základńıho rizika pocházej́ıćı z Weibullova rozděleńı Wei(1.7, 0.5).

Velikost vzorku je n = 50 a počet simulaćı je 1000.

Kráceńı (%) Cenzorováńı (%) LRT S W BNS BNW LRS LRW

0

0 0.061 0.063 0.059 0.061 0.061 0.061 0.061

20 0.062 0.069 0.062 0.064 0.064 0.064 0.064

50 0.057 0.060 0.055 0.058 0.058 0.058 0.058

70 0.066 0.066 0.044 0.067 0.056 0.067 0.055

5

0 0.063 0.065 0.060 0.064 0.062 0.064 0.062

20 0.061 0.064 0.061 0.062 0.061 0.062 0.061

50 0.060 0.064 0.057 0.062 0.060 0.062 0.060

70 0.060 0.062 0.041 0.059 0.051 0.059 0.049

15

0 0.061 0.066 0.061 0.060 0.060 0.060 0.060

20 0.063 0.069 0.062 0.065 0.062 0.065 0.062

50 0.056 0.063 0.055 0.056 0.055 0.056 0.055

70 0.064 0.066 0.044 0.065 0.054 0.065 0.050

25

0 0.065 0.063 0.062 0.063 0.063 0.063 0.063

20 0.063 0.067 0.062 0.064 0.063 0.064 0.063

50 0.061 0.066 0.052 0.063 0.059 0.063 0.059

70 0.071 0.075 0.034 0.070 0.054 0.070 0.048
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Tabulka 10: Přehled relativńıch četnost́ı (v procentech) pozorovaných nepřesných p-

hodnot (konzervativńı/liberálńı testy) pro dichotomickou proměnnou.

Rozděleńı pravděpodobnosti LRT S W BNS BNW LRS LRW

Wei(0.7,2) 0/12.5 0/13.75 18.75/1.25 0/15 0/7.5 0/15 12.5/1.25

Wei(1.7,2) 0/13.75 0/15 27.5/1.25 0/12.5 1.25/8.75 0/12.5 13.75/2.5

Wei(0.07,2) 0/21.25 0/23.75 0/23.75 0/22.5 0/12.5 0/22.5 11.25/6.25

Wei(0.7,0.5) 0/17.5 0/27.5 0/16.25 0/17.5 0/11.25 0/17.5 12.5/3.75

Wei(1.7,0.5) 0/38.75 0/56.25 17.5/5 0/45 0/23.75 0/45 10/15

Wei(0.07,0.5) 1.25/27.5 1.25/26.25 23.75/7.5 1.25/26.25 2.5/18.75 1.25/26.25 13.75/11.25

Wei(0.7,1) 0/33.75 0/45 16.25/7.5 0/38.75 0/22.5 0/38.75 12.5/16.25

Wei(1.7,1) 1.25/25 0/31.25 21.25/5 1.25/26.25 1.25/12.5 1.25/26.25 12.5/6.25

Wei(0.07,1) 0/30 0/37.5 18.75/7.5 0/35 0/16.25 0/35 10/10

Tabulka 11: Přehled relativńıch četnost́ı (v procentech) nepřesných p-hodnot (konzer-

vativńı/liberálńı testy) testu regresńım koeficientu pro spojitý kovariát.

Rozděleńı LRT S W BNS BNW LRS LRW

Wei(0.7,2) 0/18.75 0/7.5 7.5/2.5 0/17.5 0/12.5 0/17.5 0/10

Wei(1.7,2) 0/18.75 0/8.75 8.75/3.75 0/16.25 0/12.5 0/16.25 0/11.25

Wei(0.07,2) 0/13.75 0/7.5 7.5/1.25 0/12.5 0/10 0/12.5 0/7.5

Wei(0.7,0.5) 0/20 0/11.25 10/2.5 0/15 0/11.25 0/15 1.25/6.25

Wei(1.7,0.5) 0/27.5 2.5/10 16.25/5 0/22.5 1.25/17.5 0/22.5 1.25/13.75

Wei(0.07,0.5) 0/26.25 1.25/13.25 0/10 0/26.25 0/20 0/26.25 2.5/15

Wei(0.7,1) 0/20 1.25/13.75 8.75/0 0/17.5 0/12.5 0/17.5 0/8.75

Wei(1.7,1) 0/32.5 0/20 10/10 0/32.5 0/22.5 0/32.5 0/18.75

Wei(0.07,1) 0/15 0/7.5 11.25/0 0/13.75 0/8.75 0/13.75 1.25/5
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Analýza přež́ıváńı patř́ı k jednomu z nejstarš́ıch odvětv́ı statistické analýzy.

Nejv́ıce se uplatńı v oblasti lékařského výzkumu a jej́ı počátky se datuj́ı kolem

17. stolet́ı našeho letopočtu. Ćılem studia je čas do události, který lze měřit v

r̊uzných jednotkách. Časem může být počet dn̊u, let, hodin, ale také počet cykl̊u

do selháńı.

V analýze přež́ıváńı je velmi d̊uležitý pojem události. Analyzujeme zde čas do

předem definované události, která může být chápána v negativńım smyslu, např.

úmrt́ı pacienta, selháńı vrtáku, rozvod manželstv́ı, tak i v pozitivńım smyslu,

jakým může být źıskáńı zaměstnáńı, źıskáńı diplomu atd.

Ćılem této práce je studium Coxova modelu proporcionálńıch rizik. D.R.

Cox̊uv článek v časopise Journal of the Royal Statistical Society,
”
Regression

Models and Life-Tables“ [16], kde byl poprvé uveden model proporcionálńıch

rizik. Jedná se o jeden z nejv́ıce populárńıch článk̊u a v roce 2007 již měl dle

Google Scholar v́ıce než 8500 citaćı a v současnosti je zaznamenáno v́ıce než 44

000 citaćı tohoto článku. Tento model nesleduje
”
délku života“ jako takovou, ale

sleduje selháńı, př́ıpadně riziko selháńı v závislosti na zvolených proměnných. V

práci je použit́ı modelu demonstrováno na ne zcela běžných studíıch.

Prvńı uvedenou studíı je použit́ı modelu v př́ıpadě, že sledujeme událost v po-

zitivńım slova smyslu. Studie sleduje vliv vybraných faktor̊u na dobu strávenou v

registru úřadu práce. Studie se zaměřuje na absolventy Univerzity Tomáše Bati ve

Zĺıně a mezi sledované faktory patř́ı věk absolvent̊u, pohlav́ı a studovaná fakulta.

Událost́ı v tomto př́ıpadě bylo opuštěńı registru z d̊uvodu zaměstnáńı. V tomto

př́ıpadě byl model sestaven z dat, která byla zprava cenzorovaná. Z výsledku stu-

die vyplývá, že ze sledovaných kovariát̊u, má pouze pohlav́ı statisticky významný

vliv na dobu ztrávenou v registru Úřadu práce (p-hodnota ≪ 0.001). Vliv ko-
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variátu byl testován Waldovou testovou statistikou s jedńım stupněm volnosti.

Poměr hazardu pro ženy v̊uči muž̊um je 1.589, tj. ženy maj́ı ve srovnáńı s muži

o téměř 59 procent větš́ı šanci opustit registr úřadu práce, z d̊uvodu źıskáńı

zaměstnáńı, než muži.

Druhou vybranou studíı, ve které byl využit Cox̊uv model proporcionálńıch

rizik, je studie Ni-ti rotačńıch nástroj̊u, která se zaměřuje na cyklickou odolnost.

Sledujeme tud́ıž riziko selháńı těchto nástroj̊u a vliv faktor̊u, které mohou toto

riziko ovlivňovat. Vybrané faktory byly velikost nástroje, která byla dána ISO nor-

mou, jednalo se o dvě velikosti nástroj̊u. Daľśı sledovaný faktor byl druh rotačńıho

nástroje, kdy jsme studovali čtyři typy rotačńıch nástroj̊u a posledńım sledovaným

faktorem byl poloměr zakřiveńı kanálku. Ve studii jsou opět data zprava cenzoro-

vaná. Studie prokázala statisticky signifikantńı vliv všech sledovaných kovariát̊u

na cyklickou odolnost nikl-titanových vrták̊u proti cyklické únavě. Riziko selháńı

nástroje v kanálku o velikosti zakřiveńı 3 mm je signifikantně větš́ı (p=0.0001) než

u kanálku s velikost́ı zakřiveńı 5 mm. Také velikost nástroje má statisticky signifi-

kantńı vliv na selháńı materiálu a to ve neprospěch červených vrták̊u ISO velikosti

25 u kterých bylo riziko selháńı v́ıce než třikrát větš́ı, než u vrták̊u žlutých veli-

kosti 20. Co se výrobc̊u týče i zde byly statisticky signifikantńı rozd́ıly v odolnosti.

Nejlépe si v hodnoceńı odolnosti vedl Mtwo, který prokázal nejlepš́ı cyklickou

odolnost ze všech sledovaných skupin. Zat́ımco Mtwo bylo statisticky významně

nejodolněǰśı (p < 0.001), ProTaper byl statisticky signifikantně nejméně odolný

ve srovnáńı se všemi zbývaj́ıćımi typy rotačńıch instrument̊u (p < 0.001). Wizard

Navigator byl pak odolněǰśı než Revo-S (p=0.025).

Posledńı uvedená studie souviśı s navazuj́ıćı simulačńı studíı, kdy se v modelu

kromě zprava cenzorovaných dat vyskytuj́ı data krácená. Tato studie sledovala

vliv velikosti renáhrady srdečńı chlopně na riziko přežit́ı pacienta po operaci.
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Kromě velikosti renáhrady je do modelu zahrnuta váha pacienta. Studie po-

rovnávala výsledky z modelu bez opožděného vstupu s modelem s opožděným

vstupem, kdy čas počátku pozorováńı byl posunut o 24 hodin od počátku ope-

race. Tato práce, ve které jsme pozorovali vychýleńı regresńıch koeficient̊u a z

toho plynoućı nepřesnost p-hodnoty byla motivaćı pro celou disertačńı práci.

Hlavńı část práce je zaměřena na analýzu přesnosti test̊u významnosti re-

gresńıch koeficient̊u v Coxově modelu proporcionálńıch rizik. V praxi se k ověřeńı

významnosti regresńıch koeficient̊u použ́ıvá test poměrem věrohodnost́ı, Wald̊uv

test a skórový test. U těchto test̊u je známé, že se jedná o asymtotické testy,

jsou tak určené pro velké rozsahy. Pilotńı studie, které se často objevuj́ı v oblasti

základńıho výzkumu v medićıně, se však často oṕıraj́ı o výsledky z malých roz-

sah̊u. Z tohoto d̊uvodu je práce zaměřena na přesnost těchto test̊u v situaćıch,

kdy máme k dispozici rozsah 20-100 vzork̊u. Přesnost p-hodnoty analyzujeme v

Coxově modelu proporcionálńıch rizik s jedńım kovariátem, který je bud’ dichoto-

micky, nebo spojitý. Simulačńı studie je zaměřena na data, která jsou censorovaná

zprava a krácená zleva. Cenzorováńı je zde stanoveno procentem cenzorovaných

subjekt̊u a jedná se o běžné cenzorováńı, dané 20 procenty cenzorovaných sub-

jekt̊u až po extrémńı procento cenzorovaných subjekt̊u, které čińı 70 procent. Čas

do události vycháźı ze dvou z nejčastěji už́ıvaných rozděleńı v analýze přež́ıváńı

a těmi jsou Weibullovo rozděleńı a exponenciálńı rozděleńı. Z hlediska Coxova

modelu proporcionálńıch rizik obě rozděleńı splňuj́ı základńı předpoklad propor-

cionality.

Přesnost p-hodnoty můžeme vyhodnotit grafickým porovnáváńım empirické a

teoretické distribučńı funkce p-hodnoty [52], nebo porovnáńım empirické a teore-

tické relativńı četnosti zamı́tnut́ı platné nulové hypotézy. Na základě těchto pozo-

rováńı rozlǐsujeme testy na liberálńı, konzervativńı a přesné. Ze simulačńı studie
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vyplývá, že Wald̊uv test regresńıch koeficient̊u je převážně konzervativńı na rozd́ıl

od daľśıch dvou test̊u regresńıch koeficient̊u (test poměru věrohodnost́ı a skórový

test), které jsou převážně liberálńı. Přesnost p-hodnot klesá s rostoućım pro-

centem zprava cenzorovaných hodnot a s rostoućı velikost́ı zprava krácených dat.

Přesnost je také ovlivněna velikost́ı výběru a klesá s klesaj́ıćım rozsahem datového

souboru. Dále je ovlivněna sledovaným kovariátem, kdy na základě simulačńı stu-

die můžeme pozorovat, že přesnost test̊u pro kovariát pocházej́ıćı z normálńıho

rozděleńı je lepš́ı, než pro kovariát pocházej́ıćı z binomického rozděleńı. Dále pak

z výsledk̊u simulačńı studie plyne, že skórový test je méně přesný než test poměru

věrohodnost́ı.

Disertačńı práce je věnována též zpřesněńı těchto test̊u na základě

Barnsorff-Nielsen a Lugannani-Rice aproximace. V těchto aproximaćıch je kořen

věrohodnostńı rovnice kombinován s Waldovou testovou statistikou a se skórovou

testovou statistikou. Ze simulačńı studie plyne, že konzervativńı chováńı Waldova

testu je výhodné v kombinaci s liberálńım chováńım testu poměru věrohodnost́ı.

Pokud využijeme těchto dvou vlastnost́ı v Lugannani-Rice a Bardof-Nielsenově

aproximaci dojde k zlepšeńı přesnosti p-hodnot těchto test̊u. Naopak pokud v

těchto aproximaćıch využijeme skórový test ke zlepšeńı přesnosti test̊u nedojde.
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Summary

Survival analysis is one of the oldest part of statistics which is mainly used

in medical research. The beginning of this part of statistics is dated around

17th century. The aim of this study is to analyze time to event and the time

variable could be measured in various units, e.g. hours, days, monts, ect. Crucial

is for survival analysis the definition of an event. This event can be considerer in

negative way, e.g. deaht of the patient after the operation, in positive way, e.g.

achieving new job or achieving diploma after the study.

This work is focused on the Cox model of proportional hazards [16]. The Cox

model is one of the most popular analytical tool in the medical research. In 2007

had got at Google Scholar more than 8500 citations and now there is more that

44 000 citations of this artical. Using this model, one is modeling the effect of

explanatory variables on the hazard of the outcome. In this work the Cox model

is introduced on the case studies which are not so common for model pupose.

First retrospective study is focused on analyzing the duration of the regis-

tration on the Labour Office from the point of view gender problematic and

employability of studied faculty conducted by Tomáš Bat´a University. We collec-

ted data on 512 graduates, from which we obtained the information on age, gen-

der, approbation and the length of stay in the registry on the Labour Office after

the graduation, and the statute in the registry (leaving the registry because of

work, still in the registry, leaving the registry for another reason, e.g. the own

request). The study indicates that the length of stay in the registry affects sig-

nificantly only gender. The factors age and studied faculty were not statistically

significant.
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Second study shows usage of the Cox model in material technology. The aim of

this study was to analyse the effect of type of rotary system, canal curvature, and

instrument size on cyclic resistance. Materials and Methods. Cyclic fatigue testing

was carried out in stainless steel artificial canals with radii of curvature of 3 or

5 mm and the angle of curvature of 60 degrees. ISO colour coding indicated the

instrument size (yellow for size 20; red for size 25). Wizard Navigator instruments,

Mtwo instruments, ProTaper instruments, and Revo-S instruments were passively

rotated at 250 rotations per minute, and the time fracture was being recorded. The

data were then analysed by the Kaplan-Meier estimator of the survival function,

the Cox proportional hazards model, the Wald test for regression covariates,

and the Wald test for significance of regression model. Conclusion. The lifespan

registered for the tested instruments was Mtwo Wizard Navigator Revo-S

ProTaper; 5 mm radius 3 mm radius; and yellow red in ISO colour coding

system.

In the last study we applied the Cox regression model when right censoring

and delayed entry survival data are considered. In the paper we present how re-

sampling together with effect of delayed entry affect estimated parameters. The

possibilities as well as limitations of this approach are demonstrated through the

retrospective study of mitral valve replacement in children under 18 years. Our

results indicate that the truncation can change the whole meaning of model and

therefore it might not contribute to the decisionon the effect of covariates on

survival time.

The main part of this theses is focused on the accuracy of tests about

significance of regression coefficient in the Cox proportional hazards model. The

significance of the effect of the covariate is usually verified by means of the

likelihood ratio test, Wald test and score test. Asymptotically, these tests have the
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same distribution, however, numerically they give different results in applications.

Often, these tests are used in the preclinical studies where sample size are usually

around 20. So that is why there is a chance that for small sample those tests are

inaccurate.

The values used for time to event data are generated from Weibull and expo-

netial distribution. For each situation, 1000 independent samples were generated

with the sample size n = (100; 70; 50; 30; 20). We analyze right censored and left

truncated data. Censoring was chosen as 0,20,50 and 70 % of right censored ob-

servation. Left truncation was represented by quartiles, and considered in mean

0, 5, 15 and 25 % of truncated values. The covariate is treated as nuisance and

for this purpose we choose one categorical regressor, from Binomial distribution

for first model and continuous from normal distribution for second model.

From Cox model the regression parameters were estimated. Those parameters

are tested under null hypothesis using Wald, Likelihood ratio and score test.

Relative frequency from 1000 repetition of p-values less or equals to 0.05 was

computed. Then based on those relative frequencies and using comparison with

quartiles of Binomial distribution those tests were marked as liberal, conservative

and accurate.

In order to improve the accuracy of tests, modification of the likelihood

root based on the theory of higher order asymptotics is used. Particularly the

Barndorff-Nielsen and Lugannani–Rice formula are used. These approximations

are based on combination likelihood root with Wand statistics and with score

statistics.

The results from the large simulation study indicate that the Wald test is

mostly conservative in contrast to the likelihood ratio test and the score test

whose are liberal. The accuracy of tests decreases with increasing proportion of
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right-censored and left-truncated data and decreasing sample size. The accuracy

in testing the effects of a dichotomous covariate is less than for a continuous

one. The score statistic is more inaccurate than the likelihood ratio statistic. The

results from the corrections of the test statistics using higher order asymptotics

showed usefulness mainly for the combination of the Lugannani-Rice formula and

the Bardof-Nielsen formula with the Wald statistic. Conversely, the combination

of the likelihood root with the score statistic does not improve the accuracy.

The delayed entry which is discussed in many papers can be considered as

problematic in hypothesis testing and accuracy of the p-value of this omnibus

tests. From the conclusion of our study follows that the main inaccurate results

was obtained in extreme situation of truncation sample size and censoring. The

Wald test, which is mainly used for hypothesis testing we obtained best results.
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK

• T náhodná veličina označuj́ıćı čas

• S(t) funkce přežit́ı (survival function)

• F (t) distribučńı funkce

• f(t) hustota rozděleńı pravděpodobnosti

• h(t) riziková funkce

• H(t) kumulativńı riziková funkce

• h0(t) základńı riziková funkce

• H0(t) kumulativńı základńı riziková funkce

• Ci čas cenzorováńı subjektu i

• di, Yi indikátor události subjektu i

• d pevně stanovený počet událost́ı

• TL kráceńı zleva (left truncation)

• TR kráceńı zprava (right truncation)

• τ pevný čas studie

• L(t) věrohodnostńı funkce, parciálńı věrohodnostńı funkce

• Ri riziková množina v čase ti
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• xi = (xi1, ..., xip)
′ vektor kovariát̊u i-tého subjektu

• β = (β1, β2, ..., βp)
′ vektor regresńıch koeficient̊u př́ıslušný kovariátu

• h(t, xi) funkce hazardu pro daný subjekt i a dané kovariáty xi

• HR relativńı riziko

• l(β) logaritmus věrohodnostńı funkce a parciálńı věrohodnostńı funkce

• J(β) empirická Fisherova informačńı matice

• QLR testová statistika testu poměru věrohodnost́ı

• QW testová statistika Waldova testu

• QS testová statistika skórového testu

• S(t,x) funkce přežit́ı daná modelem proporcionálńıho rizika

• F (t,x) distribučńı funkce daná modelem proporcionálńıho rizika

• Φ(.) distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı

• ϕ(.) hustota rozděleńı pravděpodobnosti standardizovaného normálńıho

rozděleńı
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[6] Bělašková S., Fǐserová E. (2013). Study of bootstrap estimates in Cox re-

gression model with delayed entry, Acta Universitatis Palackianae Olomu-

censis (Facultas Rerum Naturalium. Mathematica). 52, 21–30.

[7] Bender R., Augustin T., Blettner M. (2005). Generating survival times to

simulate Cox proportional hazards model. Statistics in Medicine. 24, 1713–

1723.

[8] Berger R.L., Boos D.D. (1994). P values maximized over a confidence set

for nuisance parameter. JASA. 89, 1012–1016.

95



[9] Brazzale, A.R., Davison, A.C., Reid, N. (2007). Applied Asymptotics Case

Studies in Small-Sample Statistics Stat Med.. ISBN 978-0-521-84703-2.

[10] Breslow, N.E. (1972). Discussion of Professor Cox’s Paper, J. Royal

Stat.Soc. B, 34, 216–217.

[11] Breslow, N. E. (1974). Covariance Analysis of Censored Survival Data,

Biometrics, 30, 89–99.

[12] Cary, N.C., SAS Institute Inc. (2008). User’s Guide. SAS Institute Inc.

SAS/STAT 9.2.

[13] Clayton D., Holls M. (1993). Statisticla models in epidemiology. Oxford

university press. Oxford.

[14] Collett, D. (1994). Modeling Survival Data in Medical Research. London:

Chapman & Hall.

[15] Commenges D., Letenneur L., Joly P., Alioum A., Datigues J.F. (1998).

Modeling age-specific risk:application to dementia. Statistics in Medicine

17. 1973–1988.

[16] Cox D. R. (1972). Regression Models and Life-Tables. Journal of the Royal

Statistical Society, Series B 34 (2):JSTOR 2985181. MR 0341758, 187–220.

[17] Cox D.R., Hinkey D.V. (1974). Theoretical Statistics, London: Chapman &

Hall.

[18] Cox D.R., Oakes D. (1984). Analysis of Survival Data, London: Chapman

& Hall.

96



[19] Cox D.R., Snell E.J. (1968). A general definition of residuals (with discus-

sion). Journal of the Royal statistical society. Series B, 41(4), 248–275.

[20] Efron B., Tibshirani R.J. (1993). An introduction to the bootstrap. New

York: Chapman & Hall, software.
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