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Anotace

KALIVODOVA7 ANNA. Funkce dvou proménnych - sbirka resenych prikladu, Jihoceska
univerzita v Ceskych Budéjovicich, Pedagogicks fakulta, 2012.

Prace obsahuje resené piiklady na definicni obor funkce dvou proménnych. Kazdy
priklad je podrobné vyiesen a doplnén o obrazek. Piiklady jsou razeny dle tema-
tickych celku a dle obtiznosti.

Klicova slova: funkce, defini¢ni obor.

Abstract

KALIVODOVA, ANNA. Function of two variables - A Digest of Solved Examples.
University of South Bohemia, Faculty of Education, 2012.

This thesis includes solving the domain of the function of two variables. Each
problems solution is described in detail and supplemented with a picture. The problems
are sorted by thematically complex and difficulty.

Keywords: function, domain.
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1 Uvod

Ve své diplomové praci jsem se rozhodla zamérit na grafickou podobu definiéniho
oboru funkce dvou proménnych. Myslim si, Ze v ucitelstvi matematiky je toto téma
pouze zbézné probrano, protoze problematika je postavena na znalostech, kterymi
by student vysoké skoly mél disponovat ze Skoly stfedni.

Slavny matematik 20. stoleti David Hilbert prohlasil: ,, Matematika by neméla byt
pokldddana za hotovou, dokud ji neucinite tak jasnou, Ze ji muZete vysvétlit pronimu
clovéku, kterého na ulici potkdate. “ Proto jsem se snazila ptiklady usporadat od nej-
jednodussich znalosti po komplikovanéjsi a podle tematickych celku. Obrézky de-
finicnich oboru by mély pomoci studentum pochopit zavislost obou proménnych

a doplnit matematické zapisy defini¢nich oboru.

Definiéni obory jsou vytvoreny v programu Classic Worksheet Maple 9.5. Sa-
motnd prace v programu byla velice naroc¢na. Formulace piikazu pro obarveni
pozadovanych ploch nebyla vzdy jednoduchd. Pokud hraniéni primky definiéniho
oboru splyvaly se souradnicovymi osami, byly pro lepsi viditelnost o desetiny posunuty.
Nadefinovani ptikladu 17, resp. obrazku vypada v Maple takto

with(plots):
pl:=plot(4, x=-4..0, color=white, filled=true):
p2:=plot(-4,x=-4..0,color=white,filled=true):

>

>

>

> p3:=plot(4,x=0..4,color=cyan, filled=true):

> p4:=plot(-4,x=0..4,color=cyan,filled=true):

> h1:=plot([0.05,t,t=-4..4],color=red,linestyle=3,thickness=3):
>

display(pl,p2,p3,p4,hl,scaling=constrained,labels=[" "," "]);

vvvvvv

mezi dvéma body. Piikaz pro prerusovanou ¢aru pocital pouze hrani¢ni body a ¢ara
prerusovand nebyla. Musela jsem mezi témito body nadefinovat nékolik samostatnych
intervalt po desetinnych ¢islech. Naptiklad v prikladu 23 v obrazku vypada na-

definovani prerusované hranice takto

> h2:=plot(x~2,x=0.05..0.1,color=red,thickness=3):
> h3:=plot(x~2,x=0.15..0.2,color=red,thickness=3):
> h4:=plot(x~2,x=0.25..0.3,color=red,thickness=3):
> h5:=plot(x”2,x=0.35..0.4,color=red,thickness=3):
> h6:=plot(x~2,x=0.45..0.5,color=red,thickness=3):
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> z1l:=plot(x72,x=0.55..0.6,color=red,thickness=3):
> z2:=plot(x72,x=0.62..0.65,color=red,thickness=3):

Samotna prace je vysazena v programu IXTEX, konkrétné v programu TexMaker.
Zvolila jsem tento program, protoze je vyvinuty pro préaci s matematickym textem.
I tak ma sva tuskali a zaddvani nerovnic nebylo vzdy jednoduché. Uzivatel neklikéd

na ikonky, ale pise zdrojovy kaéd.



2 Defini¢éni obor funkce dvou proménnych

Zakladni teorii k tématu jsem prevzala a upravila z literatury [2] a [3].

Definice 1 (Funkce). Zobrazeni f mnoziny A C R? do mnoZiny R (zapisujeme
f A — R) se nazyva redlnd funkce dvou redlngch proménnych (zkrécené budeme
ifkat jen funkce dvou proménngch). Cisla x,y se nazyvaji nezdvislé promenné. Cislo
f(z,y) se nazyva hodnota funkce f v bodé (z,y) € A nebo funkéni hodnota funkce
f v bodeé (z,y).

Definice 2 (Definién{ obor). Uvazujme redlnou funkei dvou proménnych. Necht A je
mnozina v R?. Prvky mnoziny A jsou dvojice redlnych ¢isel (neboli body v roving).
Funkce f s definicnim oborem A prifazuje kazdé dvojici (z,y) v A redlné cislo

Poznamka 3. Definicnim oborem funkce byjvad nejcastéji oblast, resp. uzaviend ob-
last (tj. oblast a jeji hranice). Prikladem oblasti je vnitrek elipsy, celd roviny xy atd.

Prikladem uzavrené oblasti je kruh véetné hranicni kruznice atd.



3 Resené piiklady
3.1 Priklad 1

Urcete defini¢ni obor funkce

F(z,y)=2x+3y—1 (1)

Pii feseni definiéniho oboru funkce (1) nejsme ni¢im limitovani. Nemame tu zadna
omezeni v podobé zlomku, odmocniny, funkei.

Defini¢ni obor je na obrazku (|1)).

Obrazek 1: definiéni obor funkce F(z,y) = 2z + 3y — 1
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3.2 Priklad 2

Urcéete definiéni obor funkce
F(z,y)=2>+3 (2)

Kvadratickéd funkce je definovéana pro x € R. Tudiz definiénim oborem funkce ([2)
na obrazku (2)) je prostor R2.

Obrazek 2: definién{ obor funkce F(z,y) = 2> + 3
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3.3 Priklad 3

Urcéete definiéni obor funkce
F(z,y) =2"+y°

Nejsou zde zddné omezujici funkce. Tudiz definiéni oborem je cely prostor R2,

obrazek .

Obrazek 3: definiéni obor funkce F(x,y) = x? + y*

12



3.4 Priklad 4

Urcéete definiéni obor funkce
Yy
F =2 4
(@) =~ (4)

Zlomek je definovan, pokud jmenovatel je ruzny od 0. Z toho vyplyva podminka

x # 0.

Defini¢ni obor funkce je tedy na obrazku (ED

Obrazek 4: definiéni obor funkce F(z,y) = %

13



3.5 Priklad 5

Urcéete definiéni obor funkce
1 1
F = -4+ - 5
(x,v) . + ., (5)

7 omezeni pro zlomek vyplyvaji dvé podminky

r#0 AN y#0.

P1i grafickém zndzornéni vypustime z-ovou a y-ovou osu, obrazek .

1 1
Obrazek 5: defini¢ni obor funkce F(z,y) = - ;
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3.6 Priklad 6

Urcéete definiéni obor funkce

Vyraz x — y je jmenovatelem ve zlomku. Tedy

r—y # 0
T £y (7)

Definiénim oborem funkce @ je R? bez ptimky z = y.

Grafické znazornéni je na obrazku @

r+y

Obrazek 6: definiéni obor funkce F(z,y) =

r—y
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3.7 Priklad 7

Urcéete definiéni obor funkce

Flay) = ®)

Omezeni definiéniho oboru funkce mame v podobé jmenovatele ve zlomku. Jme-

novatel musi byt ruzny od 0. Tudiz

y# .

Z prostoru R? ,,vynechdme® piimku y = —z. Defini¢ni obor je tedy na obrazku @

LY

Obrazek 7: definiéni obor funkce F(z,y) = n
T+y
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3.8 Priklad 8

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = (9)

Existenci zlomku zajistime, pokud jmenovatel polozime ruzny od 0. Odtud tesime

nerovnici
l+zy # 0
xy # —L (10)
1. 2=0
Nerovnice je splnéna.
2. x#0
Nerovnici upravime
1
_ - 11
yF (11)

Podminka (11f) znaci, ze se musime vyhnout rovnoosé hyperbole.

Defini¢ni obor funkce @ je sjednocenim obou pripadi - obrazek .

17



or — 2y

Obrazek 8: definiéni oboru funkce F(z,y) = T

18



3.9 Priklad 9

Urcéete definiéni obor funkce

1
F@“D:(x—$”+@+1f—4 12

Zlomek je definovan, pokud jmenovatel je ruzny od 0. Odtud fesime nerovnici
(z =37+ (y+1)>—4#0.
Pokud ji prepiseme do tvaru
(=3 + (y+1)" #4,

dostavame stiedovou rovnici kruznice se sttedem S = [3; —1] a polomérem r = 2.
Tudiz definiéni obor funkce je prostor R? bez kruznice (z —3)> + (y+1)° = 4.
Graficka podoba je na obrazku @D

1

Obréazek 9: definiéni obor funkce F'(x,y) = ( 3)2 i+ 1)2 4
xr — Yy -
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3.10 Priklad 10

Urcéete definiéni obor funkce

Fr,y) = a2 +y? (13)

Odmocnina je definovana pro nezaporna c¢isla. Z toho resime nerovnici
2 +y* > 0.

Ovsem vyraz pod odmocninou nenabyvé nikdy zdpornych hodnot. Pouze pro bod [0; 0]
je nerovnice rovna 0, ale tato hodnota je téz pripustna. Grafickda podoba defini¢niho
oboru je na obrazku ((10)).

Obrazek 10: definiéni obor funkce F(z,y) = /2% + y?

20



3.11 Priklad 11

Urcéete definiéni obor funkce

F(r,y) = o —y? (14)

Odmocnina je definovana pro nezaporna c¢isla. Resime nerovnici

z—y? 0

r > gt (15)

v

Kfivku y? = z ziskdme pieklopenim paraboly y = 2% kolem osy 1. a III. kvadrantu.
Nerovnici > y? vyhovuje vnitfek paraboly, véetné kiivky.
Gragicka podoba definiéniho oboru funkce je tedy na obrazku ([11)).

2

0.5

-0.54

Obrazek 11: definiéni obor funkce F(x,y) = \/z — y?

21



3.12 Priklad 12

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =V4—22+/y2 -9 (16)

Odmocnina je definovdna pro nezaporna c¢isla.

7 prvni odmocniny dostavame podminku

2? < 4,
tedy
lz| < 2.
Dostavame
x € (=2;2).

7, druhé odmocniny dostavame podminku
y* > 9,

tedy
ly| > 3.

Pro proménnou y dostavame
y € (—o0;—3) V (3;00).

Znéame jiz omezeni pro proménnou x i pro proménnou y. Graficka podoba defini¢niho
oboru funkce je na obrazku (12)).

22



1]
(]
[=
(8]
w

Obréazek 12: definiéni obor funkce F(z,y) = V4 — 22 + \/y?> — 9

23



3.13 Priklad 13

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y)=vVa—y*+ a2 —y (17)

Defini¢éni obor funkce (17)) omezuji dvé odmocniny. Vyrazy pod odmocninami musi
byt nezaporna cisla.

Z prvni odmocniny dostavame podminku
x — > 0

y' < o (18)

v

Ktivku y? = z ziskdme pieklopenim paraboly y = 2% kolem osy 1. a III. kvadrantu.
Nerovnici odpovida krivka a jeji vnitini ¢ast - obrazek .

3

Obrézek 13: y? < z

Z druhé odmocniny dostavame podminku

v
o

l’z—y

y < o (19)

24



Kiivka y = x? predstavuje parabolu s vrcholem v bodé [0; 0], s osou v ose y. Nerov-
nici (19) odpovida parabola a vnéjsi ¢dst paraboly.

Prunikem podminek nerovnic a dostavame konecnou podobu defini¢niho
oboru funkce, kterd je patrnd z obrazku (14). Kiivky se protinaji v bodech [0;0]
a[l;1].

Obréazek 14: definiéni oboru funkee F(z,y) = /x — 32 + /22 —y

25



3.14 Priklad 14

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =vVa*+y* =9 (20)

Odmocnina je definovana pro nezaporné cisla. Upravujeme tedy nerovnici

x2+y2—920
® +y* > 0. (21)

Rovnice 22 4+ y? = 9 je analytickym vyjadienim kruznice se stiedem v pocatku,
tj. S = [0;0] a polomérem r = 3.
Do definiéniho oboru funkce (20)) nalezi samotnd kruznice a jeji okoli. Znézornéni je

na obrazku .

Obrazek 15: definiéni obor funkce F(z,y) = /22 +y>—9

26



3.15 Priklad 15

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = /36 — 422 — 9y? (22)

Odmocnina je definovana pro nezdporna c¢isla. Odtud fesime nerovnici

36 —42* — 9y > 0
42 + 9> < 36
1'2 y2
4+ o< 23
o Tq ° (23)
Rovnice ) )
=y
4+ =1
9 "1

predstavuje obecnou rovnici elipsy se sttedem S = [0; 0] . Osy elipsy jsou rovnobézné
se soufadnymi osami. Délka hlavni poloosy a = 3 a délka vedlejsi poloosy b = 2.

7, nerovnice mame omezeni definicniho oboru funkce na elipsu a jeji vnitrek.
Coz je patrné z obrazku (|16)).

Obrézek 16: definiéni obor funkee F(z,y) = /36 — 422 — 9y2

27



3.16 Priklad 16
Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = /(22 + 4 — 1)(4 — 2 — 12 (24)

Vyraz pod odmocninou musi byt nezdporné ¢islo. V tomto piipadé fesime, kdy je
soucin dvou éfsel vétsi nebo roven 0. ReSeni se rozpadd na dva piipady:
L2244y —-1>0 AN 4—22—9y*>0
Resen{ prvni nerovnice:
22+ —1>0
22 +y* > 1. (25)
Vyraz o2 +1y? = 1 predstavuje kruznici se stiedem S v bodé [0; 0] a polomérem
r = 1. Podmince vyhovuje kruznice a jeji vnéjsi cast.
Reseni druhé nerovnice:
4—2*—y' >0
v? +y? < 4 (26)
Vyraz x? +1y* = 4 predstavuje kruznici se stiedem S v bodé [0; 0] a polomérem
r = 2. Podmince vyhovuje kruznice a jeji vnitini ¢ast. Prunik podminek
a je na obrazku .
2. 22 +9P—-1<0 A 4—22—42<0
Resen{ prvni nerovnice:
2+ -1<0
22 +y? <1
Tedy kruznice se sttedem S = [0;0] a polomérem r = 1 a jeji vnitini ¢ést.
Reseni druhé nerovnice:
4—2"—y" <0
v? +y? >4
Tedy kruznice se stiedem S = [0;0] a polomérem r = 2 a jeji vnéjsi ¢ast.
Prinikem podminek je prazdnd mnozina.
Defini¢ni obor funkce je spojenim uvedenych dvou pripadu. Z druhého pripadu ne-

vyhovuji z4ddné body z prostoru R?, tudiz grafické feseni definiénfho oboru funkce

je na obrazku .
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Obrazek 17: 22 +92—1>0 A 4—22—3y>>0

-3

Obrazek 18: definiéni oboru funkce F(z,y) = /(22 4+ 32 — 1)(4 — 22 — y?)

29



3.17 Priklad 17

Urcéete definiéni obor funkce

Flz,y) = % (27)

Defini¢éni obor funkce (27) je omezen zlomkem a odmocninou. Oboji se vztahuje

k proménné z. Vychazime tedy z nerovnice
x>0,

coz je v tomto pripadé i feSeni definiéniho oboru.
Grafickd podoba defini¢niho oboru funkce (27) je na obrazku (|19).

4

Obrézek 19: defini¢ni obor funkce F(z,y) = —=

<
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3.18 Priklad 18

Urcéete definiéni obor funkce

1

F(z,y) =

(28)

Omezeni definicniho oboru méame v podobé zlomku, kdy se jmenovatel nesmi

rovnat 0, a odmocniné. Musime vyfesit nerovnici
2?49 > 0.

Tuto nerovnici spliuji vSechny dvojice [x; y| redlnych ¢isel, kromé dvojice,
resp. bodu [0,0].
Graficka podoba definiéniho oboru funkce je na obrazku (20]).

1

Obréazek 20: definiéni obor funkce F'(x,y) =

31



3.19 Priklad 19

Urcéete definiéni obor funkce

Fz,y) = ——— (29)

Odmocnina je definovdna pro nezaporna cisla. Jmenovatel ve zlomku musi byt
ruzny od 0.

Z vnitini odmocniny vyplyva podminka
y > 0.

Budeme se pohybovat na nebo nad osou x.

Odmocnina ve jmenovateli je definovana, pokud

r+y > 0
r > =y (30)

Kiivku * = —,/y ziskdme preklopenim kiivky y = —y/x kolem osy I. a III. kvad-

rantu. Graficky zndzornime nerovnici
Yy > _\/57

coz je obrazek .

Defini¢ni obor funkce ziskdme preklopenim utvaru z obrazku kolem

osy L. a III. kvadrantu. Na preklopeném tutvaru musime zkontrolovat, zda je splnéna
podminka z vnitini odmocniny funkce , tj. y > 0. Podminka je splnéna. Graficka
podoba definiéniho oboru je na obrazku .
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Obrézek 21: y > —/x

Obréazek 22: definiéni obor funkce F(z,y) = ———
T+\Y

33



3.20 Priklad 20

Urcéete definiéni obor funkce

Floy) = SV (31)

Existenci zlomku zajistime podminkou

x # 0.

Déle musime zajistit existenci odmocnin, tj. vyraz pod odmocninou musi byt vétsi
nebo roven 0.

Nejprve upravime prvni odmocninu nasledovné

v

2 —y 0
y < 2% (32)

Kiivka y = z? je konvexni kvadratickd parabola s vrcholem v bodé [0; 0] . Podmince
odpovidd obrazek (23).

Obrazek 23: z 0 Ay < z?

34



Druhou odmocninu upravime nasledovné

$—y2

y2

v
o

< =z

(33)

Podmince odpovid4 obrazek (24).

-3

Obrazek 24: x A0 A y?* <z

Grafickd podoba definiéniho oboru funkce je prunik utvaru z obrazku a .
Body, ve kterych se kiivky protinaji, jsou [0;0] a [1;1]. OvSem bod [0;0] do de-
finicnitho oboru funkce nepatii.

Grafickd podoba definiéniho oboru funkce (31)) je na obrazku (25)).
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N/ x? — S — 2
Obrazek 25: definiéni obor funkce F(x,y) = S e
x

36



3.21 Priklad 21

Urcéete definiéni obor funkce

Fz,y) = (34)

Na prvni pohled jsou patrné dvé podminky:

1. Zlomek je definovan, pokud jmenovatel je rizny od 0. Prvni podminka de-

finicniho oboru zni

x # 0.

2. Odmocnina je definovana pro nezaporna cisla.

Resime nerovnici

(a) y—a*>0 A x>0

7 prvni nerovnice dostavame

y>x3.

Podle podminky x > 0 se budeme pohybovat napravo od osy .
Grafem 2 je kubickd parabola a musi byt splnéna podminka y > 3.

Graficka podoba je na obrazku .

(b) y<z* A z2<0
Budeme se pohybovat nalevo od osy y, s podminkou y < 3. Proto nés
nepiekvapi obrazek .

Spojenim tutvaru z obrazku a dostavame kone¢nou podobu defini¢niho
oboru funkce (34). Podminka x # 0 je v obrazku (28) zndzornéna jako Cervena
prerusovand ¢dra. Samotnd kubicka parabola spliuje podminky y > 23, y < 23,

tudiz je znazornéna Cervenou plnou ¢arou.
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x>0

Obrazek 26: y — 2> >0 A

z <0

A

Obrédzek 27: y < 23
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3.22 Priklad 22

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = M (35)

X

Prvni podminka definiéniho oboru vyplyva z existence zlomku. Zlomek je definovan

pokud jeho jmenovatel je ruzny od 0, odtud

x # 0.

Odmocnina je definovana pro nezdporna ¢isla. Pod odmocninou se nam vyskytuje

zlomek, ktery prevadi feseni na situaci, kdy je zlomek vétsi nebo roven nule.

.22 —9y2—1>0 A x>0
Rovnice 22 — y?> — 1 = 0 skryva analytické vyjadieni hyperboly, se stiedem
v bodé S = [0,0]. Hlavni poloosa je rovna vedlejsi poloose, tj. a = b = 1.
Pokud a = b, pak dostavame rovnoosou hyperbolu.
Nerovnice vyjadiuje kiivku a jeji vnéjsi cast.
Situace je vyjadrena na obrézku (29).

2. 22—y —-1<0 A <0
Prvni nerovnice vyjadiuje hyperbolu z bodu 1. a jeji vnitini ¢ést.

Situace je vyjadfena na obrazku (30)).

Defini¢ni obor funkce je tedy sjednocenim utvaru z obrazku a a je

znazornén na obrazku (31)).
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Obrdzek 29: 22 — 92 —1>0 A x>0

Obrazek 30: 22 — 42 —1<0 A 2<0
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) .y 2?2 —y? -1
Obréazek 31: definiéni obor funkce F'(x,y) = —
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3.23 Priklad 23

Urcéete definiéni obor funkce

Nejprve zajistime existenci zlomku podminkou

x? —y #0.

Odmocnina je definovana pro nezaporna c¢isla. Situace se rozpada na dvé TeSeni:

l.x—22—y*>0 A 22—y>0

Nejprve upravime prvni nerovnici:

z— 2%y

1 1
(m2—x+—)+y2—— < 0

v
o

4 4
Vyraz

1
je analytickym vyjadienim kruznice se sttedem v bodé S = {57 O}

1
a polomérem r = —.

Nerovnici vyhovuje kruznice a jeji vnitiek.

Upravenim druhé nerovnice dostavame:
22—y > 0
y < 2% (38)
Vyraz
y=z

je analytické vyjadreni kvadratické paraboly.
Grafické spojeni podminky a vidime na obrazku .
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-0.54

1\ 2
Obrazek 32: (x — 5) +9y? <

2. r—22—y*<0 A 22—y<0
Po tupravach dostavame
1y’ N
x— = - x”.
Podminkam odpovida obrazek .

Spojenim prvniho a druhého piipadu, tj. sjednoceni ttvaru z obrazku a
dostavame konecnou grafickou podobu definiéniho oboru funkce, tj. obrazek .

Body, ve kterych se parabola a kruznice protinaji, spliuji zaroven rovnice

1\? 1
(x — 5) +y? = 1 a y = 22, tedy jsou FeSenim rovnice 4. fadu. Jejich presné

hodnoty uré¢ime pomoci programu Maple. Pouzijeme k tomu ptikaz solve.

> rcel:=y=x"2;

> rce2:=(x-1/2)"2+y~2=1/4;
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2
1
Obrazek 33: (x—E) +y221 Ay > a?

rce2 := (x - 1/2) +y =1/4

> solve({rcel,rce2},{x,y});

3
{y =0, x = 0}, {x = Root0f(_Z - 1 + _Z , label = _L3),

3 2
y = Root0f(_Z - 1 + _Z , label = _L3) }

> evalf (%) ;

{y =0., x=0.}, {x = 0.6823278038, y = 0.4655712318}

Z posledniho radku vyplyva, ze body dotyku jsou [0; 0] a [0, 6823278038; 0, 4655712318 .
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Obrazek 34: definiéni obor funkce F(z,y) =
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3.24 Priklad 24

Urcéete definiéni obor funkce

(39)

Existenci zlomku zajistime podminkou
20 — a2 —y? £ 0.

Odmocnina je definovana pro nezaporna cisla. ReSeni definicniho oboru funkce

se rozpada na dva ptipady, kdy je zlomek vétsi nebo roven 0.

224 y2—2>0 A 20—22—42>0
Pfi feSenich pouzijeme tpravu doplnéni na ctverec.

Reseni prvni nerovnice vypada nésledovné

v
o

I2+y2—x
1 1
2 2
- - - = 0
(x :B—|—4)+y 1

v

1\* 1
— = > - 40
(a-3) +0 = 5 (40)
) 1z - y 1
Podmince odpovida kruznice se sttedem S = {5, O]
1
a polomérem r = 3 a jeji vnéjsi cast.
Druhou nerovnici upravime nasledovné
2r—a?—y? > 0
(22 —204+1)—1+9° < 0
(x—1°+y* < L (41)

Podmince odpovidd vnitini ¢ast kruznice se sttedem S = [1;0] a po-

lomérem r = 1.

Prunik podminek a je zndzornén na obrazku (3F). Bod [0;0] do
definicniho oboru funkce nepatii, v obrazku je zndzornén malym cervenym

koleckem.
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Obrézek 35: 22 + 92 —2>0 A 22 —22—3y?>>0

2. 22+ -2 <0 A 2z—22—9*<0

Analogicky upravime nerovnice ve druhém pripadeé:
1N, 1
— = <. 42
(a-3) +0 <] (42)

1
Coz z grafického hlediska je kruznice se stiedem S = [5, O] , polomérem r = —

a jejl vnitini ¢ast.

Druhou nerovnici upravime
(r— 1% +9y* > 1. (43)

Coz z grafického hlediska je vnéjsi ¢ast kruznice se stiedem S = [1;0] a po-

lomérem r = 1.

Mnoziny , nemaji zadny spole¢ny prunik.

Defini¢ni obor funkce je tedy obrazek .
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2 + y2 -z
Obréazek 36: definiéni obor funkce F'(x,y) = o — 22— "
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3.25 Priklad 25

Urcéete definiéni obor funkce

Ve funkci se vyskytuje zlomek. Zlomek je definovany, kdyz jmenovatel je ruzny
od 0. Tedy

e’ #£ 0.
Exponencialni funkce je definovana pro vSechny hodnoty x. Tudiz i defini¢ni obor
funkce je Tesitelny pro z € R.

Pro hodnoty y nemame zadné omezeni.
Grafickd podoba je tedy na obrazku (37)).

Obrazek 37: definiéni obor funkce F'(x,y) = %

20



3.26 Priklad 26

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =+/y-sinzx (45)

Odmocnina je definovana pro nezaporna ¢isla. Pod odmocninou méame soucin, tudiz
se nam feSeni nerovnice
y-sinx >0
rozpada na dvé situace:
l.y>0 A sinxz >0
Prvni nerovnice nam urcuje, ze se budeme pohybovat na ose nebo nad osou x.
Grafem funkce sin je sinusoida. Podle nasi nerovnice nas budou zajimat x-ové

soutradnice, pro které jsou ,,obloucky* sinusoidy na ose nebo nad osou =.
Matematicky zapis obrazku by vypadal takto

z € (0;7m) + 2km, k € R.

Obréazek 38: y >0 A sinx >0

2.y<0 A sinx <0

Nerovnice y < 0 nam tika, ze se budeme pohybovat na ose nebo pod osou .
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A ze sinusoidy z nerovnice sinx < 0 se budeme zajimat o x-ové soutradnice,
pro které jsou ,obloucky“ na ose nebo pod osou x.
Vysledek téchto dvou nerovnic je na obrazku a matematicky zapis by vy-
padal takto

x € (m;2m) + 2km, k € R,

Obrazek 39: y <0 A sinx <0

Konecné podoba definiéniho oboru funkce je sjednocenim utvaru z predchozich
dvou obrézku - obrézek (40).
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Obrazek 40: defini¢ni obor funkce F'(z,y) = y/y - sinx

23



3.27 Priklad 27

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =y —sinx (46)
Odmocnina je definovana pro nezaporna ¢isla. Tedy
y—sinz > 0
y > sinz. (47)

Grafem funkce sin x je sinusoida.

Hleddme y nad nebo na sinusoidé. Vysledek je patrny z obrazku (41J).

Obrazek 41: definiéni obor funkce F(z,y) = /y —sinx
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3.28 Priklad 28
Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =y (sinx —y) (48)

Jediné omezeni defini¢niho oboru spatiujeme v odmocniné. Musi platit
y-(sinx —y) > 0.
Resen{ se rozpadd na dva pifpady.

l.y>0 A sinzx—y>0
7 prvni nerovnice vime, ze se budeme pohybovat na nebo nad osou .

Druh4 nerovnice po upraveni na tvar
y <sinx,

nas odkazuje na body pod sinusoidou. Gragicky vysledek na obrazku .

Obrazek 42: y >0 A y <sinzx

2.y<0 A sinzx—y<0

Po upravach dostavame nerovnice
y<0 A wy=>sinz.

Je ziejmé, ze se budeme pohybovat na ose nebo pod osou x a pujde nam o body

nad sinusoidou, jak je vidét na obrazku (43]).
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Obrazek 43: y <0 A y>sinx

Sjednocenim ttvaru z obrazku a , dostavame konecnou podobu defini¢niho
oboru funkce - obrazek .

Obrazek 44: definiéni obor funkce F(z,y) = /y - (sinz — y)

26



3.29 Priklad 29

Urcéete definiéni obor funkce

Fla.y) = /T co5y (49)

Funkce cosy je definovana na celych redlnych ¢islech.

Odmocnina je definovdna pro nezaporna cisla. Odtud fesime nerovnici
x-cosy > 0.
Reseni se rozpadé na dva ptipady:

l.2>0 A cosy>0
Budeme se pohybovat na ose y nebo vpravo od osy y. Budou nés zajimat

y-ové soutadnice, pro které je kosinusoida vétsi nebo rovna 0. Grafickd podoba
prvnfho pifpadu je na obrazku (45)).

Obrazek 45: x>0 A cosy >0

2.2<0 A cosy<O0

Budeme se pohybovat na ose y nebo vlevo od osy y. Budou nés zajimat
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y-ové soutadnice, pro které je kosinusoida mensi nebo rovna 0. Graficka podoba
druhého piipadu je na obrazku .

Obrazek 46: t <0 A cosy <0

Sjednocenim obou ttvaru dostavame konecnou podobu definié¢niho oboru funkce, ktera
je na obrazku (47)).
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Obrazek 47: defini¢ni obor funkce F(z,y) = /T - cosy
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3.30 Priklad 30

Urcéete definiéni obor funkce
F(z,y) = In(zy) (50)

Logaritmus je definovany, pokud jeho argument je kladné realné ¢islo. Tudiz fesime
nerovnici

xy > 0.

Resen{ se rozpadéd na dva pifpady:

l.x>0 A y>0
Resenim je I. kvadrant, neboli otevieny vysek roviny vymezeny z-ovou osou

a Y-ovou osou.

2.2<0 AN y<0

Resenfm je III. kvadrant prostoru R,

Defini¢éni obor funkce je I. a III. kvadrant, tedy obréazek .

Obrazek 48: definiéni obor funkce F(z,y) = In(xy)
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3.31 Priklad 31

Urcéete definiéni obor funkce
F(x,y) = In(4xy) (51)

Funkce In je definovéna pro argumenty z intervalu (0; 00). Odtud Fesime nerovnici
dxy > 0.
Resen{ se rozpadd na dva piipady.

l.z>0 A y>0

Vysledkem je I. kvadrant bez hranic¢nich os.

2.2<0 AN y<0
Vysledkem je ITI. kvadrant bez hrani¢nich os.

Definiéni obor funkce je sjednocenim prvniho a druhé piipadu. Grafickou podoba
defini¢niho oboru vidime na obrazku .

Obrazek 49: definiéni obor funkce F(x,y) = In(4zy)
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3.32 Priklad 32

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y)=lnz+1Iny (52)

Logaritmus je definovany, pokud jeho argument je kladné redlné cislo. Tudiz fesime
x>0 A y>0.

Definiénim oborem funkce je I. kvadrant, obrazek .

4

Obrazek 50: definiéni obor funkce F(z,y) =Inz +1Iny
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3.33 Priklad 33

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =In(x +y) (53)

Logaritmus je definovany, pokud jeho argument je kladné redlné cislo. Tudiz fesime
nerovnici

x+y>0.

Dostavame podminku y > —z, kterd na obrazku definiéniho oboru funkce

vymezuje horni polorovinu prostoru R? omezeného pifmkou y = —x.

Obrazek 51: definiéni obor funkce F(x,y) = In(z + y)
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3.34 Priklad 34

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = In (92° + 54z + 4y + 45) (54)

Funkce In je definovédna pro argumenty z intervalu (0;00). Odtud musime vyftesit
nerovnici

922 + 5dx + 4y? + 45 > 0.

Vyraz na levé strané nerovnice doplnime na ¢tverec a nasledné upravime

92% + 54w + 4y +45 > 0
(92 + 542 + 81) + 4y +45—81 > 0

9z +3)2+4° > 36
(z+3)*

—_— 4 = 1. 25
. tg > (55)

Pokud by v nerovnici bylo znaménko rovnosti, snadno bychom odhalili ana-
lytické vyjadreni elipsy se sttedem S = [—3;0], hlavni poloosou a = 2 a vedlejsi
poloosou b = 3. V nasem piipadé je ovSem znaménko nerovnosti,tzn. definiéni obor

funkce je vnéjsi cast elipsy. Grafické znazornéni je na obrazku .
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Obréazek 52: definién{ obor funkce F(x,y) = In (922 + 54z + 4y? + 45)
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3.35 Priklad 35

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =In(y — 2*) + In(9 — ) (56)

Funkce In je definovana pro argumenty z intervalu (0; 00).

7 prvniho logaritmu dostavame nerovnici

y—z* > 0

y > 2% (57)

Kiivka y = 22 odpovid4 konvexni kvadratické parabole, nerovnice jejimu vnitiku.

7, druhého logaritmu dostavame nerovnici

9—y > 0
y < 9. (58)

Prinik podminek a je koneény definiéni obor funkce. Jeho grafickd podoba
je na obrazku . Priwseciky kiivek spliuji rovnice y = 2% a y = 9, jedna se tedy
o body [—3;9] a [3;9].
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Obrazek 53: definiéni oboru funkce F(z,y) = In(y — 2?) +1In(9 — y)
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3.36 Priklad 36

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =In(z-In(z +y)) (59)

Defini¢éni obor logaritmické funkce je interval (0; co). Tudiz z vnitini zavorky vyplyvéa

r+y > 0
y > —u. (60)

Budeme se pohybovat v poloroviné, ktera je znazornéna na obrazku ((54]).

Obrazek b4: y > —x

7 podminky vnéjsiho logaritmu dostavame
z-In(x +y) > 0.
Resen{ nerovnice se rozpadd na dva pifpady:

lL.z<0 A In(z+y)<0

Pti upravé druhé nerovnice vyuzijeme poznatku, ze In je zaporny pro argu-
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menty z intervalu (0;1). Hleddme tedy feseni nerovnice

0 < z+4y < 1
—r < Y < 1—=

Situace je znézornéna na obrazku (55)), je zde pocitdno jiz s podminkou z ne-

rovnice ([60)).

Obrazek 55:y > —x A <0 A In(z+y) <0

22.2>0 A In(z+y)>0
Pfi upravé nerovnice In(z+y) > 0, vyuzijeme stejného poznatku jako v predchozim

piipadé. Uprava bude nésledujict

r+y > 1

y > 1—ux.

Spojenim prvniho piipadu, resp. obrazku a druhého pripadu, dostavame konecénou
podobu defini¢niho oboru funkce. Defini¢ni obor funkce je na obrazku ([56)).
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Obrazek 56: definiéni obor funkce F(z,y) = In (z - In(x + y))
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3.37 Priklad 37
Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =In (1 - (z* +y)?) (61)

Logaritmus je definovany, pokud jeho argument je kladné realné ¢islo. Tudiz fesime
nerovnici
1— (22 +y)*>0.
Vyraz upravime na tvar
(1—2®—y)(1+2*+1y) > 0.
Resen{ definiéniho oboru funkce se ndm rozpada na dva pifpady:
LL1—-22-y>0 A 1+4+22+y>0
Upraveni prvni nerovnice vypada takto:
l—2*—y > 0
y < 1-—2° (62)
Kiivka y = 1 — 22 je konkévn{ parabola, posunutd po y-ové ose do hodnoty 1.
Upraveni druhé nerovnice vypadé takto:
1+224y > 0
y > —1—2a° (63)
Kiivka y = —1 — 22 je konkdvni parabola, posunuté po y-ové ose do hodnoty
—1.
Spojenim podminek a dostavame prvni omezeni definicniho oboru

funkce. Z grafického hlediska se jedna o prostor mezi parabolami, jak je patrné

7 obrazku .

2.1—-22—-y<0 A 14+224+y<0

Analogickymi tpravami zavorek dostavame konec¢né podminky ve tvaru
y>1—22 a y<-1-2°

Témto podminkdam nevyhovuje zadny bod z prostoru R?, protoze 1 — 2 nenf

nikdy mensf nez —1 — z2.

Tedy konecény definiéni obor funkce je prostor mezi dvéma konkdvnimi parabolami

zndzornény na obrazku (58)).
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Obrézek 57: 1 — 22 —y >0 A 1+22+y>0

-2

Obrézek 58: defini¢ni obor funkce F(x,y) = In (1 — (z* + y)?)
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3.38 Priklad 38

Urcéete definiéni obor funkce

T+ 1
2—y

F(z,y)=1n (64)

Zlomek existuje, pokud jmenovatel je ruzny od 0, tedy

y#2.

Funkce In je definovana pro argumenty z intervalu (0; 00). Odtud fesime nerovnici

z+1

> 0.
2—y

Reseni nerovnice se rozpadd na dva ptipady.

1. citatel i jmenovatel kladni

r+1 > 0 AN 2—y > 0

(65)
z > —1 A Y <
Prvni pripad mé grafické feSeni na obrazku .
2. citatel i jmenovatel zaporni
r+1 < 0 N 22—y <
! (66)

r < =1 A y o >

Druhy pripad mé grafické feseni na obrazku .

Sjednocenim obou utvaru dostavame konecnou podobu definicniho oboru funkce
graficky znazornénou na obrazku .
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Obrazek 59: x> -1 A y <2

Obrazek 60: x < -1 A y>2

74



1
Obrazek 61: definiéni obor funkce F(z,y) = In ; i
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3.39 Priklad 39

Urcéete definiéni obor funkce

Flay) = Y42 (67)

In(1 — 22 — 4?)

1. Existenci zlomku zajistime podminkou
In(1—a2*—y* # 0
1—a2*—y* # 1
?+y* # 0, (68)
tj. do defini¢niho oboru funkce nepatii bod [0;0].
2. Funkce In je definovdna pro argumenty z intervalu (0; 0o),tedy potiebujeme
1—2>—9* > 0
2?4y < 1 (69)

Podmince odpovidé vnitini ¢ast kruznice se sttedem S = [0;0] a po-

lomérem r = 1.

3. Odmocnina v citateli je definovana pro nezaporna cisla. Odtud fesime nerov-
nici
y—22° > 0
y > 227 (70)
Podmince odpovida parabola a jeji vnitini ¢ast.

Prunik podminek a je defini¢ni obor funkce, jehoz grafickd podoba
je na obrazku (62)).

Pro urceni pruseciku kiivek musime vytesit soustavu rovnic
2?4y =1
y = 227

tedy rovnici
et +2* —1=0.

Program Maple ukazuje, ze mame dva dvojnasobné koreny
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0.5

-0.54

S — 272
Obrazek 62: definiéni obor funkce F(x,y) = y— o
In(1 — 22 —y?)
> 4xx"4+x"2-1=0;
4 2
4x +x -1=0
> solve(%);
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
(-2 + 217 ) (-2 +217 ) (-2 -217 )
4 4 4
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Dopocitame y-ovou souradnici

> y1:=0%(~1/4% (~2+2%17 (1/2)) "~ (1/2))2;

1/2

17
yl := - 1/4 + ————-

4

> y2:=2%(1/4%(-2+2%17°(1/2)) " (1/2)) "2;

1/2

17
y2 = - 1/4 + -————-

4

Pruseciky kiivek jsou | ————; —— +
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3.40 Priklad 40

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =In[zIn(y — )] +e** ! (71)

Exponent u exponencialni funkce nemé zadné omezeni, tj. je definovan pro x € R.
Zaméiime se na funkci In, kterd je definovana pro argumenty z intervalu (0; 00).

7 vnitiniho logaritmu dostavame podminku

y—x>0, tj.y>z

vvvvvv

z-In(y —x) > 0.
Uprava nerovnice se rozpadé na dva piipady.

l.z>0 A In(ly—=zx)>0

Prvni nerovnice je zfejma. Druhou upravime
In(fy—xz) > 0
y—x > 1

y > x4+ 1.

V grafické podobé ,vybarvime® v I. kvadrantu prostor mezi osou y a primkou
y = x + 1, bez okrajovych ptrimek - obrazek .

2.2<0 A In(ly—2x)<0

Upravime druhou nerovnici

In(ly—z) < 0
< y—xz < 1
z < Y < z+1.

V Gaussové roviné na intervalu x € (—oo;0) ,,vybarvime* prostor mezi piimkami
y=1xay=ux+ 1, bez okrajovych piimek - obrazek .

Obrazek je spojenim ttvaru z predchozich obrazku a zaroven i defini¢nim obo-
rem funkce ((71)).
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Obrazek 63: x >0 A y>zx+1

Obrazek 64: 2 <0 A z<y<z+1
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Obréazek 65: definién{ obor funkce F(x,y) = In[zIn(y — z)] + e>~1

81



3.41 Priklad 41

Urcéete definiéni obor funkce
F(z,y) =¥ (72)

Funkci muzeme prepsat na
Flz,y) = e,

Exponencialni funkce je definovana pro vSechna redlnda cisla. Omezuje nas funkce
logaritmu v exponentu. Logaritmus je definovany, pokud jeho argument je kladné

realné c¢islo. Tudiz mame omezeni v podobé
x> 0.

Defini¢éni obor funkce je I. a IV. kvadrant, jak je patrné z obrazku ((66]).

4

Obrazek 66: definiéni obor funkce F(z,y) = a¥
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3.42 Priklad 42

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) =y — arcsinz (73)

Omezeni pro proménnou y nemame. Zamétime se na funkci arcsin, ktera je defi-

novana na intervalu (—1;1). Omezeni pro proménnou z je tedy
—-1<z<1,

coz je i definiénim oborem funkce ((73)).
Graficka podoba defini¢niho oboru je na obrazku @

Obrazek 67: defini¢ni obor funkce F(z,y) = y — arcsinz
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3.43 Priklad 43

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = arcsin(zy) (74)

Funkce arcsin je definovédna pro argumenty z intervalu (—1;1). Odtud fesime nerov-
nice

—1<zy <1
Pti upravé nerovnice tentokrat budeme rozebirat tii pripady.

1. Pokud x > 0, upravime nerovnice na tvar

——<y<

SR
SHE

1
Krivka y = — predstavuje rovnoosou hyperbolu. Nerovnicim odpovida obrazek 1@)
x

1 1
Obrazek 68: x >0 A ——<y<—
x x
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2. Pokud z < 0, upravime nerovnice na tvar

—— 2y >

8
SHE

Témto nerovnicim odpovida obrazek (69).

1 1
Obrazek 69: 2 <0 A ——2>y>—
x x

3. Pokud z = 0, dostavame nerovnice
~1<0<1,
které jsou ziejmé svou platnosti.

Defini¢ni obor funkce je tedy sjednocenim vsech tii ptipadu. Grafickd podoba vcetné
hranic je na obrazku ([70)).
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Obrazek 70: defini¢ni oboru funkce F(x,y) = arcsin(zy)
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3.44 Priklad 44

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = arcsin(y + 4z) (75)

Funkce arcsin je definovana pro argumenty z intervalu (—1;1). Odtud plyne feseni
—1<y+4r <L
Jednoduchou tpravou dostavame omezeni v podobé
—1 -4 <y<1—A4x.

7 grafického hlediska se jedna o pas mezi rovnobézkami y = —1 —4z ay =1 — 4x.
Defini¢n{ obor funkce je tedy na obrazku (71).

3

Obréazek 71: definiéni obor funkce F(x,y) = arcsin(y + 4x)
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3.45 Priklad 45

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = arcsin(z® 4+ y* + 1) (76)

Funkce arcsin je definovana na intervalu (—1;1). Odtud fesime a upravujeme

-1 < 22+ +1 <
= Y = (77)
-2 < 2242 <0
Podmince
vyt > 2
vyhovuje cely prostor R2.
Podmince
2+ y2 <0

vyhovuje pouze bod [0;0].
Konecné podoba definiéniho oboru funkce, ktera splnuje podminku , je znazornéna
na obrazku (72)).
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Obrazek 72: definiéni obor funkce F(z,y) = arcsin(z?® + y* + 1)

89



3.46 Priklad 46

Urcéete definiéni obor funkce

F(x,y) = arcsin(z® +y* — 1) (78)

Funkce arcsin je definovédna pro argumenty z intervalu (—1; 1). Odtud fesime a upra-

vujeme
-1 < 22+¢4*2-1 < 1
= Y = (79)
0 < 22+y* < 2
Podmince
24+ y* >0
vyhovuje cely prostor R2.
Ktivka
.732 4 y2 —9

piedstavuje kruznici se stiedem S = [0;0] a polomérem r = v/2. Nés zajima oblast
mensi nebo rovna poloméru r = /2, coz je kruznice a jeji vnitini ¢dst.
Konecné podoba definiéniho oboru funkce, ktera splnuje podminku , je znazornéna

na obrazku .
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Obréazek 73: definiéni obor funkce F(x,y) = arcsin(z? 4+ y* — 1)
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3.47 Priklad 47

Urcéete definiéni obor funkce

F(x,y) = arcsin(z? + y* — 16) (80)

Funkce arcsin je definovana pro argumenty z intervalu (—1;1). Odtud

—1

<
15 <

2 2

<
<

1

17. (&)

Kiivka 2% +y* = 15 piedstavuje kruznici se stiedem S = [0; 0] a polomérem r = /15.

Kiivka 2% +y* = 17 piedstavuje kruznici se stiedem S = [0; 0] a polomérem r = /17.

Podmince vyhovuje mezikruzi vyse zminénych kruznic, véetné kruznic.
Grafickd podoba definiéniho oboru funkce je na obrazku .

Obrézek 74: definiéni obor funce F'(z,y) = arcsin(x? + y* — 16)

9
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3.48 Priklad 48
Urcéete definiéni obor funkce

r+y
T

F(z,y) = arcsin

(82)

Podminkou
x#0
zajistime existenci zlomku.
Funkce arcsin je definovana pro argumenty z intervalu (—1; 1). Odtud fesime nerov-
nice

1<ty

T

Reseni se rozpada na dvé situace:

1. Pokud nasobime nerovnici ¢islem kladnym,tj. x > 0, znaménko nerovnosti
se nezmeni.

Uprava vypadé nasledovné

-
—2x

T4y

<
< Y

< =z
- 83
“ 0 (83)
Podmince graficky odpovida prostor ve IV. kvadrantu mezi

osou z a pifmkou y = —2z, obrdzek (75).

2. Pokud nasobime nerovnici ¢islem zapornym,tj. x < 0, znaménko nerovnosti
se zmeéni.

Uprava vypadé nasledovné

-
—2x

T4y

>
= Y

>z
- 84
_— (84)

Podmince graficky odpovida prostor ve II. kvadrantu mezi
osou z a pifmkou y = —2z, obrédzek (76).

Konecné podoba definiéniho oboru funkce je spojeni podminek a . Graficka
podoba defini¢ni obor funkce je na obrazku (|77)).
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Obrazek 75: 2 >0 A —20<y<0

Obrazek 76: 2 <0 A —2x>y>0
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Obrazek 77: defini¢ni obor funkce F(z,y) = arcsin i
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3.49 Priklad 49

Urcéete definiéni obor funkce

. Tty
F = 85
(x,y) = arcsin p—y (85)
Tty . . . L.
Zlomek je definovan, pokud x # y.(Podminka vychézi ze jmenovatele,
r—Yy
kde z —y #0.)

Funkce arcsin je definovdna pro argumenty z intervalu (—1;1). Z toho vyplyva,

7e musime vyftesit nerovnice
r +
1< XY

=2y
Pokud vynéasobime nerovnice kladnym ¢islem, znaménko nerovnosti se nam nezmeént,

<1

pokud bychom ale vynasobili nerovnice zapornym ¢islem, znaménko se zméni. Bu-

deme tesit dva ptipady:

l.x—y>0,resp.y < x

Vynéasobenim nerovnic vyrazem x — y dostaneme nerovnice
—r+y<zr+y<z—y.
Po tpravach mame omezeni definiéniho oboru za podminek
x>0 N y<0 A y<ux.

Vysledkem je IV.kvadrant prostoru R?, véetné os, ale bez bodu [0; 0], ktery
je znazornén na obrazku .

2. x—y<0,resp. y >z

P1i upravé nerovnic se zméni znaménko nerovnosti, dostavame omezeni
<0 AN y=>0.

Vysledkem je II. kvadrant prostoru R?, véetné os, ale bez bodu [0; 0], ktery
je znazornén na obrazku .

Koneéna graficka podoba definiécniho oboru je sjednoceni obou predchozich utvaru,

tedy obrazek .
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Obrazek 78: x>0 A y<0 A y<zx

Obrazek 719: 2 <0 A y>0 A y>=x
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Obrézek 80: defini¢ni obor funkce F(z,y) = arcsin v
T —y
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3.50 Priklad 50

Urcéete definiéni obor funkce
r—1

y (86)

F(z,y) = arccos

Defini¢éni obor bude omezen zlomkem a funkei arccos.

Ze zlomku plyne
y #0.

Funkce arccos je definovdna na intervalu (—1; 1), tudiz musime vyfesit nerovnice

I it

Y

Abychom spravné upravili nerovnice, musime se zamérit na dvé situace:

1. y>0
Protoze y > 0 neméni se pti upraveé nerovnice nasobenim proménnou y znaménko
nerovnosti.

Tudiz po upravé nerovnic dostavame
y>1l—-x AN y>z-—1.
Graficka podoba je na obrazku .

2. y<0
Pti uprave nasobeni nerovnic proménnou y < 0 se obrati znaménka nerovnosti.
Tedy dostavame

y<l—az AN y<zx-—1.

Grafickd podoba je na obrazku (82)).

Defini¢ni obor funkce je tedy sjednoceni utvaru z obrazku a . Konecna
podoba definiéniho oboru je znazornéna na obrazku .
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Obrazek 81: y >0 A y>1—a2 AN y>zx—1

Obrazek 82: y <0 AN y<l—2z AN y<zx-—1
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Obrazek 83: definiéni obor funce F(x,y) = arccos y
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3.51 Priklad 51

Urcéete definiéni obor funkce
x
r+y

(87)

F(z,y) = arccos

Jako prvni musime zajistit existenci zlomku.

Jmenovatel musi byt ruzny od 0. Tedy
x # —y.
Funkce arccos je definovdna pro argumenty z intervalu (—1; 1). Z toho vyplyva,
7e musime vyftesit nerovnice
1<t <.
T+y
Rozlisime dva pripady vynasobeni nerovnic:

1. Pokud jmenovatel z +y > 0, tedy y > —=z, znaménka nerovnosti se nezméni.

Po vynésobeni dostavame
—r—y<zr<zx+y.

7 teSeni prvni nerovnice dostavame

—rz—y < =z
-y < 2z
y > —2x. (88)
Obdobné vytesime druhou nerovnici
r < r+y
y =2 0 (89)

Grafickd podoba prvni ¢asti podminek je na obrazku (84]).

2. Pokud jmenovatel x +y < 0, tedy y < —x, znaménka nerovnosti se zméni.

Po vynéasobeni dostavame nerovnice
—x—y=T=>T+y.

Analogickym ftesenim jako v prvnim ptipadé dostavame konecnou podobu

podminek tesitelnosti ve tvaru
y<-—-2x AN y<O0.

Grafickd podoba druhé ¢asti podminek je na obrazku (85)).
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Obrazek 84: y > —x AN y>-2zAN y=>0

Konecéna podoba definiéniho oboru funkce je sjednoceni ttvaru z obrazku a (85)),
coz je na obrazku (86)).
Podminka y > —x, resp. y < —z, nema v tomto feseni vliv - piimka y = —z

je na obréazcich pouze kvuli lepsi orientaci.
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Obrazek 85:y < —z A y<—-2zAN y<0

Obrazek 86: definiéni obor funkce F'(x,y) = arccos o
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3.52 Priklad 52

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = \/y — 2z + 1 + arccos 2> (90)

Odmocnina je definovana pro nezaporna cisla. Z toho vyplyva, ze hledame teseni

nerovnice
y—2r+12>0.

Po tupravé dostavame omezeni definicniho oboru v podobé
Yy 2 2r — 17

coz vidime na obrazku (87]).

Obrazek 87: y > 2z — 1

Funkce arccos je definovédna pro argumenty z intervalu (—1; 1). Odtud potiebujeme
—-1<2?< 1.

ﬁpravou dostavame omezeni v podobé
-1 <z<1,
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Obréazek 88: —1 <z <1

které je na obrazku (88]).

Koneéna podoba defini¢niho oboru funkce je prunik obrazku a . Pruseciky
piimek vyhovuji rovnicim z =1 ay =2x — 1, resp. z = —1 a y = 2z — 1. Body,

ve kterych se piimky protinaji, jsou tedy [1;1] a [—1;—3]. Grafickou podobu de-

finicntho oboru vidime na obrazku (89)).

106



-4

Obrazek 89: defini¢ni obor funkce F(z,y) = /y — 2z + 1 + arccos x?
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3.53 Priklad 53

Urcéete definiéni obor funkce

F(x,y) = arcsin(2y — 2z — 3) - In(y — 2° — 1) (91)

Funkce arcsin je definovdna pro argumenty z intervalu (—1; 1). Odtud fesime nerov-
nice

—1<2y—2x-3<1.

Upravime

(92)
Y
Nerovnicim (92)) odpovida pés mezi rovnobézkami ohrani¢eny piimkami y = x + 1

a y = x + 2. Rovinny pés je znazornén na obrazku ((90)).

1

Obrazek 90: v+ 1<y <z 42

Defini¢ni obor logaritmické funkce je interval (0;00). Z FeSeni nerovnice

y—2>—1>0,
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vyplyvéa omezeni v podobé

y > 2’4 1.
Rovnice
y=12"+1

predstavuje konvexni parabolu,ktera ma posunuty vrchol po y-ové ose do hodnoty 1.

Defini¢ni obor funkce omezeny funkef In(y — 22 — 1) je na obrdzku (91]).

Obrézek 91: y > 2% + 1

Prunikem obou obrazku dostdavame konec¢nou grafickou podobu definiéniho oboru
funkce - obrazek . Pruseciky paraboly y = % + 1 s pfimkou y = z + 1 uréime

pomoci programu Maple.

>rcel:=y=x"2+1;

2
rcel :=y=x +1
> rce2:=y=x+1;
rce2 :=y =x+1
> rced:=y=x+2;
rce3 =y =x + 2
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Obrazek 92: definién{ obor funkce F(z,y) = arcsin(2y — 2z — 3) - In(y — 2* — 1)

> solve({rcel,rce2},{x,y});
{y=1, x=0}, {y =2, x =1}

Pruseciky jsou body [0;1] a [1;2].
Také priseciky paraboly y = 2% 4+ 1 s pifmkou y = = + 2 uréime pomoci programu
Maple.

>solve({rcel,rce3},{x,y});
2
{x = Root0f(-5 _Z + _Z + 5, label = _1L9) - 2,

2
y = Root0f(-5 _Z + _Z + 5, label = _L9)}

Maple neddva nam srozumitelné vysledky. Pruseciky musi spliiovat zaroven rovnice
y=a22+1ay =1z +2. Po dosazen{ rovnice piimky do rovnice paraboly dostdvdme
rovnici

2 —r—1=0.

Z programu Maple ziskame z-ové soutradnice:
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> y:=x"2-x-1;

> solve(y=0,x);

1/2 + —===, 1/2 - ———-

Ziskali jsme x-ové soutadnice bodu. Pro ziskani y-ovych soutadnic dosazime ziskané

hodnoty do rovnice ptimky:

> yl:=1/2+1/2%5"(1/2) +2;

1/2
5
yl := 5/2 + —---
2
> y2:=1/2-1/2%5"(1/2)+2;
1/2
5
y2 := 5/2 - ———-
2
1 55 5 1 55 5
Hledané pruseciky maji souradnice 3 + g; 5 + g] a [5 - g; 5 %] )
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3.54 Priklad 54

Urcéete definiéni obor funkce

F(z,y) = arcsin % + arccos(1 — y) (93)
Y

Existenci zlomku zajistime podminkou y? # 0, tedy

y # 0.

Funkce arcsin je definovdna pro argumenty z intervalu (—1;1).
Odtud tesime

-1< <1

x
v
Vyraz y? je vidy kladny, tudiZ se nemusime zabyvat dvéma pifpady ndsobenim
nerovnic kladnym nebo zapornym ¢éislem. Podminku upravime na tvar

—y* <z <y.

Coz graficky znazornime na obrazku (93]).

Obrazek 93: y #0 A —y* <z <y
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Funkce arccos je definovana pro argumenty z intervalu (—1;1).
Odtud potiebujeme
1<1-y<1.

Po tpravé dostavame podminky ve tvaru

0<y<2

Coz graficky znazornuje uzavieny pas mezi hodnotami 0 a 2 na y-ové ose,

obrézek .

Obrazek 94: 0 <y < 2

Priinikem ttvarii z obrazku a dostavame konecénou grafickou podobu de-
finiécniho oboru funkce, obrazek .
Body, v nichz se kiivky protinaji, jsou [4;2] a [—4;2]. Body dotyku kiivek vyhovuji

zéroven nerovnicim 4% = z,y = 2, resp. —y*> = x,y = 2.
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Obrazek 95: definiéni obor funkce F(z,y) = arcsin % + arccos(1 — y)
Y
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