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UvVOD

Diplomova prace se zabyva tématem kruhové inverze' ve vztahu k nadanym & mimo-
fadné nadanym zakim poslednich rocnikt zakladnich skol ¢i ekvivalentnich ro¢nika vice-
letych gymnazii. Tém se podle nejnovéjsi tematické zpravy Ceské $kolni inspekce nedostava
dostate¢né pozornosti a podpory na rozdil od zakd se specialnimi vzdélavacimi potfebami.?
Na zaklad¢ zjisténi charakteristiky téchto zaka a zasad optimalni prace s nimi se snazi tato
prace nabidnout vychodisko skrze tvorbu uceleného vzdélavaciho materialu s geometrickym
tématem.

Priméarnim cilem této prace je zpracovat metodiku vyuky kruhové inverze pro nadané
7aky ZS a nasledné ji realizovat vytvofenim digitalni uéebnice na toto téma. Jednim z diivoda
vybéru tohoto tématu je v soucasnosti mala ochota pedagogli matematiky zarazovat geome-
tricka témata do své vyuky. Déle chce autor prace ukazat, ze pfi vhodném uchopeni tradi¢né
vysokoskolského tématu (tedy bez ptislusného teoretického ramce a za pomoci jednoduchych
instruktivnich krok) lze toto téma predlozit jiz zak@im poslednich roéniki ZS.

Sekundarnich cilt prace je n€kolik. Jednim z nich je snaha sjednotit a doplnit bézné
uzivané znaceni geometrickych konstrukci a vytvofit z nich jednotny systém, ktery by jak
zaci, tak zejména ucitelé, standardné pouzivali. Dal§im cilem je vytvofit interaktivni webové
prostfedi, v némz by si zaci mohli tyto konstrukce krok po kroku prochéazet a nechat si je
postupné vykreslovat, coz by jim mélo pomoci je 1épe pochopit. V neposledni fadé je cilem
vytvorit v ramci ucebnice interaktivni aplikaci, diky niz by zaci mohli aktivné prozkoumavat
jednotliva geometricka zobrazeni.

Diplomova prace je rozdélena do tii kapitol. Prvni dvé kapitoly predstavuji teoretickou
Cast, treti kapitola Cast praktickou. Prvni kapitola strucné, ale vystizné pojednava o problé-
mech a vyzvach podpory nadanych zakt s ohledem na vyuku matematiky. Druha kapitola
popisyje specifika vytvorené ucebnice, zasazuje ji do teoretického ramce a komentuje zasadni
rozdily oproti tradi¢nim ucebnicim. Posledni kapitola obsahuje textovy prepis digitalni

ucebnice.

1 Kruhova inverze je nelinedrni geometrické zobrazeni v roving, které zobrazuje piimky a kruznice opct na
piimky a kruznice, av§ak nutn¢ nezachovava typ téchto kiivek.
2 Viz (PAVLAS, 2022, s. 8).



1 PROBLEMATIKA PODPORY NADANYCH ZAKU

V této kapitole si Ctenaf udela predstavu o tom, kdo to je nadany zak, a to z pohledu
zaka nadaného v matematice. Dale se seznami s moznostmi a obecnymi zdsadami jeho pod-
pory a také s problémy, se kterymi se ucitelé (zeyména v matematice) pii praci s nadanym za-
kem setkavaji. Kapitola je pomérné strucna, avsak akcentuje nejzasadnéjsi body charakteris-
tiky nadaného zaka a problémy s jeho podporou, ¢imz se stava vychodiskem pro dalsi kapi-

toly této prace.
1.1 Kdo je to nadany zak?

Nejprve je dilezité poznamenat, ze ,pojmy nadani a mimoradné naddani nejsou ve
Skolském zdkoné presné definovany* (Pavlas, 2022, s. 6). Od roku 2021 je vSak v ucinnosti
vyhlagka o vzdélavani zaka se specialnimi vzdélavacimi potfebami a téz o vzdé€lavani zakt

nadanych, v niz existuje tato definice:

., Za nadaného Zdka se (...) povazuje ( ...) Zdk, ktery (...) vykazuje ve srovndni s vrstevniky

vysokou uroveri (...) rozumovych schopnosti... “ (Pavlas, 2022, s. 6)

Uroveii rozumovych schopnosti 1ze kategorizovat podle IQ skore a podle Foitikové je
kritérium pro zafazeni zaka do kategorie rozumového nadani IQ skore 130 a vys$i. Tuto hra-
nici pouziva i mezinarodni organizace Mensa, ktera tak sdruzuje zhruba 2 % celkové popu-
lace, ktefi této hranice dosahnou. (Careswell, 2011, s. 5)

Intelektové nadani zaci nepouzivaji jiné kognitivni schopnosti nez primérni Zaci, ale
jejich schopnosti jsou oproti zakiim primérnym vice vyvinuté a vyzralé. Navic jsou schopni
pouzivat slozitéjsi logické konstrukce a strategie, nez je u jejich vrstevnikti obvyklé. Mezi
kognitivni charakteristiky téchto zaka patii napf. vétsi schopnost abstrakce, pouzivani kritic-
kého a flexibilniho mysleni, originalita mySleni a v oblastech jejich zajmu pak predevsim
hlubsi znalosti a dlouhodoba koncentrace pozornosti, nez je obvyklé u zaka primérnych.

(Slabihoudkova, 2020, s. 26-28)



Nadaného zaka samoziejmé necharakterizuji pouze rozumové schopnosti. Jeho nadani
se muze projevit i v jinych dovednostech, napt. pohybovych, socialnich, manualnich ¢i umé-
leckych. Tato prace se vSak zabyva nadanym zdkem v matematice, kde jsou ostatni zminéné
dovednosti pro zaka marginalni.

Dalsim dulezitym faktorem, mimo rozumové schopnosti, je pak zejména zakova mo-
tivacni charakteristika. U nadanych zaki mizeme vypozorovat, ze v pripad¢, Ze se vénuji Cin-
nosti, kterd je zajima, jsou schopni u této Cinnosti dlouho a bez vétsi unavy vytrvat. Také
jejich motivace je prevazné vnitfniho nez vnéjsiho charakteru. (Slabihoudkova, 2020, s. 30)
Prace s motivaci u nadaného zaka je pak zasadnim bodem jeho rozvoje!

Mimo motivaéni charakteristiku mizeme u nadaného zaka vypozorovat jesté zvlast-
nosti v jeho uceni, oproti primérnym zaka stejné vékové skupiny. Nadani zaci radi fesi pro-
blémové ukoly a preferuji individualni praci pred skupinovou. Jsou schopni se velice dobfe
orientovat v ruznych informacnich zdrojich a v pfipade jejich zajmu o danou problematiku
vykazuji velky rozsah znalosti, a pokud je to mozné, radi a se zdjmem provadéji experimenty.

(Slabihoudkova, 2020, s. 31)

1.2 Jak podporovat nadané zaky?

Odpovéd na tuto otazku dava jiz sama predchozi podkapitola. Nadaného zaka (v mate-
matice) je potfeba intelektualn€ stimulovat a rozvijet, a to vhodnym, citlivym a nenasilnym
zpusobem. Je nutné jej rozumné motivovat, ale predevsim zabranit jeho demotivaci, a to bud’
nedostateCnym, nebo naopak nadmérnym pusobenim ze strany pedagoga. Nakonec je potieba
mu piipravit takové prostfedi, v némz muze bezpecné rozvijet své nadani.

Mezi obecné zasady podpory nadanych zaku patfi:

* podnécovani zvidavosti a objevovani novych znalosti

* nabizeni atraktivnich a vzruSujicich aktivit pro zaka

* nastaveni naroCnosti a urovné aktivit, takovym zptsobem, aby mohl nadany
zak vynalozit znacné usili pro dosazeni vzdélavaciho cile

Dale se doporucuje:

* kontakt s nadanymi vrstevniky (napf. rizné kurzy, soutéze, tabory apod.)
» setkani s odborniky s praxe
* podpora profilace zajmu a studijni poradenstvi

(Careswell, 2011, s. 9-10)
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Mimo tyto obecné zasady a doporuceni existuji ve Skolské praxi dva zakladni pfistupy
z hlediska zmény obsahu vyuky. Jsou jimi akcelerace a obohacovani uciva (Careswell, 2011,
s. 11). Akceleraci uciva se rozumi rychlejsi zvladnuti ucebni latky zdkem, které v praxi Casto
znamena prefazeni do vy§siho rocniku bez absolvovani predchoziho ro¢niku. (Zapletalova,
2007). ,, V obohacovani jde predevsim o rozsiteni znalosti, pochopeni, zajmit a dovednosti za
hranici bézného kurikula. “ (Careswell, 2011, s. 11) ,, Cilem tohoto postupu [obohacovdni] je
ucivo prohloubit, rozsirit a obohatit o dalsi informace, ale také stimulovat procesy objevovani
a vyhleddvani dalsich souvislosti a vazeb, které dané téma nabizi. “ (Zapletalova, 2007)

Jak dale uvadi Fortikova, ptiklady takového obohacovani mohou byt exkurze, zapojeni
do soutézi, vzdélavaci kluby, zapojeni odbornika do vyuky ¢i vyuzivani technologii. Co se
tyCe vyuky samotné, je mozné obohacovat informace v daném predmétu jak do Sitky, tak do
hloubky. Cilem tohoto obohacovani ma byt zlepSeni schopnosti analyzy a feSeni problému,
rozvoj hodnotnych zajmu zaka a stimulovani originality, iniciativy a sebekontroly. (Careswell,
2011, s. 11)

Fortikova také uvadi 10 pedagogickych zasad pro praci s nadanymi zaky:

1. Umoznit pracovat rychlej§im tempem.
Méng¢ procviCovani, umoznit postup dopiedu.
Narocnéjsi vyuka.
Nezéavislost.
Kreativni mysSleni a divergentni ukoly.
Abstraktni ukoly.
Kontakt s intelektovymi vrstevniky.

ZkuSenostni uceni.

O ©® N bk WD

Umoznit ranou specializaci v ramci vyuky.
10. Opora o vlastni zajmy.

(Careswell, 2011, s. 16-17)

Vratme se ale zpét k tématu obohacovani uciva, které souvisi s cilem této diplomové
prace. Jak uvadi Konecna (2009, s. 23—-24), obohacovani ma zasadni vliv na rozvoj kognitiv-
nich a afektivnich slozek zakovy osobnosti. Kognitivni slozky rozviji predev§im studium fak-
tt souvisejicich s danym oborem a s tim souvisejici vyhledavani informaci z riznych zdroju,

ale také reseni riznych tloh a samostudium. Afektivni slozky pak rozviji radost ze ziskavani
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poznatkil a hledani a nachazeni riznych zpusobu feSeni problémi. Dale pak diskuze nad
vlastni praci ¢i studovanymi tématy, obhajoba vlastnich nazord, uznani argumentace druhych

a celkovy rozvoj argumentacni komunikace.

1.3 Problémy podpory nadanych zaki

Jaké mohou byt problémy v podpote nadanych zaki? Dobrym piikladem je shrnuti
hlavnich zji§téni Ceské $kolni inspekce na téma podpory nadanych a mimofadn& nadanych
zaka v zakladnich a strednich skolach z roku 2022:

* ,,Oblast podpory a vzdélavani nadanych a mimoradné nadanych Zdkii stdle
neni ve Skoldch v potrebné mire systematicky rozvijena a akcentovdna. *

*  Vétsina (...) Skol ma sice rozvoj nadani (...) formdlné ukotven (...) ale jen
zridka se (...) aplikuje ...

* ,,Na zdkladnich Skoldach bylo jen 5 % Zdkit a na stiednich jen 7 % Zdkii identifi-
kovano jako Zdci nadani a méné nez 0,1 % zZdki jako mimorddné nadani, coz je
vyrazné méné, nez by mélo podle predpokladu byt.

» |, Jen 4 % pedagogii zakladnich Skol a 3 % pedagogii strednich Skol absolvova-
la v poslednich dvou letech v rdmci dalStho vzdéldavani pedagogickych pracov-
nikit néjaky kurz nebo semindr zaméreny na vzdéldvani nadanych a mimorddné
nadanych Zaki.

» ,Podpora rozvoje nadanych (...) zZdkii neni (...) prili§ patrnd ani v samotné
vyuce.

(Pavlas, 2022, s. 8)

Pokud bychom méli toto shrnuti jesté okomentovat, tak jednim z nejvétsich problému
je nedostatecna identifikace nadanych zaku, a predevsim mala mira objektivity této identifika-
ce, ktera probiha pouze na zakladé pozorovani zakt a pedagogické intuice. Dal§im zasadnim
problémem je, Ze vétsina Skol soustiedi svou pozornost zejména na podporu zaki se special-
nimi vzdélavacimi potfebami a ,,...podpora Zdkit nadanych a mimordadné nadanych [neni]
dostatecné zajisténa a neni adekvdmé akcentovdana ... “ (Pavlas, 2022, s. 8, 12, 13).

Tradi¢nim pfistupem vétSiny Skol je pak organizovani nejriznéjSich soutézi a olym-
piad, které vSak nijak nerozviji nadani téchto zakt. Dalsi hojné vyuzivana forma prace je

roz§ifovani a obohacovani uciva, ktera je podle zpravy CSI sice vhodna, ale v zddném ptipadé
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dostatecna. ,, Problémem je ale nedostatek efektivnich metod a forem, které by rozvijely indivi-
dualni nadani... “. (Pavlas, 2022, s. 8)

Vratme se ale zpét k otazce obohacovani uciva. Podle Pavlase (2022, s. 24-25) je to
prave rozsifeni a obohaceni uciva, k némuz zakladni Skoly pfistupuji nejcastéji. Podle citova-
né zpravy CSI tuto formu prace s nadanymi zaky vyuziva 87 % zakladnich kol a 84 % gym-
nazii.

Nyni tedy vyvstava otazka, jakym zplisobem obohacovat ugivo nadaného zaka ZS?
Tak abychom podnécovali jeho zvidavost, aby aktivity s tim spojené byly narocné, ale atrak-
tivni. Aby stimuloval procesy objevovani a pfipadné rozsifil své znalosti za hranici bézného
kurikula. Je tedy nepochybné, ze musime takovému nadanému zakovi poskytnout kvalitni
vzdélavaci material, ktery spliiuje v co nejvétsi mire vSechny vySe uvedené zasady.

Existuji vSak takové materialy? A jaké je vubec skute¢na ucitelska praxe?

Jak uvadi Vyoralova (2018, s. 51) ,, Nékteri ucitelé maji problémy s hleddnim materic-
it pro obohaceni vyuky matematiky pro nadané Zaky. Uvedli, Ze neni dostatek odpovidajicich
zdrojii. ““. Tyto materialy si pak podle Vyoralové ucitelé vétSinou vytvari sami. Lze tedy pred-
pokladat, ze neexistuje zadny komplexné zpracovany material uréeny vyhradné pro nadané
zaky, ptipadné Ze tento material existuje, ale neni v obecné povédomosti uciteld.

Pfi hledani materiald vSak mizeme nalézt nepieberné mnozstvi riznych pracovnich
listt, které s nejvétsi pravdépodobnosti ucitelé vyuzivaji. Tyto listy zpravidla obohacuji ucivo
do hloubky, pfinaseji zakiim naro¢néjsi ukoly v jiz probranych tématech. Materiala obohacuji-
cich ugivo do $itky, tedy pfinasejici nové uéivo mimo kurikulum dané RVP (potazmo SVP), je
pak podstatné méné. Tyto materialy vétSinou obohacuji ucivo zékladni Skoly néjakym prvkem
z kurikula urcené pro stiedni Skolu, coz se zda byt vice nez logické.

Obecny uzus pro obohaceni uciva matematiky pak je ,,zadavani t€zsich ptikladu®, tedy
praxe, pii niz ucitel vyuziva zrychlené prace nadaného zaka a tento ,,uSetfeny Cas vypliiuje
ucivem obohacenym do hloubky. Zpravidla se pak nejedna o expozici néjakého nového (tieba
zajimavého) uciva, ale spiSe o ,,zatizeni“ nadaného zéka dalsi praci, od niz si ucitel slibuje
rozvoj tohoto zaka.

Je vSak nanejvys nutné si polozit otazku, zda vypracovani naro¢néjSich matematic-
kych prikladia skute¢né rozviji zakovo nadani, ale predevsim zda je tento pristup vhod-
ny z hlediska jeho motivace? Touzi skuteCné nadany zak po vétSim objemu narocnéjsi pra-
ce? Je to skutecné to, co dal rozviji jeho nadani a uspokojuje jeho intelektualni potreby? Nebo

se v tomto piistupu ucitelé naprosto myli?
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V nasledujicich dvou kapitolach je metodicky popsana a realizovana ucebnice, ktera
ma ambici byt komplexnim materialem urCenym pro nadané zaky v matematice, konkrétné
pak v geometrii. Snazi se maximalnim zpusobem dodrzet v§echny vySe uvedené zasady prace
s nadanym zakem. Je urCena predevsim pro samostudium nadaného zaka, idealn€ v 9. rocniku
Z8, ale lze ji vyuzit i jinym zptisobem, pfipadn& pedagogem samotnym pro piipravu vlastnich
obohacujicich materiala. NavrZena je vSak tak, aby zak studoval vyklad nové latky samostat-
n¢, a spolecné s ucitelem o ni pak diskutovali a pracovali na praktickych ptikladech (které
vsak nejsou soucasti uc¢ebnice).

Ustiednim bodem a vyvrcholenim celé udebnice je téma kruhové inverze, tedy téma
vysokoskolské. Timto vybérem se tak oteviel prostor pro nadaného zaka zkoumat néco, o Cem
vétSina jeho vrstevnika (a pravdépodobné i uitelll) nema ani ponéti, coz muze byt jednim
z motivacnich faktori. Cela ucebnice je vSak ramovana tématem geometrickych zobrazeni

a lze tak pro obohaceni zaka pouzit jen jeji prvni Cast.
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2 POPIS SPECIFICKYCH VLASTNOSTI UCEBNICE

V této kapitole se Ctenaf podrobné seznami se strukturou celé ucebnice a vyznamem
jejich jednotlivych ¢asti. Dale ziska prehled o specifické jazykové a grafické uprave ucebnice
a zhodnoti vyhody jejiho digitalniho zpracovani. Nakonec se seznami se signifikantnimi zmeé-

nami v obsahu oproti jinym ucebnicim ¢i tradi¢nimu pojeti dané problematiky.
2.1 Struktura ucebnice

Cela ucebnice je rozdélena do dvou velkych ¢asti, kazda ¢ast pak obsahuje nékolik
kapitol. UcCebnice zacCina tzv. prologem, coz je kapitola, ktera ¢tenafe uvadi do problematiky
celé uCebnice a nastifiuje, o ¢em bude ucebnice pojednavat. Obé velké casti jsou spojeny
kapitolou s nazvem intermezzo, ktera slouzi k opakovani, prohloubeni a novému pohledu na
nekteré vybrané geometrické problémy, a pfipravuje nas na studium druhé casti uCebnice. Ta
je pak zakoncena kapitolou s nazvem epilog, ktera spiSe nez ze shrnuje ucivo druhé Casti, tak
predev§im roz§ifuje to, co se Ctenaf v celé ucebnici dozveédél a nastifiuje moznosti a témata
k dal§imu studiu. Na samém pocatku se pak nachazi jakasi ,,predkapitola™ slouzici k zopako-
vani vSech zasadnich znalosti, jez jsou pro studium ucebnice nezbytné nutné.

Uvodni ,,opakovaci® kapitola s nazvem Co je tFeba zndt! ma ambici byt néim vic nez
jen prostym opakovanim geometrickych znalosti, které se zak jiz mél dozvédét v radné vyuce
matematiky a jez jsou nezbytné pro Cteni celé ucebnice. V prvni Casti této kapitoly se opakuji
nejzakladnéjsi geometrické objekty, se kterymi se bude pracovat — bod, pfimka a kruznice.
Protoze hrozi, ze opakovani bude pro nadané zaky nudné a nezazivné (vzhledem k tomu, ze
tyto zékladni véci jiz ,,davno znaji®), je tato Cast pojata vice filozoficky a historicky, nez je
obvyklé. Myslenkou je obohatit zaka o dalsi informace z dané problematiky a tim jej motivo-
vat k Cetbé néceho, co by mozna povazoval za zbyteCné a co by eventualné preskocil. Druha
Cast této kapitoly se zabyva standardnimi geometrickymi konstrukcemi. Je opét obohacena
o historicky pohled (ovSem s pfimym presahem do uvadénych konstrukci) a klade si za cil
detailn€ vysvétlit davody a principy pouzité v jednotlivych konstrukcich.

Prolog uvadi Ctenate do problematiky geometrickych zobrazeni. Da se ocekavat, ze se
zak na zakladni Skole se zobrazenimi setkal (pfedevsim s osovou a stfedovou soumérnosti),

ale pfi jejich vyuce pravdépodobné chybél ptislusny teoreticky ramec. Tato kapitola si dava za
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cil jej Ctenafi doplnit, predev§im co se tyka terminologie a klasifikace jednotlivych pojma.

Cast A: Linedrni zobrazeni je prvni ze dvou velkych &asti u¢ebnice a obsahuje celkem
4 kapitoly — Posunuti, Otoceni, Soumérnost a Zrcadleni. Kazda z uvedenych kapitol pojedna-
va o jednom linearnim zobrazeni a vSechny tyto kapitoly maji stejnou strukturu. Nejprve se
popisyje princip fungovani daného zobrazeni s pfisluSnymi pojmy. Dale je uvedeno, jakym
zpusobem se v daném zobrazeni zobrazuji jednotlivé body. Poté pfichazi prostor pro zkouma-
ni daného zobrazeni — Ctenafi jsou kladeny otadzky, na které si ma nejprve sam odpovédéet
a pak pokracovat v dalSim studiu. Na zékladé konstrukce obrazu bodu a vypozorovanych
vlastnosti daného zobrazeni se pak uvadi konstrukce pfimek a kruznic. Kazda kapitola je
zakonc¢ena zavére¢nym shrnutim.

Tyto kapitoly slouzi pfedevsim k tomu, aby Ctenafe naucili jistym zptasobem s danym
(libovolnym) zobrazenim pracovat a ptemyslet o ném v urcitych schématech. Také povzbu-
zuje k aktivnimu pfistupu k u€eni, které neni zalozeno na pouhé konzumaci predkladanych
informaci, ale pfedevsim na vlastnim kladeni otazek a hledani jejich odpovédi. V tomto smy-
slu ucebnice zaka nahrazuje a predklada mu otazky vlastni, avSak s vidinou toho, ze po Case si
zak zaCne klast otazky sam. Hledani odpovédi by si mél beéhem cteni uc¢ebnice osvoyjit.

Informace a ucivo obsazené v celé této Casti jsou v ramci konceptu ucebnice v jistém
smyslu marginalni. Je to zejména proto, Ze jsou vétSiné zaku zakladni skoly davno znama ¢i
jsou sami o sobé& natolik zjevné, Ze je neni potieba dale komentovat. Cilem této Casti je tedy
zejména naucit Ctenafe na velmi znamém obsahu takovym zpusobim prace a mysleni, které
pozdéji zuzitkuje pfi studiu obsahu neznamého, v némz vSak bude tfeba pracovat a premyslet
obdobnym zptusobem. Idea celého tohoto pfistupu tedy tkvi v tom, ze po precteni téchto Ctyt
kapitol zak preventivné€ odstrani nevhodné a neefektivni zptsoby svého uceni, coz pfi studiu
druhé Casti eliminuje jeho pfipadny neuspéch v osvojeni si daného uciva. Laicky feceno, diky
prostudovani cdasti A bude Ctenafi pripadat cdst B této uCebnice velmi srozumitelnd, jasna
a v podstaté jednoducha a to proto, ze se behem studia cdsti A naucil vhodnému zptsobu
uceni diky tomu, Ze jej realizoval na znamém obsahu a tim padem pro néj prakticky predsta-
voval opakovani.

Intermezzo je kapitola spojujici cdst A s ¢dsti B. Ve velkém rozsahu se zabyva primka-
mi a kruznicemi — opakuje, ale pfedevSim vyznamné rozsifuje znalosti o téchto dvou kiiv-
kach, protoze je bude Ctenar potifebovat v dalsi ¢asti u¢ebnice. Dopodrobna jsou rozebrany

jednotlivé vlastnosti a vzajemné polohy (pfedevs§im terminologie) téchto kfivek. Jedna se
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o naro¢nou kapitolu, ktera funguje jako psychologicky trik, diky némuz se Ctenafi zdaji nasle-
dujici kapitoly vyrazné jednodussi. Naro¢nost vibec netkvi v obsahu probirané problematiky,
ale predevsim v jejim rozsahu a podrobnosti. Lidové feceno, vSe je jednoduse pochopitelné,
ale je toho prosté moc.

Cdst B: Kruhové zobrazeni je druha velka &ast této uebnice a jedna se o stdZejni Cast
celé uCebnice! Tato Cast obsahuje celkem 3 kapitoly. Prvni kapitola s ndzvem /nverze ma stej-
nou strukturu jako predchozi kapitoly jednotlivych zobrazeni v casti A, ¢imz se ob€ tyto Casti
v jistém smyslu propojuji. Tato kapitola obsahuje teoretické poznatky o kruhové inverzi.
Jejich vyklad a struktura kopiruji vyklad a strukturu kapitoly o osové soumeérnosti, protoze
osova soumeérnost je limitnim pfipadem kruhové inverze (v pfipadé€ kdy se stfed fidici kruzni-
ce dostava do bodu v nekonecnu a z fidici kruznice se stava fidici pfimka neboli osa soumér-
nosti).

Z této kapitoly je vypusténa Cast o zobrazeni bodu v kruhové inverzi, protoze kon-
strukce jeho obrazu je daleko slozit€jsi nez konstrukce obrazti piimky a kruznice. Stejné tak je
vynechana Cast, v niz zaci zkoumaji obrazy jednotlivych geometrickych objekti. Divodem je
predpokladana nulova zkusenost s kruhovou inverzi a z toho plynouci mala pravdépodobnost
nalezeni a identifikovani jednotlivych signifikantnich poznatki o tomto zobrazeni (pfeci
jenom je uéebnice uréena 74kt ZS). Toto zkoumani je nahrazeno piedlozenim jiz hotovych
poznatkil s odkazem na paralely s osovou soumérnosti. Cast o zobrazeni piimek a kruZnic
v kruhové inverzi je pak rozpracovana v nasledujicich dvou kapitolach.

Kapitola /nverze primek ptedstavuje vyvrcholeni celé ucebnice. Na zakladé konstrukce
obrazu se¢né piimky vuéi fidici kruznici (ktera je vysvétlena a ,,dokazana“ pomoci paralely
s osovou soumernosti) a zakona zachovani incidence boda jsou postaveny vSechny ostatni
konstrukce obrazii ptimek rtiznych poloh. Tato kapitola je nejobsaznéjsi z pohledu novych
poznatkd pro zaka a v jistém smyslu téz nejnarocnéjsi. Tato narocnost je vSak, jak uz bylo
feceno, umirnéna prostudovanim casti A a ,,vyCerpavajici* kapitolou /ntermezzo.

V predposledni kapitole Inverze kruznic se zak po teoretické strance nenauci nic nové-
ho, ale prakticky vyuziva vSech nové nabytych znalosti a postupti z pfedchozi kapitoly. I kdyz
jsou konstrukce obrazl kruznic mnohem naro¢néjsi nez u primek, veskery teoreticky zaklad
a jeho pochopeni vychazi z kapitoly predeslé; zde jsou tyto znalosti a dovednosti pouze apli-

kovany na naro¢néjsich prikladech.
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LEpilog ptedstavuje zaveéreCnou kapitolu, v niz je finalné predstavena konstrukce bodu
v kruhové inverzi — ta vychazi z postupt prezentovanych v predchozich kapitolach. Na zavér
jsou zde shrnuty vSechny zasadni informace souvisejici s inverzni geometrii, a predevsim je
zde jakasi ,,ochutnavka“ novych poznatki a zajimavosti, které mohou zaci nalézt v dalSich

dilech ucebnice. Ty slouzi jako motivacni faktor k dal§imu studiu této problematiky.

2.2 Graficka a jazykova tuprava ucebnice

Z grafické upravy geometrickych objektl a prezentovanych konstrukci je potieba se
zminit o dvou jevech. Prvnim z nich je, ze vSechny body jsou v této ucebnici reprezentovany
barevnym ,,puntikem®. Obvykla praxe na zakladni Skole je reprezentace bodu pomoci , kiiz-
ku“. Proc je v u€ebnici pouzito ,,puntikti” misto , kiizk“? Hlavnim divodem je rychla a jasna
orientace v prilozenych obrazcich. , Puntik™ je dobfe viditelny, lze jej v obrazku lehce najit
a je pomérné jasné, které z okolnich pismen jej oznacuje. Oproti tomu , kiizek* (ktery je vét-
§inou bohuzel vyveden ve stejné tloustce jako ostatni kfivky) se v obrazcich daleko hure
hleda a ve slozitéjsich konstrukcich mize rusit, protoze pfinasi do obrazku dalsi Cary, které je
tieba odlisit od ostatnich kiivek. Casto se také takovy bod neoznaduje viibec, pouze se k mistu
pruniku dvou kiivek pfipiSe pismeno oznacujici tento prusecik, coz muze byt ve slozitéjsich
konstrukcich matouci. Zakiim by mélo byt jasné, e plocha ,puntiku“ neptedstavuje bod
samotny, ze se jedna pouze o oznaCeni mista pruniku/dotyku dvou kiivek, coz je vysvétleno
v uvodni ¢asti ucebnice.

S tim souvisi druhy jev a tim je snaha maximalné zptehlednit pfilozené geometrické
konstrukce. Toho je dosazeno nékolika zptsoby:

* minimalizaci poctu kroku v konstrukci — diky pouziti komplexnich kon-
strukci v jediném kroku (napf. konstrukce rovnobézky je jediny krok, 1 kdyz je
pro ni poteba celkem 7 dalSich pomocnych konstrukci),

* omezenim nevhodného pojmenovavani objekti:
©  mepouzivdani pojmenovani s pomoct dolnich indexii — je daleko jednodussi

v obrazku hledat rizna pismena nez se orientovat podle drobnych indexa
u stejnojmennych objektd (napf. tfi rizné kruznice oznacime nejlépe jako

k, I, m, nez mnohem huie Citelnym k. k., k,*),

3 Tohoto zpusobu je v ucebnici pouzito prakticky pouze u teCen, kde to miize mit své opodstatnéni.
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o vyhybani se nevhodnych dvojic pismen pro oznacovani podobnych objektit
— matematikové radi oznacuji podobné objekty dvojici v abecedé po sobé
jdoucich pismen, které jsou si vSak velmi podobna a mohou byt snadno
zaménitelna, napt.. E-F, i-j, m-n, M-N, p-q, u-v a U-V; idealni je se
podobnym dvojicim pii oznaCovani (navic podobnych) objekti vyhnout
a zvolit jinou dvojici po sob& jdoucich pismen, kterd si nejsou vizualné
podobna.

* pouzitim ,,barevného kodu“ — slozitéjsi konstrukce nejsou pouze Cernobilé,
ale jsou vyvedeny v riznych barvach, jejichz vyznam je v ramci celé ucebnice
stale stejny. To umoziuje zakim z barevného vyvedeni daného objektu ziskat
okamzité informaci o né&jaké vlastnosti tohoto objektu, kterd neni explicitné
uvedena. Tento pfistup vyuziva zédkovu vizualni inteligenci a dovoluje mu
ziskat z obrazku informace, které by si jinak musel vyhledat na jiném misté
v textu. Nasledujici tabulka uvadi ustaleny ,barevny kod“ pouzity v celé

ucebnici:

OBJEKT BARVA
bod, pfimka, kruznice cerna
pomocna konstrukce Sedd

vzor v zobrazeni modra
obraz v zobrazeni Cervena
samodruzny objekt fuchsiova
ridici bod/kFivka zelend
orientovana usecka zelend
orientovany uhel oranzova
pravodi¢ bodu purpurova
vzor pomocné krivky purpurova
obraz pomocné kfivky zlatd

Jazykova uprava ucebnice s sebou pfinasi dvé specifika. Prvnim z nich je fakt, ze
vyklad ptislusné ucebni latky nema (a nechce mit) ambici byt védeckym textem. Daleko pod-

statnéj$i a prednéjsi je predani jednotlivych myslenek a principt nez formalni spravnost. Z to-
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hoto divodu neni v u€ebnici vzdy dasledné dodrzovana didakticka zasada védeckosti — vzdy
je kladen diraz vice na predani myslenky, nez na formalni spravnost matematického vyjadre-
ni. To se v praxi projevuje tim, ze pfi vykladu nejsou vzdy pouzity spravné a presné pojmy
(coz se vSak déje vyjimecné a pouze v piipadech, kdy pfesné vyjadieni znesnadiuje pocho-
peni).

Extrémnéj§im pripadem tohoto pfistupu je obCasné pouziti vagni formulace ¢i ,,lidové-
ho jazyka®, které se vymykaji zbylému formalnimu textu. Ty jsou spolecné s pouzitim tzv.
,,smajlika* (emoji) druhym specifikem jazykové upravy uCebnice. Vyskytuji se pfevazné v na-
ro¢néjsSich pasazich textu a ob€ maji za cil tuto pasaz ,,odlehcit”. Tyto formulace a pouzivani
emoji jsou blizsi k vyjadfovani soucasnych zaka nez formalni text. Psychologickym efektem
tohoto pristupu je pak vétsi identifikace zaka s textem (ptipadné s jeho autorem), snizeni jeho
mentalni zatéze (vyvolané naro¢nou pasazi textu) a pfipadné zvySenim ¢i udrzenim jeho

motivace dany text studovat.

Cela ucebnice je na riznych mistech prabézné doplnéna anglickymi ekvivalenty Ces-
kych termint. Primarnim ucelem uvedeni téchto anglickych nazvi je to, aby si zak mohl na
internetu rychle, a predev§im spravné vyhledat souvisejici informace, ¢lanky ¢i videa v an-
glickém jazyce. Neni totiz obvyklou praxi, aby u¢itel ZS tyto anglické nazvy zaky uéil.
Neékteré anglické nazvy je mozné ziskat jednoduchym piekladem (napt. pfimka — /ine, bod —
point ¢i kruznice — circle), avSak mnoho anglickych termind timto zptisobem ziskat nelze
a tyto nazvy sami o sob& nejsou pro zaka ZS intuitivni (napf. osa usecky — line segment
bisector nebo vzor zobrazeni — preimage). Zak zakladni $koly, ktery nezna tyto presné
matematické terminy a ma s nejvetsi pravdépodobnosti nizkou jazykovou uroven v tomto
jazyce, se bude snazit vyhledat ptislusny studijni material pomoci pfimého prekladu Ceskych
termint, které vSak viibec neodpovidaji tém anglickym (napf. osa Usecky — line segment axis,
vzor zobrazeni — display pattern). Bez vynalozeni vétsiho usili tak pravdépodobné uvedené
anglické materialy viibec nenalezne.

Dale je mozné t&chto termint pouzit pii tzv. CLIL* vyuce, a to jak zaky, tak pedagogy
(neni pravdépodobné, ze pedagog anglického jazyka bez matematické ¢i fyzikalni aprobace
zna vSechny odborné matematické nazvy, predevsSim ty slozitéj§i, a ne Casto pouzivané).

Vyuka matematiky na ZS touto metodou pak miize probihat nasledujicim zptisobem:

4 CLIL - Content and Language Integrated Learning, tj. obsahov¢ a jazykove integrované uceni.
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,, Osvojovani uciva a formulovani wikohi nejazykového predmeétu je vedeno v ceském jazyce,
informace hledaji Zdci v cizojazycném textu, odpovédi Zaci formuluji cesky. Pokyny na hodiné
Jsou v cizim jazyce. Gramatické jevy, slovni obraty, jazykové styly a textové utvary

ciztho jazyka ucitel vysvétiuje cesky. “ (Baladova, 2009)

2.3 Digitalni ucebnice

Pojem digitalni ucebnice je mozné brat jako synonymum k pojmu elektronicka, multi-
medialni ¢i interaktivni ucebnice. Jedna se o typ vzdélavaciho materidlu, ktery je zalozen
predevsim na textu, ale je doplnén multimedialnimi a interaktivnimi prvky, jez je mozné reali-
zovat pouze v elektronické podobé¢, nikoliv v tisténé. (Bambasova, 2017, s. 4)

Idealni digitalni ucebnice by méla spliiovat nasledujici kritéria:

* sestava se z velkého mnozstvi malych uzavienych celkd, které jsou propojeny
mnozstvim vzajemnych odkazi (). je velmi fragmentovana)

* vyuziva co nejvetsi Skalu multimedialniho obsahu (vykladovy text, obrazky,
animace, videolekce, interaktivni aplikace) ve vyvazeném mixu

* sleduje a analyzuje zakav ucebni proces a poskytuje mu odpovidajici zpétnou
vazbu (vybér témat, korekce obsahu k procvicovani apod.)

* nachdzi se nékde na pomezi soucasné ucebnice a pracovniho sesitu, tj. md
vykladovou, procvicovaci a testovaci cast“ (Neumajer, 2013)

» , je platformné nezavisld”“ (Neumajer, 2013), nejlépe zaloZzena na webové
technologii

* , podporuje aktivizaci Zdaka, podnécuje jeho zdjem objevovat“ (Neumajer, 2013)

Tato ucebnice kruhové inverze neni ideéalni digitalni uCebnici. SpiSe je jakymsi hybri-
dem mezi digitalni a tiSténou ucebnici. Hlavnim divodem je poruseni jiz prvniho vyse uvede-
ného bodu. Celéd ucebnice je sestavena z mensiho mnozstvi obsahove velmi objemnych ¢asti,
které jsou jen minimaln€ propojeny vzajemnymi odkazy. Ucebnice se tak stava vysoce linear-
ni, coz neni pro ryze digitalni studijni material pfiliS§ vhodné. Je to pfedevsim z toho divodu,
ze hlavnim pfinosem této ucebnice ma byt metodika vyuky tématu kruhové inverze pro

zaky zakladni Skoly. A pro potiebu prezentace jakékoliv metodiky je nutné linearni schéma.
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Stejné tak rozmanitost multimedialniho obsahu neodpovida idealni digitalni ucebnici.
Zasadni duraz je zde kladen na text, naopak uplné chybi jakékoliv vykladové video. Oproti
tomu vsSak tato ucebnice hojn€ vyuziva animaci a interaktivnich ,aplikaci“ (viz zkoumani
jednotlivych zobrazeni v tzv. laboratofi). Tyto dva multimedialni obsahy jsou ustfednim bene-
fitem, ktery uCebnice nabizi oproti ti§t€né publikaci. Pouziti animaci, zeyména v geometrii,
umoziuje daleko rychlej§i a mnohdy hlub§i porozuméni dané problematice nez jen pfi
sledovani statického obrazku, ¢i sledu obrazku.

Nejzasadnéjsim piinosem ucebnice vsak jsou dvé interaktivni aplikace pouzité napfic¢
ucebnici. Prvni z nich je jiz zminéna laboratof. Jedna se o aplikaci, ktera umoziuje zakim
sledovat vzor a obraz zvoleného geometrického objektu ve zvoleném linearnim zobrazeni.
V této aplikace je pak mozné interaktivné upravovat parametry jednotlivych objektt ¢i zobra-
zeni a v realném Case sledovat, jak se zména té€chto parametrii projevuje na vzorech a predev-
§im obrazech geometrickych objekti. Timto zplisobem muze zak ziskat nejen velmi cenné
zkuSenosti s experimentovanim, ale téz hluboky vhled do dané problematiky (v piipadé, ze
s timto nastrojem umi adekvatné pracovat)!

Druhou zminénou aplikaci jsou interaktivni postupy konstrukce. Ty umoziuji zakovi
nechat si vykreslit jednotlivé kroky konstrukce, coz vyrazné zvySuje prehlednost celé kon-
strukce a slouzi k jejimu lepS§imu pochopeni i k pochopeni jednotlivych krokt. Naprosto
odpada nutnost analyzovat celkovy obrazek dané konstrukce (mnohdy nebarevny, Spatné
oznaCeny a se spoustou zbyteCnych pomocnych konstrukci), coz muze byt velmi Casove
naro¢né a muze téz zaka upln€ odradit — nez totiz najde vSechny oznaCené objekty a v hlaveé si
sesklada cely postup, tak to radéji vzda (je to totiz neumeérné mnozstvi prace vzhledem k oce-
kavanému vysledku). Moznost projit si celou konstrukci interaktivné a nechat si ji krok po
kroku vykreslit tak velmi vyrazné€ pfispiva k celkovému pochopeni jak samotné konstrukce,
tak 1 pfipadnych souvislosti (v ramci konstrukce i mimo nt).

Poslednim, av§ak neméné zasadnim, pfinosem digitalni ucebnice je to, ze je takova
ucebnice mnohem vhodnéjsi k samostudiu nez ucebnice klasicka. Pfi samostudiu je jednim
z nejveétsich nedostatki nemoznost piimé komunikace s vyucujicim v piipad€, ze nejde vse
hladce, ze se zak n€jakym zptusobem ,,zasekl (dana pasaz je mu nejasna, potiebuje néjaké
dopliuyjici informace, ovéfit si rychle néjakou myslenku apod.). V pfipadg, ze je v digitalni
ucebnici realizovan bod ¢.3 ze seznamu uvedeném vySe, potieba takové interakce se méné ¢i

vice snizuje a v jistych ohledech muze byt i eliminovana. Jednim z cilt této ucebnice je, aby ji
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mohl zak primarné pouzit pfi samostudiu a ne, aby byla pouze doplitkem frontalni vyuky.
I kdyZz ucebnice bod €. 3 v tomto smyslu dostatecné nenapliiuje, je (tim ze je digitalni) pfipra-
vena a nachystana tento nedostatek v budoucnu doplnit, ale také jiz nyni poskytuje sadu

interaktivnich aplikaci (zminénych vyse), které zakovi cestu samostudia vyrazné usnadiuji.

2.4 Obsah ucebnice

V nasledyjicich oddilech jsou popsana jednotliva obsahova specifika této ucebnice,
predevsim to, ¢im se 1isi od ostatnich ucebnic. Je zde vysvétlena podstata, a predev§im divod
téchto zmén, které maji za cil zvySsit zakovu motivaci, standardizovat a sjednotit rizné pfistu-
py a predevsim usnadnit pochopeni nékterych partii geometrie, které se mohou pii tradi¢nim

pojeti zdat narocnéjsi, nez ve skuteCnosti jsou.

2.4.1 Konceptualni ramec inverzni geometrie

Celé ucebnice inverzni geometrie je postavena na Euklidovych Zdkladech. V ucebnici
se vychazi z idealu antického geometrického svéta, jako ho prezentuje ve svém komentari
k Servitové prekladu prof. Petr Vopénka (Eukleides, 2008). Jednim z principt tohoto idealu je
striktni pouzivani tzv. euklidovské konstrukce, tj. konstrukce s pouzitim ideéalniho pravitka
a kruzitka’.

Dal§im principem, na kterém je anticky geometricky svét zalozen, je idea ,,zorného
pole geometra“. V tomto zorném poli se odehravaji veskeré geometrické konstrukce, a co je
mimo toto zorné pole je pro geometra neuchopitelné. (Eukleides, 2008, s. 10) Z tohoto pohle-
du jsou zakladnimi geometrickymi objekty bod, useCka a kruznice. Vzhledem k vyvoji geo-
metrie, objeveni riznych forem geometrického ,,nekone¢na‘“ a tomu, Ze sama tato ucebnice se
zabyva inverzni geometrii s nekoneCnem pracujici, byla tato trojice zakladnich objektt
nahrazena trojici bod, pfimka a kruznice. Jedna se vSak o jedinou ,,ulitbu* oproti Euklidovu

chapani antické geometrie.

5 Idedlni pravitko je nekone¢né dlouhé, ma pouze jednu hranu a slouzi k rysovani piimek v piipad¢€, ze jsou

zadany dva body na této piimce lezici. Idedlni pravitko nema zadné rysky pomoci nichz by se dala méfit
vzdalenost.
Idedlni kruzitko je schopné rysovat kruznice s libovolné velkym polomérem za piedpokladu, ze je zadan
stfed kruznice a bod na kruznici lezici. Toto kruzitko je tzv. ., .kolabujici®, coZ znamend, Ze ve chvili, kdy je
zvednuto z papiru, jeho dvé nozky ..zkolabuji“ a nezachovaji si velikost poloméru, kterou sviraly. Timto
kruzitkem tedy neni mozné pienaset vzdalenosti (jak se obvykle d&je ve vyuce na ZS).
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Z téchto tii elementarnich geometrickych objektt vychazi v§echny konstrukce v této
ucebnici, tj. konstrukce feSeni libovolného geometrického problému se ve vysledku sklada
pouze z kone¢ného poctu konstrukci bodi, pfimek a kruznic. Tyto konstrukce Euklides nazy-
va jako postuldty (v Servitove piekladu #koly prvomé) a jedna se o nasledujici konstrukce:

1. Oznaceni mista praniku dvou kfivek (pfimek ¢i kruznic).
2. Konstrukce ptimky ze zadanych dvou bodd, jimiz pfimka prochazi.
3. Konstrukce kruznice ze zadaného stfedu a bodu leziciho na kruznici.
Z duavodu striktniho pouzivani euklidovskych konstrukci plati jista omezeni na

konstrukce ostatnich objektd, které nejsou na ZS obvyklé:

* neni mozné si v prostoru volit pfi konstrukci libovolné body a ty dale pfi
konstrukei vyuzivat (vyjimkou je moznost zvolit si libovolny bod na vybrané
kiivce)

* neni mozné pouzit pravitko pro ,,odmerovani jakychkoli vzdalenosti ani jej
pouzit pro sestrojeni rovnobézek ¢i kolmic (jak se napt. v bézné Skolské praxi
pouziva pravitko s ryskou)

* neni mozné pouzit kruzitko pro prenaseni vzdalenosti

* neni mozné sestrojit kruznici bez zadaného bodu, kterym ma prochézet (v pfi-

padé, ze je zadan stfed a polomér kruznice)

Tato omezeni prakticky eliminuje z geometrie jakékoliv metrické zadani konstrukce.
Délky a vzdalenosti, které pti konstrukci spontanné vzniknou z pivodni polohy objektl pfi
zadani je dale mozné pomoci euklidovskych konstrukci prenaset, ptipadné geometricky scitat
nebo nasobit racionalnim cislem. AvSak pouziti konkrétnich metrickych hodnot (napt. délky

usecky v centimetrech apod.) je vylouceno.

Proc je v uCebnici pouzito vyhradné euklidovskych konstrukci? Jedna se opét o dalsi
z principu antického geometrického svéta, kterym je zasadni diraz na nazor. Vysvétleme to na
nasledujicim prikladu. Mame za tikol sestrojit kruznici k(S ;| AB|), tedy kruznici se sttedem S
a polomérem uréenym velikosti usecky AB. Na nasledujicich obrazcich jsou dva mozné
postupy — jeden z nich reflektuje klasickou Skolskou praxi, druhy je zaloZen na euklidovskych

konstrukcich.
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Pro néazornost jsou zadané objekty (stfed kruznice a usecka) vyvedeny modrou barvou.
Na levém obrazku muzeme vidét pripad klasické Skolské konstrukce. Do kruzitka byla vzata
délka usecky AB, kruzitko pak bylo nasledné zapichnuto do stfedu S a byla jim opséana kruz-
nice k. Z obrazku/konstrukce vSak viibec neni patrné, ze by kruznice k méla polomér rovny
velikosti usecky AB. Na prvni pohled je mozna vidét ze by polomér mohl byt stejny, ale
neexistuje zadny dikaz zalozeny na nazoru, ze tomu tak skute¢né je. Tuto skuteCnost zna
pouze ten, kdo konstrukci provadeél. Pii konkrétnim (fyzickém) rysovani se pak muze stat, ze
velikost je do kruzitka $patné , odmétena, ze kruzitko béhem presouvani zménilo ,,zméfeny*
polomér, pripadné kruzitko nebylo zabodnuto piesné do stfedu kruznice.

Tyto problémy v antickém geometrickém svété odpadaji. Fyzicka realizace muze byt
zpochybnéna, muze byt (a je) nedokonala, avSak geometricka idea je vzdy dokonala. I kdyby
vsak byl rys kruznice proveden naprosto dokonale, stale neni podle prvniho obrazku ziejmé,
ze kruznice ma polomér rovny velikosti dané usecky. Pii pouziti euklidovské konstrukce (viz
pravy obrazek) jsou vSak veskeré pochyby rozmetany. Geometricky nazor je zde nezpochyb-
nitelny a kazdému, kdo zna zakladni geometrické zakony, je jasné, ze kruznice k ma polomeér
rovny velikosti usecky AB. I kdyby fyzicka realizace této konstrukce byla nedokonalé a ve
skutecnosti by polomér nebyl rovny velikosti tisecky, ve svéte antické geometrie by tyto nedo-
konalosti zmizely a zistala by Cista geometricka idea.

Odpovéd na otazku, proc jsou v ucebnici striktné€ pouzité pouze euklidovské konstruk-
ce je tedy takova, ze pouze pti pouziti euklidovskych konstrukci mame zarucen takovy nazor
a vhled do konstrukce samotné, ktery nam (bez ohledu na nedokonalost fyzické realizace)

zarucuje nezpochybnitelnost vlastnosti objektl v jednotlivych krocich konstrukce.
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Poslednim principem pouzitym v ucebnici je snaha o odstranéni jakékoliv prace s thly.
Pojem uhel prosel od dob antiky vyraznéjS§im vyvojem a jeho chapani se v pribéhu staleti
meénilo. Pivodni koncepce uhlu jako veli€iny spiSe kvalitativni nez kvantitativni ve spojeni
s urcitou statickou (nehybnou) polohou dvou pfimek (tehdy usecek) ale 1 kruznic, se zmeénila
na veli¢inu ryze kvantitativni s vyraznym dynamickym charakterem (danym predevsim spoje-
nim uhlu s otacenim, a tedy s pohybem). Vzhledem k tomuto rozporu soucasného a antického
chapani uhlu byla snaha v ucebnici maximalné omezit pouzivani uhli. To vSak nebylo prak-
ticky mozné, diky zafazeni kapitoly o zobrazeni otoCeni, bez niz by byla prvni ¢ast ucebnice
neuplna. Dusledkem tedy je, ze nékteré elementarni konstrukce s uhly (napf. osa uhlu) jsou
v uCebnici vynechany a zistavaji pouze ty, které jsou nezbytné nutné pro praci ve zminéném

zobrazeni (rotaci).

2.4.2 Geometrické konstrukce a jejich znaceni

Jak bylo jiz teCeno, vSechny geometrické konstrukce se skladaji pouze z takovych
krokt, pfi nichz je oznaCen prusecik n€jakych kiivek, nebo je sestrojena piimka ¢i kruznice.
Sestrojeni n€jakého slozitéjsiho geometrického objektu pak v takovém piipadé muze obsaho-
vat az desitky jednotlivych krokt, coz jisté neni vhodné. Z tohoto divodu kazdy vétsi logicky
celek konstrukce (napf. osa usecky, kterou pouzivame v mnoho jinych konstrukcich) dostal
v této uCebnici vlastni nazev a vlastni oznaceni konstrukce, které tak shrnuje nékolik krokt
v krok jediny. Tento jediny krok je pak v ptilozenych postupech konstrukci prezentovan jedi-
nym objektem (bodem ¢i kiivkou) a dalsi objekty které jsou soucasti konstrukce tohoto vel-
kého celku oznacujeme jako ,,pomocné konstrukce™ (s pfislusSnym barevnym oznacenim, viz
vyse).

Timto zpisobem je mozné vSechny uvadéné konstrukce do sebe vzajemné vnorovat,
sestavit z nich jakousi hierarchii geometrickych objekti s rostoucim pocCtem kroki (a tedy

pomocnych konstrukci) a mirou komplexnosti, jak ukazuje nasledujici obrazek:
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BOD STRED ROVNOBEZKA
priisecik KRUZNICE ZBODU

P —_ e 2]

PRIMKA OSA KOLMICE TECNA
dva body USECKY ZBODU V BODE

() - & S

KRUZNICE STRED THALETOVA TECNA
stred a bod USECKY KRUZNICE ZBODU
——

Oznaceni kroku konstrukce mé nasledujici schéma:

{¢islo kroku}. {oznaceni objektu}; {charakteristické vlastnosti objektu}

Mezi charakteristické vlastnosti objektu patii pfedevsim informace o incidenci k jinym
objektim, pfipadné polohové vlastnosti (jako je kolmost ¢i rovnob€znost); vyjimecné je pou-
zito metrickych vlastnosti.

Body jsou bézné v konstrukcich oznaCovany velkymi latinskymi pismeny, pifimky
a kruznice malymi latinskymi pismeny. Tento Uizus byl v u€ebnici inverzni geometrie drobné
zménén a to tak, Ze oznaCeni bodu a piimek zistalo zachovano, avSak oznaCeni kruznic je
jiné. Kruznice se stale oznacuje malym latinskym pismenem, ale za toto oznaceni se jesté do
zavorky pridava stfed dané kruznice. Tedy kruznice k se stfedem S se v této uCebnici oznacuje
jako k(S). Toto oznadeni vychazi z obecného oznadeni kruznice, kdy je v zavorce uvadén
stted a polomér této kruznice, napt. k(S;r).

Duvody pro tuto zménu jsou dva. Prvnim z nich je, ze v mnoha zapisech se charakte-
ristické vlastnosti objektu shodovaly jak pro pfimku, tak pro kruznici. Vzhledem k tomu, ze
obé ktivky jsou obvykle znaceny pouhym pismenem, nebylo mozné pti pohledu na zapis kon-
strukce jasné rozlisit, zda se jedna o pifimku ¢i kruznici (respektive bylo mozné si zéapis vylo-
Zit obéma zpusoby). Pouhym piidanim zavorky se sttedem kruznice se tak elegantné vyftesil
problém, ktery by jinak musel byt nasilné feSen v ¢asti zapisu s charakteristickymi vlastnost-

mi konstrukce. Nyni je navic jiz z oznacCeni objektu jasné, jakou kiivku je tfeba sestrojit.
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Druhym divodem byl pozadavek na to, aby cely zapis konstrukce (tedy cast oznaceni
1 ¢ast vlastnosti objektu) obsahoval vSechny objekty, které je nutné pro danou konstrukci mit
zadané 1 v§echny objekty, kterd pti dané konstrukci vzniknou (samoziejmé vyjma pomocnych
konstrukci). Bohuzel v§ak nekteré pokrocilé konstrukce kruznic (napt. ortogonalni kruznice)
nepotiebuji ve svych charakteristickych vlastnostech uvadét vlastni stfed. V pfipad¢, ze tento
stfed neni uveden ani v jejich oznaceni, pak ve vysledném zapisu chybi. A v antické geometrii

neni mozné mit kruznici bez stfedu!

Kromé zmény oznaceni kruznic se v ucebnici vyskytuji i dalsi drobné, avSak vyrazné
zmeny, a to v Casti charakteristickych vlastnosti objektu. Ty byly provedeny u dvou nejzaklad-

n¢jSich konstrukei, a to u sestrojeni piimky a kruznice, jak ukazuje nasledujici tabulka:

PUVODNI ZAPIS NOVY ZAPIS
p; p=<XY p; X,YEp
k; k(S;|sx]) k(S); X €k(s)

Dutvod pro zménu zapisu téchto konstrukci byl predevsim jejich nekoncepcnost vzhle-
dem k ostatnim zapisim konstrukce. Ty totiz, jak uz bylo feCeno, obsahuji v Casti vlastnosti
objektd pouze informace o incidenci & poloze vi¢i ostatnim objektim. Sipku oznadujici
pfimku pak nenalezneme v zadné jiné konstrukci, a proto se nabizelo tento znak ze zapisu
vypustit. Pivodni zapis kruznice pak obsahoval zavorky, které se transformovaly do nového
oznaceni kruznic a metrické udaje o poloméru, které nejsou v souladu s ideou euklidovskych
konstrukei.

Novy zapis téchto konstrukci se pak podoba v§em ostatnim zapisum, protoze obsahuje
vyhradné informace o incidenci boda ke konstruovanym kfivkam. Navic (zejména u kruznice)
mnohem vice reflektuji myslenku tzv. tikolti prvotnych, kdy je ze zapisu naprosto jasné, ze pfi
sestrojeni ptimky je nutné mit dva body, jimiz pfimka prochazi a pti konstrukci kruznice je

nutné mit stfed kruznice a bod, kterym tato kruznice prochazi.
Mimo bézn€ pouzivané symboly a charakteristické vlastnosti jsou v ucebnici téz pou-

zity symboly nové. Mezi né patfi zejména symbol pro konstrukci 7Thaletovy kruznice, ktery je

tvoren malym feckym pismenem tau s dolnim indexem, v némz je uveden priameér, nad nimz
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Thaletovu kruznici sestrojujeme, napt.: T 45. Tento zapis je vypljcen z ¢lanku Ireny Budinové

(2014) a v beézné Skolské praxi se spise nepouziva. Dalsi novinkou je zapis konstrukce objektu

v ur¢itém zobrazeni, ktery se fidi nasledujicim schématem:

{&islo kroku}. {obraz objektu}; Z itrium zobrazeniy[ {VZOr objektu} ]

V Casti vlastnosti objekta je nejprve velkym latinskym pismenem uveden druh zobra-
zeni (napf. T pro translaci, R pro rotaci apod.). K druhu zobrazeni je dolnim indexem pfipo-
jeno kritérium tohoto zobrazeni, tedy pravidlo, podle néhoz se dany objekt zobrazuje (napf.
v pripadé translace vektor posunuti, v pfipadé rotace stfed a orientovany uhel apod.). Nakonec
je v hranatych zavorkach uveden objekt, ktery je vzorem daného zobrazeni. Napftiklad
kruznice 1(O), ktera je obrazem kruznice k(S) v translaci podle vektoru AB bude zapsana
takto: 1(O); T4l k(S) ]

Vsechny zapisy konstrukci pouzité v uCebnici inverzni geometrie muze Ctenaf nalézt

v Priloze €. 1 této prace.
2.4.3 Revize geometrického nazvoslovi

Nékteré bézné pouzivané geometrické terminy byly v této ucebnici nahrazeny jinymi,
ptipadné byly vymysleny terminy nové. V tomto oddile budou shrnuty provedené zmény
v geometrickém nazvoslovi a objasnény divody pro jejich pouziti.

V kapitole Zobrazeni (prologu) se rozdéluji zobrazeni do dvou skupin podle vnitini
logiky téchto zobrazeni, a to na skupinu zobrazeni pohybu (posunuti a otoCeni) a na skupinu
zobrazeni soumernosti (sttedova a osova soumeérnost a kruhova inverze). Bylo vhodné k témto
Ceskym nazvim pfifadit ekvivalentni cizojazy&ny terminy.® Témi se nakonec staly pojmy
involuce a lokomoce. Involuce (oznacujici zobrazeni soumérnosti) vychazi ze samotné ideje
soumérnosti, v niz vzdy existuji (soumérmné) pary geometrickych objektd, mezi nimiz se ne-
rozliSuje vzor a obraz, coz je prave definici involutorniho zobrazeni (Chodorova, 2013, s. 39).

Lokomoce (oznacujici zobrazeni pohybu) vychazi z novolatinského slova locomotus (sloze-

6 Témet vSechny Ceské terminy pouzivané v geometrii maji svilj cizojazyCny ekvivalent, ¢imz ovSem neni
mySlen preklad terminu do ciziho jazyka, ale jiné pojmenovani vychazejici z nékterého z cizich jazyku
(typicky z feCtiny ¢i latiny). Vzhledem k tomu, Ze se tato ,,dualita® v nazvoslovi objevuje, bylo vhodné i zde
piidat cizojazy¢ny termin.

Zde je uvedeno n¢kolik ilustrativnich piiklada ekvivalentnich pojmi:
rovnobézné — paralelni, kolmé — ortogonalni, posunuti — translace, otoCeni — rotace, soumérnost — symetrie,
pruvodi¢ — rdadiusvektor, soustiedné — kocentrické, apod.
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nina slov Jocus — misto a motivus — hybny), které se da prelozit jako ,,z mista se pohybujici®
(Rejzek, 2012, s. 362). Divodem pro vybér pravé tohoto pojmu byla pifedevsim morfologicka
podoba obou termindg.

Ve stejné kapitole se také objevuji netradicni ndzvy zobrazeni soumérnosti, tj. sttedové
a osové soumérnosti a kruhové inverze. Hlavni mySlenkou bylo sjednotit vSechny terminy tak,
aby byly jednoslovné a kazdy z nich mél svij ,,dualni pojem (viz pozn. pod Carou), stejné
jako dvojice posunuti — franslace a otoceni — rotace. Kruhova inverze byla nahrazena zkrace-
nym pojmem inverze a jako jediny z pojmu nema svuj dualni prot&jsek. To je z toho divodu,
ze jiz samotny Cesky vyraz kruhova inverze obsahuje cizoslovny pojem, po némz je navic
pojmenovana celd ucebnice. U osové soumeérnosti byl jako Cesky pojem vybran termin
zrcadleni, ktery vychazi z anglického piekladu osové soumeérnosti (reflection — odraz) a po-
m&mé piesné vystihuje podstatu tohoto zobrazeni, predevsim s ohledem na zaky ZS. U cizo-
jazycného dualniho pojmu se nabizel termin reflexe (pocesténi anglického vyrazu). Ten byl
vsak ze sémantického diivodu nevhodny a byl nahrazen pojmem inverze. To se mize zdat na
prvni pohled jako nevhodny vybér, kvili zaménitelnosti s kruhovou inverzi, avSak pravé tato
zaménitelnost je v uCebnici do budoucna vyhodna kvuli zpasobu, jakym se navazuje vyklad
o kruhové inverzi na osovou soumérnost (a téz z matematického hlediska, kdy je osova
soumérnost limitnim piipadem kruhové inverze). Poslednim pojmem je soumérnost, ktera
oznacuje stfedovou soumérnost a vychazi z cizojazyéného pojmu symefrie jako jeho duélni
termin.

V kapitolach €. 3-5 se objevuji pojmy, které nejsou nové, ale pii popisu zminénych
zobrazeni (soumérnosti) se bézné€ nepouzivaji. Zaprvé se jedna o trojici pojmu Fidici bod,
ridici primka a ridici kruznice. Jak zminuje Lalova (2019, s. 2), kruznice, ktera v kruhové
inverzi urcuje, jakym zptisobem se budou geometrické objekty v tomto zobrazeni zobrazovat
,,...S€ nazyva zdkladni kruznice, ridici kruznice nebo také urcujici kruznice kruhové inverze,
... 'V této ucebnici je pak pojem fidici kruznice zobecnén i pro zobrazeni stfedové a osové
soumérnosti; obecné nazyvan u vSech zobrazeni involuce jako Fidici objekt. Dalsi trojici
pojmu jsou stied involuce, smér involuce a pruvodi¢. Stied involuce, ktery se objevuje
pouze u kruhové inverze, je podle Chodorové (2013, s. 40) v involuci ,,takovy vlast-ni bod
pfimky, ktery odpovida nevlastnimu bodu“. Pouzili jsme tedy termin objevujici se
obvykle v projektivni geometrii. V pojednanich o kruhové inverzi je tento bod Castéji nazyvan

jako stred inverze, protoze se jedna o stfed fidici kruznice. Smér involuce je pojem novy
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a vychazi z poymu smér afinity (termin pochézejici z afinnich zobrazeni) a faktu, ze kruhova
inverze je v libovolném sméru de facto involuce bodli na pfimce (tj. na pfimce prochazejici
sttedem involuce). Kombinaci pfeneseného vyznamu a zauzivaného pojmu tak vznikl tento
pojem novy. Poslednim terminem je tzv. privodi¢, ktery je znam napf. z fyziky ¢i konstruk¢ni
geometrie (napf. u kuzelosecek). Tento pojem bude dale komentovan v nasledujicim oddile.

Kapitola Primky a kruznice (intermezzo) obsahuje asi nejvyraznéjsi a nejzasadnéjsi
upravy oproti obvyklé Skolské praxi. Prvni pozménénym pojmem jsou rovnobézné kruznice,
jez nahrazuji vSeobecné uzivany pojem soustfedné kruznice. Motivaci pro tuto zménu je
predevsim v ucebnici uvadéna definice rovnobéznych kiivek:

(?deR)(VXe€a)VY €b): |Xb|=|Ya| =d.

Této definici totiz vyhovuji jak rovnobézné pfimky, tak soustiedné kruznice. Nazev
rovnobézné kruznice je také v souladu s bézn€ uzivanym pojmem rovnobéznych kiivek v za-
hrani¢ni literatufe. Samotny Cesky ekvivalent pavodné feckého slova paralelni neni uplné
idealni, protoze u soustfednych kruznic postradame nazor toho, ze by ,,bézely rovné*; daleko
vhodngjsi by pak bylo pouzit pavodni vyznam tohoto slova (paraléllos), ktery znamena
,,soubézny, vedle sebe polozeny* (Rejzek, 2012, s. 467). Pouziti terminG soubézné primky
a soubézné kruznice by tak v podstaté bylo vhodngjsi, ale pro zaky ZS jiz mozna piilis
odtrzené od bézné praxe. Navic pouzitim pojmu rovnobézné kruznice mélo byt dosazeno
toho, aby zak skrze jazykovou podobnost zacal vnimat i ideovou podobnost obou popiso-
vanych geometrickych objektu.

Poslednim, a zfejmé& nejkontroverznéjsim, zasahem do geometrického nédzvoslovi
v této ucebnici je zmeéna tradicniho oznaceni polohy pfimky vici kruznici, které zname jako
trojici pojmu: secna — tecna — mimobézna primka. Cela koncepce zmeény je pomérn¢ detailné
rozebrana pfimo v u€ebnici — pro jeji uplné pochopeni je tedy nejlépe danou pasaz nastudovat
(viz kapitola Primky a kruznice, Cast Se¢ny, te¢ny, mimobézky). Na tomto misté¢ pouze
uvedeme vysledné zmény a davody pro jejich zavedeni.

Vn¢jsi pfimka kruznice byla pfejmenovana na mimobézku kruznice. Toto oznaCeni
vychazi z klasického pojeti mimobéznych ptimek, které neni mozné realizovat v roving, ale
pouze v prostoru. Definice mimobéznych piimek fika, ze jsou to pifimky, které nemaji zadny
spolecny bod a nejsou rovnobézné. Zasadni je vSak informace, ze nemaji zadny spolecny bod,
protoze v inverzni geometrii rovnob&zné pifimky maji spole¢ny bod, a sice bod v nekone¢nu.

Stejné tak riznobézné piimky maji dva spolecné body — prasecik a bod v nekonecnu. Z tohoto
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pohledu jsou tedy riznobézky secné piimky se 2 spolecnymi body, rovnobézky tecné primky
s 1 spoleénym bodem a mimobé&zky pfimky majici O spole¢nych bodd. To potvrzuji i obrazy
téchto pfimek v kruhové inverzi — obrazem rovnobéznych pifimek jsou totiz tecné kruznice
a obrazem riznobéznych piimek secné kruznice.” Toto rozdéleni pfimek na tii rizné typy
(seCna — teCna — mimobézka) je pak analogicky aplikovano na vzajemné polohy piimky
a kruznice i vzajemné polohy dvou kruznic. Kritériem je vzdy pocet spole¢nych bodu, coz je
v pripadé mimobé&znych kiivek vzdy nula. Komplexni pojmenovani téchto poloh pak v sobé
kromé této trojice obsahuje 1 pojmy vnitrni/vnéjsi a primkal/kruznice, ale to jiz Ctenaf nejlépe

nastuduje pifimo v textu ucebnice.

Na zavér jesté drobny dodatek. V textu uCebnice se objevuji pojmy kolmé kruznice
a ortogonalni kruznice, které jsou obvykle synonymy. V ucebnici maji vSak drobné odlisny
charakter v zavislosti na jejich konstrukci. Pojem kolmé kruznice je pouzit v ptipadé, kdy
chceme k zadané kruznici sestrojit kolmou kruznici a mame k dispozici stied této nové
kruznice. Naopak pojem ortogondlni kruznice je pouzit v piipad¢, kdy nemame k dispozici

stfed, ale pouze dva body, jimiz musi kolma kruznice prochézet.

2.4.4 Inovativni pfistup k vybranym geometrickym pojmim

U nékterych geometrickych pojma uvadénych v této ucebnici je pouzit netradicni
ptistup pfi jejich vykladu ¢i uchopeni dané problematiky. V tomto oddile budou popsany tyto
odchylky od tradi¢niho piistupu, spolecné s divody pro tuto zménu.

Prvni takova zména se nachéazi uplné na zacatku ucebnice u trojice zakladnich geome-
trickych objektt: bodu, pfimky a kruznice. Vyklad téchto bytostné znamych pojmu je kvuli
lepsi motivaci Ctenafe ozvlastnén o filozofictéjsi pohled na tyto objekty. Tento pohled se snazi
vystihnout podstatu zminiovanych objekt a v dalSich Castech ucebnice se pak s timto pohle-
dem dale pracuje. Bod je zde prezentovan jako naprosto presné a jedinecné misto v prostoru
(roving), které je n&akym zplsobem vyznacné (napf. je to prunik dvou kiivek, stfed usecky
apod.). Tento pohled neni asi ni¢im piekvapivym, ale je mozné, e mnoha akam Z$ tento
vhled do podstaty unikd a bodem rozumi néjaké , puntiky* ¢i ,kiizky“. Pfimka je prezento-

vana jako urcity smér, v némz je mozné se pohybovat. Z hlediska matematiky smérem rozu-

7 Tedy pouze v piipadé, Ze se jedna €i ob¢ piimky nezobrazi opct na pfimky, ale tomu 1ze zamezit v pfipadé,
7e stied involuce (tj. stfed fidici kruznice) nebude incidentni s Zadnou z téchto piimek.
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mime svazek rovnobé&znych pfimek (svazek piimek 2. druhu); konkrétni pfimka z tohoto
svazku je pak reprezentantem tohoto sméru. Kruznice je pak chapana jako urcita vzdalenost,
coz je dano tim, ze vSechny body kruznice maji stejnou vzdalenost od jejiho stfedu. V tomto
filozofickém ramci je pak mozné libovolnou geometrickou konstrukci (jako feSeni né€jakého
problému) sémanticky vylozit za pouziti t€chto pojmua, napf.: , Nalezneme takovy smér, jenz

je dany dvéma misty, ktera maji od nami zadanych jinych mist stejnou vzdalenost.*.®

Dalsi vyraznou zmeénou je definice a uchopeni 7haletovy kruznice. Nejprve se podrob-
né podivejme na definici této kruznice. Budinova (2014, s. 7) nabizi dvé definice Thaletovy
kruznice:

,,MnoZzina vSech vrcholii vSech pravych uhli roviny,
Jejichz ramena prochazeji body A, B je kruznice o priiméru AB...
a
., ...Mnozina viech bodli, ze kterych vidime tisecku AB pod ithlem 90°,
Je kruznice nad priimérem AB. ..

Tyto dvé definice jsou prakticky stejné, pouze pouzivaji jiné slovni obraty. Co je vSak
velmi dalezité, je to, ze tato definice je Spatné! Mnozina bodl podle vysSe uvedenych definic
totiz neobsahuje (ani v jednom piipade) body A a B, a jedna se tak tedy o mnozinu dvou ote-
vienych pulkruznic, nikoliv o kruznici!’

Ukazuje se tedy nanejvys vhodné tuto definici upravit tak, aby vysledna mnozina boda

byla celou kruznici, aby v ni zadné body nechybély. Opravena definice mize znit napf. takto:

,,Mnozina vSech pat kolmic spusténych z bodu A ke vSem pfimkam prochazejicim bodem B,

se nazyva Thaletova kruznice nad primérem AB.“

Tato definice neni v uCebnici uvedena. Pracuje se tam vSak s ni v jeji obracené logice,
a to tak, Ze je zakim predkladana jista vlastnost 7Thaletovy kruznice. Ta tika, ze vedeme-li
libovolnym bodem 7haletovy kruznice ptimky prochazejici body A a B, pak jsou tyto primky

na sebe kolmé.

8 Uvedena véta je popisem konstrukce osy libovolné usecky, kterd je zadana svymi dvéma krajnimi body.

9 Nutno zde podotknout, Ze uvedené citace nejsou uplné a v ptivodnim zdroji (Budinova, 2014, s. 7) je tato
skuteCnost zmin¢na. V citaci je v§ak vynechana zejména proto, ze ne vzdy mizeme v riznych zdrojich tento
dodatek nalézt a také proto, Ze ho ne vSichni ucitelé znaji a zakum vysvétluji.
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Tim se opét dostavame k problému krajnich boda usecky, nad nimiz je Thaletova kruz-
nice sestrojena. Pokud si jeden z nich zvolime jako nas libovolny bod, budeme mit problém
s konstrukci druhé z pfimek, protoze ta bude najednou urCena pouze jedinym bodem. Této
skuteCnosti je v ucebnici vyuzito k pfipravé budovani pojmu limity u zaka. Geometrické
uchopeni tohoto pojmu je na hony vzdalené analytické &-€ definici a diky vyuziti animaci je
v jistém smyslu pro zaky velmi intuitivni. Kromé vykladu vlastnosti 7haletovy kruznice je pak
tento latentni princip limity (prezentovan Casto formou , degradace seény v teCnu — jak je
ostatné obvyklé i pfi motivacnim vykladu zakladi diferencialniho poctu) mozno nalézt pri
vykladu obrazu ptimek a bodu v kruhové inverzi a téz v zavérecné kapitole pti vykladu pojmu

kruhovych kfivek.

Dalsi z netradi¢nich pfistupt souvisi s pojmem kolmost. Jak uz bylo feeno vyse,
jednim z konceptu této ucebnice bylo eliminovat pouziti uhli. Pokud odhlédneme od zobra-
zeni rotace, zjiStujeme, ze pii jakékoliv jiné konstrukci nevyvstava potieba jakéhokoliv tihlu,
vyjma uhlu pravého — tedy potieba konstrukce dvou na sebe kolmych ptimek (obecné kiivek).
Z tohoto divodu je v uebnici zaveden pojem kolmosti, ktery se od pojmu pravého thlu odli-
Suje. Toto odliSeni prameni z raznych (filozofickych) podstat obou pojmi a odkazuje k odlis-
nému vnimani pojmu thel v antické geometrii.

Pro vyznaceni thlu v konstrukci je pouzit klasicky symbol , obloucku®, ktery je pouzit
1 v pfipadé€ pravého uhlu s obvyklym doplnénim , tecky®, ¢imz je naznaceno, ze pravy uhel je
specialnim pfipadem thlu obecného. Pro vyznaceni vlastnosti kolmosti dvou kfivek je v kon-
strukcich pouzito symbolu , tvereCku®, ktery se obvykle v zahranicni literatufe uziva pro
vyznaceni pravého thlu (namisto u nas obvyklého ,,obloucku s te€¢kou*). Tato graficka zmena
pak v zakovi evokuje i zménu v koncepci tohoto pojmu — pravy uhel je speciadlnim piipadem
uhlu, tedy kvantitativni metrické veliCiny, zatimco kolmost je kvalitativni vlastnost dvou kii-

vek.

A

tthel pravy uhel kolmost
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S pojmem kolmost se opét vynotuje potfeba spravné definice této vlastnosti, tedy
pfipadu, kdy jsou dvé dané ptimky na sebe kolmé (pfipady kolmosti jinych dvou kiivek lze
dale definovat pomoci dvou kolmych pfimek, jak je vysvétleno v textu ucebnice). Obvykla,

vSeobecna definice tohoto pojmu je nasledujici:

Dveé primky jsou na sebe kolmé pravé tehdy, kdyz sviraji pravy uhel (nebo téz hel 90°).

Tato definice je z podstaty Spatné... Pro¢ pouzivat pojem souvisejici s otaCenim u po-
lohové vlastnosti dvou piimek? Co to vibec je pravy thel? Tato otazka muze vést k definici
kruhem, kdyz si odpovime, ze pravy uhel je ten thel, ktery sviraji kolmé pfimky. Piipadné
muzeme pravy uhel vycislit jako uhel velikosti 90°. V tom pfipadé musime tento thel né&jak
zméfit, ale my chceme nemetrickou geometrii, geometrii bez meteni. Je vidno, ze toto neni ta
spravna cesta.

Reseni piinasi nova definice vlastnosti kolmosti, reps. kolmosti dvou pfimek, ktera je

uvedena v uCebnici:

Dvé primky jsou na sebe kolmé, pokud libovolny bod jedné z nich
ma stejnou vzdalenost k obéma krajnim bodiim libovolné usecky,

kterd lezi na druhé z primek a jejiz stred je totozny s priisecikem obou primek.

V piipadé této definici opada jakékoliv mefeni (natoz pak méteni thlu). Staci udélat
jednoduchy ,test” pomoci dvou kruznic a zjistit incidenci bodu ke kruznici. V ptipadé, ze bod
je incidentni, jedné se o kolmé pfimky; v opacném piipad€ (bod neni incidentni) jsou piimky
riznobézné. Pro uplné pochopeni necht’ si Ctenaf nastuduje prislusnou pasaz v ucebnici, a to

v kapitole Primky a kruznice, v ¢asti Se€ny a kolmice.

Novinkou je také kritérium urceni vzajemné polohy dvou kruznic. Zatimco u vzajem-
né polohy dvou pifimek ¢i piimky a kruznice je timto kritériem pocet spolecnych bodu, u dvou
kruznic je situace slozitéjsi. Kromé spole¢ného poctu bodu je jesté potieba zohlednit vzdale-
nosti stfedd téchto kruznic a jejich poloméry. Teprve diky vSem témto informacim lze rozho-
dnout o jedné z péti moznych poloh dvou kruznic. Tento zplisob urovani vzajemné polohy

byl v ucebnici zménén na ponckud sofistikovanéjsi, ale ve vysledku jednodussi a pfimejsi
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piistup. Tim je urCeni poctu spole¢nych tecen téchto kruznic. Kazda z péti riznych vzajem-
nych poloh dvou kruznic ma jiny pocet spoleCnych teCen, a proto toto Cislo jednoznacné
urCuje prislusnou polohu, stejné jako Cislo spolecného poctu bodi v piipadé dvou primek ¢i
pfimky a kruznice. Kritéria u vSech typu kiivek jsou pak ve vysledku konceptualné totozna,

nez v pripadé porovnavani vzdalenosti stiedd kruznic a jejich poloméru.

Posledni, avSak pro uCebnici stézejni, je inovativni pfistup k vykladu zobrazeni v kru-
hové inverzi. Ve vysokoskolské praxi (kde se vétSina studentd s kruhovou inverzi setkava
prvné) je obvyklé se pifi vykladu této problematiky nejprve seznamit s konstrukci obrazu
jednotlivého bodu (coz mé pfimou souvislost s definici inverze) a poté studovat jakym
zpiisobem se v inverzi zobrazuji pfimky a kruZnice. V této udebnici je postup opa&ny. Zaci se
nejprve seznami s konstrukci obrazu pfimky a kruznice a az nakonec se dopracuji ke kon-
strukci samotného bodu.

Jaky je k tomu divod? Samotna konstrukce bodu je, co se tyka poc¢tu krokd a pomoc-
nych konstrukci, mnohem naroc¢néjsi nez konstrukce kiivek — v ptipadé, ze se tyto konstrukce
spravné uchopi. Navic konstrukce bodu v kruhové inverzi se viibec v nicem nepodoba ostat-
nim zobrazenim, se kterymi se méli zaci moznost setkat. Vyklad o sestrojeni bodu v inverzi
by tak pro tyto zéky, jak se tika, ,,spadl z nebe®. Naopak v ptfipadé konstrukce piimky 1ze najit
cetné paralely mezi kruhovou inverzi a osovou soumérnosti, ¢ehoz je v ucebnici vyuzito.

Pojd'me si tedy nyni projit tuto metodiku vykladu konstrukce pfimek a kruznic v kru-
hové inverzi, jak je praktikovana v této ucebnici, a poukazat na st€zejni momenty v tomto
pfistupu. Vychozi konstrukci, ze které de facto vychazi vSechny ostatni, je konstrukce se¢né

primKky.
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Na obrazku vidime fidici kruznici, se€nou pifimku a jeji obraz v inverzi podle fidici
kruznice. Je pouzit barevny kod zminény vySe. Tato konstrukce mize byt zakiim dana dogma-
ticky, ale v uebnici je ,,dokazana“ na zakladé podobnosti s osovou soumérnosti.' Pii , dika-
zu“ toho, ze obrazem modré piimky je skutecné Cervena kruznice, se ucCebnice opira o tyto

vlastnosti osové soumernosti:

* body fidici pfimky (osy soumérnosti) jsou samodruzné

» ptimka kolma k fidici pfimce (ose soumérnosti) je samodruzna

Z prvni vlastnosti zjistime, Ze obraz modré pfimky musi prochazet pruseciky této
ptimky s fidici kruznici, tedy dvéma Cernymi body. Pokud by tento obraz byla pfimka, musela
by byt samodruzna, ale z druhé vlastnosti vime, ze samodruzna pfimka musi byt kolma na
fidici kfivku, tj. musi prochazet stfedem fidici kruznice. Z toho vyplyva, Zze obrazem nemuze
byt pfimka a musi jim byt kruznice.

K této dedukci je pak pfidana dal§i dana informace, a to, ze obraz libovolné pfimky
musi prochazet sttedem involuce (stfedem fidici kruznice), coz je pozdéji objasnéno na konci
ucebnice. Konstrukce samotného obrazu se¢né primky je pak konceptualn€ velmi jednoducha,
protoze staci nalézt kruznici, ktera prochazi tfemi zadanymi body, coz je problém, ktery byl
vyteSen v uvodni kapitole celé ucebnice. Z této typové konstrukce lze pak velmi snadno vyvo-
dit konstrukci kolmé pfimky a tecné ptimky fidici kruznice jako jeji limitni pfipady. Protoze
se v involutornich zobrazenich nerozeznava vzor a obraz, zak z téchto konstrukci ihned obdrzi
konstrukce seCnych a tecnych kruznic prochazejici sttedem inverze (v ucebnici oznacované
jako incidentni, ¢imz je mysSleno, ze jsou incidentni se stfedem involuce).

Prvni zavazny problém pfichdzi v pfipadé mimobézné ptimky (vnéjsi primky) tidici
kruznice, protoze s ni nema zadné spolecné body. Tento problém se fesi pouzitim zdkona
zachovani incidence a tzv. figlu s primkou/kruznici. Zékon zachovani incidence fika, ze ve
vSech zobrazenich zminénych v ucebnici se zachovava incidence bodu ke kiivce a téz vzajem-
na poloha dvou kfivek (tedy seCny zlstanou seCnami, teCny te¢nami apod.). Figl s pfimkou
a figl s kruznici je pak praktickym pouzitim zdkona zachovani incidence. Ten spociva v tom,
ze pokud né&jaky kiivka, kterou chceme zobrazovat, nema s fidici kiivkou spolecné body,

pouzijeme tzv. pomocnou krivku, ktera je k zadané kfivce te¢na, a kterd ma s tidici kiivkou

10 Tato podobnost mezi kruhovou inverzi a osovou soumérnosti neni v ucebnici nijak hloubgji vysvétlena. Je
dana jako n€co, co musi zdk pfijmout s tim, Ze pozd¢ji, aZz nabyde vétSich znalosti kruhové inverze, této
podobnosti porozumi.
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spole¢né body. Diky tomu, ze mé spolecné body, umime zkonstruovat obraz této pomocné
kiivky a tento obraz nam, diky zakonu zachovani incidence, pomuze sestrojit hledany obraz
zadané kiivky. Pro vice informaci, necht’ si ¢tenat vyhleda ptislusnou pasaz v textu ucebnice

v kapitole Inverze primek.

Nasledujici kapitola u€ebnice, tedy kapitola Inverze kruznic pak jiz neptinasi nic nové-
ho, pouze na piikladech konstrukce neincidentnich kruznic aplikuje pouziti té€chto figli. V za-
vérecné kapitole (epilogu) je pak s pomoci intuitivniho pojmu limity a za pouziti dvou figlt
predstavena a ,,dokazana“ konstrukce jediného bodu v kruhové inverzi. Tato konstrukce se
pak diky predchozim kapitolam zda velice snadna a diky tomuto pfistupu pak nepisobi nasil-

n¢, tedy nezda se, ze by ,,spadla z nebe”.
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3 UCEBNICE KRUHOVE INVERZE

Tato kapitola obsahuje piepis vytvorené digitalni ucebnice. Nejedna se o prepis kom-
pletni, protoze neni mozné a v n¢kterych ptipadech i vhodné prenaset urcité interaktivni prvky
do textové podoby. Co tedy tento textovy prepis presné obsahuje a co zde naopak chybi?

Veskery vykladovy text, ktery se nachdzi v digitalni ucebnici, nalezne Ctenar i zde.
Z jinych texti uvedenych v ucebnici zde naopak chybi nékteré instruktivni texty, které se
v ucebnici opakuji (napf. v kapitolach 1—4) nebo se vztahuji k interaktivnim prvkim ucebnice.
Tyto texty jsou z hlediska rozsahu i obsahu naprosto marginalni.

Veskeré obrazky pouzité v digitalni uCebnici nalezne Ctenar i zde. Animace, kterych
v digitalni verzi ucebnice neni malo, byly v nékterych ptipadech prevedeny na kolekci dvou ¢i
vice obrazkt, v ostatnich pfipadech byly tyto animace opét prevedeny na kolekci né€kolika
obrazku a poté s odstupfiovanou prithlednosti slozeny v obrazek jediny (zejména v zavérecné
Casti ucebnice). Texty vztahujici se k témto animaci byly v této textové verzi upraveny tak, ze
slovo ,,animace” bylo nahrazeno slovem ,,obrazek/obrazky*.

V textové verzi je pak redukovan veskery interaktivni obsah. Postupy konstrukei jsou
vlozeny zptuisobem, jakym se primarné zobrazuji v digitalni verzi (tedy kompletné vykreslené)
bez moznosti interakce. Texty, které se zobrazuji po kliknuti na tlacitko (zejména odpovédi na
otazky ¢i feSeni zadanych problémil) jsou v textové verzi fazeny na misto, kde se nachazelo
puvodni tlaitko. U podkapitol Zkoumani zobrazeni, které nalezneme v kapitolach 1-4, jsou
vyjma kapitoly Posunuti vynechany pfislusné otazky (které se ve vSech kapitolach opakuji)
a Jsou uvedeny pouze odpovédi na tyto otazky.

V téchto Ctyfech kapitolach se také nachazi tabulky shrnujici pozorovani vlastnosti
jednotlivych zobrazeni. Tyto tabulky jsou v digitalni verzi ,,zakryté“ a je mozné je odkryvat,
coz slouzi zakovi k opakovani prislusné latky. V textové verzi jsou tabulky uvedeny , odkry-
té“. Stézejnim bodem digitalni ucebnice je pak tzv. laborato¥, v niz maze zak interaktivné
prozkoumavat jednotliva zobrazeni a diky tomu odpovidat na predlozené otazky. Tento prvek

v textoveé verzi uplné chybi.

Veskery dale uvedeny obsah v nasledujicich podkapitolach jiz patti k textovému piepi-
su digitalni u¢ebnice. Kompletni uCebnici mize ¢tenar nalézt na nasledujicim odkazu:

http://inverzni-geometrie.kvalitne.cz/
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3.1 Co je tieba znat!

3.1.1 Zakladni poyjmy

Mezi zékladni pojmy geometrie, které je tfeba znat, patii bod, pfimka a kruznice. Asi
si fikate, ze tyto pojmy uz davno znate a neni potfeba si o nich cokoliv ¢ist. Nicméné
jakékoliv opakovani uz davno poznanych véci mize vést k tomu, ze v nich objevite néco
nového, nebo ze odhalite né¢jaké dfive nepoznané souvislosti. A to i v piipadé, ze jste se
vlastné nic nového neucili. Naucite se to sami jen tim, ze pfemyslite o starych znalostech
v novych souvislostech. Pojd'me si tedy zopakovat, co vime o bodu, pfimce a kruznici.

Jesté nez se zaCneme bavit o kazdém pojmu zvlast, je tieba zdiraznit, ze tyto tfi
pojmy jsou zakladnimi kameny geometrie. VSechny ostatni pojmy jako napt. usecka, uhel,
trojuhelnik apod. mizeme popsat pouze pomoci bodu, pfimek anebo kruznic. Mozna jste
o tom takto zatim nepfemysleli, ale je to tak. Jak je to ale mozné?

Predstavte si, ze rysujete néjakou geometrickou ulohu. K rysovani pouzivate dva
nastroje: pravitko a kruzitko. Pravitko slouzi k tomu, abyste rysovali pfimky a kruzitko
k tomu, abyste rysovali kruznice. V mistech, kde se pfimky a kruznice protinaji pak existuji
néjaké body. Timto zpisobem nakonec narysujete jakykoliv geometricky objekt. To tedy
znamena, ze muzeme vytvofit libovolny geometricky utvar jen pomoci bodid, piimek

a kruznic.

3.1.1.1 Bod

Vyznamny starofecky matematik a geometr Euklides" ve své ulebnici geometrie
zvané Zdklady" popsal bod takto:

,,Bod je to, co nema Zadné casti.

Je to poméme pekny popis bodu, ale fikd o ném spise to, co bod neni, nez to co bod je.

11 Euklides (cca 325-270 p¥.n.l) — Nejslavngjsi matematik starovéku, ktery polozil pevny zaklad celé matema-
tiky. Jeho axiomatickd metoda se stala vzorem precizniho logického mysleni. Je autorem nékolika geometric-
kych poucek, napt. vét o vysce €i odveésné v pravothlém trojuhelniku (tzv. Euklidovy véty).

12 Ziklady (Elementa) — Nejdilezitejsi Euklidovo dilo! Celkem 13 knih slouzilo vice nez 2000 let jako
ucebnice geometrie i matematiky. Bylo zde shrnuto vesSkeré matematické védéni té doby. Genialita Zdkladii
spocivala v tom, Ze vSechny poucky byly vytvoieny z 5 zakladnich axidomu pouze cestou logické dedukce. Po
Bibli to byla nejvice tist€na a preklddana kniha na svété.
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Pokud néco muzeme rozdélit na vice Casti, pak to neni bod. Pokud to rozdélit nemizeme, pak
to je bod. Co je to ale bod? Co je to TO, co uz nemiuzeme rozdeélit?

Bod je v geometrii jedno jediné presné misto. Napf. misto, kde se protinaji dveé
ptimky. Takové misto je pouze jedno a je velmi presn€ urCeno. Neda se rozdélit na vice casti,
a pokud bychom se z tohoto mista posunuli byt jen o malinky kousek vedle, uz bychom
nebyli na stejném mist€, ale byli bychom na misté€ jiném — v jiném bodg.

To, ze bod nema zadné Casti, znamena také, ze bod nema ani Sitku ani délku. Bod tedy
nema zadny rozmér. Takovy objekt se ale velmi Spatné znazoriiuje. Kdyz si chceme bod
znazornit, ¢asto kreslime malinkou tecku, ktera oznacuje dané misto. Takova tecka, 1 kdyz je
velice malad, mé ale néjakou délku i Sitku — je to vlastné miniaturni kruh s velmi malym
obsahem. Nékdy se také bod znaci malym kiizkem, ktery jakoby oznacuje dané misto. Tento
ktizek naznacuje Casti dvou pfimek, které se v ur¢itém miste protinaji a tim urcuji tento bod.

V této ucebnici budeme k oznaCeni boda pouzivat tecku a to vibec ne malou, ale
pofadné velkou, abychom ji vzdy dobte vidéli. I kdybychom ji d€lali malou, stejné bude mit
n¢jakou Sitku a délku, takze tim bychom si nepomohli. Opravdovy bod tak ve skuteCnosti
nikdy nemizeme narysovat, vzdy bude mit néjaky rozmér (kdyZ pouzivame pfi rysovani
tuzku, nechavame na papire stopu cary, ktera ma také néjakou Sirku).

Body se v geometrii znadi velkymi pismeny, napi. A, B, C atd. Casto se pouZivaji
pismena ze zacatku abecedy, ale mohou se pouzit libovolna. Pokud bod lezi na né&jaké piimce
nebo kruznici, oznacuje se to symbolem €. Pokud na pfimce ¢i kruznici nelezi (tedy lezi
mimo ni), oznaCujeme to symbolem ¢&. Naptiklad bod B, ktery lezi na pfimce p, ale lezi
mimo kruznici k(S), ozna¢ime takto: B € p, B & k(S). N&kdy se fika, e bod B naleZi pfimce

p a nenalezi kruznici k(S).

3.1.1.2 Primka

Ptimka by se dala popsat jako dokonale rovna Cara, kterd ma urcity smér a v ném
pokracuje na obé strany do nekonecna. Muzeme ji také chapat jako tuseCku, kterou lze
prodlouzit na obou jejich koncich libovolné daleko. Timto zptisobem ji chapal Euklides a ve
svych Zdkladech pise:

,, Usecka je cara, kterd se tahne rovné. Cdra je délka bez §irky.

To je sice pékné, ale kde se tu piSe o piimce?! Nikde, protoze Euklides piimky neznal.
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Jeho chapani geometrie bylo takové, Ze se zabyval pouze témi utvary, které bylo mozné
zhlédnout pouhym zrakem, které bylo mozné nakreslit do pisku nebo narysovat na papir.
A pfimka, ktera se tahne do nekonecna, takovym utvarem rozhodné neni! Euklides znal pouze
usecky a pokud potteboval, umél je libovolné prodlouzit.

Pokud vSak v jeho podani nahradime slovo usecka slovem ptfimka, dostaneme
pomérné pekny pohled na to, ¢im pfimka je. Rovné se tahnouci Cara, kterd nema zadnou S§itku,
ale ma délku (v nasem piipad€ nekonecnou) — tedy pouze jeden rozmér. To, ze ptfimka nema
Sitku, mazeme také chapat tak, ze ma nekonecné malou Sitku. Kdybychom se na opravdovou
ptfimku podivali pod lupou nebo mikroskopem, bude stile stejné tenka; jeji Sitka bude
nekonecné mala. Pokud ale pfimku narysujeme tuzkou a poté se na ni podivame pod lupou
nebo mikroskopem, zjistime, Ze je naSe narysovand piimka pomérné tlusta“. Méla by
néjakou Sifku zpusobenou tim, ze pfi rysovani tuzkou zanechava tuzka stopu, ktera ma Sirku

1 délku. Proto stejné jako bod, ani ptimku nelze ve skutecnosti nikdy narysovat.

narysovand ,,primka skutecnd primka

Primky se v geometrii zna¢i malymi pismeny, obvykle zacinajici p, q, r atd., ale lze
pouzit libovolné pismeno. V piipadé, ze jsou dvé piimky rovnobézné, zapisujeme to
symbolem ||. Rliznob&zné piimky se zapisuji jako Jf a kolmé ptimky jako L . Napiiklad pokud
je pfimka a rovnobézna s primkou b, kolma na pfimku ¢ a riznobézna s ptimkou d, zapiSeme

to timto zplisobem: a ||b,a L caa }f d.
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3.1.1.3 Kruznice

Kruznici si mizeme predstavit jako dokonale kulatou ¢aru, jejiz kazdy bod ma od
sttedu kruznice stejnou vzdalenost. Neboli kruznice je Cara, ktera je v kazdém svém misté
stejné vzdalena od urcitého bodu — stfedu kruznice. Velmi podobné také kruznici popisuje
Euklides ve svych Zdkladech:

., Kruh je utvar, objimany jedinou carou, k niz od jeho stredu vedené iisecky
Jjsou vsechny stejné dlouhé. Cdra objimajici kruh se nazyva kruznice.

Jak jiz vime z popisu piimky, ¢ara je délka bez §itky. I o kruznici tedy mazeme fici, ze
ma jeden rozmér. Mit jeden rozmér vlastné znamena to, ze se na daném objektu (ktery ma
jeden rozmér) mohu pohybovat pouze dopfedu a dozadu. Na pfimce jsme se pohybovali
jednim nebo opacnym smérem, na kruznici se mizeme jakoby otacet po nebo proti sméru
hodinovych rucicek.

Kazd4 kruznice je jednoznatné uréena svym stredem, ktery vétSinou znalime
pismenem S a svym polomérem, coz je vzdalenost vSech bodu kruznice od jejiho stfedu.
Polomér muze byt zadan Cislem nebo velikosti usecky a znaci se obvykle pismenem r z latin-
ského slova radius"’. Kruznice se obvykle znaci zapisem k(S ;r), kde k je nazev kruznice, S je
stied kruznice (bod) a r je bud’ Ciselna velikost poloméru, nebo velikost konkrétni usecky,
ktera polomér udava. Naptiklad zapis 1(O;|AB|) oznacuje kruznici I se sttedem O a polomé-
rem uréenym velikosti useCky AB. V této ucebnici nebudeme zadavat kruznici pomoci
poloméru, ale pomoci bodu, kterymi bude tato kruznice prochazet. Proto nejcastéjsi oznaCeni

kruznice bude vypadat takto: k(S); tedy kruznice k se sttedem S.

13 Rddius — Latinské slovo radius je v piekladu paprsek. Je tim myslen
paprsek kola vale¢ného vozu, ktery se pouzival ve starém Rim¢ ke
sportovnim Ci valeCnym ucelim (viz obrazek vpravo). V dne$ni dob¢
bychom jako paprsky pravdépodobné oznacili Spice jizdniho kola.
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BOD PRIMKA KRUZNICE
[point] [line] [circle]

Bod je pfesné uréené MISTO | Pfimka je nekone¢né dlouhd | Kruinice je dokonale kulatd

v prostoru, které nema zddné | rovna ¢dara, ktera ma urcity ¢dra, kterd ma od svého
rozméry (Sitku ani délku). SMER a pouze jeden rozmér stfedu ve vSech mistech
(délku). stejnou VZDALENOST a pouze

jeden rozmér (délku).

Znaci se velkym pismenem, | Znaci se malym pismenem, Znaci se malym pismenem
napft.: B. napft.: p. a za nim je v zavorce uveden
stfed kruZnice, napf.: k(S).

3.1.2 Vzijemna poloha objekti

Body a kiivky'* mohou vii¢i sob& zaujimat rizné polohy. Tyto polohy uréujeme u boda
podle jejich vzdalenosti od jinych bodu ¢i kfivek, u kiivek podle poctu spolecnych bodu, které
maji, nebo podle jinych vlastnosti.

To, zda bod lezi ¢i nelezi na n&jaké kiivce, zna¢ime symbolem € ¢i €. Vzdalenost
dvou bodl (napt. A a B) je velikost tisecky, ktera oba body spojuje a znaci se takto: |AB|.
Vzdalenost bodu a pfimky (napf. bodu A a ptimky p) je velikost usecky, ktera z tohoto bodu
vychazi, je kolma na pfimku a druhy jeji krajni bod lezi na pfimce. Znaci se obdobné jako

vzdalenost dvou bodi: |Ap|."

14 Kivka [curve] — Kiivka je presny matematicky pojem, ktery oznacuje to, co jsme zde diive popisovali jako
caru. Je to tedy geometricky objekt, ktery ma pouze jeden rozmér (délku). Typické kiivky jsou piimka
(i kdyZ je rovna) a kruznice.
15 Vzddlenost bodu a pFimky — Vzdalenost bodu A od piimky p nalezneme timto zpisobem:
1. Sestrojime kolmici na pfimku p prochézejici bodem A.
2. Prisedik obou pifmek oznagime jako bod P.
3. Vzdalenost bodu od piimky je pak rovna velikosti useCky AP,
tedy | Ap| = | AP
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Pii zkoumani vzajemné polohy dvou raznych kiivek casto zjistujeme pocet spo-
lecnych bodu, které tyto kiivky maji. Abychom zjistili pocet spole¢nych bodu, pouzivame
operaci prinik'®, kterou zna¢ime symbolem N. Vysledkem této operace je pak seznam vsech
spoleénych bodi, ktery piseme do slozenych zavorek a oddélujeme &arkou, napi.: {A,B].
Pokud dvé kiivky zadné spolecné body nemaji, znacime to symbolem £ . Mé&me napiiklad
kruznici k(S) a ptimky p a q. Kruznice k(S) ma s ptimkou p spole¢né dva body X a Y,
s pfimkou q pouze jeden bod T a pfimky p a q nemaji zadny spole¢ny bod (tim padem museji
byt rovnob&zné). Uvedené piiklady zapiSeme symbolicky takto: k(S)np={X,Y],
k(S)ng={Tlapnqg=4#0.

Nasleduji ukazky vsech moznych poloh mezi body, ptimkami a kruznicemi, kterych je

celkem 21:

Ao
BB Ao B
dva body °B
A,B
A#B |AB|> 0 A=B |AB|= 0
Body A a B jsou rtizné. Body A a B jsou totozné.
A
BP
bod a primka
A,p p e A p
Aé&p |Ap|> 0 A€ p |Ap| =0
Bod A leZi mimo pfimku p. Bod A lezi na primce p.

16 Prinik — Prunik je geometricka operace, ktera dava jako vysledek spolecné body dvou kiivek. Mizeme si ji
piedstavit jako napf. sCitani nebo nasobeni. To jsou aritmetické operace mezi dvéma Cisly a vysledkem je
opét Cislo. Symbolicky se zapiSi napt.: 2+3 = 5 nebo 4-7 = 28. Stejn¢ tak geometricka operace prunik se
provadi mezi dvéma kiivkami a vysledkem je seznam spolecnych bodii. Symbolicky to lze zapsat napiiklad
takto: p N k(S) = {T}.
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‘llll’k
Agk(S) mm>r

A€k(s ISA|=r

BK Bod A lezi vné kruznice k(S Bod A IeZ| na kruznici k(S).
bod a kruZnice
) .
Agk(S |SA| <
Bod A lezi uvnltr kruznice k(S
q
phaq pNq= pllq pnq=4
Pfimka p je ruznobezna Pfimka p je rovnobézna
PP s pfimkou q. s pfimkou q.
dveé primky
p,q
q
p
plLq pNqg= 5 = -
Pfimka p je kolma Pfimka p je totozna
k pfimce q. s pfimkou q.




b
k(S)np=# |Sp|>r k(s)n p={T} |Sp|=r
Pfimka p je vnéjsi pfimkou Pfimka p je te€nou
PK kruznice k(S). kruznice k(S).
primka a kruZnice
p.k(S) B
k
P
k(s)np=1{A,B} [Spl<r
Pfimka p je set':nou
kruznice k(S
. k
. l
k(S) N I( B |SO|>r+p k(S)nI(0)={T} |SO|=r+p
Kruznlce l( ) lezi vné KruZnice 1(O) ma vnéjsi dotyk
KK kruznice k(S). s kruznici k(S).
dvé kruznice
k(s),1(0)

k(s)nl1(o)=

(A,B]

|r—pl<[SO[<r+p

Kruznice I[(O) protina
kruznici k(S).

k(S)n1(0)={T} |SO|=r—p
Kruznice 1(O) ma vnitini dotyk
s kruznici k(S).
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k(S)n1(0)=@ 0<|SO|<r —p
Kruznice 1(O) leZi uvnit¥
kruznice k(S).

k k
[ l
k(S)n1(0)=8 |SO|=0r#p k(S)=1(0) |SO|=0 r=p
Kruznice 1(O) je soustfedna Kruznice I(O) je totozna
s kruznici k(S). s kruznici k(S).

3.1.3 Geometrické konstrukce

V této ucebnici budeme provadét vSechny geometrické konstrukce jako tzv.
euklidovské konstrukce'”. Mezi nejzakladné&j$i konstrukce patii konstrukce piimky, kruznice a
oznaceni bodu v mistech, kde se protinaji dvé kfivky. Z téchto nejzakladnéjsich konstrukci

Pro naSe konstrukce je nepfipustné pouzivat stupnici na pravitku pro meéfeni (napf.
takto ,,zméfit” stfed usecky), pouzivat druhou stranu pravitka (napf. pro narysovani rovnobé&z-
ky) ¢i pouzivat pravitko s ryskou (pro rysovani kolmice). Také nebudeme pouzivat zadnou
kombinaci dvou pravitek pfi rysovani. Oblibena mezi uciteli je naptiklad konstrukce rovno-
bézek pomoci rovného pravitka a pravitka s ryskou (trojahelnikového tvaru), kdy posouvame
jedno pravitko po hrané druhého, nez dosahneme piislusné vzdalenosti, kde chceme rovno-
bézku narysovat. Néco podobného neni v euklidovské konstrukci mozné a ani v této ucebnici

nebudeme podobné , zlepSovaky* pouzivat.

17 Euklidovskd konstrukce — Jedna se o konstrukci za pouziti POUZE ideélniho pravitka a kruzitka.
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Stejné tak neni mozné pouzivat kruzitko pro prenasSeni vzdalenosti z jednoho mista na
jiné. Naprtiklad zméfit kruzitkem velikost néjaké tisecky a poté zvednout kruzitko, premistit
ho do jiného bodu a tam narysovat kruznici. Podobné konstrukce je tfeba vyfesit jinak.
V neposledni fadé také vibec nebudeme pouzivat ,, pomucku zvanou #hlomér.

Vsechny konstrukce, které budeme provadét, zvladneme pouze s idealnim pravitkem
a kruzitkem. Idealni pravitko zvladne narysovat libovolnou pfimku mezi dvéma body, idealni

kruzitko pak kruznici s danym stfedem o libovolném poloméru uréeném druhym bodem.

Pravitko je nekonecné dlouhé, ma pouze jednu hranu
a zadné méfici znacky (stupnici).

. Kruzitko nema Zadné omezeni pfi rysovani a je jim

" mozné narysovat kruznici o libovolné velkém i libovolné
malém poloméru. KruZitkem neni mozné prenaset
namérenou vzdalenost z jednoho mista na jiné!

Nasleduje popis tfi nejzakladnéjSich konstrukci, z nichz je mozné dale zkonstruovat
libovolny geometricky utvar. Tyto konstrukce oznacil Euklides ve svych Zdkladech jako tzv.

ukoly prvotné, tedy takové konstrukce, ze kterych lze vytvofit cokoliv jiného.

Bod — body v geometrii vlastné€ nerysujeme, pouze je oznacime. Existuji tam, kde se
protinaji dvé libovolné kiivky (dvé pfimky, dvé kruznice ¢i pfimka a kruznice). Kazdé misto,

kterym prochazi dvé néjaké kiivky tak urcuje néjaky bod.

Bod [point] — zapis konstrukce

k X; X€pngq
Oznaéime bod X, ktery je prisecikem pfimek p aq.
X; X€pnk(S)
X Oznaéime bod X, ktery je priseéikem pfimky p a kruznice k(S).
X; X€k(s)n1(0)
P Oznatime bod X, ktery je prasecikem kruznic k(S) al(O).
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Primka — pfimky rysujeme pomoci pravitka a potiebujeme k tomu mit zadané dva
body, které tuto ptfimku urcuji. Dva body (dvé mista), které urcuji smér ptimky — z jednoho

mista do druhého.

Pfimka [line] — zapis konstrukce

p; X,Yep
Sestrojime pfimku p, ktera prochazi body X a Y.

P Tuto konstrukci provadime pomoci pravitka.

Y ZpUsob zapisu konstrukce primky, ktery mozna znate ze skoly. V této
ucebnici jej vsak nebudeme pouzivat!

Kruznice — kruznice rysujeme pomoci kruZitka a potiebujeme k tomu mit zadané dva
body, které tuto kruznici urCuji. Jeden z bodu je stied kruznice, druhy je bod lezici na

kruznici. Vzdalenost t€chto bodt pak urcuje vzdalenost vSech bodt kruznice od jejiho stiedu.

Kruznice [circle] — zapis konstrukce

k(S); X €k(S)
Sestrojime kruznici k se sttedem S, ktera prochazi bodem X.
Tuto konstrukci provddime pomoci kruzitka.

k; k(S;]sX])
ZpUsob zapisu konstrukce kruznice znaméjsi ze skol. Opét jej

k nebudeme pouZivat, protoZe zadavame kruznici bodem, kterym
prochazi, a nikoliv jejim polomérem!

3.1.3.1 Stired uisecky a kruznice

Mezi nejdualezit€jsi konstrukce, které budeme pouzivat, patii konstrukce osy usecky.
Osa usecky ma dvé skvélé vlastnosti, které se nam budou hodit pfi vytvareni dalSich
slozitéjsich konstrukci. Prvni vlastnost je, Zze osa usecky puali danou usecku na dvé stejné
dlouhé ¢asti, a tim padem prochazi stfedem této tisecky. Druha vlastnost je, ze osa usecky je
kolma na danou usecku. Osu tedy vyuzijeme napf. pii sestrojovani stiedu usecky ¢i kolmice

k libovolné ptimce.
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Osa usecky [line segment bisector] — zapis konstrukce

Je dana usecka AB.

1. k(A); Bek(A)
Sestrojime kruznici k se sttedem A,
kterd prochdazi bodem B.

2. I(B); A€l(B)

Sestrojime kruznici [ se stfedem B,
kterd prochdzi bodem A.

3. C; Cek(A)nI(B)
D; Dek(A)nI(B) A D#C
Oznaéime body C a D,
které jsou priseciky kruznick(A) al(B).

4. o; C,D€eo
Sestrojime pfimku 0, kterd prochazi body C a D.

Pfimka o je hledana osa tsecky AB.

Ve tretim kroku zdpisu konstrukce osy iisecky jsme pouZili znak /\, ktery slouzi ke spojeni dvou podminek pri
konstrukci. Prvni podminkou bylo, aby bod D byl priisecikem kruznic k (A) al (B) Druhou podminkou bylo,
aby byl bod D riizny od bodu C. Pouzitim znaku N Fikdme, Ze je tFeba, aby obé podminky platily soucasné.

Konstrukce osy useCky je velmi Castd a pouziva se v mnoha dalSich konstrukcich.
Abychom nemuseli v zapisech téchto jinych konstrukci pouzivat celkem Ctyt dalSich kroku

pro sestrojeni osy usecky, zavedeme pro ni jediny krok, ktery budeme znacit takto:

o; oL AB A |Ao|=|Bo|

Zapis tika, ze budeme konstruovat pfimku o, kterd je kolma na usecku AB a zaroveni
ma stejnou vzdalenost od bodu A a od bodu B, tedy prochazi sttedem usecky AB. To jsou
prave ty dvé vlastnosti, které ma kazda osa usecky.

S pomoci osy useCky uz jednoduSe sestrojime stied usecky. Je to misto, kde osa

protina danou Gsecku.
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Stied usecky [line segment midpoint] — zapis konstrukce

Je dana usecka AB.

1.

o; oL AB A |Ao|=|Bo]
Sestrojime osu o Usec¢ky AB.

S; SeABno

Oznadime bod S, ktery je priseéikem
Usecky AB ajeji osy 0.

Bod S je hledany stred tsecky AB.

Zapis konstrukce opét zkratime do jediného kroku:

Ze zapisu jsou patrné vlastnosti sttedu S usecky AB. Tento bod se nachazi na samotné

usecce AB (tedy nelezi mimo ni, coz by asi nikoho nenapadlo) a vzdalenost obou krajnich

S; SEAB A |[SA|=|sB|

bodu tsecky od stiedu je stejna (to je takeé ziejmé).

Dale budeme hledat stfed kruznice. Pokud konstruujeme kruznici novou, musime mit

zadany jeji stfed. V piipad€, ze jiz n&aka kruznice existuje, chceme umeét tento jeji stred

nalézt.

Libovolné tii body, které nelezi na jedné ptimce, VZDY lezi na jediné kruznici! Jak
je to mozné? Pokud mame tfi body, které nelezi na stejné primce, mizeme mezi kazdymi
dvéma body vést usecku. A kazda takova usecka lezi na jiné piimce (viz obrazek nize).
To znamena, ze pokud tfi razné body nelezi na jedné piimce, tak vzdy vytvoii néjaky

trojuhelnik. A kazdému trojuhelniku Ize opsat kruznice. Takova kruznice pak prochazi vSemi

ttemi vrcholy tohoto trojuhelniku, tedy vSemi tfemi zadanymi body.
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Pokud tedy hledame stfed néjaké kruznice, sta¢i nam znat libovolné tfi body, které
na ni lezi. Nemusime ani mit narysovanou celou kfivku. Staci jen libovolné tfi body, o kterych
vime, ze lezi vzdy na né&jaké kruznici a ze tato kruznice bude jedna jedind. Z téchto tii

zadanych bodl pak nalezneme stfed kruznice timto zptuisobem:

Stied kruznice [center of circle] — zapis konstrukce

Jsou dany tfi rdzné body A, Ba C.

1. AB
H Sestrojime Usecku AB.

\ 2. AC
A Sestrojime Use¢ku AC.
3. p; pLAB A |Ap|=|Bp|
Sestrojime osu p usecky AB.
- 4. q; qL AC A [Aq|=|Cq|
Sestrojime osu q usecky AC.

=

\ 5 8, Sepngq
Oznaéime bod S, ktery je prisetikem os paq.

Bod S je hledany stfed kruZznice prochazejici body
A,BaC.

Vsimnéte si, ze v zapisu konstrukce stfedu kruznice jsou prvni dva kroky vlastné
zbyte¢né. Pro nalezeni stfedu kruznice, ktera prochazi vSemi tfemi zadanymi body potie-
bujeme najit pranik os dvou libovolnych usecek mezi t€émito body. Tyto tsecky ale k samotné
konstrukci uz nepotiebujeme. V zapisu jsme je pouzili pouze proto, Ze je nazornéjsi vytvaret
osu usecky, kdyz je tato useCka viditelna, nez kdybychom m¢éli zadané jen jeji krajni body.
Kazdopadné z postupu konstrukce je mizeme vyfadit, protoZe jsou zbyte¢né (slouzi jen
k lep§imu pochopeni) a zkratit tak celkovy postup jen na tii kroky. Tyto kroky pak mizeme

shrnout v krok jediny, a to timto zapisem:

S; |SA| =|SB| =|SC]|

Zapis konstrukce fika, ze mame sestrojit bod S, ktery ma stejnou vzdalenost od vSech

tii bodi A, Ba C, coz je presné vlastnost stiedu kruznice prochazejici vSemi témito body.
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3.1.3.2 Kolmice a rovnobézZka

Velmi Casto také budeme potiebovat sestrojit k zadané pfimce jeji kolmici nebo
rovnobézku. A to ne jen tak libovolnou, ale takovou, ktera bude prochéazet néjakym zadanym

bodem. I v téchto konstrukcich se ndm bude velmi hodit jiz dfive zmifiovana osa usecky.

Kolmice z bodu [perpendicular line] — zapis konstrukce

Je dana pfimka p a bod X.
1. A; Aep N A#X

Na pf¥imce P zvolime libovolny bod A,
ktery je razny od bodu X.

k
2. k(X); Aek(X)
Sestrojime kruZnici k se sttedem X,
X kterd prochdzi bodem A.
3. B; Bepnk(X) N B#A
— p p Nk(X)

Oznatime bod B, ktery je prise&ikem pfimky p
a kruznice k(X ) a je rozny od bodu A.

4.q; qL AB A |Aq|=|Bq
Sestrojime osu q usecky AB.

Pfimka q je hledana kolmice na pfimku p
prochazejici bodem X.

Uvedend konstrukce je stejnd pro pFipad, kdy bod X nelezi na primce p, i pro pFipad, kdy bod X na pFimce p
lezi. V pripadé, kdy X & p je podminka A # X z prvniho kroku konstrukce automaticky splnéna a zdd se byt
zbytecnd (coz neplati pro pripad X € p kde je tato podminka diilezitd!).

Konstrukci opét zkratime na jediny krok timto zapisem:

q, qLlp N Xegq

Zapis je velmi jednoduchy na ¢teni. Mame sestrojit pfimku q, ktera je kolma na pfim-
ku p a prochazi bodem X.
Rovnobézku k dané pfimce prochazejici zadanym bodem sestrojime pomoci dvou

kolmic takto:
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Rovnobézka z bodu [parallel line] — zapis konstrukce

Je dana pfimka p a bod X.
1. g, gqLp N X€Eq

Sestrojime kolmici 4 k pfimce P prochazejici

X r bodem X.
2. r; rlqgq N XE€r
p Sestrojime kolmici I' k pfimce q prochazejici
bodem X.

Pfimka r je hledana rovnobézka k pfimce p

prochazejici bodem X.

Zkraceny zapis v jednom kroku bude vypadat takto:

r; rllp A Xer

Zapis se Cte opet velmi jednoduse. Mame sestrojit piimku r, kterd je rovnobézna

s pfimkou p a prochézi bodem X. To je vSe @
3.1.3.3 Tlecny ke kruznici

Tecna ke kruznici je takova pifimka, ktera ma s kruznici spolecny pouze jeden jediny
bod. Ten se nazyva bod dotyku a obvykle se znaci pismenem T. Bod dotyku je soucasti kon-
strukce teCny a je tfeba jej vzdy peclivé nalézt — ne jen tak jak se fika ,,strelit od oka®. Jedno-
dussi konstrukce tecny je takova, kdyz mame bod dotyku od zacatku zadany. Te¢na v bodé
dotyku existuje pouze jedna jedina a je vzdy kolma na pfimku, ktera prochazi bodem dotyku

a sttedem kruznice.
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Tecna v bodé [tangent line] — zapis konstrukce

Je déna kruZnice k(S) a bod dotyku T.
1. s; S,TeEs

Sestrojime primku S, ktera prochazi stfedem
kruznice k(S) a bodem dotyku T

2. t; tls AN TEeEt
Sestrojime kolmici { k pfimce S prochazejici
bodem T.

P¥imka t je hledand teéna kruznice k(S)

prochazejici bodem dotyku T.

Zkraceny zapis iika, ze sestrojime pfimku ¢, kterd ma s kruznici k(S) spoleény pouze

jediny bod, a to bod dotyku T

t; tNk(S)=(T|

Jiny pfipad konstrukce tecny je takovy, ze zname bod vné kruznice, kterym ma te€na
ke kruznici prochazet. My pak musime nalézt bod dotyku a tim nalezneme tuto te€nu, protoze
ta bude urcena dvéma body — bodem dotyku a bodem, kterym ma tecna prochazet. K nalezeni

bodu dotyku nam pomuze Thaletova kruZnice.

Nasleduje naro¢na, ale dilezita Cast textu, ve které si vysvétlime jak a proc
nam pii hledani boda dotyku pomuze tzv. Thaletova kruZnice.

Pokud vz Thaletovu kruznici znate a vite, jak funguje, budete mozna
prekvapeni. V této ucebnice bude totiz 7haletova kruznice vysvétlena ponékud jinym
zpusobem nez, jste mozna zvykli od vaseho ucitele matematiky.

Je proto nutné Cist nasledujici odstavce peclivé a bez spéchu a snazit se jim co
nejlépe porozumét. Thaletovu kruznici budeme v ucebnici Casto pouzivat a je proto
dulezité ji co nejlépe pochopit!

Nejprve si vysvétlime, jak Thaletovu kruznici sestrojit. Poté si fekneme, jaké specialni
vlastnosti ma a k ¢emu nam budou dobré. Kazdou Thaletovu kruznici rysujeme ze dvou
zadanych bodd. Usetka mezi témito body je pramér'® budouci Thaletovy kruznice — proto
fikame, ze konstruujeme 7haletovu kruznici ,nad primérem“ né&jaké usecky. Pii konstrukci
kruznice tedy staci jen nalézt stied této iseCky. Polomér kruznice je pak vzdalenost od stfedu

k jednomu ze dvou zadanych bodt. Konstrukce tedy neni nijak slozita.

18 Priomér [diameter] — Jako pramér kruznice se oznaCuje takova usecka, ktera prochazi sttedem této kruznice
a oba jeji krajni body lezi na této kruznici.
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Thaletova kruzZnice — zapis konstrukce

Jsou dany body A a B.
1. AB
Sestrojime Usecku AB,
2. S; SEAB A |SA|=|SB|
Sestrojime stied S tsecky AB.
3. k(S); A,Bek(S)

Sestrojime kruznici k se stfedem S,
L kterd prochazi body A a B.

-

Kruznice k(S) je hledané Thaletova kruZnice nad
pradmérem AB.

Pti konstrukci predpokladame, ze jsou zadany pouze body A a B; ptislusnou usecku
poté dorysujeme. Je to vhodné z toho divodu, Zze Casto samotnou tseCku (pramér kruznice) jiz
dale nepotiebujeme a je tak jen pomocnou konstrukci. Celou konstrukci 7haletovy kruznice
opét zkratime v zapisu do jediného kroku. Pouzijeme pro to symbol, ktery se obvykle
nepouziva, je to fecké pismeno tau — T. Tim budeme zapisovat konstrukci 7haletovy kruz-
nice. Pramér, nad kterym kruznici sestrojujeme (tedy danou usecku), pak zapiSeme malymi
pismeny za pismeno tau. Stfed kruznice, ktery jsme pfi konstrukci nasli, je samoziejmée

uveden v zavorce za nazvem kruznice (jak je zvykem). Vysledny zapis vypada takto:

k(S); Tap

Thaletova kruznice ma velmi dulezitou a zajimavou vlastnost. Predstavme si tuto
kruZnici a na ni dva body A a B. Use¢ka AB je primérem této kruZnice, stejn& jako ve vyse
uvedeném postupu konstrukce. Nyni si zvolme na kruznici libovelny bod a narysujme z négj
dvé ptimky — jednu prochazejici bodem A a druhou prochazejici bodem B. Plati pravidlo, ze
tyto pfimky jsou na sebe VZDY kolmé! Lépe si to piedstavime na nasledujicich obrazcich

(libovolny bod je vyznacen Sedou barvou):

@[/
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Co se ale stane, kdyz zvolime bod, ktery bude totozny s bodem A nebo bodem B?
V tomto piipadé piece jedna z obou pifimek vibec nemuze existovat, protoze abychom meli
zadanou pfimku, potfebujeme dva body a v nasem ptipadé oba tyto body splynuly v jeden!

Tento problém je velice zajimavy a budeme se s nim setkavat ¢asto. Dva body splynou
v jeden jediny, ale presto tyto ,,dva v jednom® stale urcuji né€jakou pfimku! Podivejte se na
obrazky vyse. Bod, ktery krouzi po kruznici, se pomalu pfiblizuje k bodu A nebo B. Piimka,
ktera prochazi timto , krouzicim* bodem a tim bodem, ke kterému se pfiblizuje se postupné
,narovnava“ az do chvile, kdy se oba body prekryji a piimka zistane uplné , svisle®.

Co se vlastné stalo? Pfimka, kterd byla po celou dobu pohybu Sedého bodu pro
kruznici seCnou této kruznice, se najednou stala jeji tenou. A to piesné ve chvili, kdy oba
body, které ji urCovaly, splynuly v jeden. Tato vlastnost, tento objev, bude Casem velmi
dulezity a je proto dobré si ho zapamatovat! VSimnéte si také, ze vlastnost 7Thaletovy kruznice
plati 1 v tomto piipadé€ — obé ptimky jsou na sebe stale kolmé. Jedna z nich je tecna kruznice
v bodé A ¢i B a druha z nich prochazi obéma témito body. A jak uz vime, te¢na kruznice je
kolma na pfimku prochazejici sttedem kruznice a bodem dotyku.

Vybaveni témito znalosti se jiz muzeme pustit do konstrukce tecny z bodu leziciho
mimo kruznici. Tedy, 1épe feCeno, teCny ke kruznici prochézejici néjakym zadanym bodem,
lezicim mimo tuto kruznici. Jak nam k tomu pomuize ona vlastnost 7haletovy kruznice?
Na pocatku mame zadanou pouze kruznici a bod lezici vné této kruznice. Mame sestrojit
teCnu kruznice prochazejici timto bodem. Abychom tecnu sestrojili, potfebujeme najit jeji bod
dotyku s kruznici. Pak uz je vSe jednoduché. Prosté vedeme piimku zadanym bodem a bodem
dotyku, a to je naSe teCna. Nejtézsi Cast konstrukce je tedy nalézt bod dotyku. A k tomu nam
prave poslouzi Thaletova kruznice.

Jak? No, vime, ze teCna kruznice je kolma na ptimku, kterd prochazi sttedem kruznice
a bodem dotyku. Samotna te¢na ale také prochazi bodem dotyku, a navic jest€¢ bodem
zadanym, ktery lezi vné kruznice. Hledame tedy takovy bod, ze kterého vedou dvé piimky,
které jsou na sebe kolmé. A to je pfesné ta vlastnost 7haletovy kruznice, o které jsme mluvili.
Sestrojime tedy 7haletovu kruznici nad prumérem urenym dvéma body — stiedem zadané
kruznice a zadanym bodem vné kruznice. Libovolny bod této Thaletovy kruznice pak ma tu
vlastnost, ze kdyz z néj vedeme pfimky do stfedu zadané kruznice a do zadaného bodu, jsou
na sebe tyto primky kolmé, a to presné potfebujeme. Nicméné nas bod dotyku musi z logiky

véci lezet na zadané kruznici, takze nyni jen nalezneme prunik nasi 7haletovy kruznice

s kruznici zadanou a mame bod dotyku @
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Kdyz se podivame na konstrukci této teCny v postupu nize, vidime, ze se ob& kruznice
protinaji ve dvou bodech. Mame tedy celkem dva body dotyku. To je naprosto normalni situ-
ace. Pokud je zadan bod vné kruznice, prochazeji jim vzdy dvé teCny a kazda z nich je urCena

jinym bodem dotyku.

Tecny z bodu [tangent lines] — zapis konstrukce

Je dana kruznice k(S) a bod X.
1. 1(0); Txs

Sestrojime Thaletovu kruznicil(O)
nad prdmérem XS.

2. T,; T,€k(S)nI1(0)
T,; T,€k(S)nI1(O) A T,#T,
Oznatime body T, a T ,, které jsou praseéiky
kruznice k (S) a Thaletovy kruznice 1(O).
Body T', a T', jsou body dotyku hledanych te¢en
s kruznici k(S).

3. ty; X,Tl S
t,; X,T,€t,
Sestrojime piimku t;, ktera prochazi body X a T';
a piimku t,, ktera prochazi body X a T',.
P¥imky t, a t, jsou hledané te€ny kruznice k(S)
prochazejici bodem X s body dotyku T'; a T ,,.

Zkraceny zapis je podobny jako v piipadé teCny z bodu; fika, ze sestrojime pfimky,
které maji s kruznici k (S) spole¢ny jediny bod a zaroveti prochazeji bodem X:
t,;; t,Nk(S)=(T,] A Xet,
t,; t,Nk(S)=(T,] A Xet, A T,#T,

Nyni, kdyz jsme si zopakovali a prohloubili poznani zakladnich geometrickych
objektti, jejich vlastnosti a konstrukci, se jiz muzeme pustit do Cteni této ucCebnice.
V nasledujicich kapitolach zatneme pomalu a postupné pronikat do geometrického zobrazeni
znamého jako kruhova inverze. Co je to geometrické zobrazeni? Vrhnéte se do Cteni

nasledujiciho prologu a v§e vam bude za chvili jasné...
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3.2 PROLOG: Zobrazeni

3.2.1 O ¢em je tato uc¢ebnice?

Ucebnice s ndzvem Inverzni geometrie je urCena pro vSechny zaky, ktefi chtéji
proniknout do taji a zahad geometrie — zajimavé a nadherné, ale i narocné oblasti mate-
matiky.

Geometrie je vibec nejstar$i matematickou disciplinou (spole¢né& s aritmetikou').
V této ucebnici budeme spolecné zkoumat geometricka zobrazeni, a to ¢asto jinym zptisobem,
nez jste zvykli ze zakladni Skoly. Odhalime tak mnoho novych a vzrusujicich geometrickych
pravidel a poucek, a pozname, ze geometrie je daleko zajimavéjsi, nez jak ji mozna znate ze
skoly.

O geometrickych zobrazenich jste se uz urcité ucili, 1 kdyz jste jim tak asi nefikali.
Patfi mezi né napf. osova nebo stfedova soumérnost. V prvni Casti této ucebnice se postupné
seznamime se vS§emi znamymi zobrazenimi. Prozkoumame jejich vlastnosti a zjistime, jak
vlastné funguji. Ve druhé ¢asti se pak budeme vénovat novému a zahadnému zobrazeni, které
se nazyva kruhova inverze. Vyuzijeme vSech znalosti, které mame, a pokusime se tomuto

neznamému zobrazeni piijit na kloub!
3.2.2 Co je to zobrazeni?

Co to znamena néco z it? Slovo zobrazeni je vytvofeno ze slova obraz.

Predstavme si tedy malite, ktery maluje obraz.

19 Aritmetika a geometrie — Zjednodusené fedeno je aritmetika ta Cast matematiky, ktera se zabyva CISLY
a poCitani s nimi. Geometrie se naopak zabyva TVARY a jejich vlastnostmi.
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Malit se prostiednictvim barev a §tétce snazi zachytit na platno néjaky objekt. Tomuto
objektu fikame vzor, vysledné malbé pak fikdme obraz. Stejné tak geometr rysuje pomoci
pravitka a kruzitka na papir néjaky geometricky objekt (napt. tisecku, kruznici, trojuhelnik

apod.). Pivodni objekt se nazyva vzor a vysledny objekt se nazyva obraz. To je geometrické

zobrazeni.

Zobrazeni je proces, kdy se jeden geometricky objekt

(napt. trojuhelnik) zméni v objekt jiny.
BN

\

- objekt (v této ucebnici vétSinou znacen modrou barvou).

‘*

' [ Vzor [preimage] je nazev pro pUvodni, nezménény

Obraz [image] je nazev pro vysledny, néjak zménény
objekt (v této ucebnici obvykle znacen barvou ¢ervenou).

Ukazme si geometrické zobrazeni na piikladu. Na prvnim obrazku vidime modrou
barvou geometricky utvar (mnohouhelnik), ktery je vzorem. Na druhém obrazku je pak jeho

obraz, tentokrat v Cervené barve.

vZor obraz

Casto byvaji vzor i obraz v jednom obrazku, coz nam dovoluje 1épe porozumét tomu,
jak dané zobrazeni funguje, jak bylo vytvoreno a jaké ma vlastnosti. V tomto piipad¢ by tedy

nas ukazkovy priklad vypadal takto:

vzor + obraz
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3.2.3 Druhy zobrazeni

Existuji dva zakladni druhy zobrazeni geometrickych objekti, které budeme zkoumat.
Prvnim druhem je zobrazeni pohybu téchto objektt (tzv. lokomoce). Samotny pohyb se piimo
zachytit neda, protoze geometrie, tak jak ji chapal Euklides, je geometrie strnula, bez pohybu.
Muzeme vSak zachytit vysledek tohoto pohybu. Vzorem zobrazeni pak bude objekt pred
pohybem a obrazem zobrazeni objekt po pohybu.

Dal§im druhem je zobrazeni soumérnosti (tzv. involuce). Cilem tohoto zobrazeni
je vytvorit podle vzoru takovy obraz, aby byly oba tyto objekty vzajemné soumérné.
Soumérnost dvou nebo i vice objekti lahodi oku a je Castym prvkem vytvarného umeéni.

Neékteré objekty jsou soumérné samy sobé a tyto objekty a jejich soumérnosti budeme hledat.

3.2.3.1 Zobrazeni pohybu (lokomoce)

Pohybovat se, znamena premistit se z jednoho mista na druhé neboli z jednoho bodu
do bodu jiného. Takovy pohyb z bodu do bodu se vzdy uskute¢ni po néjaké krivce, ktera
zachycuje vSechna mista, pfes které se pohyb vykonal (odborné se tato kfivka nazyva
trajektorie).

Jak jsme si jiz dfive uvedli, mezi nejjednodussi kfivky patii pfimka a kruznice. Pohyb
bodu po téchto dvou kiivkach znazoriuji nasledujici obrazky. Kiivky, po kterych se body
pohybuji, jsou zndzornény zelenou barvou. Pocate¢ni (vychozi) bod je znazornén bile,

koncovy (cilovy) bod je zndzornén Cerné. Smér pohybu udava ¢arkovana Sipka.

pohyb po primce pohyb po kruznici
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Pohyb po pfimce se nazyva posunuti, pohyb po kruznici se nazyva otoceni. Jak jiz
bylo feceno diive, vzorem takového zobrazeni je geometricky objekt pifed pohybem a obra-
zem je pak geometricky objekt po dokonceni pohybu. Na nasledujicich obrazcich jsou uka-
zany priklady téchto dvou zobrazeni. Vzor je zndzornén modrou barvou, obraz je znazornén

barvou ervenou.

posunuti otoceni

3.2.3.2 Zobrazeni soumérnosti (involuce)

Dva geometrické objekty jsou navzajem soumeérné vzdy podle néjakého pravidla
(kritéria). Toto pravidlo Casto urCuje néjaky jiny geometricky objekt. My zname tii zakladni
objekty: bod, pfimku a kruznici. Soumérnosti, kterymi se budeme dale zabyvat, budou vycha-
zet z té€chto tii zakladnich objektu.

Ze zékladni Skoly bychom méli znat dvé z téchto zakladnich soumérnosti. Prvni je
soumérnost podle bodu. Zname ji téz pod nazvem soumérnost podle stfedu nebo stiedovd
soumérnost. V této ucebnici ji budeme nazyvat jednoduse soumérnost. Druha je soumérnost
podle pfimky. Tu zname jako soumé&rnost podle osy nebo osovou soumérnost. My ji budeme
nazyvat zrcadleni, protoze zobrazuje své vzory podobn¢, jako zrcadlo zobrazuje nas§ odraz.

Ptiklady téchto dvou zndmych zobrazeni uvadime na nasledujicich obrazcich.

G

soumérnost zrcadleni
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Poslednim zobrazenim je soumérnost podle kruznice. Je to ono tajemné zobrazeni,
které se nazyva kruhova inverze a v této ucebnici ji budeme fikat prosté jen inverze.

Na obrazku nize se muzete podivovat nad tim, jaky obraz takové zobrazeni vytvoii a pomalu

se zacit tésit na to, ze po docteni uebnice budete toto zobrazeni chapat a rozumét mu @

i=p

inverze

3.2.4 Druhy uloh

Pii zkoumani raznych geometrickych zobrazeni se muzeme setkat s celkem tfemi

riznymi druhy konstrukénich uloh, které se naucime fesit:

1. Je zadan vzor a pravidlo, podle kterého se zobrazuje. Ukolem je zkonstruovat obraz
tohoto vzoru.

2. Je zadan obraz a pravidlo, podle kterého se zobrazuje. Ukolem je najit vzor tohoto
obrazu.

3. Je zadan vzor i obraz a zname druh zobrazeni. Ukolem je uréit pravidlo tohoto

zobrazeni.

Tuto trojici uloh mizeme symbolicky znazornit trojuhelnikem, ktery vidite pod timto
textem. Pokud v ném rukou zakryjme dvojici pojmu, které mame zadany, zbyly pojem bude
tim, ktery mame v uloze vyfesit (najit ¢i zkonstruovat). Jinymi slovy: pokud si zakryjeme
jeden z pojmu, ktery mame hledat (napf. vzor), pak zbylé dva potifebujeme mit zadané

(v tomto ptipad€ obraz a pravidlo), abychom ten hledany mohli najit.

PRAVIDLO

VZOR OBRAZ
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Jeste si ukdZeme zajimavou souvislost mezi aritmetikou a geometrii. Stejné jako existuje symbolicky trojithelnik
pro geometrickd zobrazeni, existuji podobné trojuhelniky pro aritmetické operace scitani, odcitani, ndsobeni
a déleni. MiiZeme tedy v téchto dvou, na prvni pohled naprosto odlisnych, matematickych iuikonech videét jisté
spolecné viastnosti. UkaZme si priklady trojithelnikii pro aritmetické operace (spodni Cisla jsou ty, mezi kterymi
operace piisobi, horni ¢islo je vysledek operace):

10 6 16 4
8 2 8 2 8 2 8 2

Tyto trojuhelniky miiZeme pouZit pro FeSeni matematickych rovnic. Zakrytim jednoho z vrcholii trojithelnika
ziskdme nezndmou v rovnici. UkaZme si to na konkrétmim prikladé. Napv. trojithelnik s odcitanim ndam davd tento
priklad: 8 —2 = 6. Zakrytim Cisla 8 ziskame tuto rovnici: x — 2 = 6. Zakrytim Cisla 2 tuto rovnici: 8 —x =6
a zakrytim cisla 6 tuto rovnici: 8 — 2 = x. Symbolicky trojuhelnik u aritmetickych operaci je tedy velmi podobny
trojithelniku s geometrickym zobrazenim — zakrytim jednoho vrcholu trojithelniku ziskime u geometrického
zobrazeni néco jako ,,rovnici®, kterou mame vyresit. Hleddni FeSeni rovnice je tedy v geometrii podobné hleddni

vzoru, obrazu nebo pravidla néjakého zobrazeni @

3.2.5 Typy zobrazeni

Existuji dva typy geometrickych zobrazeni. Zobrazeni prvniho typu se nazyvaji
linearni zobrazeni. Nazev pochazi z latinského slova LINEA, coz v prekladu znamena Cara;
v matematickém pojeti je to #secka. Tato zobrazeni maji tu vlastnost, ze tzv. zachovavaji
usecky. To znamena, Ze useCka se zobrazi opét na usecku. Tato zobrazena tiseCka muze byt
posunuta, oto¢ena, zmenSena Ci zvétSena, ale stale to bude usecka. To mizeme vidét na vyse
uvedenych ptikladech zobrazeni, jako jsou posunuti, otoCeni, soumeérnost ¢i zrcadleni.
Vzorem v té€chto piikladech je mnohouhelnik, ktery je slozen z nékolika usecek a vyslednym
obrazem je opét mnohouhelnik slozeny z usecek.

Linearni zobrazeni maji tuto skvélou vlastnost, ktera je dulezita a budeme ji hodné
pouzivat — useCky se zobrazi opét na useCky a také piimky se zobrazi opét na ptimky (protoze
usecka je Cast piimky, tak se 1 pfimka musi zobrazit na pfimku — jinak by to nefungovalo).
Oproti tomu existuje druhy typ zobrazeni a ta se nazyvaji kruhova zobrazeni. Jejich pfi-
kladem je uz zminovana inverze. Kruhova zobrazeni usecky nezachovavaji. To znamena, ze
usecka se muze, ale také nemusi zobrazit na jinou useCku. To krasné€ vidime na vySe uve-
deném piikladu inverze. Vzorem je mnohouhelnik slozeny z usecek, ale obrazem je né&jaky

pokrouceny divny tvar, ktery rozhodné neni slozeny z uisecek.
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3.2.6 Mnohotuhelniky

V nasledyjicich kapitolach nejprve podrobné prozkoumame vSechny vlastnosti linear-
nich zobrazeni, protoze jsou jednoduché a mnoho z nich uz zname ze zékladni Skoly. Tim
ziskame jisté zkuSenosti s praci s t€émito zobrazenimi. Ty pak zuzitkujeme v dalSich kapi-
tolach, kde budeme zkoumat onu zahadnou inverzi, které je zobrazenim kruhovym.

Jesté pred tim se vSak pojdme na chvili zabyvat mnohouhelniky. Pro¢? Mnoho-
uhelniky jsou nejcCastéj§i geometrické objekty, které pouzivame. Proto je potieba co nejlépe
porozumét tomu, jak se chovaji v nejruzné€jSich zobrazenich. Nejprve se ale zamysleme nad
tim, co to vlastné mnohouhelnik je. ..

Mozna si pamatujete, co to mnohouhelnik je, mozna ne. Kazdopadné zkusme se nad
tim zamyslet trochu jinym zpusobem, nez je obvyklé. Mnohouhelnik je sloZzen z nékolika
bodua. Tyto body jsou né&jak usporadany — kdyz si zvolime jeden z bodi, vime, ktery bod se
nachazi ,,pred nim“, a ktery nasleduje ,,po ném“. Mazeme si vSechny body oznacit pismenem
B a kazdému priradit Cislo, takze libovolny n-thelnik mizeme zapsat jako B, B,...B,.

Kazdy bod mnohouhelniku je spojen tiseCkou se svymi sousednimi body; posledni bod
je pak spojen s bodem prvnim. Mame tedy celkem n tusecek: B, B,, B,B,, ..., B, B,. Kazdému
mnohouhelniku Ize urcit jeho obvod, coz je soucet délek vSech jeho usecek (fikdme jim
strany). Vzorec pro vypocet obvodu je: o =|B,B,| +|B,B,| + ... + |B,B,|. Dale mGizeme urcit
obsah mnohouhelnika, coz je ¢ast roviny uzaviena jeho stranami.

Pokud je mnohouhelnik slozen ze 3 bodt, mluvime o trojuhelniku, v piipadé 4 bodu
o Ctytuhelniku, je-li sloZzen z 5 bodu o pétitthelniku atd. Kdyz jsou vSechny jeho usecky stejné
dlouhé (maji stejnou velikost) a vSechny uhly mezi jednotlivymi tiseCkami maji také stejnou

velikost, jedna se o tzv. pravidelné mnohouhelniky.

B,
B, B,
B, B,
By
BZ B3

trojuhelnik ¢tyruhelnik pétinhelnik
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Zname ctytuhelnik (napf. ¢tverec, obdélnik, lichobéznik, atd.), trojthelnik (napft. rov-
nostranny, rovnoramenny, pravouhly, atd.); a co tfeba takovy dvojuhelnik? Pockat, to je prece
néjaky nesmysl, ne?! Nic takového jako dvojuhelnik neexistuje! Nebo ano??

Ve skutecnosti nic takového jako dvojuhelnik opravdu neexistuje! Ale kdyz se zamys-
lime nad tim, co jsme si dfive fekli, ze je mnohothelnik, tak by to mozna zase takovy nesmysl
byt nemusel. Mnohouhelnik (n-thelnik) ma n boda a mezi kazdym z bodd vede usecka.
Co kdyby mél pouze 2 body? V tom ptipadé mame dva body a mezi nimi usecku. Dva body
a usecka, to je prost¢ a jednoduse usecka! Nas , dvojuhelnik® je tedy prosta usecka.

No, nezni to aplné presvédCive, ze? Predevsim useCka nema zadné uhly, takze nazev
dvojuhelnik je vcelku nesmyslny. Navic mizeme sice ur€it obvod podle vzorce uvedeného
vySe — bude to dvojnasobek délky této tisecky (hmmm, to je docela zajimavé...) — ale obsah
uz urcit nezvladneme, ten bude nulovy. To uvadé€l uz Euklides ve svych Zdkladech jako jednu
ze zéasad: ,, Dvé samotné iisecky Zdadné misto neohranicuji“.

A co takhle jednouhelnik? Ale tak to uz snad ne... Nebo ano? Vazné?? Ano! Obdob-
nym zpusobem muzeme premyslet i o , jednothelniku“. Co to bude? Jeden bod, ktery je spo-
jen useckou s... Moment! S ¢im je spojen? Sam se sebou?? Tady uz to né&jak celé prestava
davat smysl. Zadné uhly, zadny obsah, dokonce ani 7adné tsecky a tim padem ani obvod.
Co to tedy je, pokud tomu mame vibec dat n€jaky smysl? Je to prosté a jednoduse sam tento

jediny bod. Nic vic.

B;

B,

., dvojuhelnik “ ., jednotthelnik “
usecka bod

K ¢emu je to ale vSechno dobré? Tim, ze si mezi mnohouhelniky zatadime 1 usecku

a bod, se v budoucnu velmi jednoduse nau¢ime zobrazovat u linearnich zobrazeni vSechny

existujici mnohouhelniky. Opravdu?! Ano @ Ale jak??

67



Mnohouhelniky jsou jen body a usecky. U linearnich zobrazeni vime, ze obraz n¢jaké
usecky je opét usecka. Zobrazime-li tedy libovolné dva body A a B, které jsou krajnimi body
néjaké usecky, pak obraz této uisecky bude usecka vedena body A'a B' (A’ je obrazem bodu
A a B' je obrazem bodu B). A to je vSe! Abychom v linearnim zobrazeni dostali obraz tsecky,
zobrazime jeji krajni body a vedeme mezi nimi usecku. To samé plati pro libovolny n-thelnik.

Zobrazime vSechny jeho body a poté je vSechny spojime useCkami.
3.3 1. KAPITOLA: Posunuti
3.3.1 Pohyb po piimce

Posunuti je pohyb z jednoho bodu do druhého po pfimce. Kfivka, kterou tento bod pfti
pohybu opise je usecka (coz je Cast pfimky), a je to nejkratsi mozna kiivka mezi dvéma body.
Mezi dvéma libovolnymi body existuje vzdy jen jedina tusecka, zato jinych kfivek mezi
dvéma body existuje mnoho. To je také diivod, pro¢ je tsecka ze vSech téchto kiivek nejkratsi
—je totiz jedina.

Pokud se chceme pohybovat nejkrat§im zptisobem mezi dvéma body (oznaéme si je
napiiklad START a CIL), musime se pohybovat uréitym smérem o ur&itou vzdalenost. Jak jiz
vime, smér nam udava n¢jaka piimka — v tomto piipadé pifimka prochéazejici obéma body.
Vzdalenost je potom uréena kruznici — jeji stied bude v bodé START a bodem CIL bude
kruznice prochazet. Polomér této kruznice pak bude vzdalenost obou zadanych bodu. Vse

nazorné ukazuje tento obrazek:

g CIL
OSTART

smér . _.-" vzdalenost
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3.3.1.1 Orientovana usecka

Usecka vedouci z bodu START do bodu CIL se nazyva orientovana usecka. Pro¢
orientovana? To znamena, ze jeden z jejich krajnich bodu je bod, v némz usecka ,,zacina"
(také se mu tika pocatecni bod) a druhy krajni bod je ten, v némz usecka , konc¢i“ (nebo téz
koncovy bod). Orientace usecky je na obrazku znazornéna Sipkou, kterd vzdy mifi do kon-
cového bodu.

Ke kazdé orientované usecce existuje vzdy useCka opacné orientovana. Je to naprosto
stejna usecCka, které ma stejné krajni body, ale pavodni pocatecni bod je nyni koncovy
a puvodni koncovy bod je nyni pocatecni. To znamena, Ze je to stejna UseCka, ale jeji Sipka
mifi opaénym smérem. Na obrazku vyse by opaéné orientovana tsecka za&inala v bodé CIL

a smétovala by do bodu START, kam by mifila jeji Sipka.

Nyni pozor! Orientovana usecka a usecka k ni opacné orientovana maji obé

stejny smér. Coze? Na prvni pohled to zni jako nesmysl, protoze kazda , Sipka“

A ukazuje Uplné jinam, takze se zda, ze smér ma kazda jiny. Ale smér je v geometrii dan

pfimkou, na které tyto usecky lezi. A tak 1 kdyz kazda z usecek mifi na opacnou

stranu, obé dvé leZi na stejné pfimce a maji tedy stejny smér! Rikame, Ze jsou opatné
orientované, ale smér maji stejny.

Pokud si vzpomeneme na symbolicky trojuhelnik geometrického zobrazeni (VZOR —
PRAVIDLO - OBRAZ), pak praveé orientovana usecka je timto pravidlem, které tika, jak
mame puvodni vzor zobrazit na vysledny obraz.

Pro zadani pravidla posunuti nadm tedy stac¢i 2 body. Tyto dva body udavaji orien-
tovanou usecku (jeji pocatecni a koncovy bod). Tato usecka pak udava smér pohybu (protoze
lezi na pfimce, ktera tento smér udava) a téz vzdalenost pohybu (velikost tsecky je polo-

meérem kruznice udavajici tuto vzdalenost).
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ORIENTOVANA USECKA
[directed line segment]

B

A

Orientovana usecka je Usecka, u niZ je rozliSeno, ktery
z jejich krajnich bodu je tzv. poc¢atecni bod [initial point],
a ktery je koncovy bod [terminal point].

Znaci se dvojici velkych pismen a Sipkou nad nimi, napf.: AB.
Prvni pismeno udava pocatecni bod, druhé bod koncovy.

3.3.2 Zobrazeni bodu

Zakladem kazdého linearniho zobrazeni je umét nalézt obraz libovolného bodu pokud
zname jeho vzor a pravidlo, které urcuje, jakym zptisobem mame zobrazeni provést. Toto je
velice dulezita myslenka! Pro¢? Z prologu vime, ze linearni zobrazeni zachovava usecky.
To znamena, ze obrazem useCky je jina usecka, ale stale UiseCka. Nestane se, aby se usecka
v linearnim zobrazeni zménila v jinou kiivku!

Vétsina geometrickych objektd, se kterymi se obvykle pracuje, je sloZzena z tGseCek —
ctverce, obdélniky, trojuhelniky, mnohouhelniky apod. Pokud budeme umét zobrazit usecky,
budeme automaticky umét zobrazit i tyto objekty, protoze jsou prosté a jednoduse slozeny
z usecek. Nemusime se vSak starat o to, jak se budou zobrazovat v§echny body néjaké usecky.
Kazda usecka ma dva dilezité body — krajni body. Staci nam zobrazit oba krajni body a pak
vime, ze vysledna usecka je usecka mezi témito body.

Kdyby zobrazeni nebylo linearni, krajni body by nestacily — nikdy bychom si nebyli
jisti, kam se zobrazi ostatni body usecky, protoze by nemusely nutné lezet mezi nimi. Mohly
by lezet na néjaké jiné kiivce. Ale protoze zobrazeni je linearni, sta¢i ndm najit pouze krajni
body useCky a prace je hotova. Nejdulezitéjsi je tedy umét v kazdém linearnim zobrazeni

nalézt obraz bodu! Pojd'me na to...
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3.3.2.1 Konstrukce obrazu

Predpokladejme, ze mame zadany bod

X a orientovanou usecku AB. Je zvykem

pojmenovat obraz kazdého geometrického objektu stejné, jako byl pojmenovan jeho vzor

a piipojit k nému carku '. Obraz bodu X bude tedy oznacen jako X '.

Abychom nasli obraz bodu, stac¢i jednoduse premistit orientovanou usecku tak, aby byl

jeji pocCatecni bod totozny se vzorem. Obraz vzoru pak bude totozny s koncovym bodem

orientované usecky. Protoze v euklidovské geometrii neni pohyb, musime ,, pfemisténi“ orien-

tované usecky provést pomoci rovnobézniku®:

Posunuti bodu — zapis konstrukce

1.

Bod X

Je dan bod X a orientovana usecka AB.

p; ABep

Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body A a B.
g qllp A Xegq

Sestrojime rovnobézku g k pfimce p prochazejici
bodem X.

r;, A, Xer

Sestrojime pfimku 1, kterd prochézi body A a X.
s; s|lr A BEs

Sestrojime rovnobézku s k pfimce r prochazejici
bodem B.

X'; X'€sng

Oznat¢ime bod X ', ktery je priseéikem ptimek
saq.

" je hledany obraz bodu X v posunuti podle
orientované Uselky AB.

Jako obvykle celou konstrukci shrneme do jediného kroku:

X' T

AB

[ X ]

20 RovnobéZnik [parallelogram] — RovnobéZznik (nebo také kosodélnik) je Ctyruhelnik, ktery ma protilehlé
strany rovnobézné. Dilezité je, ze tyto protilehlé strany maji vzdy stejnou délku. Specialnim ptipadem
kosodélniku muze byt kosoctverec (ma vSechny strany stejn¢ dlouhé), obdélnik (vedlejsi strany ma na sebe
kolmé) nebo c¢tverec (ma vSechny strany stejné dlouhé i na sebe kolmé).
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Zapis tika, ze bod X' je obrazem bodu X v zobrazeni T, které je uréeno orientovanou
useckou AB. Vime, ze zobrazeni T je posunuti. ProC se ale oznacuje zrovna timto pismenem?

Duvodem je to, Ze zobrazeni posunuti se také ¢asto nazyva slovem translace (pivodem z lati-

ny), a proto se posunuti znac¢i pismenem T .

Problém se objevi jiz ve druhém kroku konstrukce a tahne se pak dal v kroku tfetim
a Ctvrtém. Stane se tak tehdy, kdyz bude bod X lezet na stejné piimce jako orientovana tisecka
AB, tedy na pfimce p. V tom pfipad€ rovnobézka q, kterou ve druhém kroku konstruujeme,

bude totozna s pfimkou p. Stejné tak s ni budou totozné i pfimky r a s, coz povede k tomu, ze

4 w7 o e L1}
se nam nakonec nepodati bod X ' viibec sestrojit .

Tii body, které vSechny nalezi jedné ptfimce (v prfedchozim odstavci to byly
body A, B a X — nalezeli pfimce p) nazyvame slovem kolinearni, coz doslova
znamena ,, leZici na jedné primce .

Tento problém vytfeSime nasledujicim trikem. Orientovanou usecku libovolné otocime
kolem jejiho pocatecniho bodu; tim zménime jeji smér. Takto otoCenou usecku jiz mizeme
presunout pomoci rovnobézniku a po presunuti ji zase ,,vratime* zpét do puvodniho sméru.

Vse je jasn€ popsano v nasledujicim postupu:
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Posunuti bodu (kolinedarni) — zapis konstrukce

Je dan bod X a orientovana usecka AB.

Body A, Ba X jsou kolinedrni.

1.

N
" = L]
=

10.

Bod X

p; A,B,X€Ep

Sestrojime pFfimku p, kterd prochazi kolinedrnimi
body A, Ba X.

k(A); Bek(A)

Sestrojime kruznici k se sttedem A,

ktera prochézi bodem B.

C; Cek(A) A C¢gp

Na kruznici k ( A) zvolime libovolny bod C,
ktery neleZi na pfimce p.

q; A,C&€q

Sestrojime pfimku g, ktera prochazi body A a C.
r; rlilp A Cer

Sestrojime rovnobézku r k pfimce p prochazejici
bodem C.

s; sllg A XEs

Sestrojime rovnobézku s k pfimce q prochdazejici

bodem X.
D; Derns

Oznat&ime bod D, ktery je priseéikem ptimek
ras.

u; B,Ce€u

Sestrojime pfimku U, kterd prochazi body Ba C.
v; v|lu A Dev

Sestrojime rovnobéZzku v k pfimce U prochazejici
bodem D.

X'; X'e€pnyv

Oznat¢ime bod X ', ktery je priseéikem ptimek
pav.

" je hledany obraz bodu X v posunuti podle

orientované usecky AB.
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Tim, e jsme na kruznici k(A) zvolili libovolny bod C, ktery ovsem nelezi na ptimce
p, jsme vlastné vytvoftili novou orientovanou usecku AC, kterd mé s orientovanou useckou
AB stejnou velikost, ale jiny smér! Tuto novou orientovanou usecku jsme posunuli pomoci
rovnobézniku na useCku XD. Tu jsme pak pomoci rovnobézek u a v , vratili“ zpét do puvod-
niho sméru daného ptimkou p.

Jako u predchoziho postupu konstrukce mizeme vse shrmout do jediného kroku. Ten
bude znaceny stejné jako u predchozi konstrukce. Ze zapisu konstrukce tedy nebude jasné,
ktery ze dvou postupil jsme pouzili. To uz bude zalezet na konkrétni situaci a na tom, zda je

zadany bod kolinearni s orientovanou useckou ¢i nikoliv.

Nyni to vypada, Ze je jiz vSe vyfeSeno a problém zazehnan. AvSak opét muze
nastat situace, kdy ,,Sikovna“ poloha zadaného bodu a orientované usecky celou kon-
@ strukci zni¢i. Tentokrat se vSak, na rozdil od predchoziho ptipadu, vSe usnadni @
Vratme se tedy zpét ke druhé konstrukci translace bodu a zkuste pfijit na to, jaka
kolinearni poloha bodu a orientované tiseCky muze celou konstrukci vyrazné€ usnad-

nit. Pak pokracujte ¢tenim nasledujicich radku.

Problém nyni nastava v kroku ¢. 6. Pokud je totiz bod X totozny s bodem A, budou
1 pfimky s a g totozné a stejné tak 1 body D a C 1 pfimky u a v. Cela konstrukce pak bude
v podstaté zbytecna, protoze konstrukce ma za cil presunout orientovanou usecku tak, aby jeji
pocatecni bod byl totozny se vzorem. A to je pfesné tato situace! Hledany obraz X ' bude tim

padem totozny s bodem B a neni tak potieba nic konstruovat.
3.3.2.2 Reseni zdkladnich siloh

Nyni vyfesime tii zakladni druhy uloh souvisejici s translaci (posunutim) bodu. Ulohy
jsou pomémné jednoduché, ale velice uzitecné. Pokud totiz umime vyfesit ulohy s body,
umime vyfesit tlohy s iseCkami a tim padem také ulohy se vSemi mnohouhelniky!

Nasledujici tfi tlohy si nejprve sami promyslete. Az si budete jisti jejich feSenim,
ovéite si spravnost vaseho feSeni @ V pftipadé, ze jste ulohu vyftesili chybng, zastavte se na

chvili a zkuste uvazovat o tom, kde jste pti feSeni udélali chybu.
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Hledani obrazu bodu

~e

Je dén bod X a orientovana Usecka AB.
Jakym zpUsobem nalezneme bod X ', ktery je obrazem v posunuti podle
dané orientované usecky?

e

Reseni je jednoduché. PFesuneme orientovanou Gsecku tak, aby byl jeji
pocatecni bod A totozny se vzorem X. Koncovy bod B orientované usecky
pak bude totozny s hledanym obrazem X '.

X'; To[X]

Zapis konstrukce: !

Hledani vzoru bodu

Je dan bod X ', ktery je obrazem v posunuti podle orientované usecky AB.
Jakym zpUsobem nalezneme bod X, ktery je vzorem daného bodu?

~e

Hledame vzor zobrazeni, ale orientovana Usecka nam rikd, jak se dostane-
me od vzoru k obrazu. Musime tedy postupovat opa¢nym zplisobem.
Jestlize jsme se od vzoru k obrazu dostali posunutim z poc¢atecéniho bodu
do koncového bodu orientované Usecky, pak se od obrazu ke vzoru dosta-
neme posunutim z koncového bodu do pocatecniho bodu orientované
Usecky. To je vSak opacné orientovana usecka! Pri hledani vzoru X tedy
zobrazime obraz X ' v posunuti pomoci opacné orientované Usecky BA.

Zapis konstrukce:  X; Tzl X']

Hledani orientované usecky

e

Jsou dany body X a X', které jsou vzorem a obrazem v posunuti podle
orientované usecky AB.
Jakym zplsobem nalezneme tuto orientovanou usecku?

Redeni je opét trividlni (velice jednoduché). U translace musi platit, Ze vzor
je pocate¢nim bodem a obraz koncovym bodem orientované usecky, ktera
charakterizuje toto zobrazeni. Proto je orientovana Usecka XX ' totoznd

s orientovanou Usetkou AB.

—

Zapis konstrukce: ~ AB; AB= XX'
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3.3.3 Zkoumani zobrazeni

Nyni, kdyz uz umime zobrazovat jednotlivé body, je nacase se presunout k vétSim
geometrickym objektim. Nebudeme zatim fesit, jak tyto geometrické objekty sestrojit, ale
budeme se zabyvat tim co se s objekty dé€je, kdyz se v daném zobrazeni zméni na svij obraz.

Je naCase pokusit se prozkoumat rizné vlastnosti daného zobrazeni. Seznam zkouma-
nych vlastnosti je uveden nize. V této casti uCebnice nespéchejte! Snazte se kazdou vlastnost
opravdu peclivé prozkoumat a pochopit. Cilem totiz neni dozvédét se co nejdiiv odpoveéd na
nize kladené otazky, ale vlastnim uvazovanim a praktickym zkousenim typu pokus/omyl piijit
na to, jak dané zobrazeni funguje. Proces vlastniho objevovani je zde daleko dilezitéjsi nez

vysledné odpovédi!

Zachovava posunuti VELIKOST geometrického objektu?

Zachovani velikosti znamena, Ze se zachovavaji délky Usecek a obsahy geometrickych
objektd. Délka usetky vzoru bude stejna jako délka Use&ky obrazu, tj. |XY|=|X'Y .

S ¢

velikost se zachovava velikost se nezachovava

Stejné tak obsah vzoru bude stejny jako obsah obrazu.

Prozkoumej, zda vSechny mnohouhelniky zachovavaji svou velikost, nebo nékteré z nich
velikost nezachovavaji. Zachovava se velikost kruznic? Snaz se zd@vodnit PROC tomu tak je!
AZ si budes jisty nebo naopak Uplné ztraceny, podivej se na reseni.

RESENI

Posunuti zachovava velikost vsech geometrickych objektl, a to nezavisle na jejich umis-

téni ¢i poloze.

Zobrazeni posunuti posouva vsechny objekty stejnym smérem o stejnou vzdalenost. Pokud
se krajni body libovolné Usecky posunou oba o stejnou vzdalenost a stejnym smérem, zna-
mena to, Ze se jejich vzdalenost nezméni, a tudiz se nezméni ani velikost Usecky. Protoze se
nemeéni velikost Usecek, neméni se ani velikost mnohouhelnikd a ani jejich obsah. Polomér
kruZznice je Usecka, jejiz krajni body jsou stfed kruznice a libovolny jeji bod. Protoze se za-
chovava velikost Useéek, zachovava se téz polomér kruznice, a tudiz i obsah kruznice.
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Zachovava posunuti TVAR geometrického objektu?

Zachovani tvaru znamen3, Ze libovolné 3 body, které lezi na vzoru geometrického objektu,
urcuji uhel stejné velikosti jako Uhel uréeny obrazy téchto tfi bod(, tedy

|<B,B,B,| =|<B',B',B',|. Zjednodu3ené feceno Use&ky a pfimky zlstavaji rovné &ary,
kruznice zlstava kruznici a mnohouhelniky si zachovavaiji velikosti vSech svych vnittnich
uhla. Délky usecek vsak nemusi zUstat stejné, mohou se zkracovat nebo prodluzovat, avsak
vzdy vSechny stejnou mérou. Pokud by se totiz ménily délky usecek rizné, nezachovavaly
by se velikosti Uhld (zkuste si to promyslet napf. u trojuhelniku).

tvar se zachovava tvar se nezachovava

Prozkoumej, zda vSechny primky, kruznice a mnohouhelniky zachovavaji svij tvar, nebo
nékteré z nich tvar nezachovévaji. Sna? se zddvodnit PROC tomu tak je! Az si budes jisty
nebo naopak Uplné ztraceny, podivej se na feseni.

RESENI
Posunuti zachovava tvar vSech geometrickych objekti, a to nezavisle na jejich umisténi ¢i
poloze.
ProtoZe posunuti posouva vsechny objekty stejnym smérem o stejnou vzdalenost, zacho-
vavaji se téz vsechny uhly mezi viemi Useckami a pfimkami. Z toho dlivodu se zachovava
i tvar vSech geometrickych objekt(.

Zachovava posunuti UMISTENI geometrického objektu?

Zachovani umisténi znamena, Ze se obraz geometrického objektu po zobrazeni prekryva se
svym vzorem, tj. neni oproti vzoru nijak posunut. Takovym objektim, jejichZ obrazy se po
zobrazeni shoduji se svymi vzory, fikame samodruzné objekty. Pokud se zobrazi viechny
body vzoru sami na sebe (na stejné misto), fikdme, Ze geometricky objekt je silné samo-
druzny. Pokud se body objektu zobrazi na jiné body, ale cely objekt se zobrazi opét sdm

na sebe, ozna¢ujeme geometricky objekt jako slabé samodruzny.
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umisténi se zachovava umisténi se nezachovava

Prozkoumej, zda néjaky geometricky objekt zachovava své umisténi a za jakych podminek.
Urci, zda se jedna o silné nebo slabé samodruzné objekty! Pro sva tvrzeni méj vidy néjaké
zdUvodnéni. Az si budes jisty nebo naopak Uplné ztraceny, podivej se na feseni.

RESENI

Posunuti obecné nezachovava umisténi zadného geometrického objektu.

Ve specidlnim pripadé se zachovava umisténi pfimky, kterd ma stejny smér jako oriento-
vana usecka urcujici posunuti.

Posunuti posouva vsechny geometrické objekty a ty se proto nemohou prekryvat se svymi
vzory. To vSak plati pouze pro konecné objekty, slozené z usecek, ¢i pro kruznici. Nekonec-
né objekty, jako je napf. pfimka, mohou byt i po posunuti shodné. Vzhledem k tomu, Ze
kazdy bod primky se posouvad, pfimka, ktera po posunuti pfekryva sama sebe bude slabé
samodruzna.

Zachovava posunuti POLOHU geometrického objektu?

Zachovani polohy znamena3, Ze obraz libovolného geometrického objektu neni oproti vzoru
nijak otocen; respektive je otocen tak, ze pokud nemdame néjakym zplisobem oznaceny
jeho jednotlivé ¢asti, nepozname, Ze se s objektem otdcelo. Objekt viak mlze byt posunut,
ptripadné zmensen Ci zvétSen, ale jeho tvar nesmi byt deformovan (musi byt zachovan).
Geometrické objekty, které jsou po otoceni o néjaky urcity ihel shodné, nazyvame rotacné
symetrické, coz se da Cesky prelozit jako otacivé soumérné.

o= 5

poloha se zachovava poloha se nezachovdva
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Prozkoumej, zda vSechny mnohouhelniky zachovavaji svou polohu nebo nékteré z nich
polohu nezachovévaji. Zachovava se poloha pfimek? Snaz se zd(ivodnit PROC tomu tak je!
AZ si budes jisty nebo naopak Uplné ztraceny, podivej se na reseni.

RESENI

Posunuti zachovava polohu viech geometrickych objektt, a to nezavisle na jejich umisté-

ni ¢i poloze.

Zobrazeni posunuti pouze posouva geometrické objekty a nezplsobuje tak Zddné natoceni
obrazu vci jejich vzoru. Obrazy usecek ¢i pfimek jsou v tomto zobrazeni rovnobézné se
svymi vzory.

Zachovava posunuti ORIENTACI geometrického objektu?

Zachovani orientace znamen3, Ze pokud sefadime libovolné body na obvodu geometric-
kého objektu (u mnohouhelniku napf. jeho vrcholy) ve sméru hodinovych rucicek, budou
obrazy téchto bodl na zobrazeném objektu opét sefazené ve sméru hodinovych rucic¢ek
(pravotocivé). Pokud by byly obrazy bod( sefazeny proti sméru hodinovych rucicek
(levotocivé), orientace by se nezachovala.

Zjednodusené feceno, v pripadé, kdy je obraz geometrického objektu zrcadlové prevracen
oproti vzoru, orientace se zméni na opacnou (nezachova se).

= =

orientace se zachovava orientace se nezachovavad

Prozkoumej, zda véechny mnohouhelniky zachovévaji svou orientaci a zd@vodni PROC
tomu tak je! AZ si budes jisty nebo naopak Uplné ztraceny, podivej se na feseni.

RESENI

Posunuti zachovava orientaci vSech geometrickych objekt(, a to nezavisle na jejich umis-

téni ¢i poloze.
ProtoZe posunuti pouze posouva vsechny body stejnym smérem o stejnou vzddlenost, neni
dlivod pro to, aby se zménila orientace jakéhokoliv geometrického objektu.
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Nasledujici tabulka shrnuje veskera pozorovani jednotlivych vlastnosti posunuti.

OBJEKT VELIKOST TVAR UMISTENI POLOHA ORIENTACE

USECKA

PRIMKA

KRUZNICE

MNOHOUHELNIK

LEGENDA:

@ — U vlastnosti nema smysl mluvit o jejim zachovani.

— Vlastnost se vidy zachovava.

@ — Vlastnost se nezachovava, ale existuji specidlni pripady, kdy se zachovava.

— Vlastnost se nikdy nezachovava.

3.3.4 Zobrazeni piimky a kruznice

Nyni, kdyz jsme prozkoumali vlastnosti posunuti, mizeme s jejich pomoci pfijit na to,
jakym zpusobem zkonstruovat v tomto zobrazeni obrazy piimek a kruznic. Danych vlastnosti
vyuzijeme k tomu, aby byly konstrukce co nejjednodussi a zarovei co nejpochopitelnéjsi.

Pfi zobrazovani pifimek se zachovava tvar, tedy obrazem pfimky je opét primka. Dale
se zachovava poloha, coz znamena, ze vzor a obraz piimky jsou rovnobézné. Po shrnuti téchto
vlastnosti snadno pozname, ze pro vytvoreni obrazu piimky sta¢i zobrazit libovolny bod této

pfimky a poté timto bodem vést rovnobézku k pavodnimu vzoru.
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Posunuti primky — zapis konstrukce

Xf

Je dana pfimka p a orientovana usecka AB.

1.

X; X€p

Na pfimce p zvolime libovolny bod X.

X', Tl X]

Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X

v posunuti podle orientované Gsecky AB.

p;p'llp A X'e€p’

Sestrojime rovnobézku p ' k pfimce p prochézejici

bodem X '

Pfimka p' je hledany obraz pfimky p v posunuti

podle orientované usecky AB.

Kruznice si zachovava svou velikost 1 tvar coz znamena, ze obrazem bude kruznice

o stejném poloméru. Pro sestrojeni kruznice potfebujeme stfed a libovolny bod kruznice.

Zobrazime tedy v posunuti tyto dva body a pomoci nich vytvorime vysledny obraz.

Posunuti kruznice — zapis konstrukce

Je déna kruznice k(S) a orientovana Usecka AB.

1.

S'; TA—B[ S ]

Sestrojime bod S, ktery je obrazem bodu S
v posunuti podle orientované Gsecky AB.
X; Xek(S)

Na kruznici k (S ) zvolime libovolny bod X.
X' Tl X]

Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X
v posunuti podle orientované Gsecky AB.
k'(s7): X'ek'(s")

Sestrojime kruznici k ' se stfedem S,

kterd prochdazi bodem X '.

Kruznice k'(S ') je hledany obraz kruznice k(S)

v posunuti podle orientované Usecky AB.

Zkraceny zapis zobrazeni obou kiivek bude vypadat takto:

p'; Txlpl

k'(S"); Txlk(S)]
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3.3.5 Translace

Posunuti (neboli fransilace) je linearni zobrazeni, které je urCeno orientovanou tisec-
kou, tedy dvéma body (pocatecni a koncovy bod orientované tisecky). Protoze zalezi na tom,
ktery z bodl je pocatecni a ktery koncovy, dva libovolné body mohou urcovat dvé rozdilna
posunuti.

Zobrazeni zachovava u vSech objektt tyto vlastnosti:

* velikost,
e  \lvar,
*  polohu,

* aorientaci.

Umisténi se u zadného objektu obecné nezachovava. To dava smysl, protoze pokud
néco posouvame, nemuzeme Cekat, ze to zlistane na svém pivodnim misté. Jedinou vyjimkou
je primka, ktera ma stejny smér jako orientovana usecka urcujici zobrazeni. Tato pfimka se
posouva ve svém vlastnim sméru a prekryva tak sama sebe — je tedy tzv. slabé samodruznd.

Translace nema zadné samodruzné body, ale ma vSechny samodruzné sméry. To
znamena, ze obraz pfimky libovolného sméru bude rovnobézny s jejim vzorem. Pfimky, které
maji stejny smér jako orientovana usecka urcujici zobrazeni jsou slabé samodruzné. Samo-

druzné kruznice v posunuti neexistuji.

/ Posunuti je zobrazeni pohybu po pfimce, pfi némi se
/ / vSechny body pohybuji stejnym smérem o stejnou
vzdalenost.

indexem, ktery urcuje pravidlo zobrazeni (orientovanou
usecku), napf.: Tz,

/ / Znaci se velkym pismenem T (translace) s dolnim

Pro uplné shrnuti jesté slouzi nasledujici obrazky, na nichz muzeme vidét pravidlo

posunuti (orientovana tsecka) a vzory a obrazy jednotlivych geometrickych objektt:
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3.4 2. KAPITOLA: Otoceni

3.4.1 Pohyb po kruznici

Otoceni je pohyb z jednoho bodu do druhého po kruznici. Kfivka, kterou tento bod pfi
pohybu opiSe, se nazyva oblouk (coz je Cast kruznice). Nekdy se také nazyva kruhovy oblouk.
Mezi dvéma libovolnymi body existuje nekonecné mnozstvi obloukt rizné délky; na obrazku
nize mazeme vidét nékteré z nich. Pfi pohybu po kruznici je tedy potieba zadat jesté néjakou
dalsi informaci, ktera nam pomuze urcit, po kterém z nekonecné mnoha existujicich oblouku

se mame pohybovat.

Protoze je oblouk Casti kruznice, staci nam zadat kruznici, jejiz je casti. Kazda kruzni-
ce je jednoznacné urcena stiedem a bodem, ktery na ni lezi. My mame body dva, ale stfed
zadny. Tento stfed muze byt na raznych mistech. Stfed kruznice (fikame mu také stred

oblouku) urcuje danou kruznici, dva body na ni pak urcuji nas hledany oblouk.
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Libovolné tii body, které nelezi na jedné primce (nazyvame je nekolinedrni) vzdy
urcuji jedinou kruznici. Pokud mame body pouze dva, existuje nekone¢né mnoho kruznic,
na kterych tyto dva body lezi. Pro ureni konkrétni kruznice potifebujeme znat jeji stied. Stred
kruznice ma stejnou vzdalenost od vSech jejich bodu, tedy i od téch dvou bodu, které maji
na kruznici lezet. VSechna takova mista, kde se mize nachazet stied kruznice, na niz lezi dva
zadané body, se nachazi na ose usecky, ktera tyto dva body spojuje.

Vse asi nejlépe pochopite na nasledujicich obrazcich. Jsou zde zadané dva body,
usecka spojujici tyto body a jeji osa. Na ose se pohybuje bod, ktery predstavuje stied kruz-
nice, na niz dva zadané body lezi. Oba dva body spole¢né se zadanym stfedem pak urcuji
kruhovy oblouk, ktery je v tomto pfipadé€ veden ze spodniho bodu k bodu vrchnimu — proti

sméru hodinovych rucicek.

Pii pohybu po kruznici mezi dvéma body (ozna¢ime je opét START a CIL) existuje
v prostoru urcité misto, od néhoz jsme po celou dobu pohybu stejné vzdaleni. Toto misto se
nazyva stied otaceni a urcuje oblouk, ktery pii pohybu opisujeme, jak bylo uvedeno vyse.
Stied otaceni a pocatecni bod pohybu START urcuji tzv. pocéate¢ni smér. Stejné tak stred
otadeni a koncovy bod pohybu CIL uréuji tzv. koncovy smér. Tyto dva sméry (dvé piimky)
nam pak urcuji tihel otoceni. VSe nazorné ukazuje obrazek nize. V§imnéme si, ze uhel oto-
Ceni je uren dvéma sméry a je tudiz nezavisly na vzdalenosti obou bodi od stiedu otaceni.

Ze stejného duvodu je také nezavisly na velikosti oblouku, ktery pii pohybu opisujeme.

CiL g o START

o STRED
potatedni . ™.  Koncovy

smér . . smér
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3.4.1.1 Orientovany uhel

Uhel mezi pocdtecnim ramenem (uréenym stiedem otadeni a bodem START) a konco-
vym ramenem (uréenym stfedem otadeni a bodem CIL) se nazyva orientovany uhel. Stied
otaceni je vrcholem tohoto uhlu. Orientace uhlu je na obrazku znazornéna §ipkou, ktera vzdy
mifi do koncového ramene.

Ke kazdému orientovanému uhlu existuje vzdy uhel opacné orientovany. Je to napro-
sto stejny uhel, které ma stejna ramena i vrchol, ale plivodni pocatecni rameno je nyni kon-
cové a puvodni koncové rameno je nyni pocatecni. To znamena, ze je to stejny uhel, ale jeho
Sipka mifi opaénym smérem. Na obrazku nahotfe by opacné orientovany uhel zacinal v bodé
CIL a smé&foval by do bodu START, kam by mifila i jeho Sipka.

Orientovany thel nam urCuje pravidlo, podle néhoz mame ptvodni vzor zobrazit na
vysledny obraz. Pro zadani pravidla otoceni tedy staci 3 body. Tyto tfi body udavaji orien-
tovany uhel (vrchol a pocatecni a koncové rameno). Tento thel pak urcuje oblouk, po némz se

pohybujeme.

ORIENTOVANY UHEL
[directed angle]

B

vV A

Orientovany uhel je thel, u néhoz je rozliseno, které z jeho

ramen je tzv. pocatecni rameno [initial side] a které je
koncové rameno [terminal side]. AB

Znaci se trojici velkych pismen a stfiSkou nad nimi, napf.:
AVB. Prostfedni pismeno udava vrchol uhlu [vertex]. Prvni
pismeno spolecné s vrcholem urcuji po¢atecni rameno
a posledni pismeno s vrcholem urcuje koncové rameno.

85



3.4.2 Zobrazeni bodu

Predtim nez zacneme otacet bod podle né&jakého zvoleného stfedu, musime zvladnout
prenést orientovany uhel z jednoho mista do druhého. Stejné jako pfi posunuti jsme museli
prenést orientovanou usecku (ktera nam fikala, jak mame bod posunout) do daného bodu, tak
musime pii otaceni prenést orientovany thel (ktery nam fika, jak mame bod otocit) do stfedu

otadeni.

Nasledujici konstrukce je narocna! Pokud ji nepochopite na prvni pfectent,
mozna bude potfeba se k ni jednou ¢i dvakrat vratit a procist si ji znova. Mozna ani
potom ji Gpln€ neporozumite. To vSak nevadi! Zvladnuti této konstrukce neni dulezité
pro pochopeni dalSich casti textu.

A Pravdépodobné znate jiny a mozna i jednodussi zpusob, jak prenést oriento-
vany (nebo i neorientovany) thel. V této ucebnici se dirazné drzime zasad euklidov-
ské konstrukce. Ta nam jasné fika, ze nemtzeme vzit do kruZzitka néjakou vzdalenost,
kruzitko zvednout z papiru a tuto vzdalenost prenést na jiné misto (viz kapitolu Co je
treba zndt!, Cast Geometrické konstrukce). Proto je nasledujici konstrukce narocné;-
§i nez ta, kterou pravdépodobné znate vy.

Nejprve posuneme pocatecni rameno orientovaného uhlu do pozadovaného vrcholu
a pomoci kruznice jej otoime do pozadovaného sméru (kroky ¢. 1-4). Déle je tieba piesu-
nout koncové rameno. Nejprve se vyméii ,,rozpéti“ dané¢ho uhlu pomoci Gsecky, jejiz krajni
body maji od vrcholu orientovaného uhlu stejnou vzdalenost (kroky ¢. 5-7) — tento postup je
znamy z obvyklého pfendSeni thlu pomoci kruzitka, ktery se u€i na Skolach. Vymeétené
,Tozpéti“ se posune do jiz preneseného pocatecniho ramene a pomoci dalsi kruznice opét

oto¢i do smeéru koncového ramene (kroky €. 8—-10).
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Preneseni orientovaného uhlu — zapis konstrukce

Je dano pocatecni rameno Uhlu UC s vrcholem U

a orientovany Ghel AVB.

1.

10.

p; UCep

Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body U a C.
A'; To[ Al

Sestrojime bod A, ktery je obrazem bodu A

v posunuti podle orientované usecky V_ﬁ
k(U); A'ek(U)

Sestrojime kruznici k se sttedem U,
kterd prochdazi bodem A'.

E; E€k(U)np A EewUC
Oznat¢ime bod E, ktery je priisecikem kruZnice
k( U) a pfimky p. Zvolime takovy bod E, ktery
leZi na polopfimce = UC.

q; V,B€q

Sestrojime pfimku g, kterd prochazi body V a B.
1(V); Ael(V)

Sestrojime kruznici [ se stfedem V/,
kterd prochdazi bodem A.

F; FellV)Inq AN FewVB
Oznatdime bod F, ktery je priise¢ikem kruznice
1(V) a pimky q. Zvolime takovy bod F, ktery lezi
na polopfimce = VB.

F'; TTE[ F]

Sestrojime bod F ', ktery je obrazem bodu F

v posunuti podle orientované usecky KE

m(E); F'€m(E)

Sestrojime kruZnici m se sttedem E,
kterd prochdazi bodem F'.

D; Dek(U)nm(E) A |CUD|=|AVB|
Oznatime bod D, ktery je priiseéikem kruZnic
k(U) am(E). zvolime takovy bod D, aby platila
rovnost |CUD| = |AVB|.

Orientovany uhel CUD je preneseny orientovany

dhel AVB do vrcholu U s pogate&nim ramenem
uhlu UC.

87



Vysledkem celé konstrukce je nalezeni bodu D, ktery ur¢uje koncové rameno pienese-
ného orientovaného uhlu — vrchol a bod urcujici pocatecni rameno musime jiz mit zadané,
abychom mohli pfeneseni thlu provést. Konstrukci o takto velkém poctu kroki je nutno shr-

nout do jediného kroku, a to nasledujicim zpisobem:

CUD; |CUD| = |AVB|

Nyni se jiz mtizeme pustit do konstrukce otoceni bodu. Stejné jako u posunuti plati, ze
pokud jsme schopni zobrazit libovolny bod, jsme také schopni zobrazit libovolny mnoho-
uhelnik — a to diky tomu, Ze zobrazeni otoCeni je linearni. Diky tomu se vSechny usecky
zobrazi opét na usecky. Staci tedy zobrazit jejich krajni body a ty ve vysledku spojit tiseckou.
A protoze jsou mnohouhelniky slozeny z usecCek (strany mnohouhelnikli jsou tsecky), staci

pouze zobrazit vrcholy daného mnohothelniku (vrcholy jsou totiz krajnimi body stran).
3.4.2.1 Konstrukce obrazu

Predpokladejme, ze mame zadany bod X, stfed otaCeni S a orientovany uthel AVB.
Abychom nasli obraz bodu, je nutné pfenést orientovany uhel tak, aby jeho vrchol byl totozny
se stfedem otacCeni a aby bod X urCoval pocateéni rameno orientovaného thlu. Poté pomoci
kruzitka preneseme velikost usecky SX do sméru koncového ramene pieneseného oriento-
vaného uhlu a obdrzime obraz bodu. Protoze jak vzor, tak i obraz maji od stfedu otaceni

stejnou vzdalenost.
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Otoceni bodu — zapis konstrukce

Je dan bod X, stred otdceni S a orientovany
dhel AVB.

1. XSC; |X5C| = |AVB]
Sestrojime orientovany uhel )?S\C, ktery je
preneseny orientovany Uhel KV\B do vrcholu S
s pocate¢nim ramenem uhlu SX.

2. p; S,Cep
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a C.
3. k(S); X €k(S)

Sestrojime kruznici k se stfedem S,
kterd prochdzi bodem X.

1% 4. X'; X'€k(S)np A X'e€wSC
Oznac¢ime bod X ', ktery je priseéikem kruZnice
k(S) a pfimky p. Zvolime takovy bod X ', ktery

= e

leZi na polopfimce = SC.

Bod X ' je hledany obraz bodu X v otoceni podle
stfedu ota&eni S a orientovaného dhlu AVB.

Celou konstrukci shrneme do jediného kroku:

X'; R, | X]

S,|AVB]|

Zapis tika, ze bod X ' je obrazem bodu X v zobrazeni R, které je ureno stfedem ota-
Ceni S a orientovanym uhlem AVB. Zobrazeni otoCeni se také nazyva slovem rotace (pivo-

dem z latiny), a proto se otoceni znaci pismenem R.

@ Prvnim krokem pfti otaCeni bodu je pfeneseni orientovaného thlu. To se sklada

ze dvou casti. V prvni Casti se posune puvodni vrchol thlu do vrcholu nového.
Ve druhé Casti se zméni poloha uhlu tak, aby mélo pocatecni rameno pozadovany
smér. V konstrukci preneseni orientovaného thlu vyse se tyto dvé casti prolinaji, ale
po delsi vaze a projiti si vSech krokt by mélo byt jasné které kroky patii ke které
casti.

Pii prenaseni thlu béhem feSeni néjaké ulohy se muze stat, ze vrchol
orientovaného uhlu je totozny se stfedem otaceni a pii konstrukci je potieba pouze
zmenit polohu thlu; tim padem nékteré kroky pienaseni tthlu odpadnou. Stejné tak je
mozng, ze zadany orientovany thel ma spravnou polohu a pfi konstrukci bude pouze

staCit posunout jeho vrchol do stiedu otaceni; to opét zptusobi vynechani nékterych
krokd.
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Doporucujeme si takové konstrukce (kde je poloha uhlu stejna nebo kde
vrchol thlu je shodny se stfedem otaceni) cvicné narysovat, promyslet si jednotlivé
kroky a porovnat je s vySe uvedenymi kroky preneseni orientovaného uhlu. Bude pak
mnohem jasnéjsi, které kroky se vynechavaji a proc.

3.4.2.2 ReSeni zdkladnich viloh

Opét vyfeSime zakladni druhy uloh souvisejici s rotaci (otoCenim) bodu, tentokrat
ctyfi. Tti ulohy jsou jednoduché, ctvrta nam da trochu zabrat. Jak uz bylo nékolikrat fe¢eno
dfive, pokud umime vyfesit ulohy s body, umime vyfesit ulohy s useCkami a tim padem také

ulohy se vSemi mnohouhelniky.

Hledani obrazu bodu

o X Je dan bod X, stfed otaceni S a orientovany Uhel AVB.
oB Jakym zplsobem nalezneme bod X ', ktery je obrazem v otoceni podle

S é—\e daného stfedu a orientovaného uhlu?
vV A
r Reseni je jednoduché. PFeneseme orientovany uhel tak, aby jeho vrchol
* D byl totozny se sttedem otdceni S a jeho pocatecni rameno bylo uréeno
L ]
B bodem X. Koncové rameno poté protina kruZnici, kterd prochdzi bodem
4l Xv bodé X ', coz je hledany obraz bodu X.
[ ] L ]
vV A o
Zapis konstrukce:  X'; R Iml[ X ]
Hledani vzoru bodu
X.f
L ]
Je dan bod X ', ktery je obrazem v otoceni podle stfedu S a orientovaného
. o7 dhlu AVB.
g é le Jakym zplUsobem nalezneme bod X, ktery je vzorem daného bodu?
vV A
Hleddme vzor zobrazeni, ale orientovany Uhel ndm fika, jak se dostaneme
od vzoru k obrazu. Musime tedy postupovat opa¢nym zplsobem. Jestlize
X’ jsme se od vzoru k obrazu dostali otoCenim z pocatecniho do koncového
o
s sméru, pak se od obrazu ke vzoru dostaneme otocenim z koncového do
B wir y y Y - .
)’ d pocatecniho sméru. K tomu vsak potfebujeme opacné orientovany thel!
S . ] A ] , s
5 PFi hledani vzoru X tedy zobrazime obraz X ' v otoCeni pomoci opacné

orientovaného uhlu BVA.

Zapis konstrukce:  X; R [ X']

S ,|BVA|
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Hledani orientovaného uhlu

Je dan stred otaceni S a body X a X ', které jsou vzorem a obrazem v oto-
¢eni podle orientovaného uhlu AVB a stfedu S.
Jakym zpUsobem nalezneme tento orientovany uhel?

Reseni je trivialni. Stfed otaleni S je vrcholem orientovaného Ghlu, bod X
urcuje pocatecni rameno a bod X ' koncové rameno orientovaného uhlu.
Proto je orientovany uhel XSX ' totozny s orientovanym uhlem AVB.

Zapis konstrukce: AVB; AVB = XSX'

Hledani stfedu otaceni

Je dan orientovany Uhel AVB a body X a X', které jsou vzorem a obrazem
v otoceni podle orientovaného Uhlu AVB a stredu S.
Jakym zplUsobem nalezneme stfed otaceni S?

| kdyZ tato Uloha v jistém smyslu patti mezi zakladni, jeji fesSeni je obtiznéj-
Si nez u ostatnich zédkladnich uloh. V této ucebnici jeji fesSeni nenajdete;
budete si muset pockat na ucebnici pro stifedni Skoly. MiZete se ovsem
pokusit Ulohu vyresit sami. | kdyzZ je naro¢néjsi, neni zas tak sloZita, abyste
ji nezvladli! Je jen tfeba se nad problémem vice zamyslet.

Stred otaceni, ktery hleddme, musi leZet na ose Usec¢ky XX '. PROC? Pokud
se bod otaci kolem néjakého stfedu, tak vzdalenost vzoru i obrazu od to-
hoto stfedu zUstava stale stejna — to je vlastnost tohoto zobrazeni. A po-
kud hleddme bod, ktery ma od jinych dvou bodU stejnou vzdalenost, lezi
tento bod na ose zminéné Usecky. To je zase vlastnost osy Usecky. Ted' jen
zbyva vymyslet jakym zplsobem nalezneme stred otaceni. Urcité musime

pro jeho nalezeni vyuzit zadany orientovany Uhel. TakzZe s chuti do toho @
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3.4.3 Zkoumani zobrazeni

Nyni opét prozkoumame, co se s objekty déje, kdyz se v daném zobrazeni zméni vzor

na obraz.

Zachovava otoceni VELIKOST geometrického objektu?

RESENI

Otoceni zachovava velikost vSech geometrickych objektl, a to nezavisle na jejich umisté-

ni ¢i poloze.

Zobrazeni otoceni otaci vSechny objekty kolem stejného stfedu o stejny Uhel. Pokud se
krajni body libovolné Usecky otoci oba o stejny Uhel a podle stejného stfedu, znamena to,
Ze se jejich vzdalenost nezméni, a tudiz se nezméni ani velikost Usecky. ProtoZe se neméni
velikost Usecek, neméni se ani velikost mnohouhelnikd a ani jejich obsah. Polomér kruzni-
ce je usecka, jejiz krajni body jsou stred kruZnice a libovolny jeji bod. ProtoZe se zachovava
velikost Usecek, zachovava se téz polomér kruznice, a tudiz i obsah kruznice.

Zachovava otoceni TVAR geometrického objektu?

RESENI
Otoceni zachovava tvar vSech geometrickych objekt(, a to nezavisle na jejich umisténi ¢i
poloze.
ProtoZe otoceni otaci vSechny objekty o stejny uhel, zlistanou zachovany téz vSechny uhly
mezi vSemi Useckami a primkami. Z toho dlivodu se zachovava i tvar vSech geometrickych
objektd.

Zachovava otoceni UMISTENI geometrického objektu?

RESENI

Otoceni obecné nezachovava umisténi Zzadného geometrického objektu.

Ve specialnim pripadé se zachovava umisténi bodu, a to v pfipadé, Ze je tento bod totozny
se stftedem otdceni. Stfed otaceni je tedy silné samodruznym bodem.
Ddle existuje mnozstvi specidlnich pripad(, pfi nichZ se zachovdvaji rizné geometrické
objekty jako slabé samodruzné:
» Uselka je slab& samodruznd v pfipadé, Ze je stfed otaceni sttedem Usecky a Uhel
otoceni je primy uhel.
* Pfimka je slabé samodruznd v pripadé, Ze stfed otaceni lezi na dané pfimce a uhel
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otoceni je primy uhel.

e KruZnice je slabé samodruzna v pfipadé, Ze stfed otadceni je totoiny se stfedem
kruznice; uhel oto¢eni muze byt libovolny.

*  Mnohouhelnik je slabé samodruzny v pfipadé, Ze je pravidelny, stfed otaceni je
stfedem kruZnice mnohouhelniku opsané a Uhel otoceni je urcen stfedem otoceni
(vrchol Uhlu) a libovolnymi dvéma jeho vrcholy (uréuji ramena uhlu).

Mimo uvedeny pripad mnohouhelniku existuji i jiné mnohouhelniky, které mohou byt
slabé samodruzné a nejsou pravidelné, napr. obdélnik. Tyto mnohouhelniky museji byt
rotacné symetrické. Zkuste najit dalsi priklady a urcit u nich stfed otdcéeni a Uhel, pfi némz
zobrazeni zachovava umisténi.

Zachovava otoceni POLOHU geometrického objektu?

RESENI

Otoceni obecné nezachovava polohu zadného geometrického objektu.

Use&ka a ptimka zachovavaji svou polohu v pfipadé, ze Uhel otogeni je piimy Ghel.
Rotacné symetrické objekty si zachovavaji polohu pfi urcitém uhlu otocéeni. Zkuste najit
uhly, pti nichZ se zachovava poloha u téchto rotac¢né symetrickych objekt(:

* obdélnik,

* rovnostranny trojuhelnik,

e (tverec,

* pravidelny mnohouhelnik.

Zachovava otoceni ORIENTACI geometrického objektu?

RESENI

Otoceni zachovava orientaci vSech geometrickych objektt, a to nezavisle na jejich umis-

téni ¢i poloze.
ProtoZe otoceni pouze otaci vSsechny body o stejny Uhel a stejnou vzdalenost od stredu
otaceni, neni dlivod pro to, aby se zménila orientace jakéhokoliv geometrického objektu.
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Nasledujici tabulka shrnuje veskera pozorovani jednotlivych vlastnosti otoceni.

- v s

OBJEKT VELIKOST TVAR UMISTEN POLOHA ORIENTACE

BOD @
USECKA @
PRIMKA @

KRUZNICE @
MNOHOUHELNIK @

3.4.4 Zobrazeni piimky a kruznice

OOOOO
CICICIC)S)
OO
OOOOO®

Nyni kdyz jsme prozkoumali vlastnosti otoCeni, muzeme s jejich pomoci pfijit na to,
jakym zpusobem zkonstruovat v tomto zobrazeni obrazy piimek a kruznic. Danych vlastnosti
vyuzijeme k tomu, aby byly konstrukce co nejjednodussi a zarovei co nejpochopitelnéjsi.

Pfi zobrazovani pfimek se zachovava tvar, tedy obrazem pfimky je opét piimka.
Poloha ani umisténi pfimky se obecné nezachovava. Protoze je pfimka jednoznacné urCena
dvéma body, stacilo by vybrat dva rizné libovolné body na pfimce, ty zobrazit v otoCeni,
a poté nimi vést pfimku. Tento postup je urCité spravny, ale my si ukdzeme postup trochu jiny
a zajimavéjsi.

Nejprve povedeme stiedem otaCeni kolmici na pfimku, ktera je vzorem. Prusecik
téchto dvou pfimek pak zobrazime v otoCeni. Takto otoCenym bodem a stfedem otaeni
povedeme dalsi pfimku. A ted” se zamyslime! Zobrazeni otoCeni zachovava tvar, coz zna-
mend, ze se zachovavaji vSechny uhly; tedy obraz bude mit vSude stejné uhly jako vzor.
Primka, kterou chceme zobrazit (vzor) a kolmice k ni vedena stfedem otaCeni tvoti jakysi
,,kTiz“ a tento kiiz se otaci. A protoze se zachovava tvar (velikost uhl), tak vysledkem otoceni

Mrvec,

musi byt opét tento , kiiz“; zachovava se totiz kolmost obou pifimek. Nakonec tedy sestrojime

>

kolmici otoCenym bodem k pfimce prochéazejici oto¢enym bodem a stfedem otaceni a ziskame

tak vyslednou piimku (obraz). Kouknéte se na postup nize a pak si znovu prectéte cely tento

odstavec — udélejte to tolikrat, nez vSe, co je zde napsano pochopite @
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Otoceni primky — zapis konstrukce

Je dana pfimka p, stfed otaceni S a orientovany
dhel AVB.
1. g, qLp AN S€Eq
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici

bodem S.
g 2. X; Xe€png
Oznac¢ime bod X, ktery je prise&ikem pFimek
pPaq.
r X 3. X'; Rs,|K\TB|[X]

Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X

X v otoleni podle stfedu otaceni S a orientovaného
B .
* dhlu AVB.
p T
d . 4. r; S, X'er
p’ Vv A

Sestrojime pfimku 1, kterd prochézi body S a X '
5. p'y p'Llr N X'€p'
Sestrojime kolmici p ' k pfimce r prochézejici
bodem X .
Pfimka p' je hledany obraz pfimky p v otoceni
podle stfedu otaceni S a orientovaného Uhlu AVB.

Problém nastava v pripadé, ze je stied otaCeni zaroven bodem pfimky, tedy ze pfimce
nalezi. V tomto piipadé nelze vySe uvedenou konstrukci pouzit.?! Vratime se tedy k plivod-
nimu planu, Ze otoCime dva libovolné body pfimky a témi pak povedeme pfimku novou.
Jenze stfed otaCeni je jednim bodem piimky, a navic je to bod samodruzny, tedy takovy bod,
ktery se zobrazi sadm na sebe. Staci nam tedy zvolit jakykoliv jiny bod nez stfed otaceni. Ten
zobrazime v otoCeni a pak timto bodem a stfedem otaCeni vedeme novou ptimku, ktera bude

obrazem puvodniho vzoru.

V pripade, ze néjaky bod nalezi urcité kiivce nebo ze néjaka kfivka prochazi
@ urCitym bodem, fikame, ze je tento bod s danou kiivkou tzv. incidentni. Toto cizi
slovo znamena, ze bod je soucasti kiivky (pfimky ¢i kruznice). Pro bod incidentni

s ktivkou se pouziva znacka € (lezi na).

21 Pro¢ nelze konstrukci pouZit? — Stted otdCeni a bod na piimce by splynuli v jeden. Protoze je stfed otdCeni
samodruzny, splynul by s nimi i oto¢eny bod a nebylo by tedy mozné ur€it smér nové ptimky (obrazu).
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V konstrukci obrazu pfimky incidentni se stfedem otaceni (ktera se nachézi nize)
dokonce ani obraz libovolného bodu piimky nepotfebujeme. Jediné, co nas zajima je najit
smér nové primky. Staci tedy pouze prenést orientovany uhel tak, aby se vrchol thlu pfenesl
do stiedu otaCeni a jeho pocate¢ni rameno, aby lezelo na pfimce, ktera je vzorem. Koncové
rameno orientovan¢ho thlu pak bude udavat smér piimky, ktera je obrazem. Je totiz jedno,
ktery bod hledané pfimky dostaneme, zalezi nam pouze na spravném smeéru a ten zajisti

samotny orientovany uhel.

Otoceni primky (incidentni) — zapis konstrukce

Je dana pfimka p, stfed otacCeni S ktery na této
pfimce lezi a orientovany uhel AVB.
1. X; Xep N X#S

Na pfimce p zvolime libovolny bod X riizny od
bodu S.

cl 2. XSC; |Xsc| = |AVB|
X Sestrojime orientovany Uhel )TSE‘, ktery je
/ B pfeneseny orientovany thel AVB do vrcholu S

s pocate¢nim ramenem uhlu SX.

: 3. p'; S,Cep’
Sestrojime pfimku p ', ktera prochazi body Sa C.

Pfimka p' je hledany obraz ptimky p v oto¢eni
podle stfedu otaceni S a orientovaného uhlu AVB.

Kruznice si zachovava svou velikost 1 tvar coz znamena, ze obrazem bude kruznice
o stejném poloméru. Pro sestrojeni kruznice potfebujeme stfed a libovolny bod kruznice.
Zobrazime tedy v otoCeni tyto dva body a pomoci nich vytvofime vysledny obraz. Pro zjedno-
duseni konstrukce volime takovy bod na kruznici, ktery je prusecikem kruznice a primky

prochazejici sttedem kruznici a stfedem otaceni.
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Otoceni kruznice — zapis konstrukce

Je déna kruznice k(O), stfed otageni S
a orientovany uUhel AVB.
1. O'; R O |
Sestrojime bod O ', ktery je obrazem bodu O

s,|K\TB|[

v otogeni podle stfedu otageni S a orientovaného
thlu AVB.

P 2. p; S,0 e p

4 Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.

3. X; Xepnk(0)
Oznaéime bod X, ktery je prise¢ikem pfimky p
K’ a kruznice k (O).
B 4. X'; R X |

. ’ S :|KV\B|[
Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X

v otogeni podle stfedu otaceni S a orientovaného
uhlu AVB.
5. k'(o'); X'ek'(ol)
Sestrojime kruznici k ' se sttedem O ',
kterd prochdazi bodem X '.

Kruznice k'(O") je hledany obraz kruznice k(O)
v otoceni podle stfedu otaceni S a orientovaného
Ghlu AVB.

V pripadé€, ze je stfed otaCeni incidentni s kruznici, celd konstrukce se vyrazné zjedno-
dusuje, protoze staci pouze zobrazit stfed kruznice v otoCeni. Jednim bodem kruznice je totiz

stfed otaCeni a ten je samodruzny.
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Otoceni kruznice (incidentni) — zapis konstrukce

Je déna kruZnice k(O), stfed otageni S ktery na
této kruznici lezi a orientovany uhel AVB.
1. O'; RS,IKV\BI[ O |
Sestrojime bod O ', ktery je obrazem bodu O
v otogeni podle stfedu otaceni S a orientovaného
uhlu AVB.
2. k'(0"); Sek'(0")
Sestrojime kruznici k ' se sttedem O ',
kterd prochdazi bodem S.

v 4 Kruznice k'(0') je hledany obraz kruznice k(O)
v oto€eni podle stfedu otaceni S a orientovaného
Ghlu AVB.

Zkraceny zapis zobrazeni obou kiivek bude vypadat takto:

I

p R5,|1@|[p] k'(O'),’ Rs,|m|[k<o)]

3.4.5 Rotace

Otoceni (neboli roface) je linearni zobrazeni, které je urCeno stredem otdceni a orien-
tovanym tthlem, tedy tfemi body (vrcholem uhlu, ktery je zaroven 1 stfedem otaCeni, a dvéma
body urcujicimi pocatecni a koncové rameno uhlu). Protoze zalezi na tom, ktery z bodi ma
jakou funkci v orientovaném uhlu, tii libovolné body mohou urcovat celkem Sest riznych
otoceni.

Zobrazeni zachovava u vSech objektt tyto vlastnosti:

* velikost,
e  tvar,
* aorientaci.

Umisténi a poloha se u zadného objektu obecné nezachovava, protoze pokud néco
otaime, nemuzeme Cekat, ze to zlistane na svém puvodnim misté ¢i v puvodni poloze.
V ptipadé, Ze je uhel otoCeni pfimy thel se vSak zachovava poloha usecek a ptrimek. Pokud je
stied otaceni zarovern stfedem useCky ¢i je incidentni s prfimkou, zachovava se téz umisténi

této usecky Ci primky.

98



Rotace ma jeden samodruzny bod (stred otdaceni) a zadné samodruzné sméry, coz
znamena, ze obraz pfimky libovolného sméru nebude obecné rovnobé&zny s jejim vzorem.
Primky jsou slabé samodruzné pouze pokud jsou incidentni se sttedem otaceni a thel otoCeni
je piimy uhel. Kruznice jsou slabé samodruzné v pripadé, zZe je stfed otaCeni totozny se stie-

dem kruznice; uhel otoCeni muze byt libovolny.

Otoceni je zobrazeni pohybu po kruZnici, pfi némz se
vSechny body pohybuiji o stejny uhel, avsak rdznym
‘\, smérem o rdznou vzdalenost.
Znaci se velkym pismenem R (rotace) s dolnim indexem,
ktery urcuje pravidlo zobrazeni (stfed otdceni a

orientovany dhel), napt.: R -

Pro uplné shrnuti jesté slouzi nasledujici obrazky, na nichz muzeme vidét pravidlo
otoCeni (orientovany uhel) a vzory a obrazy jednotlivych geometrickych objektt s pfislusnym

sttedem otacent:

U .
OR-ENG
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3.5 3. KAPITOLA: Soumérnost

3.5.1 Stifedova soumérnost

Stfedova soumérnost, soumérnost podle stfedu, soumérnost podle bodu nebo stiedova
symetrie, symetrie podle stfedu a symetrie podle bodu. Dale také sttedova inverze, inverze
podle stiedu a inverze podle bodu. To vSe jsou rizné mozné nazvy pro zobrazeni, které v této
ucebnici nazyvame soumérnost.

Kazda soumérnost (nebo téz symetrie Ci inverze) je urena jistym kritériem (pravid-
lem), které predstavuje néjaky geometricky objekt. Tento objekt se nazyva ridici objekt,
v pripadé stfedové soumérnosti se tedy jedna o ridici bod (obvykle ozna¢ovan jako stred sou-
meérnosti). Pro zadani pravidla sttedové soumérnosti tedy staci 1 bod.

V libovolné soumérnosti (sttedové, osové ¢i kruhové), se kterou se v této ucebnici
setkame, nerozliSujeme mezi sebou vzor a obraz. A to jako u bodu, tak i u jakéhokoliv jiného
geometrického objektu. Divodem je to, ze pokud vytvorime obraz néjakého vzoru a podle
stejného pravidla opét obraz tohoto obrazu, vysledkem zobrazeni bude ptivodni vzor (neboli
obraz obrazu je ptvodni vzor). Pokud bychom méli napiiklad bod A a jeho obrazem by byl
bod B, pak obrazem bodu B by byl opét bod A. V takovém piipad€ nemuzeme rozlisit, ktery
z obou bodu je vlastn€ vzor a ktery je obraz (totéz plati i pro jiné objekty). Takovéto dvojici
geometrickych objektl se fika soumérné sdruzené objekty (zkracené budeme mluvit o sdru-
zZenych objektech).

Kazdy bod zaujima v libovolné soumémosti uréitou polohu vici fidicimu objektu.
Tento vztah bodu a fidiciho objektu znazoriiujeme orientovanou useckou, ktera vychazi
z tidiciho objektu a mifi do zminéného bodu — tato orientovana tsecka se nazyva pruvodic
daného bodu. Privodi¢ bodu nam pomaha nalézt jeho sdruzeny bod. Jakym zptsobem?
Sdruzeny bod ma totiz pruvodic stejného sméru, ale opacné orientace. Tento smér se nazy-
va smer involuce. Privodi¢ sdruzeného bodu je tedy opacné orientovana tsecka a stejné jako
pruvodi¢ puvodniho bodu vychazi z fidiciho objektu.

Nasledujici obrazek ukazuje vztah dvou sdruzenych bodi v soumérnosti (tedy ve
stredové soumérnosti). Privodi¢e obou bodi vychazeji z tidiciho bodu, maji stejny smér
(smér involuce), ale opacnou orientaci. Velikost pruvodi¢u je v soumérnosti stejna, tim

padem vzdalenost sdruzenych bodu od fidiciho bodu je také stejna.
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pravodié

ridici
bod

.-’8mér involuce

3.5.2 Zobrazeni bodu

Pfi rysovani né&jaké ulohy budeme predpokladat, ze zadany objekt je vzdy vzor a hle-
dany objekt je obraz. Ulohu miizeme chapat ale i tak, e zadany mame obraz a hledame vzor
tohoto objektu. Vzhledem k tomu Ze jsou tyto pojmy v soumérnostech (involucich) zaméni-
telné, vysledek bude u obou moznosti stejny. Uvédomme si, ze u zobrazeni pohybu (posunuti
a otoCeni) to takto nefunguje a obraz néjakého obrazu se nikdy nemize stat pivodnim vzorem
(jedinou vyjimkou je otoCeni o pifimy uhel). Nyni se mizeme pustit do konstrukce obrazu

bodu.
3.5.2.1 Konstrukce obrazu

Predpokladejme, ze mame zadany bod X a fidici bod S. Abychom nasli obraz bodu,
musime urcit smér involuce. Ten je dan pfimkou prochazejici obéma témito body. V tomto
sméru nalezneme privodi¢ obrazu X'. Protoze velikost privodici zdstava u soumeérnosti
stejna, staCi pouze pomoci kruznice prenést velikost privodi¢e SX a obdrzime hledany obraz

jako pranik pfimky urcujici smér involuce a kruznice urcujici velikost pruvodice.
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Soumérnost bodu — zapis konstrukce

Je dan stfed soumérnosti S a bod X.

1. p;, S, X€ep
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a X.
2. k(S); X e€k(S)
Sestrojime kruznici k se stfedem S,
kterd prochézi bodem X.
3. X'; X'epnk(S) A X'#X
Oznaéime bod X ', ktery je prasecikem p¥imky p
a kruznice k (S) a je rtzny od bodu X.

Bod X ' je hledany obraz bodu X v soumérnosti
podle bodu S.

Celou konstrukci shrneme do jediného kroku:

X', SS[X]

Zapis tika, ze bod X ' je obrazem bodu X v zobrazeni S, které je ureno bodem (stre-
dem) S. Zobrazeni soumérnost se také nazyva slovem symetrie (pivodem z fectiny), a proto

se soumernost znaci pismenem S.
3.5.2.2 ReSeni zdkladnich uloh

Opét vyifesime zakladni druhy Gloh souvisejici se symetrii (soum&mosti) bodu. Ulohy
si jako vzdy nejprve sami promyslete a jakmile si budete jisti jejich feSenim, ovéite si sprav-
nost vaseho feSeni @ V ptipadé€, ze jste ulohu vyftesili chybn¢, zastavte se na chvili a zkuste

uvazovat o tom, kde jste pfi feSeni ud¢lali chybu.
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Hledani sdruzeného bodu

Je dan bod X a fidici bod S.
% Jakym zpUsobem nalezneme bod X ', ktery je soumérné sdruzeny
s bodem X v soumérnosti uréené danym fidicim bodem?

e ®

Reseni je prosté. Z Fidiciho bodu S sestrojime orientovanou Use&ku, ktera
bude mit stejny smér a stejnou velikost jako priivodic¢ bodu X, ale opac-

L ]
. X nou orientaci. Koncovy bod takto sestrojené orientované usecky je hle-
S , ,
o dany bod X ".
X
Zépis konstrukce:  X'; S[ X ]
Hledani fidiciho bodu
L 7 v v v 7 T v . v 7 v g _ s
X Jsou ddny soumérné sdruzené body X a X ' v soumérnosti ur¢ené fidicim
o bodem S. Jakym zplUsobem nalezneme tento fidici bod?
X/
Pravodice obou bodl maji stejny smér (smér involuce), z cehoz vyplyva,
Ze oba body spolecné s fidicim bodem jsou kolinearni. Z toho vyplyva, ze
se fidici bod musi nachazet na primce urcujici smér involuce, tedy na
o primce uréené body X a X '. Ddle plati, Ze fidici bod je od obou sdruze-
%s nych bodu stejné vzddlen, a tudiZ se musi nachazet na ose usecky téchto
® = ’ ’ o . v v
X’ bodu. Ridici bod S pak nalezneme v prlniku téchto dvou pfimek.

Z uvedeného je jasné, Ze fidici bod je stredem Usecky XX '.

Zapis konstrukce:  S; Se€ XX' A [SX|=|SX|

3.5.3 Zkoumani zobrazeni

Nyni prozkoumame, co se s objekty déje, kdyz se v daném zobrazeni zméni na objekty

soumérné sdruzené.
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Zachovava soumérnost VELIKOST geometrického objektu?

RESENI

Soumérnost zachovava velikost vsech geometrickych objektt, a to nezavisle na jejich

umisténi Ci poloze.

Velikost privodicl sdruzenych bod( je pfi soumérnosti stejna, stejné tak jejich smér. Pfi
zobrazeni libovolné Usecky vznika jakysi trojuhelnik tvoreny danou useckou a privodici
jejich krajnich bodu. Velikost privodicl zlistava stejnd a velikosti uhll v trojuhelniku také
(protoze pravodice sdruzenych bod( maji stejny smér). Diky tomu je trojuhelnik tvoreny
vzorem Usecky a pravodici jejich krajnich bodl shodny s trojuhelnikem tvofenym obrazem
usecky a privodidi jejich krajnich bodU (viz obrazek). To znamena, Ze se velikost obrazu
Usecky oproti vzoru neméni. ProtoZe se neméni velikost Usecek, neméni se ani velikost
mnohouhelnikd a ani jejich obsah.

.\-

.\o

Polomér kruznice je Usecka, jejiz krajni body jsou stfed kruznice a libovolny jeji bod.
ProtoZe se zachovava velikost Usecek, zachovava se téZ polomér kruZnice, a tudiz i obsah
kruznice.

Zachovava soumérnost TVAR geometrického objektu?

RESENI

Soumérnost zachovava tvar vsech geometrickych objektu, a to nezavisle na jejich umisté-
ni ¢i poloze.

Velikost privodich sdruzenych bod( je pfi soumérnosti stejnd, stejné tak jejich smér. Diky
tomu zUstavaji pfi zobrazeni libovolnych tti bod( zachovéany jejich vzajemné uhly (je to
stejné jako v pripadé zachovani velikosti). Z toho dlvodu se zachovava i tvar vSsech geome-
trickych objekt(.

Zachovava soumérnost UMISTENI geometrického objektu?

RESENI

Soumérnost obecné nezachovava umisténi zadného geometrického objektu.

Ve specialnim pripadé se zachovava umisténi bodu, a to v pfipadé, Ze je tento bod totozny
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se Fidicim bodem. Ridici bod je tedy silné samodruznym bodem.
Ddle existuje mnozstvi specidlnich pripad(, pfi nichZ se zachovdvaji rizné geometrické

objekty jako slabé samodruzné:

Usecka je slab& samodruznd v pfipadé, 7e je fidici bod stfedem usecky.

Pfimka je slabé samodruzna v pripadé, Ze fidici bod leZzi na dané pfimce.

KruZnice je slabé samodruzna v pfipadé, Ze je fidici bod totozny s jejim stfedem.
Mnohouhelnik je slabé samodruzny v pfipadé, Ze je pravidelny, ma sudy pocet stran
a fidici bod je stfedem kruznice mnohouhelniku opsané.

Mimo uvedeny pripad mnohouhelnik( existuji i jiné mnohouhelniky, které mohou byt

slabé samodruzné a nejsou pravidelné, napr. obdélnik. Tyto mnohouhelniky museji byt

stredové soumérné. Zkuste najit dalsi priklady a urcit u nich stfed soumérnosti (neboli

fidici bod) pfi némz zobrazeni zachovava umisténi.

Na tomto misté je zajimavé srovnat si zachovani umisténi u soumérnosti a
u otoceni. Porovnejte si obé tyto kapitoly a zjistite, Ze soumérnost je v tomto smys-
lu to samé jako otoceni o pfimy uhel. MoZna to ze Skoly znate, mozna je to pro vas
nové. Nicméné dulezité je, Ze to tak ve skutecnosti neni. Otoceni a soumérnost
jsou naprosto odliSna zobrazeni! Urcité byste se ted hadali, Ze to tak je, Ze to vSude
vychazi a Ze prosté soumérnost je to samé jako otoceni o prfimy Uhel. A méli byste
pravdu @

Jak to tedy vlastné je?! Soumérnost je to samé jako otoceni o primy uhel
(stfed otaceni by byl fidici bod), ale pouze v roviné! Pokud bychom se presunuli do
tfirozmérného prostoru, otoceni nebude vibec fungovat, zato soumérnost ano.
Otdacet se da s nécim pouze ve dvourozmérné roving, takze v pripadé tfirozmér-
ného prostoru byste bud’ narazili na Uplné jiné zobrazeni, nebo byste stejné otaceli
prostor v néjaké roviné. Nema smysl o tom ted dumat, to se ¢asem vSe naucite.
KaZzdopadné je dobré si zapamatovat, Ze soumérnost neni to samé jako otoceni
o pfimy uhel. Pro rychlou kontrolu nebo feseni néjakého ukolu mizeme tyto dvé
zobrazeni zaménit (a bude to i efektivni), ale ve své niterné matematické podstaté
se jedna o naprosto odliSné véci.

Pokud vam z toho jde hlava kolem, tak to nefeste — tahle informace neni
pro tuto ucebnici nijak podstatna.
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Zachovava soumérnost POLOHU geometrického objektu?

RESENI

Soumérnost obecné nezachovava polohu Zzadného geometrického objektu — vyjimkou

jsou ptimky a tsecky.
Stfredové soumérné objekty (napf. pravidelné mnohouhelniky se sudym poctem stran nebo
obdélnik) si zachovdvaji svou polohu, a to nezdvisle na poloze fidiciho bodu.

Zachovava soumérnost ORIENTACI geometrického objektu?

RESENI

Soumeérnost zachovava orientaci viech geometrickych objektt, a to nezavisle na jejich

umisténi Ci poloze.
PROC soumé&rnost zachovava orientaci? Na to neni jednoduché a zarover dobré vysvétleni

@. Jedno sice jednoduché, ale Spatné vysvétleni je, Ze soumérnost je to samé jako otoceni
o pfimy Uhel. A otoceni orientaci vidy zachovava. Spatné je toto vysvétleni pravé v tom, ze
soumérnost neni to samé jako otoceni.

Nasledujici tabulka shrnuje veskera pozorovani jednotlivych vlastnosti soumernosti.

- v s

OBJEKT VELIKOST TVAR UMISTEN POLOHA ORIENTACE

BOD @
USECKA @
PRIMKA @

KRUZNICE @
MNOHOUHELNIK @

3.5.4 Zobrazeni piimky a kruznice

OOOOO
CCICICIC)
OO®OO
OOOOO®

Poté co jsme prozkoumali vlastnosti soumérnosti, mizeme s jejich pomoci pfijit na to
jakym zpusobem zkonstruovat v tomto zobrazeni obrazy piimek a kruznic. Danych vlastnosti

vyuzijeme k tomu, aby byly konstrukce co nejjednodussi a zarovei co nejpochopitelnéjsi.
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Pti zobrazovani pfimek se zachovava tvar (tedy obrazem pfimky je opét pfimka) a také
poloha (coz znamena, ze obraz ptimky bude rovnobézny s jeho vzorem). Staci tedy zobrazit
libovolny bod piimky v soumérnosti a poté timto bodem vést rovnobézku s puvodnim
vzorem. Pfi konstrukci zobrazime bod, ktery lezi na priniku vzoru pfimky a kolmici k ni

vedené z fidiciho bodu, protoze tuto kolmici dale vyuzijeme pti konstrukci rovnobezky.

Soumérnost primky — zapis konstrukce

Je dan stfed soumérnosti S a pfimka p.

1. g, qLp AN S€q
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem S.

2. X; Xe€png
Oznat¢ime bod X, ktery je prisegikem
pfimek p aq.

3. X' SS[ X]
Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X
v soumérnosti podle bodu S.

4. p5p'llp A X' ep’
Sestrojime rovnobézku p ' k pfimce p prochézejici
bodem X .

Pfimka p' je hledany obraz pfimky p
v soumeérnosti podle bodu S.

Kruznice si zachovava svou velikost 1 tvar coz znamena, ze obrazem bude kruznice
o stejném poloméru. Pro sestrojeni kruznice potfebujeme stfed a libovolny bod kruznice.
Zobrazime tedy v soumeérnosti tyto dva body a pomoci nich vytvotfime vysledny obraz. Pro
zjednoduseni konstrukce volime takovy bod na kruznici, ktery je prusecikem kruznice a pfim-
ky prochézejici sttedem kruznici a fidicim bodem. Pfitom nezalezi na tom, jestli zvolime

prusecik blizsi ¢i vzdalenéjsi od fidiciho bodu.
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Soumeérnost kruznice — zapis konstrukce

Je dan stfed soumérnosti S a kruznice k(O).

1. p; S,O€p
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.
2. X; Xepnk(0)
Oznaéime bod X, ktery je prise¢ikem pfimky p
a kruznice k(O).
3. O'; SJO]
Sestrojime bod O ', ktery je obrazem bodu O
v soumérnosti podle bodu S.
4. X'; S X]
Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X

v soumérnosti podle bodu S.

5. k'(0"); X'ek'(0")
Sestrojime kruznici k ' se sttedem O ',
kterd prochdazi bodem X '.

Kruznice k'(O') je hledany obraz kruznice k(O)
v soumérnosti podle bodu S.

V pfipad¢, Ze je fidici bod incidentni s kruznici cela konstrukce se vyrazné zjednodu-
Suje. Staci pouze zobrazit stfed kruznice v soumérnosti. Jednim bodem kruznice je totiz fidici

bod a ten je samodruzny.

Soumérnost kruznice (incidentni) — zapis konstrukce

Je dén stifed soumérnosti S a kruznice k(O), kterd
timto stfedem prochazi.
1. O'; S O]
Sestrojime bod O, ktery je obrazem bodu O
v soumérnosti podle bodu S.
2. k'(0'); sek'(0")
Sestrojime kruznici k ' se sttedem O ',
k kterd prochdazi bodem S.

Kruznice k'(O") je hledany obraz kruznice k(O)
v soumérnosti podle bodu S.
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Zkraceny zapis zobrazeni obou kiivek bude vypadat takto:

p'; Sslpl k'(0'); S k(O)]

3.5.5 Symetrie

Soumérnost (neboli symetrie) je linearni zobrazeni, které je urCeno jedinym bodem,
tzv. Fidicim bodem. Z tohoto bodu vychazi orientované usecky zvané pruvodice, které sme-
fuji ke vSem ostatnim bodim. Body, které maji privodic stejné velikosti a sméru, avSak opac-
né orientace se nazyvaji soumérné sdruzené body. Diky existenci téchto para bodi neroz-
liSujeme u jakéhokoliv zobrazeni soumeérnosti (involuce) mezi vzorem a obrazem.

Zobrazeni zachovava u vSech objektt tyto vlastnosti:

* velikost,
e  \lvar,
* aorientaci.

Umisténi a poloha se u zadného objektu obecné nezachovava, avSak zachovava se
poloha tsecek a pifimek. Pokud je fidici bod zaroven stfedem usecky ¢i je incidentni s piim-
kou, zachovava se téz umisténi této tisecky ¢i pifimky.

Symetrie ma jeden samodruzny bod (Fidici bod) a vS§echny samodruzné sméry coz
znamena, ze obraz primky libovolného sméru bude rovnobézny s jejim vzorem. Piimky jsou
slabé samodruzné pouze, pokud jsou incidentni s fidicim bodem. Kruznice jsou slabé samo-

druzné v piipadé, ze je fidici bod totozny se stfedem kruznice.

Soumeérnost je zobrazeni symetrie urcené bodem, ve
kterém existuji dvojice soumérné sdruzenych bodu
uréené privodicem stejné velikosti i sméru, avSak opac-
né orientace.

Znaci se velkym pismenem S (symetrie) s dolnim
indexem, ktery urcuje pravidlo zobrazeni (Fidici bod),
napf.: Sg.
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Pro aplné shrnuti jesté slouzi nasledujici obrazky, na nichz mizeme vidét vzory a ob-

razy jednotlivych geometrickych objekti s ptislusnym fidicim bodem:

A\

& O gP =

3.6 4. KAPITOLA: Zrcadleni

3.6.1 Osova soumeérnost

Osova soumérnost, soumérnost podle osy, soumérnost podle pfimky nebo osova syme-
trie, symetrie podle osy a symetrie podle pfimky. Dale také osova inverze, inverze podle osy
a inverze podle ptimky. To vSe jsou rizné mozné nazvy pro zobrazeni, které v této ucebnici
nazyvame zrcadleni.

Kritérium (pravidlo) urcujici osovou soumérnost je tzv. Fidici primka, obvykle ozna-
covana jako osa soumérnosti. Pro zadani pravidla osové soumérnosti tedy staci 2 body, které
jednoznacéné tuto ptimku urcuji (fidici pfimka témito dvéma body prochazi). Stejn€ jako u os-
tatnich involuci (soumeérnosti) nerozliSujeme u osové soumérnosti vzor a obraz, ale pouze
soumérné sdruzené objekty.

Kazdy bod zaujima v libovolné soumérnosti urCitou polohu vici fidicimu objektu,
kterou znazorfiujeme orientovanou useckou zvanou pravodi¢ daného bodu. Privodi¢ vychazi
z fidiciho objektu a sméfuje do daného bodu. Soumérné sdruzené body maji pruvodic stej-

ného sméru, ale opacné orientace. Tento smér se nazyva smér involuce.
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Bylo feceno, ze pravodi¢ vychazi z fidiciho objektu — v ptipadé zrcadleni z fidici
pfimky. Nabizi se tedy otazka, odkud presné pruvodi¢ vychazi? U soumérnosti vychazel pra-
vodi¢ z tidiciho bodu, ale u zrcadleni mame jako fidici objekt celou pifimku, ktera obsahuje
nekone¢né€ mnoho bodi. Orientovana usecka musi z n€jakého takového bodu pfimky vycha-
zet. Ale z kterého? Plati pravidlo, Ze pokud je fidici objekt n¢jaka kiivka, pak musi byt pravo-
di¢ na tuto kfivku kolmy! Staci tedy z daného bodu vést na fidici pfimku kolmici a v mist¢,
kde se obé primky protnou, dostaneme bod, ze které¢ho privodi¢ vychazi.

Vsimnéme si jest€¢ jedné zajimavé veéci. U soumérnosti existovaly libovolné smeéry
involuce — kazdy sdruzeny par bodi mél svij vlastni smér (piipadné stejny smér, pokud byly
dva riizné pary kolinearni). V piipadé€ zrcadleni to tak neni! Jednim bodem mizeme u soumér-
nosti vést pfimku libovolného sméru, ale protoze musi byt u zrcadleni privodice kolmé na
fidici pfimku, mizeme obdrzet u libovolného sdruZzeného paru bodi pouze jediny smér
involuce, a to smér kolmy na fidici pfimku.

Nasledujici obrazek ukazuje vztah dvou sdruzenych bodu v zrcadleni (tedy v osové
soumeérnosti). PravodiCe obou bodu vychazeji z ridici primky, na kterou jsou kolmé, maji stej-
ny smér (smér involuce), ale opacnou orientaci. Velikost pruvodicu je v zrcadleni stejna, tim

padem vzdalenost obou sdruzenych bodu od fidici pfimky je také stejna.

smér
involuce

3.6.2 Zobrazeni bodu

Pfi rysovani né&jaké ulohy budeme predpokladat, ze zadany objekt je vzdy vzor a hle-
dany objekt je obraz. Ulohu mazeme chapat ale i opatné. Vzhledem k tomu Ze jsou tyto
pojmy v soumeérnostech (involucich) zaménitelné, vysledek bude u obou moznosti stejny.

Nyni se miizeme pustit do konstrukce obrazu bodu.
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3.6.2.1 Konstrukce obrazu

Predpokladejme, ze mame zadany bod X a fidici pfimku o. Abychom nasli obraz
bodu, musime urcit smér involuce. Ten je dan kolmici p vedenou z bodu X na pfimku o.
V tomto sméru nalezneme privodi¢ obrazu X'. Bod P pak vznikne jako prisecik fidici
pfimky a kolmice a je pocatecnim bodem obou pravodica. Protoze velikost priavodicl zistava
u zrcadleni stejna, staci pouze pomoci kruznice prenést velikost priavodi¢e PX a obdrzime
hledany obraz jako prinik pfimky urCujici smér involuce a kruznice urcujici velikost

pruvodice.

Zrcadleni bodu — zapis konstrukce

Je dana fidici pfimka o a bod X.
l. p, pLo N XEp
Sestrojime kolmici p k fidici pfimce 0 prochdazejici
bodem X.
2. P, Pepno
k Oznac&ime bod P, ktery je priisecikem
pfimek p a 0.
3. k(P); Xe€k(P)
Sestrojime kruznici k se sttedem P,

kterd prochdazi bodem X.

4. X'; X'epnk(P) A X'#X
Ozna&ime bod X ', ktery je prse&ikem p¥imky p

a kruznice k(P) aje rtzny od bodu X.

Bod X ' je hledany obraz bodu X v zrcadleni podle
primky o.

Celou konstrukci shrneme do jediného kroku:

X'; IL[X]

Zapis tika, ze bod X' je obrazem bodu X v zobrazeni I, které je urCeno piimkou
(osou) o. Zobrazeni zrcadleni se také nazyva slovem inverze (pivodem z latiny), a proto se

zrcadleni znaci pismenem 1.
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Tak moment! Neni ndhodou inverze zkratka pro kruhovou inverzi, tedy to
zvlastni zobrazeni, které neni linearni a které se tu mame nakonec naucit? ProC se tak
potom oznacuje osova soumernost, které je linearni a ktera s tim viilbec nesouvisi?

A tady praveé zacind to velké dobrodruzstvi! Tim, ze osovou soumeérnost
(neboli zrcadleni) zna¢ime a nazyvame stejné jako kruhovou inverzi, snazime se jiz
na tomto misté ukazat, ze tato dvé zobrazeni maji néco spolecného. Ve skutecnosti
toho maji velmi mnoho spolecného. Nyni tedy opravdu zacindme s tou tzv. inverzni
geometrii, tedy hlavni naplni celé této ucebnice. Davejte dobry pozor, protoze poz-
déji zjistite, ze kruhova inverze a zrcadleni jsou v podstaté jedno a to samé. Zatim to
tak vibec nevypada, ale diky tomu, ze dukladné prozkoumame zrcadleni, budeme
toho o inverzi znat docela dost. Tyto znalosti nam pak pomuzou kruhové inverzi 1épe
porozumét!

3.6.2.2 ReSeni zdkladnich viloh

Opét vyfesime zakladni druhy uloh souvisejici se zrcadlenim bodu. Ulohy si jako vzdy

nejprve sami promyslete a jakmile si budete jisti jejich feSenim, ovéite si spravnost vaseho

feSeni @ V piipadé€, Ze jste ulohu vyfesili chybnég, zastavte se na chvili a zkuste uvazovat

o tom, kde jste pfi feSeni udélali chybu.

Hledani sdruzeného bodu

Je dan bod X a fidici pfimka o.
Jakym zpUsobem nalezneme bod X ', ktery je soumérné sdruzeny

LJ
X sbodem X v zrcadleni uréené danou fidici pfimkou?
o
Z fidici pfimky o sestrojime kolmou orientovanou usecku, ktera bude mit
P stejny smér a stejnou velikost jako privodi¢ bodu X, ale opac¢nou orienta-
, Ci- Koncovy bod takto sestrojené orientované usecky je hledany bod X '.
X
0 Zépis konstrukce:  X'; I[ X]
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Hledani fidici pfimky

,
. Jsou dany soumérné sdruzené body X a X ' v zrcadleni uréené fidici
K pfimkou o. Jakym zplsobem nalezneme tuto fidici pfimku?
Pravodice obou bodl maji stejny smér (smér involuce) a fidici primka
musi byt na tento smér kolmd. Zaroven plati, Ze vzdalenost obou bod( od
X fidici pfimky musi byt stejna, tedy Ze fidici pfimka prochazi stfedem
o Usecky, jejiz krajni body jsou soumérné sdruzené.
X

Z uvedeného vyplyva, Ze Fidici pfimka je osa usecky XX .

Zapis konstrukce:  0; o L XX' A |Xo|=|X"o0|

3.6.3 Zkoumani zobrazeni

Nyni opét prozkoumame, co se s objekty d€je, kdyz se v daném zobrazeni zméni na

objekty soumérné sdruzené.

Zachovava zrcadleni VELIKOST geometrického objektu?

RESENI

Zrcadleni zachovava velikost vsech geometrickych objektt, a to nezavisle na jejich umis-
téni ¢i poloze.

Velikost privodich sdruzenych bodu je pti zrcadleni stejna, stejné tak jejich smér. To
znamena, Ze se velikost obrazu Usecky oproti vzoru neméni. ProtoZe se neméni velikost
usecek, neméni se ani velikost mnohouhelnik( a ani jejich obsah.

Polomér kruznice je Usecka, jejiz krajni body jsou stfed kruznice a libovolny jeji bod.
ProtoZe se zachovava velikost Usecek, zachovava se téZ polomér kruZnice, a tudiz i obsah
kruznice.

Zachovava zrcadleni TVAR geometrického objektu?

RESENI

Zrcadleni zachovava tvar vSech geometrickych objektl, a to nezavisle na jejich umisténi
¢i poloze.
Velikost privodich sdruzenych bod( je pfi zrcadleni stejna, stejné tak jejich smér. Diky
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tomu zUstavaji pfi zobrazeni libovolnych tfi bod( zachovény jejich vzdjemné uhly (je to
stejné jako v pripadé zachovani velikosti). Z toho dlvodu se zachovava i tvar vSsech geome-
trickych objekt(.

Zachovava zrcadleni UMISTENI geometrického objektu?
RESENI

Zrcadleni obecné nezachovava umisténi zddného geometrického objektu.

Ve specidlnim pripadé se zachovava umisténi bodu, a to v pfipadé, Ze je tento bod inci-
dentni s fidici pfimkou. VSechny body, které ndlezi fidici pfimce, a to bud' jako samostatné
body nebo jako soucdsti jinych krivek (tedy body, které jsou prisecikem téchto kfivek s ridi-
ci pfimkou) jsou samodruzné.
Ridici pfimka je tedy silné samodruzna pfimka, nebot viechny jeji body jsou samodruzné.
Ddle existuje mnozstvi specidlnich pripad(, pfi nichZ se zachovdvaji rizné geometrické
objekty jako slabé samodruzné:

» Uselka je slab& samodruznd v pfipadé, Ze je fidici pfimka osou této tsecky.

* Pfimka je slabé samodruznd v pripadé, Ze je kolmad na fidici pfimku.

e KruZnice je slabé samodruzna v ptipadé, Ze jeji stfed lezi na Fidici pfimce.
Mimo uvedené pfipady jesté existuji specidlni (vétSinou pravidelné) mnohouhelniky, které
zachovavaji své umisténi. Jedna se o tzv. osové soumérné mnohouhelniky. Podminkou
toho, aby se jejich umisténi zachovalo je, aby Fidici pfimka byla zaroven jednou z jejich os
soumérnosti. Zkuste najit priklady takovych mnohouhelnikd a urcit u nich osu jejich
soumeérnosti.

Zachovava zrcadleni POLOHU geometrického objektu?

RESENI

Zrcadleni obecné nezachovava polohu Zadného geometrického objektu.

Usecka a pfimka zachovavaji svou polohu v ptipadé, 7e jsou rovnobéiné nebo kolmé k Fidi-
ci pfimce. Osové soumérné mnohouhelniky si zachovavaji svou polohu v pfipadé, Ze je fidi-
ci pfimka rovnobéind s jednou z jejich os soumérnosti.

Zachovava zrcadleni ORIENTACI geometrického objektu?

RESENI

Zrcadleni obecné nezachovava orientaci Zadného geometrického objektu.

PROC zrcadleni orientaci nezachovava? Na to opét neni jednoduché vysvétleni@. Ze zku-
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Senosti vime, Ze zrcadlovy obraz jakéhokoliv predmétu nebo napf. lidské tvare je jiny nez
original — co bylo nahofe i dole zUstava nahore Ci dole, avsak co bylo vpravo, je jakoby
vlevo a naopak. Zrcadlovy obraz je charakteristicky pravé touto vlastnosti, tj. Ze obraz
»prevraci”. Matematickym jazykem fe¢eno méni orientaci, a tedy ji nezachovava.

Nasledujici tabulka shrnuje veskera pozorovani jednotlivych vlastnosti zrcadleni.

- v s

OBJEKT VELIKOST TVAR UMISTEN POLOHA ORIENTACE

BOD @
USECKA @
PRIMKA @

KRUZNICE @
MNOHOUHELNIK @

3.6.4 Zobrazeni piimky a kruznice

OO
CCICICIC)
C0ICIC/0)
PXOOO

Poté co jsme prozkoumali vlastnosti zrcadleni, mizeme s jejich pomoci pfijit na to
jakym zpusobem zkonstruovat v tomto zobrazeni obrazy piimek a kruznic. Danych vlastnosti
vyuzijeme k tomu, aby byly konstrukce co nejjednodussi a zarovei co nejpochopitelnéjsi.

Pti zobrazovani pfimek se obecné zachovava pouze tvar, tedy obrazem piimky je opét
pfimka. Mimo to vime, ze fidici pfimka je siln€ samodruznd, neboli Ze je pfimkou samo-
druznych bodu — tedy kazdy bod této pfimky je samodruzny. Dale vime, ze libovolny par
sdruzenych bodi ma od fidici pfimky stejnou vzdalenost. S t€émito informacemi uz musime
pfijit na to, jakym zptisobem zobrazit piimku v zrcadleni.

Zacneme nejprve primkou, ktera je riznobézna s fidici ptimkou. Pro konstrukci obrazu
této pfimky nam staci nalézt dva jeji libovolné body. Vime vsak, ze prusecik pfimky s fidici
ptimkou je samodruzny bod, a tedy bude patfit i obrazu této pfimky. Nyni jen staci vybrat
libovolny jiny bod vzoru, ten zobrazit v zrcadleni a poté timto bodem a samodruznym bodem

(prasecikem) vést pfimku. Tak ziskame obraz riznobézné primky.
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Zrcadleni pfimky (rdznobéiné) — zapis konstrukce

Je dana fidici pfimka o a k ni riznobéina pfimka p.
1. P, PeEpno
Oznadime bod P, ktery je prasecikem
pfimky p a fidici pfimky o.
2. X, Xep N X#P
Na pfimce p zvolime libovolny bod X riizny od
bodu P.
3. X', I X]
Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X
v zrcadleni podle pfimky o.
4. p'; P,X"€p'
Sestrojime pfimku p ', kterd prochazi
body Pa X .

Pfimka p' je hledany obraz pfimky p v zrcadleni
podle pfimky o.

Vsimnéte si, Ze pomocnd kruznice pouzitd pvi konstrukci bodu X ' v kroku ¢&. 3 je néjakd ,, divaa“. Kdy? jsme se
ucili, jak zkonstruovat v zrcadleni obraz bodu, pouZili jsme kruznici, kterd méla stied v bodeé, z néhoZ vychazi
privodice k obéma sdruZzenym bodiim. V tomto pripadé ma vSak pomocnd kruznice uplné jiny stied! Jak je to
mozné? Tato pomocna kruZnice mad totiz za kol pouze prenést velikost priivodice vzoru na ,,opacnou stranu“
Fidici primky — tedy tak, aby vznikl priivodic stejného sméru, ale opacné orientace. Obraz pak bude leZet na
priniku sméru involuce (pomocnd kolmd primka) a této pomocné kruznice.

Vsimnéte si vsak, Ze pro preneseni vzdalenost bodu od primky (tedy velikosti priivodice) je mozZné pouZit
LIBOVOLNOU kruznici, jejiz stied lezt na vidici primce a prochdzi vzorem (bodem X). Neni nutné, aby fo byl
pravé ten stied, ktery je priiseCikem sméru involuce a Fidici primky. PorFdadné si tuto informaci promyslete
a pripadné narysujte. V nasledujicich konstrukcich budeme tuto viastnost casto pouZivat.

U pfimky rovnobézné s fidici pfimkou bude situace jednodussi. Z vlastnosti, které
jsme zkoumali, totiz vime, ze rovnob&zna ptimka zachovava svou polohu a tim padem bude
také rovnobézna (logicky s fidici pfimkou 1 se svym vzorem). To znamena, Ze staci vybrat

libovolny bod vzoru, zobrazit ho zrcadlenim a pak timto zobrazenym bodem vést rovnobézku.
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Zrcadleni pfimky (rovnobézné) — zapis konstrukce

Xf

p’

1.

Pfimka

Je dana fidici pfimka o a k ni rovnobézna pfimka p.

X; X€p

Na pfimce p zvolime libovolny bod X.
X' L[ X]

Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X
v zrcadleni podle pfimky o.

ps p'llp A X'ep’
Sestrojime rovnobézku p 'k pfimce p prochézejici
bodem X .

p' je hledany obraz pfimky p v zrcadleni

podle pfimky o.

Kruznice si zachovava svou velikost 1 tvar coz znamena, ze obrazem bude kruznice

o stejném poloméru. Pro sestrojeni kruznice potfebujeme stfed a libovolny bod kruznice.

Zobrazime tedy v zrcadleni tyto dva body a pomoci nich vytvoifime vysledny obraz. Pro

zjednoduSeni konstrukce volime takovy bod na kruznici, ktery je prusecikem kruznice a kol-

mice na fidici pfimku prochazejici sttedem kruznici. Pfitom nezalezi na tom, jestli zvolime

prusecik blizsi ¢i vzdalenéjsi od fidici pifimky.

Zrcadleni kruznice (mimobézné) — zapis konstrukce

@

Je dana fidici pfimka o a k ni mimobézna
kruznice k(S).

p;, pLo A S€E€p

Sestrojime kolmici p k fidici pfimce 0 prochdazejici
bodem S.

X; Xepnk(s)

Oznaéime bod X, ktery je prise¢ikem pfimky p
a kruznice k(S).

S'; I,[S]

Sestrojime bod S, ktery je obrazem bodu S

v zrcadleni podle pfimky o.

X' L[ X]

Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X

v zrcadleni podle pfimky o.
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5. k'(S"); X'ek'(S")
Sestrojime kruznici k ' se stfedem S,
kterd prochdazi bodem X '.

Kruznice k'(S') je hledany obraz kruznice k(S)
v zrcadleni podle pfimky o.

V piipadé, ze kruznice a fidici pfimka maji spole¢né body, cela konstrukce se vyrazné
zjednodusuje, protoze staci pouze zobrazit stfed kruznice v soumérnosti. Jednim bodem

kruznice je totiz prusecik kruznice a fidici ptimky a ten je samodruzny.

Zrcadleni kruZnice (se¢né/te¢né) — zapis konstrukce

Je dana fidici pfimka o a k ni se¢nd nebo tecnd
kruznice k(S).
1. S'; L[S]
Sestrojime bod S, ktery je obrazem bodu S
v zrcadleni podle pfimky o.
2. P; Peonk(S)
Oznat¢ime bod P, ktery je priise&ikem
Fidici pfimky 0 a kruznice k(S).
3. k'(S"); P€k'(S)
Sestrojime kruznici k ' se stfedem S,
kterd prochdazi bodem P.

Kruznice k'(S') je hledany obraz kruznice k(S)
v zrcadleni podle pfimky o.

Zkraceny zapis zobrazeni obou kiivek bude vypadat takto:

p's Llpl k'(S'); I1,[k(S)]
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3.6.5 Inverze

Zrcadleni (nebo také osovd inverze) je linearni zobrazeni, které je urCeno ridici prim-
kou, tedy dvéma body (dva body tuto pfimku urcuji — pfimka jimi prochazi). Z této primky
kolmo vychazi orientované tsecky zvané pruvodice, které sméfuji ke vS§em ostatnim bodim.
Body, které maji pravodic stejné velikosti a sméru, avSak opaCné orientace se nazyvaji
soumérné sdruzené body. Diky existenci té€chto part bodi nerozliSujeme u jakéhokoliv
zobrazeni soumeérnosti (involuce) mezi vzorem a obrazem.

Zobrazeni zachovava u vSech objektt tyto vlastnosti:

* velikost
* abtvar.

Orientace se u zrcadleni nikdy nezachovava. Pro toto zobrazeni je to typicka a dulezita
vlastnost!

Umisténi a poloha se také obecné nezachovavaji, ale zachovava se poloha usecek a
pfimek, které jsou rovnobéziné nebo kolmé k tidici ptimce. Pokud je fidici pfimka zaroveni
osou usecky, zachovava se téz umisténi této usecky.

Zrcadleni ma nekone¢né mnoho samodruznych bodu (vSechny tvofi ridici primku)
a dva samodruzné sméry — rovnobézny a kolmy. Obrazy pifimek téchto sméra budou rov-
nobézné s jejich vzory. Piimky jsou slabé samodruzné, pouze pokud jsou kolmé k fidici pfim-

ce; fidici pfimka sama je pak siln¢ samodruzna. Kruznice jsou slabé samodruzné v ptipadé, ze

je stfed kruznice incidentni s fidici pfimkou.

< . . .
Zrcadleni je zobrazeni inverze urcené primkou, ve kte-
T rém existuji dvojice soumérné sdruzenych bodud uréené
< privodicem stejné velikosti i sméru, avSak opacné
1> orientace.
o< Zo vs , , . ;o
Znaci se velkym pismenem | (inverze) s dolnim indexem,
o - ktery urcuje pravidlo zobrazeni (Fidici pfimku), napt.: I .
T
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Na zavér si jesté ukazme jednu zasadni vlastnost zrcadleni, které jste si uz mozna
v§imli, pfipadné vam piipada naprosto jasna. Ridici piimka rozdéluje celou rovinu na dvé
Casti. Pokud by byla fidici pfimka svisla, mizeme tyto Casti oznalit jako levou a pravou,
kdyby byla pfimka vodorovna tak jako vrchni a spodni. Na oznaCeni viceméné nezalezi,

dulezité je, ze tyto dvé Casti (tzv. poloroviny) existuji a jsou naprosto stejné.

VRCHNI
POLOROVINA
LEVA PRAVA
POLOROVINA POLOROVINA
SPODNI
POLOROVINA

Pii zobrazovani bodd (ale i jinych objektd) v zrcadleni se d&je to, e VSECHNY body
z jedné ¢asti (napf. levé poloroviny) se zobrazi do druhé ¢asti (pravé poloroviny)! Nikdy se
nemuze stat, ze by se néjaky bod ¢i jiny objekt zobrazil do stejné Casti, ve které byl predtim.
Pokud se néjaky geometricky objekt nachazi zaroveni v obou polorovinach, pak ta jeho Cast,
ktera se nachazi v jedné z nich (napt. ve vrchni poloroving€) se zobrazi do druhé poloroviny
(spodni) a ta ¢ast objektu, ktera se nachazela ve druhé poloroviné (spodni) se zobrazi do té

prvni (vrchni).

L ] o

Kromé téchto dvou rozdilnych ¢asti (polorovin), existuje jesté tieti Cast z celé roviny
a to takova, jejiz body se pi1 zobrazovani zobrazi sami na sebe, tedy do stejné ¢asti, v niz byly
predtim. Asi uz tusite, ze touto tfeti Casti je samotna ridici primka, protoze je to silné samo-
druzna primka.

V zobrazeni zrcadleni se tedy vyskytwji 3 navzdjem rizné Casti roviny — 2 oblasti
a 1 krivka. Tyto oblasti jsou dvé poloroviny, které zobrazuji své body vzdy do té druhé oblas-
ti a touto kiivkou je Fidici primka, ktera zobrazuje svoje body sami na sebe, tedy opét na tuto
kiivku. Nejdulezitéjsi je pak tento poznatek:

Kazdy bod ze soumérné sdruzeného paru se nachazi v jiné oblasti urcené ridici krivkou!
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Pro uplné shrnuti jesté slouzi nasledujici obrazky, na nichz mizeme vidét vzory

a obrazy jednotlivych geometrickych objekta s pfislusnou fidici pfimkou:

D Al /

3.7 INTERMEZZO: Primky a kruZnice

3.7.1 Oblasti roviny urc¢ené kiivkou

Na konci minulé kapitoly jsme se zminili o tom, Ze rovina, v niz fe§Sime né&jaky geome-
tricky problém muize byt rozdélena na 3 riizné cdsti — 2 oblasti a 1 kfivku, ktera tyto oblasti
oddéluje. Ktivkou byla primka a oblasti, které tato kfivka v roviné oddé¢lila, jsme nazvali
polorovinami. Tyto poloroviny jsme se v urcitych piipadech snazili néjak pojmenovat, jako
napf. prava a leva polorovina, nebo vrchni a spodni polorovina. Ve skutecnosti je to klam
a nelze ob¢ poloroviny od sebe nijak rozlisit. Jak to?

Predstavte si pfipad, kdy mame levou a pravou polorovinu. Ted’ vezmeme celou rovi-
nu (napf. papir, na némz rysujeme) a oto¢ime ji po smeru hodinovych ruc¢i¢ek o pravy uhel.
Polo-rovina, ktera byla leva je nyni vrchni a ta co byla prava, je nyni spodni. Ale tim to
nekonci! Kdyz celou rovinu opét otoime po sméru hodinovych ruci¢ek o dalsi pravy uhel,
zjistime, ze polorovina, co byla Gplné ptivodné leva je nyni prava a ta co byla prava, je nyni

leva. Pokud budeme pokracovat dale, zjistime, ze miizeme zaménit i vrchni a spodni poloro-
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vinu. Nelze tedy jednoznacné urcit, ktera polorovina je ktera, obé jsou naprosto shodné! Pro
nazornost to muzeme vidét na obrazku nize; zde jsou ale poloroviny vyznaceny barevng.
Jedna kfivka rozdélila rovinu na dvé riizné oblasti. My ale zname kromé piimky 1 ji-

nou kiivku — kruznici. Muze také kruznice rozdélit rovinu na dv€ razné oblasti? Ano, mize

@. Na rozdil od pfimky kruznice rozdéluje rovinu na dvé rozdilné oblasti — vnéjsi oblast
kruznice a vnitini oblast kruznice, které také fikame kruh®. At s kruZznici otacime, jak chce-
me, nepodafi se nam vnitini a vnéjsi oblast prohodit (jak tomu bylo u pfimky), coz ukazuje to,

ze jsou tyto dve oblasti odliSné.

VNITRNI VNEJSI

POLOROVINA POLOROVINA OBLAST OBLAST

Ne kazda kfivka rozdéluje rovinu na dvé oblasti — napt. usecka, ktera je také
kiivkou. Aby mohla kfivka rovinu rozdé€lit na dvé oblasti, musi se jednat o tzv.
uzavirenou kiivku. Co to pfesné znamena, se dozvite v neékteré z navazujicich ucebnic.

Prozatim se spokojte s tim, ze znate dveé uzaviené kiivky: primku a kruznici.

3.7.2 Rovnobézky a riznobézky

Dve libovolné kiivky zaujimaji vii¢i sobé navzajem vzdy néjakou polohu. Abychom se
ve vztahu dvou kiivek co nejlépe vyznali, je potieba tyto vzajemné polohy vhodné pojme-
novat a popsat.

Vsechny polohy kiivek mizeme rozdélit do dvou velkych kategorii — na rovnobézky
a riuznobézky. Rovnobézky jsou takové kiivky, které , bézi rovne™ @ To znamena, ze jejich

vzdalenost je stale stejna. Oproti tomu riaznobézky ,,b€zi razne” @ — jejich vzdalenost se

stale (nebo alespori nékdy) méni. Pro lepsi predstavu se mrknéte na nasledujici obrazky:

22 Kruh [disc] — Ve skutenosti je pojmem kruh myslena vnitini oblast kruznice SPOLECNE s touto kruZnici,
stejné jako napf. trojihelnik je slozen ze své vnitini oblasti a zaroveni svych hrani¢nich tse¢ek (stran). Kruh
je tou oblasti roviny, v niZ se nachazi stied kruznice, ktera tuto oblast urCuje.
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rovnobézné krivky ruznobézné krivky

Mezi nejznaméjsi rovnobézky patii rovnobézné primky. Dvé ptimky stejného sméru,
které bok po boku spole¢né ubihaji na obé strany do nekonecna. Tyto dvé pfimky, stejné jako

vSechny ostatni existujici rovnobézky, maji jednu zajimavou vlastnost — nikde se vzdjemné

neprotinaji.
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Zpatky k rovnob&zkam. Mame tedy dvé rovnobézné piimky. Existuji 1 jiné vzajemné

rovnobézné kiivky? Mohou byt pfimka a kruznice vzajemné rovnobézné? Nemusime se ani
nijak zvlast zamyslet, aby nam bylo jasné ze asi ne. Pfimka ubiha stale ,,rovné“, zatimco
kruznice nam jaksi ,,zataci“. V takovém piipad¢ si jen t€zko tyto dvé kiivky zachovaji stale
stejnou vzdalenost. A co tfeba dvé kruznice? Kdyz vedle sebe polozime dvé kruznice, zjisti-
me, ze jedna ,,zataci“ opacné nez ta druha — jedna vlevo a druha vpravo. Takze ani dvé kruz-

nice nemohou byt rovnobézné.

N

Pockat, pockat, pockat!!! Dvé pfimky mohou byt rovnobézné, protoze obé ubihaji
,rovne™ (stejnym smérem). Kruznice ale ,,zataci“. Tak co kdyby dvé€ kruznice ,,zataCely obé
stejn€. Nemohly by pak byt navzajem rovnobé&zné? To by asi §lo. Kdyz lezi dvé kruznice
jedna vedle druhé, kazda z nich ,,zataci“ opacné, ale v piipad¢€, kdy by jedna lezela uvnitt
druhé, tak by obé , zatacely* stejné. Pouze to ale k rovnob&znosti nestaci. Kromé toho jesté
musi byt od sebe stejn€ vzdalené. Staci se trochu zamyslet a pfijdeme na to. ..

Pfisli jsme na to, ze existuji rovnobézné kruznice. Jedna z kruznic lezi ve vnitini
oblasti té¢ druhé, a aby byly od sebe stale stejn¢ vzdalené, musi mit spolecny stied. Takové
kruznice mozna znate pod nazvem soustiedné kruznice. Opét si pfipomernime, co je definice
a co vlastnost. Definice rovnobéznych kruznic tika, ze kazdy bod jedné kruznice mé stejnou
vzdalenost od druhé kruznice. Vlastnosti rovnobéznych kruznic jsou dvé: neprotinaji se

v zadném bod¢€ a maji spoleCny stfed (proto se jim fika soustiedné).
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ROVNOBEZNE PRIMKY
[parallel lines]

ROVNOBEZNE KRUZNICE
[concentric circles]

Rovnobézné primky jsou
takové primky, pro néz plati,
Ze vzdalenost jedné z nich
od libovolného bodu druhé
z pfimek je vidy stejna.
Dvé rovnobézné primky se
v roviné nikde neprotinaji
a obé maji stejny smér.

Oznaceni rovnobéznych
pfimek: p|| q.

Rovnobéziné (nebo téz
soustredné) kruznice jsou
takové kruznice, které maji
totozny stred.
Dvé rovnobézné kruznice se
v roviné nikde neprotinaji.

Oznaceni rovnobéZznych
kruznic: k(S) || I(S).

rovnobézné, musi byt riznobé&zné — tot’ vse @

3.7.3 Secny, tecny, mimobezky

Tak to byly rovnobézky. A ted’ riznobézky, tam je to jednoduché. Pokud kiivky nejsou

Existuje 1 jiné déleni nez podle vzdalenosti dvou kiivek, a to na zakladé poctu spolec-
nych bodi. Tak muzeme rozdélit polohu dvou kiivek do celkem tii raznych kategorii.

Nejznaméjsi je toto déleni u vzajemné polohy kruznice a pfimky, takze si je pojd'me zopa-

O 4 ©

secna

tecna

vhnéjsi primka
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Pokud ma pfimka s kruznici spolecné 2 body, nazyvame ji secna. Secna od slova
sekat, protoze tato pfimka ,rozseka“ kruh (tedy vnitini oblast této kruznice) na dvé razné
Casti. Spole¢né body piimky a kruznice pak oznacujeme jako pruseciky.

V pfipadé, ze ma ptimka s kruznici spolecny pouze 1 bod, nazyvame tuto primku
tecna. TeCna od slova #ykat neboli (vice Cesky) dotykat. Tato ptimka se totiz kruznice pouze
,,dotkne®, coz lze jen v jednom bodé&. Tento bod se pak piizna¢né€ oznacuje jako bod dotyku.

Poslednim pfipadem je varianta, kde obé kiivky nemaji spolecny zadny bod. Pfimku

pak nazyvame vnéjsi primka.

Vsimnéte si, ze nazvy secna a te¢na se dost lisi od nazvu vnéjsi pfimka. Je to tim, Ze se
jedna o zkratky. Slovo secna je zkratkou pro oznaceni secnd primka a slovo te¢na pro ozna-
ceni fecnd primka. Jde o pojmenovani vztahu k uvedené kruznici — pro kruznici je dana pfim-
ka bud’ secnd, tecnd nebo vnéjsi. Stejné tak bychom mohli popisovat vztah kruznice k dané
pfimce. Jednalo by se pak o senou kruznici, te€nou kruznici a vn&jsi kruznici (i kdyz toto
oznaceni neni spravng, jak uvidime za chvili).

Oznaceni vnéjsi u vnéjsi primky nam fika, ze se dana ptimka nachazi ve vnéjsi oblasti
dané kruznice — to je také divod proC je oznaCeni vnéjsi kruznice Spatné, protoze piimka
nerozdéluje rovinu na vnéjsi a vnitini oblast! Zpét ale k vnéjsi pfimce. Ta se nachazi ve vnéjsi

oblasti kruznice a jinak to ani byt nemlze — do vnitini oblasti kruznice bychom pfimku asi jen

tézko ,,narvali® @ Kdybychom v§ak misto pfimky vzali pouze jeji Cast (Usecku), mohli by-
chom mluvit o vnéjsi useCce, ale i o vnitini tisecCce; to v zavislosti na tom, ve které oblasti
ur¢ené kruznici by se tato useCka nachazela (viz obrazky nize). Tato useCka by vSak nebyla
ani seCna, ani teCna, protoze by nemeéla s kruznici zadné spolecné body. Jak bychom ji tedy

méli pojmenovat?

s

vhéjsi usecka vhitini usecka
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Usetku bychom pojmenovali jako mimobézku, coz znamena Ze ,b&x mimo“ jinou
kiivku. A to znamena, Ze s ni nema zadny spolecny bod — Ze ji neprotind, ani se ji nedotyka.
Stejné tak bychom oznacili 1 pfimku, takze to, co zndme pod pojmem vnéjsi primka je opét
jen zkratka oznaceni vnéjSi mimobézna primka. Vnitini mimobézna pfimka, jak uz vime,
neexistuje. 1ecna primka je pak opét zkratkou pro oznaceni vnéjsi te€na primka, protoze se
taktéz nachazi ve vnéjsi oblasti kruznice; a ani v tomto pfipadé vnitini tecna pfimka nemuze
existovat (do kruznice se prosté nevleze). Spravné je pak oznaleni secnda primka. Ta ze své
vlastni podstaty nemtze byt ani vn&jsi ani vnitini, protoze aby mohla , sekat” n¢jakou kiivku,

musi nutné lezet v obou oblastech kiivkou uréené.

Pojd'me si ted’ na chvili predstavit, ze stied libovolné kruznice je jednim z bo-
du této kruznice. Je to samoziejme Uplny nesmysl, ale na chvili si pfedstavme, Ze to
tak je. ProC to vibec délame? Pomuize nam to odhalit jesté jednu dalsi novou polohu
primky vici kruznici a celé to zaobalit do krasné matematicke teorie @ —1 kdyz sa-
moziejme uplné chybné @

& Pokud budeme pocitat stied kruznice mezi body kruznice, najdeme dalsi no-
vou polohu pfimky viéi kruznici. Tato pfimka bude mit s kruznici spole¢né 3 body
a budeme ji nazyvat kolmice. A opravdu jak uz vime z dfivéjska, pifimka, ktera
prochazi sttedem kruznice je na tuto kruznici kolma. Nejedena se tedy o uplny
nesmysl. Kolmice ma podle opravdové matematiky s kruznici spolecné pouze dva
body, takze se jedna o secCnu. Ale mezi vSemi ostatnimi seCnami je tato se¢na nécim
vyznamna — prochazi stfedem kruznice, a tudiz je na tuto kruznici kolma.

» 9 g O

kolmice secna tecna mimobézka

Te¢ny a mimobézky mizeme rozdélit na vné€jsi a vnitini; to podle toho v jaké oblasti
kruznice se nachéazeji. SeCny se automaticky nachazeji v obou oblastech urcené kruznici, ale
i ty mazeme rozdélit na dvé kategorie — kolmé secny a ty, které nejsou kolmé. Ty nazveme
obecné secny. Pokud se vratime k ptivodnimu vztahu kruznice a pfimky, tak existuji dva pfi-
pady secné pfimky. Prvnim je kolma se¢na primka, druhym pak obecna se¢na primka.

Tim jsme si yjasnili vSechny 4 mozné ptipady vztahu pifimky ke kruznici. Mohli by-
chom vsak vSechny tyto pfipady popisovat opacné, tedy jako vztah kruznice k piimce. Misto
kolmé/obecné secné piimky bychom mluvili o kolmé/obecné secné kruznici, misto vngjsi
te€né/mimobézné primky bychom méli tecnou/mimobéznou kruznici (oznaceni vné&jsi/vnitini

se zde nepouziva, protoze obé oblasti uréené primkou jsou nerozliSitelné).
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My budeme chtit oznacit polohu dvou kfivek tak, abychom nemuseli fesit vztah dvou

kiivek, tedy abychom nefesili, jestli se jedna o ptfimku vzhledem ke kruznici nebo kruznici

vzhledem k pfimce. Proto se domluvme, ze budeme pouzivat tato zkratkovita oznaceni:

* kolmice (kolmé seCny),

* secny (obecné seCny),

* teCny,

* amimobézky.

Primka kolma na kruz-
nici musi prochazet
jejim stredem.
Plati tedy, ze S € p.

Oznaceni kolmych
kfivek: p L k(S).

Primka, ktera je sec-
nou kruznice s ni ma
2 spolecné body.
Plati tedy, Ze
pNk(S)=1{A,B].

Secné krivky nemaji
zadné specidlni
oznaceni.

KOLMICE SECNY TECNY MIMOBEZKY
[perpendicular line] [secant line] [tangent line] [exterior line]
A k k
4 ©
k k
4 p/B D j

Primka, ktera je tec-
nou kruznice s ni ma
1 spolecny bod.
Plati tedy, Ze

pNk(S)={T].
Tecné kfivky nemaji
zadné specidlni
oznaceni.

Pfimka, ktera je mi-
mobézkou kruznice
s ni nem3a Zadny spo-
lecny bod. Plati tedy,
Zepnk(S)= 4.

Mimobézné krivky
nemaji zadné
specialni oznaceni.

Anglické terminy jsou uvedeny ve vztahu primky k dané kruznici (jak je u této problematiky obvyklé).

Pro uplnost jeste¢ uvadime postup konstrukce tecné kruznice k pifimce v piipade, zZe je

zadany stfed této kruznice (ktery logicky nelezi na této piimce). Nejedna se o nic, co uz byste

davno neznali. Pomoci kolmice nalezneme bod dotyku a sestrojime hledanou kruznici.
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Tec¢na kruznice k pfimce — zapis konstrukce

Je dana pfimka p a stfed O tecné kruznice.

l. g, qLp AN O€q
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem O.

2. T; Tepng
Oznat¢ime bod T, ktery je prise&ikem
pfimek paq.

p Bod T je bod dotyku hledané te¢né kruznice
t s pfimkou p.

3. t(0); Tet(O)

Sestrojime kruZnici t se stfedem O,
kterd prochdazi bodem T.

KruZnice t(O) je hledand teéna kruznice pfimky p
s bodem dotyku T.

Zkraceny zapis:

3.7.3.1 Tecny a mimobézky

Pojd'me na rychlé opacko. Tecné krivky maji 1 spole¢ny bod, ktery se nazyva bod
dotyku, mimobézné krivky nemaji zadny spole¢ny bod. U vzajemné polohy ptimky a kruznice
je pojmenovavame celym nazvem jako: vnéjsi te¢na riznobézna piimka (kruznice), te¢na raz-
nobézna kruznice (pfimky), vnéjsi mimobézna riznobézna piimka (kruznice) a mimobézna
riznobézna kruznice (pfimky). Fuj @! Zkracené pouzivame nazvy te€na a mimobézka a to
nehled€ na to, zda se jedna o ptimku ¢i kruznici @

To byly vzajemné polohy mezi pifimkou a kruznici. My ale mame moznost urcit
vzajemnou polohu i mezi dvéma pfimkami nebo dvéma kruznicemi. Pojd'me nejprve na
kruznice. Te¢né kruznice jsou takové kruznice, které maji jeden spole¢ny bod — bod dotvku.
Kdyz se zamyslime nad tim, jakd poloha dvou kruznic by mohla této podmince vyhovovat,
zjistime, Ze existuji dva pfipady. V prvnim ptipadé jsou kruznice tzv. ,,vedle sebe”, tedy kazda

kruznice se nachazi ve vnégjsi oblasti té druhé kruznice. Tyto kruznice nazyvame vnéjsi tecné
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riznobézné kruznice, zkracené vnéjsi te€ny. Ve druhém ptipadée se jedna z kruznic nachazi ve
vnitini oblasti té druhé. Tyto kruznice nazyvame vnitini tecné riiznobézné kruznice, zkracené
vnitini teény.

Mimobézné kruznice nemaji zadny spolecny bod. Jejich vzajemné polohy najdeme
stejné jako u teCnych kruznic. Staci pouze tyto dvé kruznice od sebe nepatrné oddalit tak, aby
uz nemeély zadny spole¢ny bod. Snadno tak ur¢ime dvé nové polohy kruznic — vnéjsi mimo-

bézné ruznobéiné kruinice, zkracené vnéjSi mimobézky a vnitrni mimobéiné riiznobézné

kruznice, zkracené vnitfni mimobézky.

VNITRNI TECNY
[internally tangent circles]

VNEJSi TECNY
[externally tangent circles]

k

Pro vnitini te¢né kruznice
plati, Ze maji 1 spolecny bod
(bod dotyku —T) a stred
alespon jedné z kruznic se
nachazi ve vnitfni oblasti

SeL(0O) v O€K(S).

(kruhu) druhé z kruznic, tedy:

k

o
Pro vnéjsi tecné kruznice
plati, Ze maji 1 spole¢ny bod
(bod dotyku — T') a stiedy
obou kruZnic se nachazeji ve
vnéjsich oblastech druhych
kruznic, tedy:
SZL(0) A OgK(S).

VNITRNI MIMOBEZKY
[internally disjoint circles]

VNEJSi MIMOBEZKY
[externally disjoint circles]

k

Pro vnitfni mimobézné
kruznice plati, Ze nemaji
zadny spolecny bod a stred
alespon jedné z kruznic se
nachazi ve vnitrni oblasti

SeL(0O) v O€K(S).

(kruhu) druhé z kruznic, tedy:

k

©

Pro vnéjsi mimobézné
kruZnice plati, Ze nemaji
zadny spolecny bod a stredy
obou kruZnic se nachazeji ve
vnéjsich oblastech druhych
kruznic, tedy:
SZL(0) A OgK(S).
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Pro oznaceni kruhu (tedy kruZnice spolecné s jeji vnitini oblasti) se pouziva stejného symbolu jako pro oznaceni
samotné kruznice s tim rozdilem, Ze kruh se oznaci velkym pismenem (stejnym jako kruznice). Tedy napv. kruh se
stiedem S, ktery prislusi kruznici k ( S) oznacime jako K (S )

Znak NV, ktery byl pouZit vySe, slouzi ke spojeni dvou podminek. Na rozdil od znaku N\, ktery Fikd, Ze musi platit
obé spojené podminky soucasné, znak V Fikd, Ze staci, aby platila pouze jedna z uvedenych podminek (ale je
mozné, aby platili obé soucasné).

Ve vsech predchozich ptipadech jsme narazili na riiznobézné kruznice. Lze ale najit
mezi teCnymi a mimobéznymi kruznicemi také rovnobézné kruznice? V piipadé teCnych kruz-
nic se nam to nejspis nepodari. Pokud totiz maji kruznice pouze jeden spolecny bod, musi byt
nutné raznobézné a pokud by nahodou byly rovnobézné, pak by mély spolecnych bodi neko-
ne¢né mnoho, a byly by tedy totozné — zkuste si tyto pripady rozmyslet @ U mimobé&znych
kruznic vSak tento pfipad nastat mize. Jak uz bylo feCeno vyse, rovnobézné kruznice maji
spole¢ny stfed. Pokud maji spolecny stfed, musi se jedna z kruznic nachéazet ve vnitini oblasti
té druhé a jednalo by se tedy o vnitini mimobézné rovhobézné kruznice. Zkracené bychom je
pak mohli pojmenovat jako mimobézné rovnobézky.

Tak, to mame za sebou polohy dvou kruznic. Ted” je Cas na vzajemné polohy dvou
pfimek. Na prvni pohled to vypada jednoduse. Te¢né piimky jsou raznobézky, protoZe maji

1 spolecny bod a mimobézné pfimky jsou rovnobézky, protoze nemaji zadny spolecny bod.

BOHUZEL TAK TO ALE NENi! ®

Dvé rovnobézné piimky nemaji zadny spoleény bod. To je pravda pravdouci v klasic-
ké euklidovské geometrii. Mozna jste ale uz n€kde slyseli, ze dvé rovnob&zné pifimky se pro-
tinaji v nekonecnu. Jsou stale rovnobézné, stale od sebe stejné vzdalené, ale v nekonecnu se
protnou. Casto se takova véc vysvétluje na piikladu Zelezni¢nich kolejnic. Kolejnice jsou

ptikladem rovnobézek, protoze jsou od sebe stale stejné vzdalené (jinak by vlaky moc daleko

nedojely @). Kdyz se na né vSak podivate z urcitého thlu, vypada to, jako by se nékde hodné
daleko sbihaly do jediného bodu. Vime, ze tomu tak neni, protoze jsou od sebe stale stejné
vzdalené, ale vypada to, jako by se nékde setkaly. Tim mistem je pravé nekonecno — v neko-

necnu se ob¢ rovnobézky protinaji v jednom jediném bodé.
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Ve skuteCnosti to neni pravda. Dvé rovnobézky se v inverzni geometrii v nekone¢nu
neprotinaji, ale dotykaji se. Na prvni pohled v tom neni zadny velky rozdil, ale casem uvidite,
ze se jedna o rozdil zasadni! Kazdopadné v inverzni geometrii neplati, ze dvé rovnobézné
ptimky nemaji zadny spole¢ny bod. Maji totiz jeden spole¢ny bod a tim je bod v nekonec¢nu.
Z toho vsak plyne, ze dvé rovnobézné primky jsou pfimky tecné — maji totiz 1 spole¢ny bod.
Spravné se tedy jedna o tecné rovnobézné primky, zkracené te¢né rovnobézky.

Existuji vibec mimobézné piimky? Zda se, ze ne, protoze rovnobézky maji spolecny
bod dotyku a riznobézky zase spoleCny prusecik. Neexistuji tedy ptimky, které by nemély
zadny spolecny bod. Mimobé&zné piimky v roviné tedy nenajdeme — tam budou mit vzdy
n¢jaky spolecny bod.

Vyvstava otazka, co jsou za¢ riznobézné piimky? Jsou to také te¢né piimky nebo ne?
Maji prece jeden spoleCny bod, jejich prisecik. Ale néjak to nesedi... Nevypada to, Ze by se
riznobézky né&jak , dotykaly*. Spi§ vypadaji, jako by jedna , sekala“ druhou. Ale bod maji
spolecny jen jeden... Jak to tedy vlastné je?!

Riiznobézné pirimky jsou ve skutecnosti piimky secné. Nase obrazova predstavivost
nam nelhala, pfimky totiz opravdu vypadaji, jako ze jedna ,seka™ tu druhou. Nicméné dvé
secné kruznice nebo pfimka a kruznice, které jsou seCny maji vzdy 2 spolecné body zvané
priiseciky. Je to tedy u pfimek né&jak jinak? Jsou pfimky n€jakou vyjimkou? Ve skutecnosti ne.
Dve libovolné riznobézné primky se totiz v inverzni geometrii protinaji v nekone¢nu, tj.
v tom bod¢, kde se rovnobézné piimky dotykaly. Riznobézky tak maji, stejné jako jakékoliv
jiné seCny, dva spolecné body — 2 praseciky. Jednim je prasecik, ktery vSichni zname a dru-

hym je praveé bod v nekonecnu.
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Inverzni geometrie se od klasické euklidovské geometrie lisi praveé tim, ze
pracuje s nekone¢nem, respektive s bodem v nekoneénu. Zadny takovy bod v eukli-
dovské geometrii prirozené neexistuje. Pokud jste davali v uvodni kapitole dobry po-
zor (a nepreskocili ji), pak vite, ze Euklides se zabyval pouze témi geometrickymi
objekty, které 1ze postiehnout pouhym zrakem — a to bod nékde daleko v nekonecnu
urcité neni'!

To, ¢im se inverzni geometrie od té klasické tak dramaticky li§i je pravé ta
vlastnost pfimek, ze jakékoliv dvé pfimky budou mit vzdy alespori 1 spole¢ny bod.
VSechny primky v inverzni geometrii totiz prochazi bodem v nekone¢nu! Pokud
jsou to rovnobézné primky, tak se v nekonecnu pouze dotykaji a maji jeden spoleny
bod. Pokud jsou to ruznobézné primky, tak se v nekonecnu protinaji a maji dva spo-
lecné body — prusecik a samotny bod v nekonec¢nu.

Na zavér povidani o teCnach uvadime postup konstrukce teCnych kruznic k zadané

kruznici v pfipade, ze je zadany stfed téchto te¢nych kruznic. Postup je obdobny jako pfi

hledani tecné kruznice k ptimce. Sestrojime pfimku vedouci obéma stiedy (stfedem zadané

kruznice a stfedem budoucich tecnych kruznic). Jeji pruseciky se zadanou kruznici jsou

hledané body dotyku. V ptipadé, ze lezi stied te¢nych kruznic ve vnéjsi oblasti zadané kruz-

nice, ziskame jednu vnitini a jednu vnéjsi te¢nu kruznici. V ptipadé€, ze stfed lezi ve vnitini

oblasti zadané kruznice, ziskdme dvé vnitini tecny.

Tecné kruznice ke kruznici — zapis konstrukce

Je déna kruznice k(S) a stfed O te¢nych kruznic.

1. s; S,O€s
Sestrojime primku s, ktera prochazi stfedem
kruznice k(S) a bodem O.

2. T;; T,€k(S)ns
T,; T,€k(S)ns A T,#T,

Oznatime body T, a T ,, které jsou praseéiky

kruznice k(S) a piimky s.
Body T', a T', jsou body dotyku hledanych
te¢nych kruznic s kruznici k(S).
3. 1,(0); T,€t,(0)
t,(0); T, €1t,(0)
Sestrojime kruznici t, se sttedem O, kterd

prochazi bodem T'; a kruznici t, se sttedem O,

ktera prochazi bodem T .
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KruZnice t,(O) a t,(0O) jsou hledané teéné kruznice
kruznice k(S) s body dotyku T, a T,.

Zkraceny zapis:

3.7.3.2 Secny a kolmice

Secné krivky maji vzdy 2 spole¢né body, které se nazyvaji pruseciky. To plati jak pro
vzajemnou polohu pfimky a kruznice, tak pro dvé kruznice 1 dvé€ pifimky, jak bylo vysvétleno
vyse. Secné kiivky nemizeme rozdélit na vnitini a vnéjsi, protoze z logiky véci vzdy prochazi
obéma oblastmi uréené danou kfivkou — jediné tak mohou danou kiivku , sekat®.

U vzajemné polohy dvou seCnych kfivek existuje jedna specialni vlastnost, ktera urci-
tou polohu odliSuje od ostatnich. Nazyvame ji kolmost a rozliSujeme tak kolmé secné krivky

od obecnych secnych krivek. Co to znamena pro dvé kiivky byt na sebe kolmé, je kupodivu

mnohem slozit&j§i vysvétlit, nez by se zdalo. Pojd'me to ale zkusit @

Ve skole se tradi¢né€ uci, ze kolmost pozname tak, ze dané ptimky sviraji pravy thel.
Je tu vSak otazka, jak pozname, ze dv€ pfimky sviraji pravy thel? Nemame k dispozici zadny
,uhlomér* a podobné véci! Dalsi problém je, ze uz viibec nevime, jak pozname pravy thel
mezi pfimkou a kruznici, natoz mezi dvéma kruznicemi. A co je to viibec thel mezi dvéma
kruznicemi??

Nejdiiv si musime udélat pofadek v riiznych pojmech! Zatneme u whlu. Uhel je
pojem, ktery souvisi s otacenim. Jak uz vime z kapitoly o otoceni, uhel nam fika, jak moc se
mame otacet (a orientovany uhel také fika, kam se mame otacet). Euklides ve svych Zdkia-
dech také mluvi o uhlech; ma ale na mysli uplné néco jiného:

,, Uhel je vzdajemny sklon dvou car, které se stykaji v jednom bodeé.

Zaprvé Euklides mluvi o dvou carach, coz znamena dvé kiivky! Euklides tedy umél
ur¢ovat ,,uhel“ mezi dvéma pfimkami, ale 1 mezi dvéma kruznicemi nebo mezi pfimkou
a kruznici — prosté mezi dvéma kiivkami. Zadruhé Euklides nemluvi o zddném otaceni, ale
o vzajemném sklonu dvou kiivek. To, co mysli pojmem uhel je tedy néco, co bychom dnes
oznacili jako odchylka. Odchylka dvou pfimek nam fika, jak moc jsou dvé pfimky od sebe

,,fozeviené".
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Bohuzel dnes se v matematice pojmy uhel 1 odchylka michaji do sebe a je mnohdy
tézké je odlisit. Odchylku dvou ptimek oznacujeme malym oblouckem, ktery se také pouziva
pro oznaceni thlu (a o tom je fe¢ ®). V pripadé, ze se jedna o pravy uhel, ktery je mezi
vSemi uhly specialni, znaci se taktéz oblouckem, ale dovnitt tohoto obloucku je pfidana tecka.
My si zavedeme jesté jedno nové znaceni, a to oznaceni nejvét§siho mozného ,,rozevieni®, tedy
odchylky dvou ptimek. Takové pfimky, které maji maximalni odchylku (jsou co nejvic od
sebe ,,rozeviené™), jsou pfimky na sebe kolmé. Zavedeme tedy nové oznacCeni pro kolmé kiiv-

ky a tim bude maly ¢tverecek. VSechna tfi oznaceni vypadaji takto:

A\

| |

/

tthel pravy uhel kolmost

Ted’ si asi fikate, ze prece pravy thel a kolmost je jedno a to samé, takze na co
mame dvé rizna oznaceni? Neni to vSak uplné pravda. Pokud né¢jaké dvé primky
sviraji pravy uhel, pak musi byt na sebe kolmé. A pokud jsou n¢jaké dvé pfimky na
sebe kolmé, pak musi svirat pravy uhel. Je to tak a ne jinak. Pravy uhel a kolmost

A spolu velmi uzce souvisi. ALE! Rozdil mezi pravym uhlem a kolmosti je ten, ze
pravy uhel souvisi s otdcenim (protoze se jedna o uhel) a kolmost je urCita viastnost,
kterou ma dvojice pfimek — je to specialni vzajemna poloha dvou pfimek. Kolmost
tedy souvisi s odchylkou. Navic odchylku mizeme mit mezi libovolnymi kfivkami,
zatimco pravy uhel tradicné urCujeme pouze mezi dvéma prfimkami (pfipadné tsec-

kami, ale to jsou jen ¢asti primek).

Pojmy mame vytesené, ted’ se vrhneme na to, jak pozname, zda jsou dvé pfimky na
sebe kolmé. Stejné jako u rovnobézek, tak i nyni pouzijeme pro urceni kolmosti jeji definici.

Tady je:
., Dvé primky jsou na sebe kolmé, pokud libovolny bod jedné z nich

md stejnou vzddlenost k obéma krajnim bodiim libovolné usecky, ktera

lezi na druhé z primek a jejiz stied je totozny s prusecikem obou primek.
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Vitejte v pekle! @ Kdyz c¢lovek vidi néco podobného v ucebnici, razem ho prejde
chut’ se jakoukoliv matematiku ucit. Pojd'me to ale na chvili pfekousnout a spole¢né se tou
pekelnou vétou prokousat, abychom ji pochopili. Cist si to stale dokola jako modlitbu a ekat,
Ze nas néco osviti, asi nebude tim spravnym feSenim. Nejlepsi zpusob, jak pochopit dlouhou
matematickou vétu plnou pojm je si ji rozkouskovat na nékolik Casti, ty se snazit samostatné

pochopit a pak si to vSe slozit dohromady. Pojd'me na to!

., Dvé primky jsou na sebe kolmé, pokud...

To je pohodicka. Zacatek veéty nam fika, ze v pfipadé€, kdy vSe ostatni, co ve vété
nasleduje bude pravda, tak potom jsou dvé dané pfimky kolmé. Je to vlastné uvedeni

podminky kolmosti — pokud je to co ve vété nasleduje splnéno, pak jsou dvé primky kolmé.

,, ...lthovolny bod jedné z nich...

Tady nam zacina prvni podminka, ktera musi byt splnéna. Libovolny bod jedné z nich.
Jedné z ceho? N¢jak to nedava smysl, takze se musime vratit ve vété zpét, abychom védéli,
o ¢em se mluvi. V predchozi ¢asti se mluvilo o dvou pfimkach, takze ,,jedna z nich“ bude jed-
na z t&ch dvou piimek. Cast véty tedy mluvi o libovolném bodé jedné z primek — téch piimek,
které maji byt kolmé.

Nyni je na Case si udélat néjakou predstavu. Nejlépe konkrétni, a tedy zacit si kreslit
obrazek toho, co nam véta tika, protoze obrazek vyda za tisic slov. Také bude vhodné si
veskeré pojmy/objekty, o kterych matematicka véta hovoti néjak oznacit, abychom se v nich
vyznali. Libovolny bod tedy oznac¢me jako bod X a jednu z pfimek ozna¢me jako pfimku p.

Je jedno, ktera z obou pfimek to bude.

X, X, | X3 X, X; X, X, /X; X, X

o

Vse nazorn€ ukazuji vyse uvedené obrazky. Jsou tu dva; jeden, na kterém jsou primky
kolmé a druhy, na kterém jsou obecné. To proto, ze chceme ukazat, ze v ptipadé kolmych pii-
mek véta opravdu funguje a v piipad€ obecnych nefunguje. Na obrazku je také nékolik bodu
X ato z toho divodu, ze mizeme pouzit libovolny bod a chceme tedy ukazat, ze pro vSechny

body véta plati nebo naopak neplati.
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,, ...md stejnou vzddlenost k obéma krajnim bodiim libovolné usecky, ...

Ma stejnou vzdalenost. Co ma stejnou vzdalenost? V predchozi Casti véty se mluvi
o libovolném bodé€, tedy nami oznaeny bod X ma mit stejnou vzdalenost k obéma krajnim
bodam libovolné usecky. Ozna¢me si tyto krajni body usecky jako A a B a zakresleme libo-

volnou usec¢ku AB do obrazku:

A
N
X.

Xi Xy [Xg \ Xy X5 X

B

Kdyz se ted” podivame na naSe obrazky, zjistime, ze jsme v haji ® U kolmych
pfimek jsme zvolili néjakou usecku, ale pro zadny z vyznaCenych bodi X nam neplati, ze
|AX| =|BX|. U obecnych piimek jsme navic nasli takovou polohu use¢ky AB, Ze naopak pro
vSechny body plati |AX| = |BX|. Zd4 se, ze viechno je naopak, ze vie je §patné.

Evidentné je néco v nepofadku. Ze by dana véta neplatila? Mozné je vie, ale spi§ jsme
nekde udélali chybu; jenze kde? Kdyz se navic je§té podivame na obrazky, zjistime, Ze to jest-
li je libovolny bod X pfimky p stejné vzdaleny od krajnich bodl tisecky AB vibec nezavisi
na druhé pfimce, ale pouze na poloze usecky AB!

Kde je tedy chyba?? Chyba je v tom, ze neumime cist! Kdyz se koukneme zpét na ¢ast
véty, kterou momentalné fesime, uvidime, ze na konci této Casti véty se nachazi Carka. Tato
carka nam ftika dvé véci. Zaprvé to, ze véta zde nekonci a bude jesté pokracovat. Zadruhé
bychom si méli uvédomit, ze po Carce vétSinou nasleduji dopliujici informace k predmétu
z predchozi ¢asti véty. Timto predmétem je v nasi vété useCka — tedy po Carce ve vété se bude

jesté mluvit o dané tiseCce a najdeme tam néjaké dopliujici informace.

Jaké je tedy pouceni z predchozi situace? Ne vzdy je mozné vétu rozsekat na
malé kousky a ty poté postupné skladat. Nékdy je tfeba nékteré ¢asti preskocit a vratit
se k nim pozdéji, aby cela véta davala smysl, a hlavné abychom se nedopustili obdob-
né chyby — tedy Ze v posloupnosti krokti vypustime né€jakou zasadni informaci, ktera
se ale naléza v dalSich castech véty!

Co tedy ted? Cast véty, kterou jsme pravé fesili preskogime a ptijdeme dal. Ale pozor,

musime se k ni pak zase vratit! Takze co mame ve véte dal:
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., ... usecky, kterd...

No a je to jasny. Kdybychom se hned podivali za carku a uvidéli slovo ktera, tak by

nam hned bylo jasné, ze mame ve Cteni pokracovat dal @

,, ... lezi na druhé z primek a...

Takze feSime tiseCku nami oznacenou AB a uz vime, ze nemuze byt libovolna (i kdyz
se to v té vété vlastné psalo — hmm, to je néaky divny...). Podle této Casti véty musi tato
usecCka lezet na druhé pfimce. Tu si oznacime jako q a podle této Casti véty ma platit, ze
A,B € q. Pojd'me si to tedy nakreslit.

STOP! Neudélejme stejnou chybu dvakrat! NaSe ¢ast véty konci spojkou a, takze jesté
budou pokracovat dalsi informace o tiseCce AB. Kdybychom ted’ zacali opét kreslit, riskuje-

me, ze to budeme mit znovu §patné. Takze ¢téme dal:

., .. jejiz stied je totozny s prusecikem obou primek.

Stied usecky AB tedy ma byt totozny s prusecikem piimek p a q. Tento prisecik uz
mame oznaceny jako bod X,, staci tedy, aby pro usecku AB byly splnéné dvé podminky:

A,B € q a |AX,| =|BX,|. Pojd'me se podivat na obrazek, abychom neztratili ptehled o tom,

co délame:
A A
] p p
X X5 | X5 Xi X5 X X5 /X3 Xy X
B B
q q

Usecku AB jiz mame spravng, vratime se tedy k ¢asti véty, kterou jsme preskocili:

¢

., ...md stejnou vzddlenost k obéma krajnim bodiim libovolné usecky, kterd...

Tento uryvek fika, ze krajni body libovolné usecky AB (ktera vsak spliluje podminky
A,B€q a |AX, =|BX,|) maji mit stejnou vzdalenost k libovolnému bodu X € p, tedy
|AX| =|BX|. Pokud tato rovnost plati pro libovolny bod X, pak jsou ptimky p a g kolmé.

Pokud pro libovolny bod tato rovnost neplati, pak pfimky kolmé nejsou. Pokud se koukneme

na animaci vySe, zjistime, ze vSe sedi @

140



Pockat! Urcite vSe sedi? Co kdyz si vybereme za libovolny bod X pravé bod X,?
Neznamenalo by to, Ze jsou pak vSechny pfimky kolmé? Oznaceni libovolny bod znamena
v podstaté kazdy bod. Pokud néco plati pouze pro jeden takovy bod, nic to neznamena. Pod-
minka musi platit pro vSechny body. V piipadé€, ze existuje jediny bod, ktery tuto podminku
nespliiuje, pak podminka pro libovolny bod neplati. A v piipadé obecnych pfimek existuje
jediny bod (a to bod X,), pro ktery podminka plati; zato vSak nekone¢né mnoho dalSich bodd,
kde podminka neplati. Je tedy vSe v poradku.

Povidani o kolmicich ukoncime praktickou konstrukci, ktera nam umozni urcit, zda
jsou dvé primky kolmé ¢i nikoliv. Sestrojime kruznici se stfedem v priseciku obou kruznic
s libovolnym polomérem. Ta nam na jedné z pifimek vytne dva body, které maji stejnou vzda-
lenost od stiedu kruznice, tj. pruseciku. Tyto dva body jsou krajnimi body useCky AB. Na
druhé z pfimek nam kruznice urc¢i dva dalsi body; z nich si vybereme jediny, ktery bude nas
bod X. Sestrojime dalsi kruznici se sttedem v bodé X, kterd prochazi bodem A. Pokud tato
kruznice prochazi tézZ bodem B, znamena to, ze bod B ma stejnou vzdalenost od bodu X jako
bod A od bodu X, a tudiz jsou ptfimky kolmé. Pokud kruznice bodem B neprochazi, vzdale-

nosti jsou rizné a piimky na sebe nejsou kolmé.

Test kolmosti dvou primek — zapis konstrukce

Jsou ddny rGznobéziné pfimky p a q.
! Jsou na sebe tyto pfimky kolmé?
1. P; Pepng
Oznatime bod P, ktery je prisecikem
pfimek P a(.
k 2. X; X€p A X#P
Na pf¥imce P zvolime libovolny bod X,
ktery je razny od bodu P.
3. k(P); Xe€k(P)
Sestrojime kruznici K se sttedem P,

A

& X P
B
q

kterd prochdzi bodem X.

4. A; A€k(P)ng
B; BeEk(P)nq A B#A
Oznat&ime body A a B, které jsou priseciky
kruznice k(P) a piimky q.
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5. 1(X); Ael(X)
Sestrojime kruznici [ se stfedem X,
kterd prochdzi bodem A.

Bel(X)  plg

Bod B leZi na kruznici I(X ), coz znamen4,
Ze prfimka p je kolma na pfimku q.

BeI(X) © plq

Bod B neleZi na kruznici (X ), coZ znamena,

Ze pfimka p neni kolma na pfimku q.

Tak a mame za sebou celé povidani o kolmych pfimkach. Pokud to pro vas bylo na-

ro¢né, doporucuji si zde dat pauzu! Mozna jste néco uplné nepochopili. Nevadi. Odpociiite si

a vratte se k této Casti pozdé&ji @ Pokud mate dostatek sil, budeme pokracovat. Kromé
kolmych pfimek jesté totiz musime dofesit kolmou pfimku a kruznici a také dvé kruznice.
Pojd'me na to!

Pfimku kolmou na kruznici (a naopak kruznici kolmou na ptimku) jsme v této ucebni-
ci fesili jiz nékolikrat. Bylo fec¢eno, ze pokud pfimka prochézi sttedem kruznice, jsou ob¢€ dvé
kiivky na sebe kolmé. Nyni si vysvétlime, pro¢ tomu tak je.

Nejprve vSak musime definovat, kdy je kruznice kolma k jiné kiivce, protoze v pavod-
ni definici kolmosti jsme fesili pouze dvé piimky. Zde je tedy definice kolmosti pro kruznici:
., Kruznice je kolma na jinou kiivku, pokud je na tuto kiivku kolma tecna dané kruznice
sestrojend v priiseCiku této kruznice s danou krivkou. *

Nyni doporucuji si tuto vétu nekolikrat precist, rozebrat si ji stejnym zptsobem jako
minulou definici a snazit se pochopit co presné znamena. Jinymi slovy tato definice fika, ze
kruznici staci nahradit jeji teCnou v pruseciku, kde zkoumame kolmost. Pokud je tato tecna
kolmé k dané ktivce, je kolma 1 sama kruznice. Srovnejte si toto tvrzeni s uvedenou definici!

A jako obvykle, obrazek vyda za tisic slov:
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Nyni slibované vysvétleni. Zjistujeme, zda je pifimka p (prochazejici sttedem kruznice
S) kolma na kruznici k(S). Te¢na t kruznice k(S) v libovolném bodé T je vzdy kolma na
pfimku spojujici bod dotyku T a stfed kruznice S (viz kapitolu Co je tfeba zndt!, Cast Te€ny
ke kruznici). Touto te¢nou ¢ nahradime kruznici k(S) a zjistujeme, zda je kolma na primku
p. Te¢na t vznikla jako kolmice na pifimku spojujici body S a T. Pfimka p prochézi sttedem S
a jeji prisecik s kruznici k(S) je bod T. Z toho vyplyva, ze ptimka p je totozna s pfimkou
prochézejici body S a T a tudiz je kolma k te¢né t; a tim padem je i kolma ke kruznici k(S).
Pokud by ptfimka p neprochazela sttedem S, nebyla by totozna s pfimkou prochazejici body S
a T (obé ptimky by mély spole¢ny pouze bod T). Kolmice k tecné t v bodé T vSak existuje
pouze jedna, a tudiz by pfimka p nebyla kolma k te¢né ¢ a tim padem ani ke kruznici k(S).

Ze vsech téch pismenek jde hlava kolem, ale zkuste si vSe projit s pomoci obrazkt

vyse, pomalu a v klidu. Uvidite, ze toto vysvétleni dava smysl @

Zbyva nam posledni ptipad, a to dvé vzajemné kolmé kruznice. Vypada to, ze potiebu-
jeme dalsi definici na to, kdy jsou na sebe dvé kruznice kolmé, ale neni to tak! Staci nam
predchozi definice kolmosti kruznice na jinou kiivku. Jak to? Predstavte si dvé kruznice.
Resime, kdy jsou na sebe kolmé. Vezmeme vyse uvedenou definici a to tak, 7e jednu kruZnici
povazujeme za kruznici a druhou za zminovanou kiivku. Z prvni kruznice tedy udé€lame tecnu
v pruseciku a feSime piipad, kdy je tato te¢na kolma ke druhé kruznici. A tento piipad jsme tu
pted chvilkou fesili. Z druhé kruznice udélame tecnu v pruseciku a feSime, zda jsou ob¢ teCny
na sebe kolmé. V pfipad€ dvou kruznic tedy ob€ kruznice nahradime jejich teCnou v pruseciku
a pak uz jen zkoumame, zda jsou tyto tecny na sebe kolmé. Vse si jesté nazorn¢ projdéte
s obrazky:

WV W

Gratuluji! Pravé jste se prokousali asi nejtézsi casti této ucebnice @ Samotna geome-

trie zas tak narocna neni, ale vSechny ty véty a definice... Pokud jste vSechno hned pochopili,
jste borci! Pokud ne, viibec to nevadi. Zkuste se k této ¢asti vratit pozdéji (a mezitim si precist

néco dal nebo si dat par dni oddech). Uvidite, ze véci, které se diive zdaly malo pochopitelné

¢i naprosto nepochopitelné jsou najednou jednodussi a pochopitelnéjsi @
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Pokud se vam tato ¢ast zdala stejné jednoducha jako ty ostatni, je tu pro vas vyzval
Zkuste piijit na to, jak sestrojit kruznici q(O), ktera je kolma ke kruznici k(S), pokud mate

zadany pouze stted O a kruZnici k(S).

Konstrukce kolmé kruznice

Pokud jsou na sebe dvé kruznice kolmé, musi tecna kazdé kruznice
sestrojena v jejich pruseciku prochazet sttedem druhé kruznice. To je podminka
toho, aby na sebe byly dvé kruznice kolmé. My méame zadanou kruznici a stied
druhé kruznice. Bohuzel vSak nezname jejich praseciky. Ty pravé musime najit,
abychom kolmou kruznici sestrojili!

To, Ze tena v pruseciku jedné kruznice prochazi sttedem druhé kruznice,
vSak také znamen4, ze tecCna vedena ze stiedu druhé kruznice ma s prvni kruznici
spole¢ny bod dotyku, ktery je pravé prusecikem kolmych kruznic! Je to prosté
jen obracena logika zdivodnéni toho, pro¢ jsou na sebe dvé kruznice kolmé.

V tom piipad¢ je ale vSe velmi jednoduché. Ze zadaného stfedu vedeme
k zadané kruznici te¢nu. Tato tecna bude mit se zadanou kruznici jeden spole¢ny
bod (bod dotyku), ktery bude pruseCikem obou kruznic. Nyni jen jednoduse
sestrojime kruznici se zadanym stfedem prochazejici timto praseCikem a mame
hotovo! Navic v konstrukci nemusime ani zmiflovanou tecnu pouzit, protoze
sama tato teCna je zbytecna. Tu potfebujeme pouze proto, abychom nasli bod
dotyku, a ten v pfipadé konstrukce tecny z bodu nalezneme pomoci 7haletovy
kruznice sestrojené nad prameérem, ktery urCuji oba stfedy kolmych kruznic.

Pokud se ve vysvétleni z pfedchoziho odstavce trochu ztracite, projdéte si

nasledujici konstrukci a pak si prfedchozi odstavec znovu prectete:

Kolma kruznice — zapis konstrukce

Je déna kruznice k(S) a stfed O kolmé kruznice.

L I(R); Tso
Sestrojime Thaletovu kruznicil(R)
nad pramérem SO.

2. X; X€k(S)NI(R)
Oznat¢ime bod X, ktery je prisegikem
kruznick(S)al(R).

3. q(0); Xeq(O)
Sestrojime kruznici q se sttedem O,

kterd prochézi bodem X.

KruZnice q(O) je hledana kolma kruZnice na
kruznici k(S).
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Zkraceny zapis konstrukce:

q(0); q(O) Lk(S)

Na zavér uvadime vzajemnou polohu secnych krivek, a to dvou pifimek a dvou kruznic,
protoze polohu pfimky a kruznice jsme jiz tesili diive. Dv€ ruznobézné primky mohou byt
obecné secné primky, zkracené se€né primky nebo v ptipadé€ jejich kolmosti kolmé secné
primky, zkracené kolmé primky. Stejné tak dvé riiznobézné kruznice mohou byt obecné sec-
né kruznice, zkracené se¢né kruznice a v pripadé€ jejich kolmosti kolmé secné kruznice, zkra-

cen¢ kolmé kruznice (t€m se také nekdy fika ortogondini kruznice).

SECNE PRIMKY KOLME PRIMKY SECNE KRUZNICE KOLME KRUZNICE
[intersecting lines] | [perpendicular lines] | [intersecting circles] | [orthogonal circles]

< | (W

Obecné secné primky | Kolmé se¢né primky [Obecné secné kruznice| Kolmé secné kruznice
maji 1 spolecny bod maji 1 spolecny bod | maji 2 spole¢né body | maji 2 spolec¢né body

(prusecik). (prusecik). (praseciky). (praseciky).
Oznaceni se¢nych Oznaceni kolmych | Se€né kruznice nemaji | Oznaceni kolmych
ptimek: p ff q. ptimek: p L q. 74dné specidlni kruznic: k(S) L 1(0).
oznaceni.
Vzdjemna odchylka Teény ortogondlnich
obou pfimek je kruznic v jejich prase-
nejvétsi mozna! Cicich jsou vzajemné

kolmé a prochazeji
stfedy téchto kruznic!

3.7.4 Kritéria vzajemné polohy kiivek

Pojd'me si jesté jednou shrnout vSechny mozné vzajemné polohy dvou kfivek a to, jak
je vzajemné rozli§it. Na tvod poznamenejme, ze kolmé kiivky jsou specialnim piipadem
secnych kfivek a v nasledujici podkapitole je nebudeme rozliSovat. Stejné tak soustiedné

kruznice jsou specialnim pfipadem vnitinich mimobéznych kruznic.
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Vzijemna poloha dvou primek — rozliSujeme 2 vzajemné polohy: secné primky (ruz-
nobézky) a tecné primky (rovnobézky). Kritérium pro jejich rozliseni je pocet spolecnych bodt
téchto ptimek. Secné primky maji 1 spole€ny bod, tecné primky nemaji zadny spole¢ny bod.
V piipadé, Zze bychom do spolecnych bodu poéitali i bod v nekonecnu (¢imz se odlisuje inver-
zni geometrie od klasické), budou mit se€né piimky 2 spole¢né body a te¢né ptimky 1 spolec-

ny bod; kazdopadné v obou piipadech maji secné ptimky o jeden spole¢ny bod vice.

P =

riuznobézky rovnobézky
1 bod Zzadny bod

Vzijemna poloha primky a kruznice — rozliSujeme 3 vzajemné polohy: secny, tecny
a mimobézky. Kritérium pro jejich rozliSeni je opét pocet spolecnych bodl. Secny maji 2 spo-

le¢né body, fecny 1 spoleény bod a mimobézky nemaji zadny spolecny bod.

O

secny tecny mimobézky
2 body 1 bod 0 bodu

Vzijemna poloha dvou kruznic — rozliSujeme celkem 5 vzijemnych poloh: secny,
vnitini tecny, vnéjsi tecny, vnitini mimobézky a vnéjsi mimobézky. Kritérium pro jejich rozlise-
ni nyni nebude spole¢ny pocet boda! Pro¢? Protoze vnitini a vnéjsi teCny i vnitini a vnéjsi
mimobézky maji stejny pocet spoleCnych bodi. Museli bychom tak ke spolecnym bodim
pridat jesté néjakou dal§i podminku, kterd by nam urcila, zda se jedna o vnitfni nebo vnéjsi
kruznice. Takovy zpusob je mozny, ale existuje i mnohem elegantnéjsi zpisob rozliSeni téchto
poloh. Timto kritériem jsou tzv. spolecné tecny.

Co jsou to spolecné tecny? Predstavme si dvé vnéj§i mimobé&zné kruznice. Na jedné
z kruznic si vybereme libovolny bod a timto bodem vedeme k dané kruznici tecnu. Tato te€na
zaujima vaci druhé kruznici jistou polohu. Mize byt ke druhé kruznici mimobézna, mize k ni
byt seCna, a nebo k ni mize byt teCna — tedy bude s ni mit pouze jeden spolecny bod, bod do-
tyku. V tomto tfetim pfipadé se jedna o tzv. spole¢nou teCnu, protoze je tato pfimka tecna

k obéma danym kruznicim. VSe jasn€ shrnuji nasledujici obrazky:
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6 Oo-0O0

mimobézna tecna secnd tecna tecnd tecna
(spolecnd tecna)

Spolecnych teCen mize byt i vice nez jedna; popravde vétsina kruznic ma spole¢nych
vice nez jednu te¢nu. Maximalni pocet spolecnych teCen, které mohou dvé kruznice mit, jsou
Ctyfi. PocCet spolecnych teCen vSak zavisi na vzajemné poloze obou kruznic. U raznych poloh
je pocet spoleCnych teCen rizny — a prave proto pouzivame pocet spolecnych tecen jako krité-
rium pro vzajemnou polohu dvou kruznic.

Vnéjsi mimobézné kruznice maji celkem 4 spole¢né teény, vnéjsi tecné kruznice o jed-
nu min, tedy 3 spolecné tecny, secné kruznice pouze 2 spoleéné te€ny, vnitini tecné kruznice
dokonce jen 1 spolecnou te¢nu, a nakonec vnitini mimobézné kruznice nemaji zadnou spo-

le¢nou te¢nu. Pro¢ tomu tak je je pomérné jasné z nasledujicich obrazku:

O Oo= @ @

vnéjsi mimobézky vnéjsi tecny secny vnitini tecny vnitini mimobézky
4 teény 3 teény 2 teény 1 teCna 0 teCen
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Na zaveér si zopakujme vSechny rizné vzajemné polohy dvou kiivek, které jsme dopo-

sud probrali (jsou to vSechny mozné existujici polohy). VSe pfehledné shrnuje nasledujici

tabulka:

. RUZNOBEZKY "
KRIVKY - - ROVNOBEZKY
dvé primky primka a kruznice dvé kruznice
‘Q
G
- £
E S kolmé pfimky kolmice kolmé kruznice
QO _8
Ll
k- % ( ZI )
S
Q
Q
Q
secné primky secny secné kruZnice
g
. S
Z 3 vnitrni tecny
>&.I) o)
- —
c QD teéné rovnobézky
S
tecny vnéjsi tecny
S
>'.§ @
s | E
o S
= . ‘s Ly ‘s
m O vnitini mimobéZzky | mimobézné rovnobézky
o 8
2o | _
s o/ | O
Q
2 O
mimobézky vnéjsi mimobézky
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3.8 5. KAPITOLA: Inverze

3.8.1 Kruhova inverze

Kruhova inverze, inverze podle kruhu, inverze podle kruznice nebo kruhova soumér-
nost, soumérnost podle kruhu, soumérnost podle kruznice nebo kruhova symetrie, symetrie
podle kruhu a symetrie podle kruznice. To vSe jsou rizné mozné nazvy pro zobrazeni, které
v této ucebnici nazyvame inverze.

Kritérium (pravidlo) urcujici kruhovou inverzi je tzv. Fidici kruznice. Pro zadani
pravidla kruhové inverze tedy staci 3 body, které jednoznacné tuto kruznici urcuji (libovolné
3 nekolinearni body vzdy lezi na jediné kruznici). Stejné jako u ostatnich involuci (soumér-
nosti) nerozliSujeme u kruhové inverze vzor a obraz, ale pouze soumérné sdruzené objekty.

Kazdy bod zaujima v libovolné soumérosti ur¢itou polohu vici fidicimu objektu,
kterou znazorfiujeme orientovanou useckou zvanou pravodi¢ daného bodu. Privodi¢ vychazi
z fidiciho objektu a sméfuje do daného bodu. Soumérné sdruzené body maji pravodic stejné-
ho sméru, ale opacné orientace. Tento smér se nazyva smér involuce. Stredu fidici kruznice
se nekdy tika stied involuce.

Odkud presné vychazi pravodi¢ bodu? Stejné jako u zrcadleni plati, ze privodi¢ musi
byt kolmy na fidici kiivku, tedy pravodi¢ kazdého bodu bude kolmy na fidici kruznici. Jak
pozname, ze je usecka kolmé na kruznici? Libovolna primka, ktera prochazi stredem
kruznice je na tuto kruznici kolma. Pokud je tedy usecka Casti takové pfimky, je pak kolméa
na danou kruznici. Jinymi slovy: Pritvodic bodu je takova orientovana usecka, kterd pri
prodlouzeni prochazi stiedem involuce. Hledame-li na fidici kruznici bod, ze kterého privodic
vychazi, nalezneme jej jako prasecik kruznice s pfimkou, ktera prochazi stredem fidici kruz-
nice a bodem jehoZ privodi¢ hledame. V tomto piipadé to NUTNE MUSI BYT priseéik blize
danému bodu (tedy ten, ktery se nachdzi mezi bodem a stfedem involuce)!

Stejné jako u soumeérnosti (a naopak oproti zrcadleni) existuji u kruhové inverze libo-
volné sméry involuce. VSechny sméry involuce vychazi ze stfedu involuce a mohou tak mit
libovolny smér.

Nasledujici obrazek ukazuje vztah dvou sdruzenych bodu v inverzi (tedy v kruhové
inverzi). Privodice obou bodu vychazeji z ridici kruznice, na kterou jsou kolmé, maji stejny
smér (smér involuce), ale opacnou orientaci. Velikost pruvodica je v inverzi na rozdil od
soumeérnosti i zrcadleni ruzna, a tedy i vzdalenost obou sdruzenych bodi od fidici kruznice

jejina.
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fidici
kruZnice

stied ®--..

involuce smeér

privodit involuce

3.8.2 Zobrazeni bodu

Kdyz jsme si vysvétlovali vSechna piedchozi zobrazeni, vzdy jsme zacinali od obrazu
bodu a poté jsme si ukazovali, jak se zobrazuji pfimky a kruznice. U kruhové inverze vSak
takto postupovat nebudeme. Pro¢? Divod je prosty, zobrazeni bodu v kruhové inverzi je
pomeérné narocné. Misto toho si nejprve ukazeme, jak se zobrazuji pfimky a kruznice a teprve

uplné nakonec se dostaneme k zobrazeni bodu. Timto postupem si uSetfime mnoha trapeni

a nakonec nam bude v§e daleko srozumitelné&jsi @
3.8.3 Zkoumani zobrazeni

V této podkapitole nebudeme prozkoumavat inverzi podobnym zptisobem jako v pied-
chozich kapitolach. Zobrazeni jako osova a stfedova soumeérnost se na Skolach normalné
probiraji a zobrazeni posunuti a otoceni jsou jednoducha a nazorna. Z toho diivodu jsme si
mohli dovolit peclivé zkoumat jejich rizné vlastnosti, protoze jsme s nimi méli doposud
mnohé zkuSenosti. Kruhovéa inverze je vSak pro nas naprosto nové a neznamé zobrazeni a pii
jeho zkoumani bychom se mohli dostat do slepych ulicek. Proto si v této podkapitole vSechny
dulezité vlastnosti pouze uvedeme a detailn€ zkoumat je budeme az v dalSich dilech ucebnice;

az poté co se s inverzi vice seznamime a zvykneme si na ni.

Zachovava inverze VELIKOST geometrického objektu?
Inverze obecné nezachovava velikost zddného geometrického objektu. Proc? Hlavnim
divodem je predevsim to, ze velikost privodi¢u vSech bodu néjakého objektu a pruvodicu

jejich obrazl je rizna, coz souvisi s tim, Ze se jedna o nelinedrni zobrazeni. Vétsina linearnich
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zobrazeni (ale ne vSechna) zachovava velikosti objekti, ale zobrazeni, které linearni nejsou si
velikosti nezachovavaji — je to dano tim, ze se useCky u nelinearnich zobrazeni nezobrazi
vzdy na usecky.

Existuji vSak specialni pripady usecek a kruznic, které si velikost zachovavaji. U tako-
vych objekti je pak velkym dobrodruzstvim pfijit na to, v kterych pfipadech tomu tak je

a procC.

Zachovava inverze TVAR geometrického objektu?

Inverze opét obecné nezachovava tvar zadného geometrického objektu, a to ze stejné-
ho davodu jako u zachovani velikosti — pruvodice sdruzenych bodd maji riznou velikost,
a tudiz se nezachovavaji vzajemné uhly mezi riznymi body geometrického objektu.

I zde existuji specialni pfipady useCek, které si tvar zachovavaji. A nejen to! Nas
predevsim zajimaji primKky a kruznice. U nich je zachovani tvaru mnohem pozoruhodnéjsi.
V nékterych pripadech se totiz jejich tvar zachovava (tzn. pfimky zistavaji pfimkami a kruz-

nice kruznicemi), v jinych pfipadech se naopak pfimky méni v kruznice a kruznice v pfimky.

A o tom, kdy se tyto objekty méni ¢i neméni, budou pojednavat nasledujici kapitoly @

Zachovava inverze UMISTENI geometrického objektu?

Rekli jsme si, Ze osova soumé&most a kruhova inverze maji mnoho spolenych vlast-
nosti. Pojd'me si tedy srovnat, jak to je se zachovanim umisténi (neboli se samodruznosti)
riznych objektl u zrcadleni a inverze.

Vime, ze u zrcadleni je samodruzny takovy bod, ktery je incidentni s fidici pfimkou.
U inverze je to naprosto stejné. Body incidentni s fidici kruznici jsou vSechny samodruzné,
tedy Fidici kruznice je silné samodruzna kruznice.

Dale se zabyvejme slabé samodruznymi objekty. Mezi ty patii 1 specialni pfipady use-
cek, ale stejné jako u ostatnich vlastnosti se jimi nebudeme nijak zvlast zabyvat. Pro nas
mnohem zajimavéjsi budou samodruzné pfimky a kruznice.

U zrcadleni platilo, ze slabé samodruzna pifimka musela byt kolma na fidici pfimku
a slabé samodruzna kruznice byla takova, jejiz stfed lezel na fidici pfimce. My ale vime, ze
pokud stfed kruznice lezi na néjaké pfimce, jsou tato kruznice a pfimka na sebe kolmé. Tedy
u zrcadleni byly slabé samodruzné kiivky takové, které byly kolmé na fidici pfimku. A proto-
ze ma zrcadleni v tomto stejné vlastnosti jako inverze, musi to platit i pro kruhovou inverzi.

Tedy krivky kolmé na Fidici kruznici jsou slabé samodruzné.
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Zachovava inverze POLOHU geometrického objektu?

Usecky a pfimky zachovavaly u zrcadleni svou polohu v piipadg, e byly rovnobézné
nebo ko/mé k tidici pfimce. Jak je to u inverze? Oba objekty si 1 u inverze zachovavaji polohu
v pfipade, ze jsou kolmé k tidici kruznici. Zachovavaly by se, 1 kdyby byly rovnobézné, ale
takové usecky ani pfimky neexistuji @

Jest€é by nas mohlo napadnout, ze by si polohu mohly zachovavat také rovnobézné
nebo kolmé kruznice, ale my uz vime, ze kruznice ma jen jednu polohu a ta se zachovava

stale (pokud se tedy vysledny objekt na kruznici zobrazi).

Zachovava inverze ORIENTACI geometrického objektu?

Inverze obecné nezachovava orientaci zadného geometrického objektu. Stejné jako
zrcadleni, tak i1 inverze méni orientaci geometrickych objekti. Ale POZOR! U zrcadleni to
platilo vzdy. U inverze existuji vyjimky — specialni pfipady, u nichz se orientace zachovava.
Nebudeme zatim vysvétlovat kdy a pro¢ tomu tak je. Pro zvidavé ale uvedeme, ze to souvisi
s tim, Ze u inverze (na rozdil od zrcadleni) existuje tzv. stred involuce. Diky existenci tohoto

stfedu pak mohou nastat pfipady, u nichz se orientace nemeni, ale zistava zachovana.

Nasledujici tabulka shrnuje vS§echny vysSe uvedené vlastnosti inverze.

- v s

OBJEKT VELIKOST TVAR UMISTEN POLOHA  ORIENTACE
CHECHNONNCONES.
USECKA @ @ @ @ @
PRIMKA @ @ @ @ @
KRUZNICE @ @ @ @ @
MNOHOUHELNIK ® ® ® ® ®
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3.8.4 Zobrazeni piimky a kruznice

Kdyz si prohlédneme tabulku vlastnosti vySe, vidime, ze se toho u inverze moc
nezachovava. U mnohouhelnikt se nezachovava prakticky nic. Je to zptsobené tim, ze kazdy
mnohouthelnik ma minimalné tfi strany a kdyz se podivame, jak je to s useCkami, zjistime, ze
ty se zachovavaji pouze ve specialnich pfipadech. V obecném pfipadé se u mnohouhelniku
nezachova zadna strana a vSechny jeho strany se v inverzi zméni na oblouky.”

Pokud ma mnohouhelnik vhodnou polohu, zachova se pfi inverzi jedna jeho strana
(tim je mysleno, Ze se zobrazi opét na usecku). Pii velmi vhodné poloze se nam podafi
zachovat dvé strany mnohouhelniku. Vice stran vSak zachovat neni mozné. Z toho divodu se
ani libovolny trojuhelnik (jako nejjednodussi z mnohothelnikti) nikdy nemlze zobrazit opét
na trojuhelnik! Vznikne pouze jakysi objekt slozeny z obloukti a pfipadné jedné ¢i dvou
usecek. To plati pro vSechny mnohouhelniky.

Z téchto divodi nema smysl se u inverze jakkoliv zabyvat mnohouhelniky. Nasi
pozornost zaméfime predevsim na pfimky a kruznice a na to kdy, pro¢ a jak se pfi inverzi
meéni jedna kiivka na druhou ¢i naopak zlstavaji kfivkou stejnou. O obou kiivkach, a to
jakym zptiisobem se zobrazuji v kruhové inverzi, pojednavaji nasledujici dvé kapitoly. V této
kapitole si uz jen shrneme, co zatim o inverzi vime a upozornime na podobnosti se zrcadle-
nim. Nékteré informace ponekud predbihaji nasledujici kapitoly, takze pokud vam bude néco

ptipadat nesrozumitelné nebo nelogické, v dalsich kapitolach to bude objasnéno.

3.8.5 Inverze

Inverze (nebo také kruhova inverze) je kruhové (nelinearni) zobrazeni, které je ur€eno
Fidict kruznici, tedy tfemi body (tfi body tuto kruznici urcuji — kruznice jimi prochazi). Z této
kruznice kolmo vychazi orientované tseCky zvané pruvodice, které smétuji ke vSem ostatnim
bodim. Body, které maji privodi¢ stejného sméru (ale rizné velikosti), av§ak opacné orienta-
ce se nazyvaji soumérné sdruzené body. Diky existenci téchto pari bodid nerozliSujeme u ja-

kéhokoliv zobrazeni soumérnosti (involuce) mezi vzorem a obrazem.

23 Pro¢ zrovna na oblouky? — Mnohothelniky se sklddaji z useCek a tisecky jsou ¢asti pifimek. Protoze se v in-
verzi méni n¢které pfimky na kruznice, méni se i Casti piimek na ¢asti kruznic — tedy tseCky na (kruhové)

oblouky.

153



Zobrazeni nezachovava u geometrickych objektd obecné zadné zkoumané vlastnosti.
Nezachovava se velikost ani tvar, umisténi, poloha ani orientace. Existuji vSak specialni pfi-
pady, kdy se nékteré z vlastnosti zachovavaji (napf. poloha usecek a ptimek kolmych k tidici
kruznict).

Inverze ma nekone¢né mnoho samodruznych bodu (vSechny tvoii ridici kruznici)
a zadné samodruzné sméry coz znamena, ze obraz pifimky libovolného sméru nebude obec-
n¢ rovnobezny s jejim vzorem. Pfimky a kruznice jsou slabé samodruzné pouze pokud jsou

kolmé k tidici kruznici. Ridici kruznice sama je pak silné samodruzna.

Inverze je zobrazeni inverze uréené kruznici, ve kterém
existuji dvojice soumérné sdruzenych bod( ur¢ené
privodicem rGzné velikosti ale stejného sméru, avSak
opacné orientace.

Znaci se velkym pismenem | (inverze) s dolnim indexem,
ktery urCuje pravidlo zobrazeni (Fidici kruZnici), napf.:
I

w(S)*

Stejné jako u zrcadleni tak 1 v pfipad¢€ inverze rozdé€luje ridici kfivka (v ptipadé€ inver-
ze tedy fidici kruznice) rovinu na dvé ¢asti — vnitini a vnéjsi oblast kruznice. Na rozdil od zr-
cadleni nejsou tyto dvé oblasti shodné, kazda ma trochu jiné vlastnosti. Co je vsak pro obé zo-
brazeni stejné je to, ze VSECHNY body z jedné oblasti se zobrazi do druhé oblasti a naopak!

Kazdy bod ze soumérné sdruzeného paru se nachazi v jiné oblasti urcené ridici

krivkou!

=]
V zobrazeni inverze se tedy vyskytuji 3 navzdjem riizné cdsti roviny — 2 oblasti
a 1 krivka. Tyto oblasti jsou vnitrni a vnéjsi oblast kruznice, které zobrazuji své body vzdy do
té druhé oblasti a touto kiivkou je Fidici kruznice, ktera zobrazuje své body samy na sebe — je

to tedy silné samodruzna kruznice.
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Pro uplné shrnuti jesté slouzi nasledujici obrazky, na nichz mizeme vidét vzory

a obrazy jednotlivych geometrickych objekta s pfislusnou fidici kruznici:

(90 (@
L/ O~

3.9 6. KAPITOLA: Inverze primek

@

3.9.1 Zobrazeni piimek

O primkach uz tu snad bylo feCeno vse. Pojd'me si ale jesté jednou, pro jistotu, zopa-
kovat co jsme se o nich zatim dozvédéli a co bude pro dalsi studium potieba. Ud€lejme to

vsak jen ve zkratce v par bodech:

* pfimka je nekonecné dlouha rovna cara prochazejici bodem v nekonecnu

* kazda pfimka je ur€ena libovolnymi dvéma body, jimiz tato pfimka prochézi

 tfi libovolné body, které lezi na jedné piimce se nazyvaji kolinecrni

e vuci kruznici maze mit piimka celkem 4 rizné polohy: secna, tecna, mimobé:z-
ka a kolmice

* libovolna pfimka, ktera prochazi sttedem kruznice je na tuto kruznici kolma

e primka si v kruhové inverzi zachovava svou polohu a umisténi v pifipade, ze je
kolma na ridici kruznici

» ptimka se v kruhové inverzi zobrazi na ptimku nebo na kruznici
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Vybaveni témito znalostmi si postupné projdeme vSechny polohy piimky vuci fidici
kruznici. Ukazeme si, jakym zpusobem se tato piimka zobrazi, a jak obraz této piimky

narysovat.

3.9.1.1 Secnd primka

Nejprve zaCneme seCnou piimkou, protoze tato poloha je pro pochopeni zobrazeni
v inverzi nejnazorné€jsi a nejjednodussi. VSe si jasné a prehledné vysvétlime na obrazcich.
Nejprve si predstavme fidici kruznici (na obrazku v zelené barvé) a seCnou ptimku (na obraz-

ku v barvé modré, pruseciky s kruznici jsou vyznaceny Cerné).

Jaky bude obraz této pifimky v inverzi? Mame dvé moznosti; bude to pifimka nebo
kruznice. Z minulé kapitoly vime, ze fidici kruznice je siln€¢ samodruznd, neboli libovolny
bod této kruznice se zobrazi sam na sebe. Secnd pfimka ma s fidici kruznici dva spolecné
body (priiseciky). Tyto praseciky lezi na fidici kruznici, a tudiz jsou samodruzné. To ovSem
znamena, ze vysledny obraz modré pfimky bude také prochazet témito dvéma body.

Dvéma body je urCena pifimka a tim padem by obraz modré pifimky mohla byt opét
piimka, ktera by prochazela stejnymi dvéma praseciky. To by ov§em znamenalo, ze by obra-
zem modré pifimky byla totozna pfimka (protoze by prochazela stejnymi body). Totozna zna-
mend také samodruznd, ale my z predchozi kapitoly vime, ze samodruzna pfimka musi byt
kolma na fidici kruznici, a to modra pfimka neni (neprochazi totiz stfedem involuce). Z toho
vyplyva, ze obrazem modré ptimky nemiize byt pfimka. Musi to tedy nutné byt kruznice. Ale

jaka?
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Dvéma body muze prochazet nekone¢né mnoho kruznic. Abychom kruznici (a tedy
1 obraz pfimky) urcili pfesné€, potfebujeme jesté tieti bod, kterym kruznice prochazi. Jaky bod
to ale je? Tato informace je poslednim dilkem skladacky, ktery nam pomiize pochopit vsech-
na zobrazeni piimek a kruznic v inverzi. Berte ji jako definici: Obraz libovolné pfimKky v in-
verzi VZDY prochizi stiedem involuce! Pro¢ tomu tak je? To se dozvime na samotném
konci této ucebnice. Je to velice zajimavé a je to néco, co odliSuje inverzi od vSech ostatnich
zobrazeni. Zatim v§ak musime byt trpélivi a brat to jako fakt, kterému musime véfit, abychom

mohli pracovat dale.

Nicméné ted’ uz jsme hotovi. Protoze jsou pruseciky fidici kruznice a pfimky samo-
druzné, musi témito dvéma body prochézet i vysledny obraz modré ptimky. Tento obraz také
musi prochéazet sttedem fidici kruznice (podle pravé uvedené definice). Vime, ze obrazem
bude kruznice (na obrazku v ervené barveé) a mame celkem tfi body, kterymi tato kruznice
musi prochazet. To je vSe, co potfebujeme k jejimu sestrojeni. Staci uz jen nalézt stfed této

kruznice — to jsme si vysvétlovali v ivodni kapitole. Cela konstrukce je uvedena zde:
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Inverze primky (secny) — zapis konstrukce

Je déna Fidici kruznice w(S) a k ni se&na pfimka p.

1. P; PeEpnw(S)
Q; Qepnw(S) A Q#P
IZ Oznadime body P a Q, které jsou prisediky
ptimky p a fidici kruznice o (S).
2. O; |0s|=|oP|=|0Q|
Sestrojime bod O, ktery je stfedem kruZnice
prochazejici body S, P a Q.

3. p'(0); S,P,Qep'(0)
Q Sestrojime kruznici p ' se stfedem O,
p kterd prochézi body S, P a Q.

E

Kruznice p'(O) je hledany obraz pfimky p
v inverzi podle kruznice w(S).

Zkraceny zapis konstrukce:

p'(0); I,s(p]

Nez se pustime do dalSiho vykladu, pojd'me se jesté zabyvat otazkou, jak se méni
obraz ptimky, kdyz se méni poloha pfimky vuci fidici kruznici. Stale chceme, aby pitimka
zustala jeji seCnou. Protoze nezalezi na tom, jak bude pifimka vuci kruznici ,,nato¢ena”, bude
nas zaji-mat pouze to, jak se méni obraz v pfipad€, ze se piimka vzdaluje ¢i piiblizuje vici

stiedu fidici kruznice. Nasledujici obrazky by nam mély na tuto otazku odpoveédét:

5_@ .

Jak je vidét, obraz modré piimky (tedy Cervena kruznice) stale prochazi pruseciky

modré pifimky a (zelené) fidici kruznice a také stfedem involuce. Vidime, ze ¢im blize je
ptimka stredu fidici kruznice, tim vétsi je polomér Cervené kruznice a naopak. Cim vzdalené;-

§i je pifimka od stfedu involuce, tim mensi je polomér vysledného obrazu.
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3.9.1.2 Tlecna primka

Pokud zacneme posunovat pifimku dal a dal od stfedu involuce, priseciky pfimky
s fidici kruznici se zatnou pohybovat po kruznici a piiblizovat se k sobé (teoreticky se vlastné
otaci, pricemz stied otaCeni je stied fidici kruznice). V urcité vzdalenosti primky od stfedu
involuce (tato vzdalenost je rovna poloméru fidici kruznice) se pak oba priiseciky stanou
totoznym bodem — bodem dotyku;, ptimka se pak stane fecnou ftidici kruznice. Podobnou
uvahu jsme jiz provadéli pii vysvétlovani principu Thaletovy kruznice.

Jaky bude obraz tecné primky? Vime, ze to musi byt opét kruznice, protoze tecna

pfimka neni kolma na fidici kruznici a ze bude prochazet dvéma body — stfedem involuce

a bodem dotyku. To nam ale bohuzel nestaci ® Abychom presné urcili kruznici, ktera ma
byt obrazem, musime mit minimaln¢ tii body. Zadny dalsi bod vSak uz neméame, nicméné asi

uz tusime, jak bude tato kruznice vypadat. Pro uplnou pfedstavu jsou tu jesté obrazky:

D (@

Pokud nemutzeme nalézt dalsi bod, kterym ma vysledna kruznice prochazet, musime

pro jeji urCeni nalézt alespon stied. Kdyz se nam povede nalézt stied vysledné kruznice, 1ze ji
pak jednoduse sestrojit, protoze uz zname dva body, kterymi prochazi. Vratme se tedy zpét
k vySe uvedenym obrazkim a zkusme si na nich v§imnout kde a jakym zptisobem se pohybuje
stfed vysledné kruznice.

Vypada to, ze stied vysledné (Cervené) kruznice se pohybuje po pfimce. D4 se tedy
predpokladat, ze pokud by toto platilo pro vSechny pfipady secné ptfimky, bude to platit i ve
specialnim piipadé tecné primky. Tedy v pfipad€, kdy oba pruseciky splynou v jeden bod (zde
pouzivame stejnou logiku jako v pfipadé Thaletovy kruznice). Jaka je to ale piesné piimka, po

které se stfed pohybuje?
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Ptfimka, na niz se vzdy nachazi stied Cervené kruznice je takova piimka, ktera je kolma
na modrou pifimku a ktera zaroven prochazi sttedem zelené kruznice (tedy fidici kruznice ¢ili
sttedem involuce). Proc? Vime, zZe stfed kruznice, ktera prochazi dvéma libovolnymi body, se
nachazi na ose usecky, jejiz krajni body jsou ony dva dané body (viz kapitola Ofoceni, Cast
Pohyb po kruznici). Z geometrie bychom pak méli védét, ze pokud takové dva body lezi na
kruznici (v nasem piipad€ se jedna o ony dva pruseciky), pak osa usecky, kterou tyto dva
body tvofi, prochazi sttedem této kruznice. Tedy osa usecky, jejiz krajni body jsou pruseciky
modré pifimky se zelenou kruznici, prochazi sttedem zelené kruznice. Na této ose pak vzdy

lezi stfed Cervené kruznice.

Hledame stied Cervené kruznice (coz je obraz modré pfimky v inverzi; modra pifimka
je vzor). Vime, ze prochazi dvéma body — stfedem involuce a bodem dotyku. Ale stfed kruz-
nice, ktera prochazi dvéma body, se nachazi na ose usecky tvorené témito body! Podivejme se

na obrazek nize a bude nam hned jasné, kde pfesné se stfed Cervené kruznice nachazi.

Z obrazku je pak jasné patrné, ze pro sestrojeni Cervené kruznice staci sestrojit
Thaletovu kruznici nad useCkou (primérem), jejiz krajni body jsou stfed involuce a bod

dotyku:
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Inverze pfimky (tecny) — zapis konstrukce

Je dana Fidici kruznice w(S) a k ni teénd pfimka p.

1. T; T€pn w(S)
Oznac¢ime bod T, ktery je bodem dotyku
primky p a fidici kruznice @ (S).

2. p'(0); Tgr
Sestrojime Thaletovu kruznici p'(O)
nad pramérem ST.

Kruznice p'(O) je hledany obraz pfimky p

v inverzi podle kruznice o (S).

3.9.2 Incidentni kruznice

Prozatim jsme se naucili sestrojit obraz dvou typu ptimek — secné a te¢né primky (vici
fidici kruznici). Ve skuteCnosti ale uz umime vytvofit i obraz dvou typa kruznic! Opravdu??
Ale ano. Vzpomenime si na jednu dilezitou véc, ktera je spolecna v§em zobrazenim involuce
(soumé&rnosti) — a sice to, ze u nich nerozliSujeme vzor a obraz (nazyvame je sdruzené objek-
1), protoze obraz obrazu je puvodni vzor! Pokud tedy mame néjaky objekt a jeho vzor, pak

obraz tohoto vzoru je zpatky pivodni objekt. A protoze uz vime, Ze obrazy secné a tecné

ptimky jsou n€jaké kruznice, tak uz zname také obrazy téchto kruznic @

Obrazem secné primky je seéna Kruznice, ktera prochéazi stfredem involuce (to musi
kvali definici). Obrazem (vnéjsi) tecné primky je vnitini te¢na kruznice, ktera také prochazi
sttedem fidici kruznice. Je tedy jasné, ze obraz se¢né kruznice prochazejici sttedem involuce
bude seCna pifimka a obraz vnitini te€né kruznice prochazejici sttedem involuce bude tecna
pfimka.

Obé kruznice prochazeji stredem fidici kruznice. Mzeme také fict, ze jsou incidentni
se stfedem fidici kruznice. Zkracené pak oznacCujeme tyto kruznice jako incidentni, coz zna-
mena Ze jsou incidentni se stfedem involuce. Protoze konstrukce jejich obrazi je v jistém
smyslu pouze obraceny postup puvodnich konstrukci, je konstrukce obrazi téchto incident-
nich kruznic pomérné jednoducha. U secné kruznice nalezneme priseciky s fidici kruznici
a témito dvéma body vedeme vyslednou piimku. U tecné kruznice staci pouze sestrojit teCnu

k fidici kruznici v bod¢ dotyku.
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Inverze kruznice (incidentni secny) — zapis konstrukce

£

Zkraceny zapis konstrukce:

Je dana Fidici kruznice w(S) a k ni se&nd kruznice
k(O) prochazejici stfedem involuce S.
1. P; Pek(O)nw(S)
Q; Qek(O)nw(S) A Q=#P
Oznat&ime body P a Q, které jsou priseciky
kruznice k (O) a fidici kruznice @ (S).
2. k'; P,Qek’
Sestrojime pfimku k ', ktera prochazi body P a Q.
P¥imka k ' je hledany obraz kruZnice k(O)
v inverzi podle kruznice w(S).

k's Ia)(S)[ k(O) ]

Inverze kruznice (incidentni vnitfni tecny) — zapis konstrukce

E’

Je dana Fidici kruznice w(S) a k ni vnitini te¢nd
kruznice k(O) prochézejici sttedem involuce S.
1. T; T€k(O)n w(S)
Oznac¢ime bod T, ktery je bodem dotyku
kruznice k (O) a fidici kruznice @ (S).
2. k'; k'nw(S)=(T]
Sestrojime primku k ', kterd je te¢nou
kruznice @ (S) s bodem dotyku T.
P¥imka k ' je hledany obraz kruZnice k(O)
v inverzi podle kruznice o (S).

Kromé incidentni se¢né kruznice a incidentni vnitini te¢né kruznice existuje jeste

incidentni vnitini mimobézna kruznice (vnéjsi te€na a mimobezka byt incidentni nemohou —

divod je myslim pochopitelny). Jaky bude obraz incidentni vn&jsi mimobézné kruznice? Tak

predevsim je jasné, ze to bude pfimka. Obraz ptfimky totiz vzdy (z definice) prochazi sttedem

involuce. Tim padem, pokud né&jaka kiivka prochazi sttedem involuce (je tzv. incidentni) musi

byt jeji vzor pfimkou. A protoZze muzeme prohodit vzor a obraz, tak i jeji obraz musi byt

ptimkou. Jak uz bylo feCeno, u zobrazeni soumérnosti je jedno, ktera kfivka je vzor a ktera

obraz.
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Vratme se k uvaham a obrazkiim, které jsme vidéli u secné a tecné ptimky v predchozi
podkapitole, ale vztahnéme je nyni k incidentni kruznici (ta je na obrazcich nize vyobrazena
modrfe). Kdyz se stfed této kruznice piiblizuje smérem ke stfedu involuce, polomér kruznice
se zmensuje (logicky) a obraz této kruznice (Cervena piimka) se vzdaluje od stfedu involuce.
Co by se délo s obrazem modré kruznice, kdyby se jeji stied posunul jesté blize ke stfedu
involuce a stala by se tedy mimobé&znou vnitini kruznici vuci fidici kruznici? Obrazem by
stale byla pfimka, protoze by kruznice byla incidentni. Kdyz se polomér modré kruznice
zmenSoval, Cervena pfimka se vzdalovala od stfedu involuce; da se tedy oCekavat, ze tomu tak

bude i nadale, viz nasledujici obrazky.

Na prvni pohled to vypadd, ze mame docela problém. Kdyz byla modra kruznice
secnou fidici kruznice, znali jsme dva body, kterymi ma vysledny obraz (Cervena piimka)
prochéazet. U teCny jsme znali pouze jeden bod, ale ten urCoval tecnu kruznice, takze nam
stacil. V tomto ptipadé, kdy je modra kruznice mimobézkou fidici kruznice, v§ak nezname
zadny bod, kterym bude Cervena pifimka prochézet!

Situace ale neni tak tragicka, jak to vypada. I kdyz nezname zadny bod, kterym bude
cervena primka prochazet, vime jednu véc! Totiz to, ze Cervend pifimka bude kolma na piim-
ku, po niz se pohybuje stfed modré kruznice (na obrazcich vyse je tato pfimka Seda a ¢ercho-
vand). Staci nam tedy néjak najit libovolny bod Cervené piimky a pak uz z né jen spustit
kolmici na Sedou pfimku.

Jednotlivé body v inverzi vSak zatim neumime zobrazovat — fikali jsme si, ze se to
nau¢ime az v zavéru této ucebnice. Abychom tedy mohli ¢ervenou pfimku sestrojit, budeme
potiebovat né€jaky fig/, ktery nam s tim pomuze. Jesté predtim si vSak musime vysvétlit néco,

co se nazyva zakon zachovani incidence . ..
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3.9.2.1 Zakon zachovani incidence

Zni to jako néco hrozné uceného a strasné slozitého, ale opak je pravdou @ Zakon
zachovani incidence je néco, co vSichni zname. Néco uplné samoziejmého, a to az tak, ze
jsme se o tom doposud nepotiebovali ani zminovat. Ted ale pfisel ten Cas, protoze diky tomu-
to zékonu budeme moci pouzit nas figl k nalezeni obrazu incidentni mimobé&zné kruznice.

Uz dfive jsme v piedchozich kapitolach u zobrazeni zkoumali, zda se zachovavali
urcité vlastnosti, napt. poloha, orientace apod. U nékterych zobrazeni se nékteré vlastnosti
zachovavali, jiné se nezachovavali (napf. u zrcadleni se vzdy zachovavala velikost a tvar, ale
nikdy se nezachovavala orientace). Nicméné u vSech zobrazeni (a to jak linearnich, tak 1 ji-
nych) se VZDY zachovava incidence. Proto se tomu fika zékon, protoze to plati u viech
zobrazeni.

Zakon zachovani incidence fika, ze pokud mame néjakou kiivku a na této kiivce lezi
néjaky bod, pak obraz tohoto bodu bude lezet na obrazu této kiivky. Jinymi slovy, nesmi se
nikdy stat, ze na néjaké kiivce bude lezet bod, ale na obrazu této kiivky uz nebude lezet obraz
zminéného bodu. Diky tomu, Ze existuje zakon zachovani incidence, se mizeme spolehnout
na to, ze libovolny bod néjaké kiivky si zachova svou incidenci k této kiivce — tedy ze si
zachova vlastnost , lezet na této kiivce™. Ostatné nic jiného by nas asi ani nenapadlo, to ze by
tento zakon neplatil, vypada absurdné. To je také davod, proc jsme se o ném zatim nezmifio-
vali — nebylo to potieba, protoze s nim kazdy automaticky pocital.

To byl ptipad incidence bodu ke kiivce. Existuje vSak 1 pfipad incidence dvou kiivek,
ktery je pro nas mnohem dulezit&jsi! V tomto pfipadé fika zakon zachovani incidence, ze
pokud maji dvé krivky spolecné néjaké body, pak maji i jejich obrazy spole¢né body
a tyto spolecné body jsou obrazy téch bodi, které byly spolecné jejich vzorum. Pocet
spolecnych bodu a jejich #yp zistava zachovan. Takze jinymi slovy, pokud byly dvé kiivky
vzajemné secné a mély spolecné dva pruseciky, pak i jejich obrazy budou vzajemné secné
a budou mit spolecné dva pruseCiky. Pokud byly dvé kiivky te¢né se spole¢nym bodem
dotyku, pak 1 jejich obrazy budou tecné s jednim bodem dotyku. Tento bod dotyku bude
obrazem bodu dotyku ptavodnich dvou teCen. Stejné tak pruseCiky obrazi v predchozim
piipad€ budou obrazy prasecika vzorovych kiivek.

Pojd'me si vSe ukazat na prikladech. Nejprve pfipad, kdy v néjakém (neznadmém)

zobrazeni zakon zachovani incidence plati:
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a

X€anb, Y€anc Ze€a X, €a,Nb, Y €a,nc, Z €a,

Vidime, Ze kiivky a a b jsou se¢né kiivky s pruseikem X. Stejné tak kiivky a, a b,
jsou secné a jejich prasecikem je bod X,. Kfivky a a c jsou te¢né s bodem dotyku Y. Obra-
zem jsou kfivky a, a c¢,, které jsou taktéz tecné a maji bod dotyku Y, ktery je obrazem bodu
Y. Vse tedy zatim funguje. Nakonec bod Z lezi na kiivce a, coz plati 1 pro jejich obrazy — bod
Z, lezi na kiivce a,.

Nyni st ukazme pfipad, v némz zédkon zachovani incidence neplati:

X€anb, Yeanc, Ze€a X,€b, Y,€a,nNc, Z,€a,

Kiivky a a b jsou secné kiivky s praseCikem X. Kdyz se vSak podivame na jejich
obrazy, zjistime, Ze kiivky a, a b, jsou te¢né, nikoliv se¢né. Navic jejich spoleny bod (ktery
byl ptivodné prisecikem a nyni je bodem dotyku) neni obrazem bodu X. Bod X se zobrazil na
bod X, a zachoval si incidenci ke kfivce b,, ale uz si nezachoval incidenci ke kfivce a,! Spo-
lenym bodem kiivek a a ¢ je bod Y. Zde to vypada, ze se incidence zachovala, protoze
spolecny bod kiivek a, a ¢, je bod Y,, tedy obraz bodu Y. AvSak nezachoval se #p vzajemné
polohy téchto kiivek. Bod Y byl bodem dotyku dvou tecen, ale bod Y, je pruseCikem dvou

seCen. V jistém smyslu se tak ani v tomto pfipadé incidence nezachovala... Nakonec bod Z

byl incidentni s kiivkou a, ale jejich obrazy incidentni nejsou — to je myslim ziejmé.
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Pokud je vam vse jasné, sméle pokracujte dale! V pfipadé€, ze zakonu zachovani inci-

dence nerozumite, zkuste si projit tuto cast jesté jednou, a nebo se k ni vratit pozdéji @
3.9.2.2 Figl s primkou

Diky zakonu zachovani incidence mizeme sestrojit obraz incidentni mimobézné kruz-
nice a to pomoci tzv. figlu s primkou. V nasledujici Casti si vysvétlime jak a pro¢ tento figl
vlastné funguje. Zacnéme nejprve obrazkem, ktery ukazuje nasi situaci. Mame fidici kruznici
(zelend) a incidentni mimobéznou kruznici (modra), kterou chceme v inverzi zobrazit. Vime,
ze obrazem bude piimka (Cervend) a vime, ze bude kolma na ptfimku prochézejici stredy obou
danych kruznic (Sed4). Bohuzel nezname zadny bod, kterym by tato pfimka (Cervena) méla

prochézet, a tudiz nevime, kde presné se bude nachazet; proto na obrazku zatim chybi.

No a co ted? Vypada to, ze jsme v koncich... To, co nas nakonec zachrani je prave
zdkon zachovani incidence. Sam o sobé je nam ale k ni¢emu. Funguje jenom ve spojeni
s onim zmiflovanym figlem s primkou. Tak uz tedy nezdrzujme a vysvétleme si, co to ten
figl je a jak a pro€ funguje!

Do obrazku si ptidame dalsi ptimku (fialovou) — to bude ta pfimka, se kterou provede-
me onen figl. Tato pfimka musi byt te€na modré kruznice. Teoreticky mizeme pouzit libovol-
nou teCnu modré kruznice, ale my si vybereme takovou, kterd je zaroven kolma na Sedou
pfimku, a ktera neprochazi stfedem involuce. Je to z toho divodu, ze takto bude cely figl

o dost jednodussi nez s jinou primkou. Pro lepsi predstavu je tu opét obrazek:
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oS!

K ¢emu nam bude takova piimka dobra? V tom je prave ten figl! Takovou piimku (fialovou)
umime totiz zobrazit v kruhové inverzi — je to totiz secna fidici kruznice, a to byl hned prvni
pfipad, ktery jsme se naucili na zaatku této kapitoly. Do obrazku tedy pfidame obraz této

fialové pfimky — bude to incidentni secné kruznice (oranzova).

!

A ted prichazi na fadu zékon zachovani incidence! Modra kruznice a fialova primka jsou
te¢né kiivky a maji jeden spole¢ny bod (bod dotyku). Podle zakona zachovani incidence musi
byt jejich obrazy (v libovolném zobrazeni) také te¢né kiivky a mit také jeden spole¢ny bod.
Nase hledana Cervena piimka tedy bude kolma na Sedou pfimku a zaroven bude tecnou
oranzové kruznice. Takova pfimky existuji sice dvé, ale jedna z nich by prochézela stredem

involuce a to vime, Ze Cervena pfimka neprochéazi. Zbyva uz tedy jen jedind moznost, kde

muze Cervena piimka byt. @
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Nas problém jsme nakonec vyfesili! Kruznice, kterou jsme chtéli zobrazit (modra)

byla ,,schovand™ uvnitf fidici kruznice. Nem¢la tak s fidici kruznici zadné spole¢né body,

o kterych vime, Ze jsou samodruzné a tim padem by byly i soucasti vysledného obrazu (jak

tomu bylo u ostatnich pfipadi). My jsme si ale poradili tim, Ze jsme si na tuto kruznici

,,dosahli“ ptimkou (fialovou), ke které umime v inverzi sestrojit obraz. A diky zdkonu zacho-

vani incidence a tomu, zZe tato nasSe piimka (fialova) byla teénou vzorové kruznice (modré),

jsme nakonec nasli zptsob, jak obraz sestrojit.

Pro uplnost jesté jako obvykle, uvadime podrobny postup krok po kroku:

Inverze kruZnice (incidentni vnitini

mimobézky) — zapis konstrukce

na kruz

1.

ka’

Pfimka

Je ddna Fidici kruznice o (S) a k ni vnitfni mimobé&z-

nice k(O) prochézejici sttedem involuce S.

p; S,0€p

Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.
X; Xepnk(O) A X#S

Oznaéime bod X, ktery je priseéikem pfimky p a
kruznice k(O) a je rtizny od bodu S.

9, 9Lp N XEq

Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem X.

q'(R); I,5[q]

Sestrojime kruznici q'(R), které je obrazem
pfimky g v inverzi podle kruZznice w (S)

Y; YeEpnq'(R) A Y#S

Oznaéime bod Y, ktery je prusedikem pfimky p a
kruznice ' (R) a je rizny od bodu S.

k' k"Lp N Yek’'

Sestrojime kolmici k ' k pfimce p prochézejici

bodem Y.
k" je hledany obraz kruznice k(O)

v inverzi podle kruznice w(S).
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3.9.3 Zobrazeni piimek (pokracovani)

Naucili jsme se, jak sestrojit obraz secné a teéné ptimky vucéi fidici kruznici. Poté jsme
si udélali malou odbocku a fekli jsme si, jak sestrojit obrazy incidentnich kruznic — secné,
te€né a mimobézné. Nyni je naCase vratit se zpét k pfimkam a dokoncit zbylé dvé polohy

ptfimky vuci tidici kruznici. Pojd'me na to!

3.9.3.1 Mimobézna primka

Pfi hledani obrazu mimobé&zné piimky fidici kruznice mame obdobny problém jako pti
hledani obrazu incidentni mimobézné kruznice. Kdyz byla pfimka se¢nou fidici kruznice,
znali jsme tf1 body, kterymi ma vysledny obraz prochazet. U te¢ny jsme znali pouze dva body,
ale nakonec jsme si n¢jak poradili. V tomto pfipad€, kdy je pfimka mimobézkou fidici
kruznice, v§ak zname jediny bod, kterym bude vysledna kruznice prochazet! A tim je podle

definice stfed involuce, tedy stred fidici kruznice.

Protoze nezname zadny dalsi bod vysledné kruznice, ani neumime ur€it jeji stied,

budeme si muset opét pomoci néjakym figlem. Tentokrat to bude tzv. figl s kruznici.

3.9.3.2 Figls kruznict

Figl s kruznici funguje prakticky uplné stejné jako figl s pfimkou, akorat obracené. Co
to znamena? Kdyz jsme fesili pfipad incidentni mimobézné kruznice, mé&li jsme ten problém,
ze tato kruznice neméla s fidici kruznici zadné spolecné body, protoze byla ,,schovana“ uvnitt
fidici kruznice. A abychom na ni ,,dosahli“, museli jsme pouzit seCnou pfimku (to byla ta

fialova).
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Tentokrat mame problém opacny. ReSime mimobéznou piimku, ktera je od fidici
kruznice tak vzdalend, ze s ni nema zadné spolecné body. Prosté nadm jaksi ,,utekla®“. A my si
na ni potfebujeme zase n¢jak ,,dosahnout”. Tim, co nam pomuZze, bude incidentni se¢na kruz-

nice. Kouknéte na obrazek, kde je tato kruznice fialova:

Princip obou figlt je tento:
* mame kiivku, kterd nema zadny spolec¢ny bod s fidici kruznici (je mimobézna)
* abychom sestrojili obraz, potfebujeme pouzit néjakou dal§i pomocnou kiivku
* tato pomocna kiivka je te¢na nasi zadané mimobeézky a je to seéna fidici kruz-
nice
* protoze umime jednoduSe udélat obraz seCny a zname zdkon zachovani inci-

dence, muzeme sestrojit obraz pavodni kiivky

Jesté jednou a konkrétné: Mame incidentni mimobéznou kruznici, kterd nema s fidici
kruznici zadny spole¢ny bod. Tato kruznice je ,,schovana“ uvnitf fidici kruznice (€ zelené)
a musime na ni néjak ,, dosahnout”. Musime pouzit jinou kfivku, ktera bude s fidici kruznici
secna a bude prochazet vnitini oblasti fidici kruznice — to bude se¢na pfimka. Tuto se¢nou
pfimku zvolime jako te¢nu incidentni mimobézné kruznice, a to nam pomuze sestrojit jeji
obraz.

U mimobézné piimky je to stejné! Mimobézna primka nema s fidici kruznici zadny
spolecny bod. Tato pfimka nam ,utekla“ mimo fidici kruznici a musime na ni né&jak ,,dosah-
nout™. Musime pouzit jinou kiivku, kterd bude s fidici kruznici se¢na a bude prochazet vnéjsi
oblasti fidici kruznice — to bude incidentni secnéd kruznice. Tuto incidentni se¢nou kruznici

zvolime jako te¢nu mimobézné pfimky, a to nam pomuze sestrojit jeji obraz.
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Sledujme vyse uvedeny obrazek. Ridici kruznice je zelena, mimobé&zna pfimka modré.
Figl spociva v pouziti incidentni se€né kruznice, ktera je zaroven te€nou nasi modré piimky —
to je ta fialova kruznice. Jak nam tato kruznice pomuaze? Umime sestrojit jeji obraz; na obraz-
ku to je oranzova pfimka. Vime, ze tato oranzova pfimka musi byt te¢na vysledné Cervené
kruznice. Cervena kruznice méa prochazet stfedem involuce (zeleny bod), jeji stied ma lezet
na Sedé pfimce a ma byt te€nou oranzové primky. Takova kruznice existuje pouze jedna.

Princip tohoto figlu je stejny jako u figlu s pfimkou. Pokud jste né&jaké casti
neporozuméli, zkuste se vratit zpét k figlu s pfimkou, ten si peclivé projit a pak se vratit sem

na figl s kruznici — ten by mél byt uplné stejny, ale opacny. V podstaté, kdyz udélate figl

s pfimkou pozpatku, méli byste dostat figl s kruznici a naopak @

Pokud jste figly prozatim nepochopili, dejte si chvili pauzu a po né€jakém Case
se vrat'te zpét a zkuste si vSe precist znova! V dalsi kapitole budeme tyto figly potie-
bovat mnohem vice a je dulezité, abyste jim rozuméli. Nestaci jim jen véfit a naucit

A se, jak funguji. Pokud umite figl pouzit pro sestrojeni obrazu néjaké kiivky, ale ne-
chapete pro¢ vlastné funguje, budou pro vas dalsi kapitoly o dost naro¢né;jsi. Takze

lepsi je si dat chvili ¢asu a az vam to zacne davat smysl, tak jit dal @

Nyni jesté klasicky postup konstrukce obrazu mimobézné primky:
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Inverze pfimky (mimobézky) — zapis konstrukce

Je dana fidici kruznice w (S) a k ni mimob&zna
pfimka p.
1. g, qLp AN S€Eq
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem S.
2. X; Xe€png
Oznat¢ime bod X, ktery je prise&ikem
K’ pfimek p a g.
3. k(R); Tsx
Sestrojime Thaletovu kruznici k (R)
nad pramérem SX.

R X
2 Op, L . 4. k'; I,5[k(R)]
» Sestrojime primku k ', kterd je obrazem
k kruZnice k(R) v inverzi podle kruZznice @ (S)
P 5. Y, Yek'ng

Oznat¢ime bod Y, ktery je priiseéikem
pfimek k 'aq.
6. p'(0); Tgy
Sestrojime Thaletovu kruZnici p '(O)
nad pramérem SY .
KruZnice p'(O) je hledany obraz pfimky p
v inverzi podle kruznice w(S).

3.9.3.3 Kolmd primka

Poslednim pripadem polohy piimky vici fidici kruznici je pfimka kolma. V predcho-
zich pfipadech jsme zacinali se seCnou pfimkou, kterd se postupné oddalovala od stfedu
involuce a stavala se te¢nou a nakonec mimob&zkou. Cim dale od stfedu involuce byla, tim
mensi polomér méla incidentni kruznice, ktera byla jejim obrazem. Naopak v ptipade, ze se
ptimka ke stfedu involuce pfiblizovala, jeji polomér se zvétSoval.

Co se stane, kdyz pfimku nejen velmi pfiblizime ke stfedu fidici kruznice, ale nakonec
ji posuneme tak, aby stfedem involuce prochéazela? Polomér vysledné kruznice zacne byt pfi

velmi malych vzdalenostech od stfedu involuce obrovsky. Cim mensi vzdalenost mezi stie-
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dem fidici kruznice a seCnou piimkou bude, tim vice se bude vyslednd kruznice podobat
ptimce. A ve chvili, kdy bude pfimka stfedem involuce prochéazet, se vysledna kruznice

SKUTECNE piimkou stane; nejen Ze se ji bude podobat! Podivejme se na obrazky:

~

e

Jak je to ale mozné?! Je to vSechno pravda? Ano, pojd'me si fici pro€. Nejprve jeden
malo uspokojujici divod. V predchozi kapitole jsme si o inverzi fekli, ze pfimka, ktera je
kolma na fidici kruznici, je samodruzna. Jediny divod, ktery jsme k tomu méli, byl ten, zZe
jsme si ukazovali podobnost mezi zrcadlenim (osovou soumeérnosti) a inverzi (kruhovou sou-
meérnosti). U zrcadleni je kfivka, kterd je kolma na fidici pfimku samodruzna. Totéz jsme
predpokladali i u kruhové inverze.

Je n&jaky lepsi divod? Ano! Vime, Ze obraz secné piimky je kruznice, ktera prochazi
sttedem involuce (tedy incidentni kruznice) a zaroven prochazi obéma priseciky piimky s fi-
dici kruznici. Mame tedy tfi body, kterymi musi tento obraz prochézet. V ptipadé, ze posune-
me secnou piimku tak, aby prochézela stfedem involuce, stane se z ni kolma pfimka. A v tom
okamziku se oba pruseciky spolecn€ se stfedem involuce stanou kolinearnimi body. To zna-
men4, ze vSechny tfi body budou lezet na jedné piimce (no jasné, na té kolmé prece!). A vime,
Ze obraz ma témito tfemi body prochazet. Ale kdyz jsou tyto body kolinearni, nemutze byt
obrazem kruznice — takova kruznice prosté neexistuje. Obrazem tedy musi byt primka! Pfim-

ka kolma na fidici kruznici je tedy samodruznd a nyni uz vime proc.
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3.9.4 Shrnuti

Uplné na zavér této kapitoly si jesté projdéme viechny &étyfi polohy pfimky vadi fidic
kruznici a jejich obrazli v inverzi:
* obrazem (obecné) secné primky je incidentni se¢na kruznice,
* obrazem (vnéj$i) te¢né primKy je incidentni vnitini te¢na kruznice,
* obrazem (vnéj$i) mimobézné primKky je incidentni vnitini mimobézna
Kruznice a
* obrazem kolmé (se¢né) primKy je kolma (se¢nd) primka.

Vsimnéte si, ze obrazem secné kiivky je opét secnd kiivka, obrazem fecné kiivky
tecna kiivka a obrazem mimobézné kiivky mimobézna kiivka. Vzajemna poloha kiivky vici
fidici kruznici tedy zistava zachovana. To plati i pro kolmost — pokud byla kiivka vuci fidici
kruznici kolma, zistane kolma; pokud byla obecna, ziistane obecna.

Naopak co se méni, je typ kiivky! Pfimka se stava incidentni kruznici a naopak. Také
oblast, v niz se kiivka nachazi, se méni — vnitini kiivky se stavaji vnéjsimi a naopak. Vse shr-

nuji tyto posledni obrazky:

D

3.10 7. KAPITOLA: Inverze Kruznic

3.10.1 Zobrazeni kruznic

Pomalu, ale jisté se blizime ke konci této ucebnice. Pokud jste doposud vse zvladli
a pochopili, muzete si ted piipadat jako farmar, ktery zacina sklizet svou trodu. V piedcho-
zich kapitolach jsme tvrdé pracovali! Zorali jsme pole (zopakovali zaklady geometrie), zaseli
jsme (prozkoumali linearni zobrazeni), zalévali a pleli (naucili se zobrazovat pfimky v inverzi
a dva figly, které nam k tomu pomohou). Ted’ pfichazi nejnarocnéjsi ¢ast uCebnice, ale pokud

jste se vSe doted’ naucili a porozuméli tomu, bude to pro vas kupodivu jednoducha a pfijemna

prace @ Takze dost feci a jdeme na to!
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Stejné jako v minulé kapitole zopakujeme v par bodech zasadni informace, které jsme
se o kruznicich zatim dozvédéli:

* kazda kruznice je urena libovolnymi tiemi (nekolinedrnimi) body, jimiz tato
kruznice prochazi

e vuci kruznici mize mit jina kruznice celkem 6 riznych poloh: secna, vnitrni
a vnéjsi tecna, vnitini a viéjsi mimobézka a kolmice

e kruznice si v kruhové inverzi zachovava své umisténi v pfipad¢, ze je kolma na
ridict kruznici

* kruznice se v kruhové inverzi zobrazi na kruznici nebo na primku

Kruznice mizeme rozdélit na dvé velké skupiny:

1. incidentni kruznice — prochézeji sttedem involuce (maji s nim spolecny bod)

2. neincidentni kruznice — neprochézeji sttedem involuce (nemaji s nim spolecny
bod)

Vsechny mozné incidentni kruznice jsme jiz probrali v pfedchozi kapitole. Jsou to
obrazy piimek, nebo téz jejich obrazy jsou pfimky. V této kapitole se budeme zabyvat pouze
neincidentnimi kruznicemi, tedy témi, které neprochazi stfedem fidici kruznice. Postupné si
projdeme vSechny polohy neincidentnich kruznic vaci fidici kruznici a ukazeme si, jakym
zpusobem se tyto kruznice zobrazi a jak tyto obrazy narysovat. JeSté je potieba si fict, Ze
obraz takové kruznice (neincidentni) bude opét kruznice. Nemtze to byt pfimka, protoze

vzorem piimky musi byt kruznice incidentni se sttedem involuce.

3.10.1.1 Secnd kruznice

Secna kruznice (na obrazku v modré barveé) ma s fidici kruznici (na obrazku v barvé

zelené) spolecné dva praseCiky (na obrazku vyznaCeny Cerné). Zde je obrazek:
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Jaky bude obraz této kruznice v inverzi? Vime, ze to bude kruznice a vime, ze bude
prochazet obéma pruseciky (protoze jsou to samodruzné body). Dvéma body muze prochazet
nekonecné mnoho kruznic. Abychom vyslednou kruznici ur€ili presné, potfebujeme jesté treti
bod, kterym vysledna kruznice prochazi. Kdyz jsme fesili pfipad secné ptrimky, byl tretim
bodem stied involuce. V ptfipadé se¢né kruznice to tak ale, jak vime, nebude. Jsme tedy v kon-
cich; zadny dalsi bod se nam jiz najit nepodaii. Musime tedy pouzit jeden z figli (nic jiného
totiz uz neumime).

Ktery figl ale pouzit? Figl s pfimkou nam pomaha, pokud potifebujeme udélat teCnu ve
vnitini oblasti tidici kruznice; figl s kruznici funguje v pripadé€, ze chceme udélat te¢nu ve
vneéjsi oblasti tidici kruznice. SeCna kruznice ale zasahuje do obou oblasti, takze si mizeme

vybrat jakykoliv figl! Nejlépe ten, ktery vice umime, vice chapeme, ten, ktery nam je sympa-

tiCté)8i. .. proste je to jedno! @ Jak oba dva figle pouzit ukazuji nasledujici obrazky:

Pti pouziti figlu s pfimkou sestrojime te€nou ptimku (fialovou) k modré kruznici, ktera
je kolma na Sedou pfimku (mimochodem tato piimka je smérem involuce pro stied modré
kruznice). Udélame obraz fialové pfimky (oranzova kruznice) a vime, ze vysledny obraz
(Cervena kruznice) musi prochazet obéma priseCiky modré a zelené kruznice a zarover byt
teCnou oranzové kruznice. Takové kruznice existuji pouze dv€, ale jedna z nich prochazi
sttedem involuce a tuto variantu nechceme. Proto existuje jediné mozné feSeni, kde sestrojit

Cervenou kruznici, viz obrazek.

(@ (@ (€
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U figlu s kruznici postupujeme viceméne obdobné. Sestrojime fialovou kruznici, ktera
je teCna k modré kruznici a prochézi stfredem involuce (tzn. je to incidentni se¢na kruznice
vuci fidici ptimce). Nalezneme jeji obraz (oranzova ptimka), ktery je kolmy na smér involuce
sttedu modré kruznice (tj. na Sedou pfimku). Vysledna Cervena kruznice musi opét prochazet
obéma pruseciky a zarover byt te¢nou oranzové primky. Takova kruznice existuje pouze jed-
na, viz obrazek.

Pro lepsi nazornost jesté uvadime obrazek, na némz je pouze vzor a obraz (modra a

cervena kruznice) a fidici kruznice (zelena):

Mozna ted” nékoho napadne, ze by misto figlu s kruznici mohl pouzit figl
s pfimkou, ale tak, ze by se pfimka nedotykala vzoru ve vnitini oblasti fidici kruznice,
ale ve vnéjsi oblasti. VSechny pfimky pfece uz umime zobrazovat a prace s pfimkou
je tak néjak jednodussi. Predstavme si tedy, ze mame najit obraz se¢né (neincidentni)
kruznice a pouzijeme figl s pfimkou tak, aby se tato pfimka dotykala vzoru ve vnéjsi
oblasti fidici kruznice.

Bude to fungovat? No ano, bude. Udélame obraz této pomocné ptimky a naSe
hledana kruznice se musi dotykat obrazu této pomocné piimky. ALE! Jak udélame

@ obraz mimobézné piimky? Na to prece potfebujeme figl s kruznici!! Takze jsme si
vubec nijak nepomohli. Stejné musime nakonec pouzit figl s kruznici a ta mimobézna
pfimka je tam Uplné zbytecné! Zkuste si nakreslit obrazek a promyslet si to.

Stejné tak to bude, kdybychom chtéli pouzit figl s kruznici pro dotyk ve
vnitini oblasti fidici kruznice. Je to zbyteCné, protoze pro sestrojeni obrazu této
pomocné kruznice bychom zase potiebovali figl s ptfimkou! Takze z toho plyne nasle-
dujici pouceni:

Figl s primkou pouzivame v pripadé, kdy potrebujeme udélat tecnu ve
vniti'ni oblasti Fidici kruznice; figl s kruznici pouzivame v pripadé, kdy potrebu-
jeme udélat teCnu ve vnéjsi oblasti vidici kruznice.
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Podrobny postup pfi pouziti obou figli ukazuji nasledujici konstrukce:

Inverze kruZnice (secny) — zapis konstrukce

Je dana Fidici kruznice w(S) a k ni se&na kruznice
k(0).

1. P; Pek(O)nw(S)
Q; Qek(O)nw(S) A Q#P
Oznadime body P a Q, které jsou prisediky
kruznice k (O) a fidici kruznice @ (S).

2. p; S,O€p
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.

3. X; Xepnk(0) A |SX|<|SO|
Oznac&ime bod X, ktery je priise¢ikem pfimky p
a kruznice k(O) a leZi ve vnitini oblasti Fidici
kruznice o (S).

4. q;, qLp N X€E€q
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem X.

5. q'(R); I5[q]
Sestrojime kruznici q'(R), které je obrazem
pfimky q v inverzi podle kruznice w (S)

6. Y; YeEpnq'(R) A Y#S
Oznaéime bod Y, ktery je prise&ikem pfimky p
a kruznice g '(R) a je rizny od bodu S.
7. C; |CY|=]|CP|=|CQ]
Sestrojime bod C, ktery je stfedem kruznice
prochézejici body Y, P a Q.
8. k'(C); Y,P,Qek'(C)
Sestrojime kruznici k ' se stfedem C,
kterd prochézi body Y, P a Q.
Kruznice k '(C) je hledany obraz kruznice k(O)
v inverzi podle kruznice w(S).

Zkraceny zapis konstrukce:

k'(C); Is[k(O)]
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Inverze kruZnice (secny) — zapis konstrukce

Je dana fidici kruznice o (S) a k ni seénd kruZnice
k(0).
1. P; Pek(O)nw(S)
Q; Qek(O)nw(S) A Q#P
Oznat&ime body P a Q, které jsou priseciky
kruznice k (O) a fidici kruznice @ (S).
2. p;, S,O0€p
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.
3. X; Xepnk(0) A |SX|>|SO|
Ozna¢ime bod X, ktery je priseéikem pfimky p
a kruznice k (O) a lezi ve vnéjsi oblasti Fidici
kruznice o (S).
l 4. I(R); Tgx

Sestrojime Thaletovu kruznici | (R)

nad primérem SX.

3. l" Ia)(S)[l(R)]
Sestrojime pfimku [ ', ktera je obrazem

kruZnice l(R) v inverzi podle kruZnice @ (S)

Ef

6. Y; Yepnl'
Oznat¢ime bod Y, ktery je priiseéikem
pfimek pal’.
7. C; |CY|=]|CP|=|CQ]
Sestrojime bod C, ktery je stfedem kruznice
prochézejici body Y, P a Q.
8. k'(C); Y,P,Qek'(C)
Sestrojime kruznici k ' se stfedem C,
kterd prochézi body Y, P a Q.
Kruznice k '(C) je hledany obraz kruznice k(O)
v inverzi podle kruznice o (S).

Mezi secné kruznice patfi jako jeji specialni pripad 1 kruznice kolma na fidici pfimku.
Ta bude stejné jako kolma piimka pfi inverzi samodruzna. Pokud tedy vime, Ze je kruznice

kolma (ortogondlni) na tidici kruznici, nemusime jiz délat zddnou konstrukci.
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Co by se stalo, kdybychom chtéli pouzit figl s pfimkou nebo kruznici? Vime, zZe kdyz
pouzijeme pomocnou piimku/kruznici, ktera je teCna ke vzoru, tak jeji obraz bude také teCny
k obrazu hledané kruznice. Ale kdyz je kruznice kolma, a tudiz samodruzna, tak vzor i obraz
jsou jedno a to samé. A pokud je pomocna pfimka te¢na ke kolmé kruznici, musi byt i jeji
obraz teCny k této kolmé kruznici. A je tomu skutecné tak; podivejte se na obrazek nize.
Konstrukce figlu k ni€emu neslouzi, protoze vzor a obraz kolmé kruznice jsou totozné.

Muzeme si diky nému pouze ovéfit, ze je dana kruznice kolma.

3.10.1.2 Tlecné kruznice
Tec¢né kruznice (na obrazcich v modré barvé) mohou byt vnitini nebo vnéjsi. S fidici

kruznici (na obrazku v barvé zelené) budou mit jeden spoleény bod — bod dotyku (na obrazku

vyznacen Cerné). Zde jsou obrazky:
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Jak sestrojime obrazy téchto teCnych kruznic? Mame jeden bod, kterym musi kruznice
prochazet (bod dotyku) a vime, Ze stfed obrazu bude lezet na pfimce (na obrazcich nize je to
ta Seda Cerchovand), ktera je smérem involuce sttedu vzoru (tj. sttedu modré kruznice). Opét
nam chybi dalsi body, kterymi by vysledny obraz prochézel, takze musime pouzit figl — je to

stale stejna pisnicka. Pro vnitini te¢nu figl s pfimkou, pro vnéjsi tecnu figl s kruznici.

Princip figli je stale stejny. Obraz (oranzovy) pomocné kiivky (fialové) musi byt

teCny s hledanym obrazem modré kruznice (s ¢ervenou kruznici). Protoze vSechny stiedy lezi
na stejné pirimce, pii konstrukci nam stai najit prusecik obrazu pomocné kiivky s Sedou

ptimkou a sestrojit Thaletovu kruznici; viz ndzorny postup konstrukce nize.
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Inverze kruZnice (vnitini tecny) — zapis konstrukce

Je déna fidici kruznice w(S) a k ni vnit¥ni te¢nd

kruznice k(O).

1.

Kruznic

T; Tek(O)n w(S)

Oznadime bod T, ktery je bodem dotyku kruZnice
k(O) a Fidici kruznice @ (S)

p; S,0,Tep

Sestrojime pfimku p, ktera prochazi kolinearnimi
body S,0OaT.

X; Xe€pnk(O) A X#T
Oznaéime bod X, ktery je prise¢ikem pfimky p
a kruznice k(O) aje riizny od bodu T.

q9;, 9L p N X€q

Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem X.

q’(R)’ ILU(S)[ q ]

Sestrojime kruznici q'(R), které je obrazem
pfimky g v inverzi podle kruZznice w (S)

Y; YeEpnq'(R) A Y#S
Oznaéime bod Y, ktery je prise&ikem pfimky p
a kruznice g'(R) a je rtzny od bodu S.
k'(C); Try

Sestrojime Thaletovu kruznicik '(C)

nad prdmérem TY .

e k'(C) je hledany obraz kruznice k(O)

v inverzi podle kruznice w(S).
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Inverze kruznice (vnéjsi tecny) — zapis konstrukce

Je dana Fidici kruznice w(S) a k ni vn&jsi te¢na
kruznice k(O).
1. T; T€k(O)nw(S)
Oznadime bod T, ktery je bodem dotyku kruZnice
k(O) a Fidici kruznice @ (S).
2. p, §,T,O€p
Sestrojime pfimku p, ktera prochazi kolinearnimi
body S, T a O.
3. X; Xe€pnk(O) A X#T
Oznaéime bod X, ktery je prise¢ikem pfimky p
a kruznice k(O) aje riizny od bodu T.
4. 1(R); Ty

Sestrojime Thaletovu kruznici l (R)

nad pramérem SX.

5. l’, I[U(S)[I(R)]
Sestrojime primku [ ', ktera je obrazem

kruZnice l(R) v inverzi podle kruZnice @ (S)

6. Y; Yepnl'
Oznat¢ime bod Y, ktery je priiseéikem
pfimek pal’.

7. k'(C); Ty
Sestrojime Thaletovu kruznicik '(C)
nad pramérem TY .

Kruznice k '(C) je hledany obraz kruznice k(O)
v inverzi podle kruznice w(S).

3.10.1.3 Mimobézné kruznice

Mimobézné kruznice mohou byt opét vnitini nebo vnéjsi. S fidici kruznici nebudou
vSak mit zadny spoleCny bod. Pro predstavu uvadime opét obrazky se stejnym barevnym

znaenim jako v pfedchozich piipadech:
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Nemame zadné body, kterymi by vysledny obraz (Cervena kruznice) mél prochazet, ale
z predchozich pfipada vime, ze stied vysledné kruznice bude leZet na pfimce, spojujici stied
vzorové a fidici kruznice (Seda pifimka, smér involuce stiedu modré kruznice). Jako obvykle,
kdyz nam chybi body pro sestrojeni obrazu, pouzijeme jeden z figlt; u vnitfni mimobézky figl

s pfimkou, u vné&jsi mimobézky figl s kruznici. Pojd'me na to.

B (e

Stied Cervené kruznice bude lezet na Sedé piimce a kruznice se bude dotykat oranzové

kiivky (pfimky nebo kruznice — v zavislosti na pouzitém figlu). Stejné jako v predchéazejicich
piipadech bude bod dotyku s oranzovou kiivkou lezet na Sedé piimce, protoze i pavodni bod
dotyku modré kruznice s fialovou kiivkou lezel na Sedé piimce. Takze mame jeden bod,
kterym bude Cervena kruznice prochéazet a vime, ze stfed Cervené kruznice bude lezet na Sedé
pfimce. Ted’ uz jen sestrojime Cervenou kruznici, kterd bude prochazet timto bodem a jejiz

stfed bude. .. bude...

Hmm a jsme v haji @! Kde piesné bude stfed ¢ervené kruznice, to prosté nevime.
Bohuzel mame pouze jeden bod, kterym bude kruznice prochazet, takze jeji stted mize byt
teoreticky kdekoliv @ Prakticky kdekoliv byt nemuze, protoze vysledna kruznice ma byt
mimobézna. Ale kde pfesné ma byt to nevime. Obrazky nize nazorné ukazuji, Zze moznosti,

kde by stied a vysledna kruznice mohly byt, je vice.
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Kdyz se pozorné zadivame na vySe uvedené obrazky, zjistime, kde se skryva nas pro-
blém. Vyslednou Cervenou kruznici z jedné strany (u vngjsi kruznice zprava, u vnitini zleva)
,omezuje“ oranzova kiivka (obraz fialové pomocné kiivky v inverzi), ale z druhé strany nema
zadné ,,omezeni“. Proto na obrazcich existuje vice moznosti, kde by se mohla ¢ervena kruz-
nice nachazet.

Proc¢ je Cervena kruznice vlastné z jedné strany ,,omezena™? Je to kvuli pouziti pomoc-
né kiivky a zakonu zachovani incidence. Protoze jsme modrou kruznici (vzor) ,,omezili*
z jedné strany fialovou teCnou, bude , omezend“ i ¢ervend kruznice (obraz) z jedné strany
oranzovou te¢nou. Nasim soucasnym problémem ale je, ze z druhé strany , omezeni“ neexis-
tuje. ReSeni tohoto problému je vam uZ tedy mozna jasné. Potfebujeme ,,omezit“ vzorovou
kruznici 1 z druhé strany, takze pouzijeme misto jedné pomocné kiivky dvé pomocné krivky.
Diky tomuto dvojitému figlu uz jednoduse sestrojime pozadované obrazy (Cervené kruznice),

viz obrazky:

Pokud vam ted neni néco jasné, zkuste si predchozi text projit jesté jednou. Pouziti
dvou figli (pomocnych kiivek) neni vysvétleno Gplné dopodrobna. Predpokladame vsak, ze
jejich hlavni mySlenka tu uz zaznéla nékolikrat, a proto jiz neni potfeba zabfedavat do vSech

detailt. Pokud i presto né¢emu Uplné nerozumite, je lepsi dat si chvili pauzu, k textu se vratit
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pozdéji a precist si pfedchozi Casti znova. @ Na zavér jako obvykle ptfidavame podrobny

popis konstrukce obou mimobé&znych kruznic.

Inverze kruZnice (vnitfni mimobézky) — zapis konstrukce

Je dana Fidici kruznice w(S) a k ni vnitini
mimobé&Zna kruZnice k(O).
1. p; S,O€p
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.
2. A; A€ pnk(O)
B; BEpnk(O) A B#A
Oznat&ime bod A a B, které jsou priiseciky
primky p a kruznice k(O).
3., qLp AN A€q
r, rLp A BEr
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici
bodem A a kolmici r k pfimce p prochazejici
q’ bodem B.

4 q'(Q); Islal
r(R); Tl r]
Sestrojime kruznici q'(Q), ktera je obrazem

pfimky g v inverzi podle kruZznice w (S)

a kruznicir '(R), ktera je obrazem ptimky r

v inverzi podle kruznice @ (S).

WANUGIA

5. C; Cepnq'(Q) A C#S
D; Depnr'(R) A D#S
Oznaéime bod C, ktery je prasecikem p¥imky p
a kruznice q'(Q) a je rtizny od bodu S a bod D,
ktery je prisecikem pfimky p a kruznice r '(R)
aje rGzny od bodu S.

6. k'(P); Tep
Sestrojime Thaletovu kruznicik ' (P)
nad pramérem CD.

Kruznice k' (P) je hledany obraz kruznice k(O)
v inverzi podle kruznice w(S).
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Inverze kruznice (vnéjSi mimobézky) — zapis konstrukce

Je dana Fidici kruznice o (S) a k ni vn&jsi

mimobé&Zna kruZnice k(O).

1.

p; S,0€p
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a O.

A; A€ pnk(O)

B; BEpnk(O) A B#A
Oznadime bod A a B, které jsou priise¢iky
primky p a kruznice k(O).

I(L); Tsa

m(M); Tgp

Sestrojime Thaletovu kruznici | (L) nad
pramérem SA a Thaletovu kruznici m(M ) nad
primérem SB.

l'; Im(s)[ I(L) ]

m'; Ia)(S)[ m(M) ]

Sestrojime primku [ ', ktera je obrazem
kruZnice l(L) v inverzi podle kruZznice @ (S)

a pfimku m', kterd je obrazem kruznice m(M)
v inverzi podle kruznice @ (S).

C; Cepnl’

D; Depnm’

Oznaéime bod C, ktery je prisecikem p¥imek p
al"abod D, ktery je prasecikem pfimek pam’.
k'(P); Tep

Sestrojime Thaletovu kruznicik ' (P)

nad pramérem CD.

Kruznice k' (P) je hledany obraz kruznice k(O)

v inverzi podle kruznice w(S).
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3.10.2 Shrnuti

Na zaveér si opét projdéme vSechny polohy (neincidentni) kruznice vagéi fidici kruznici
a jejich obrazi v inverzi:
* obrazem (obecné) secné kruznice je (obecnd) se¢na kruznice,
* obrazem kolmé (se¢né) kruznice je kolma (se¢na) kruznice,
* obrazem vnéjsi tecné kruznice je vnitini teCna kruznice,
* obrazem vnitini tecné kruznice je vnéjsi teCna kruznice,
* obrazem vnéjSi mimobézné kruznice je vnitini mimobézna kruznice a
* obrazem vnitini mimobézné kruznice je vnéjSi mimobézna kruznice.

Stejné jako u pfimek je obrazem secné kiivky secnd kiivka, obrazem tecné kiivky
tecnd kiivka a obrazem mimobéiné kiivky mimobézind kiivka. Dale pak obrazem obecné
kiivky obecné kiivka a kolmé kiivky kolmd kiivka.

Obrazem neincidentnich kruznic jsou opét neincidentni kruznice; zadna neincidentni
kruznice se neméni v pfimku! Stejné jako u pfimek se vSak meéni oblast, v niz se kiivka na-

chazi — vnitini ktivky se stavaji vnéjsimi a naopak. V§e shrnuji nasledujici obrazky:

cgcole:
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Vzory a obrazy vSech poloh pfimek a kruznic prehledné shrnuje nasleduyjici tabulka:

INVERZE

KRUZNICE

vzor

obraz

vzor

obraz

>
o

ao

S

kolmice
kolmd primka kolmd primka kolmd kruznice kolmd kruznice
secnd primka incidentni secnd kruZnice secnd kruZnice
secnd kruZnice

tecnd primka

incidentni
tecnd kruZnice

vnitini
tecnd kruZnice

vnéjsi
tecnd kruZnice

mimobézka

O
()

mimobéZnd primka

incidentni
mimobéznd kruZnice

vnitini
mimobéznd kruZnice

()

vnéjsi
mimobéznd kruZnice
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3.11 EPILOG: Bod

3.11.1 Kruhové kiivky

Nase cesta za poznanim kruhové inverze se pomalu blizi ke konci. Prozkoumali jsme
nékolik znamych linearnich zobrazeni a fekli jsme si vS§e mozné 1 nemozné o pifimkach a kruz-
nicich. Nakonec jsme si ukézali, jak pomoci vlastnosti inverze, zakona zachovani incidence
a figlt s kiivkami sestrojit obrazy pfimek a kruznic s riznou polohou vigéi fidici kruznici.

Nyni pfisel Cas vSe zavrsit a to tim, ze si ukazeme, jak sestrojit obraz samotného bodu

v inverzi. Mozna budete piekvapeni tim, ze zjistite, ze uz to vlastné davno umite, i kdyz o tom

jesté nevite @ Kazdopadné jesté pred tim, nez se do toho pustime, musime se naposledy
podivat na néco, co se v celé této uCebnici omila stale dokola — na kruznici. Pfedev§im na to,

co to vlastné je kruznice. ..
3.11.1.1 Kruznice

Pojd’'me spolu udélat nasledujici myslenkovy pokus. Predstavte si kruznici. Na kruzni-
ci zvolime libovolny bod, kterému budeme fikat fixni bod, protoze se béhem pokusu nebude
hybat — bude zistavat stale na stejném misté. Nyni si pfedstavme, ze vezmeme stied kruznice
a budeme jej oddalovat ¢i naopak pfiblizovat k na§emu fixnimu bodu. Vyvstava otazka, co se
bude dit s nasi kruznici, kdyz se bude ménit vzdalenost jejiho stfedu od fixniho bodu. Pro

lepsi predstavivost jsou tu nasledujici obrazky (fixni bod je oznacen Sedé):
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Vidime, ze kdyz oddalujeme stfed kruznice od fixniho bodu, polomér kruznice se
zvétSuje. Kdyz se stfed priblizuje k fixnimu bodu, polomér kruznice se zmensSuje. Asi si ted’
fikate: ,,Wow, tak tahle informace pravé zmeénila cely muj zivot a pohled na geometrii!®
Uvadime zde tuto naprosto banalni véc z toho divodu, ze ji za chvili pouzijeme v jiné
souvislosti, kde uz nemusi byt tak naprosto ziejma. Mozna vam to bude pfipadat aplné jasné

i bez toho, ale mozna se toto piipomenuti hodi.

3.11.1.2 Primka

Cim je stfed kruznice vzdalen&jsi od fixniho bodu, tim vé&tsi polom&r m4 tato kruZnice.
V kapitole o inverzi ptimek (v Casti Kolma pfimka) jsme si na animaci ukazali, ze ¢im vétsi
ma kruznice polomér, tim vice se podoba pfimce. Pokud tedy budeme stfed kruznice stale
vice oddalovat od fixniho bodu, bude se kruznice v okoli fixniho bodu stale vice podobat

ptimce. Ale bude se pouze podobat!

Ted’ vSak ud€lame néco, co se vam mozna nebude libit. Posuneme stied kruznice hoo-
o0dné daleko. Jak daleko? I kdyz bude megadaleko, tak se kruznice bude stale jen podobat
pfimce. Ale kdyz posuneme stfed kruznice az do nekoneéna, tato kruznice se pfestane pfimce
podobat, ale stane se SKUTECNOU piimkou!

Muzeme tedy fict tuto podivnou vétu: Primka je kruznice s nekoneénym polomé-

rem!
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POZOR! Tato véta plati pouze v inverzni geometrii. V klasické Euklidovské
geometrii toto neplati, protoze v klasické geometrii zadné nekonecno neexistuje.
,Nekonecno“ v klasické geometrii znamena, ze mizeme Usecky (Cili 1 polomeéry) li-
bovolné prodluzovat v jejich sméru (az se nakonec stanou piimkami). Ale i tyto

@ pfimky ubihaji stale stejnym smérem az do ,,nekonecna®.

V inverzni geometrii vSak existuje bod v nekonecnu, ktery v Euklidovské
geometrii neexistuje. VSechny pfimky tedy v inverzni geometrii neubihaji do ,,neko-
necna“, ale praveé do tohoto bodu v nekone¢nu. Rozdil vam muze pfipadat zanedba-
telny, nebo také zadny, ale véfte tomu, zZe tento rozdil je zasadni!

Pokud je pfimka vlastné kruznice s nekonecnym polomérem, kde najdeme stred této

kruznice? Ten nenajdeme, protoze jak jsme si fikali, stfed se posunul do bodu v nekone¢nu

a ten se neda nikde narysovat (ale existuje @). Pokud jste dostate¢né zvidavi, doporucuji se
ted’ na chvili zastavit a promyslet si co vSechno to znamena. Muzete si zkusit si vymyslet
rizné teorie, co a jak funguje ¢i nefunguje a nejlépe si je i nékam zapsat. Po docteni celé

ucebnice byste na né mohli sami nalézt odpovédi, a pokud ne, mohlo by vas to inspirovat ve

studiu inverzni geometrie a piecteni dalsiho dilu této ucebnice @
3.11.1.3 Bod

Cim je stied kruznice blize k fixnimu bodu, tim mensi polomér ma tato kruZnice.
Pokud tedy budeme stfed kruznice pfiblizovat k fixnimu bodu, bude se kruznice v okoli

fixniho bodu stale vice podobat bodu. Ale bude se pouze podobat!

®

Ve chvili, kdy pfiblizime stfed kruznice k fixnimu bodu natolik, ze jejich vzdalenost
bude nulova (tzn. ze stfed kruznice a fixni bod budou totozné body), bude nulovy 1 polomér
kruznice a cela kruznice se stane pouhym jednim bodem!

Muzeme tedy vyslovit tuto vétu: Bod je kruznice s nulovym polomérem!
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Ukazali jsme si tedy, ze vSechny ti1 objekty (bod, pfimka a kruznice) jsou v jistém
smyslu vSechno kruznice; i kdyz to vlastné neni pravda. Ve skutecnosti jsou tyto ti1 objekty
néco, Cemu se fika kruhové kirivky. Kruhova kiivka je objekt, ktery ma svuj stred a polomer.
Pokud je polomér tzv. redlny (tzn. da se zméfit jeho velikost), je kruhova kiivka kruznici
s danym stfedem a polomérem. Pokud je polomér nekoneény, je kruhova kiivka primkou
a jejim stfedem je bod v nekonecnu. Nakonec pokud je polomér nulovy, stava se kruhova
kiivka pouhym bodem (ktery je zaroven jejim stfedem).

Vice o tom, co to jsou kruhové kfivky a jaké maji vlastnosti (pfedevsim v inverzi) se
dozvite v dal§im dile této ucebnice. Nyni, kdyz vime jak z kruznice ,,vyrobit™ bod, pojdme

konecné zjistit, jak sestrojit obraz bodu v inverzi!

3.11.2 Bod v inverzi

Pojd'me si ukazat, jak diky zmenSovani poloméru kruznice na nulu vytvotime z kruz-
nice bod a tim se také naucime tento bod v inverzi sestrojit. Pro ilustraci si vybereme polohu
mimobézné vnitini kruznice vici fidici kruznici, ale stejnym zptisobem bychom mohli pouzit
jakoukoliv jinou polohu. Pro sestrojeni obrazu mimobézné vnitini kruznice musime pouzit

dvojity figl s pfimkou, jak ukazuje tento obrazek:

Nyni si zvolme jako fixni bod jeden z boda dotyku modré kruznice s fialovou pomoc-
nou piimkou a zaénéme posouvat stted modré kruznice smeérem k tomuto fixnimu bodu. Na
obrazcich nize vidime, jak se polomér modré kruznice zmensuje a spolu s nim se pohybuje
1 druha pomocna pfimka. S tim, jak se pohybuje druhd pomocné pfimka, méni se 1 jeji obraz
v inverzi, tedy pomocna oranzova kruznice. A s tim, jak se méni tato oranzova kruznice, méni

se 1 vysledny obraz — Cervena kruznice, jejiz polomér se téz zmensuyje.
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Jak se k sobé fialové pomocné piimky pfiblizuji (a ,, zmackavaji“ mezi sebou modrou
kruznicti), tak se k sobé také pfiblizuji pomocné oranzové kruznice (které naopak ,,umackava-
ji Cervenou kruznici). Ve chvili, kdy se stane stfed modré kruznice totozny s fixnim bodem,
splynou téz obé fialové pomocné piimky (stanou se také totoznymi). V tu chvili splynou
1 oranzové kruznice, které tak , zmacknou® Cervenou kruznici na pouhy bod. Vse je krasné

vidét na nasledujicich obrazcich:

No a to je vSe. Nyni uz umime sestrojit obraz libovolného bodu v inverzi @
3.11.2.1 Konstrukce obrazu bodu

Takze jak to vlastné vSechno funguje?? Figl s pfimkou/kruznici funguje; to mame
oveéreno. Miizeme ho pouzit na mimobéznou kruznici a té pak libovolné zmensovat polomér;
fungovat bude stale. A kdyz nakonec tento polomér zmensime na nulu, neni divod, aby figl
dal nefungoval.

Konstrukce bodu v podstaté také pouziva figl s pifimkou (v pfipadé bodu ve vnitini
oblasti tidici kruznice) ¢i s kruznici (v pfipadé bodu ve vnéj§i oblasti fidici kruznice). Figl
s pomocnou kiivkou je zalozen na zakoné zachovani incidence. A ten plati i u bodu. Jestlize
ma byt pomocnd piimka/kruznice incidentni s néjakym bodem, musi tato kifivka danym
bodem prochazet — coz se v naSem pripadé déje. Vysledny obraz pak nalezneme jako pranik
obrazu pomocné kfivky se smérem involuce ptivodniho vzoru. V piipadé bodu jsou vzor,
obraz 1 stfed involuce kolinearni a pfimka na niz lezi, je praveé smérem involuce daného vzoru
a obrazu.

O sméru involuce jsme se zminili v 5. kapitole. I kdyz se o ném pak v dalSich kapi-
tolach nehovotilo, pouzivali jsme ho pii konstrukcich, v nichz byl pouzit figl s pfimkou nebo

s kruznici. Pii pouziti figld jsme smér involuce nemuseli nutné pouzit (a proto se o ném ani
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moc nemluvilo), ale my jsme ho pouzili proto, ze pak byly konstrukce daleko jednodussi.
Nyni pii konstrukci obrazu bodu smér involuce pouzit musime! Jediné diky nému nalezneme
na obrazu pomocné kiivky pfesné umisténi obrazu hledaného bodu. Projdéte si nasledujici

dvé konstrukce a popfemyslejte o nich:

Inverze bodu (vnitini oblasti Fidici kruznice) — zapis konstrukce

Je déna Fidici kruznice w(S) a bod X, ktery leZi ve
vnitrni oblasti této kruznice.
1. p; S, X€p
Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a X.
2. g, 9qLp N X€Eq
Sestrojime kolmici g k pfimce p prochazejici

bodem X.

3. q’(Q)’ Ia)(S)[q]
Sestrojime kruznici q'(Q), ktera je obrazem

X’ p

pfimky g v inverzi podle kruZznice w (S)

4. X'; X'epnq'(Q) A X'#S
Oznaéime bod X ', ktery je prasecikem p¥imky p

a kruznice q'(Q) a je rtizny od bodu S.

Bod X' je hledany obraz bodu X v inverzi podle
kruznice w(S).

Zkraceny zapis konstrukce:

X' Iw(s)[X]
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Inverze bodu (vnéjsi oblasti fidici kruZnice) — zapis konstrukce

Je dana

Fidici kruznice w(S) a bod X, ktery leZi

ve vnéjsi oblasti této kruznice.

1.

k:‘

Bod X'

p; S, X€p

Sestrojime pfimku p, kterd prochazi body S a X.
k(O); Tox

Sestrojime Thaletovu kruznicik(O)

nad pramérem SX.

k'; Ia)(S)[ k(O) ]

Sestrojime primku k ', kterd je obrazem kruZnice
k(O) v inverzi podle kruZnice a)(S).

X'; X'epnk'

Oznat&ime bod X ', ktery je priseéikem

pFimek pak'.

je hledany obraz bodu X v inverzi podle

kruznice w (S).

3.11.2.2 Tecny ¥idici kruznice a poldra

Ukazme si jednu zajimavost, ktera souvisi s obrazem bodu. Pokud je vzorem bod ve

vnéjsi oblasti fidici kruznice, mizeme timto bodem vést k fidici kruznici dvé teCny. Sledujte

obrazek nize. Ridici kruznici si oznacime jako

o (S), bod ve vngjsi oblasti jako X. Teény

budou ptimky t, a t, a kazda z nich vytne na fidici kruznici bod dotyku — T, a T,.

Body T, a T, muzeme vést piimku; ozna¢me ji jako p. Tato pfimka se nazyva polara

bodu X vzhledem ke kruznici w(S). Polara je tedy pfimka, ktera prislusi uréitému bodu (ten

se nazyva pol) a prochazi obéma body dotyku teCen vedenych z tohoto bodu k dané kruznici.
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Polara ma velice zajimavé vlastnosti. Pokud sestrojime na polaru kolmici g, ktera bude
zarovenl prochazet bodem X, zjistime, ze tato kolmice prochazi i sttedem S dané kruznice.
OznaCme si prunik této kolmice g se samotnou polarou p jako bod Y. Bod Y je pak obrazem

bodu X v inverzi podle kruznice o (S)!

Jak je to mozné? Pii konstrukci obrazu bodu nachazejiciho se ve vné&jsi oblasti fidici
kruznice musime pouZit figl s kruznici. Ten spo¢iva v tom sestrojit Thaletovu kruznici k(O)
nad primérem SX. Thaletova kruznice se ale pouziva i pii konstrukci teCen ke kruznici z urci-
tého bodu; diky ni nalezneme body dotyku. A prave proto jsou pruseCiky 7haletovy kruznice
k(0O) s fidici kruznici @ (S) body dotyku teen vedoucich z bodu X. Tedy polara p bodu X
neni nic jiného, nez obraz pomocné kruznice pouzité pii konstrukci bodu leziciho ve vnéjsi

oblasti fidici kruznice.

To jen tak pro zajimavost. @
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3.11.2.3 Zdkon zachovani incidence

Plati zdkon zachovani incidence. To znamena, ze obraz libovolného bodu, ktery lezi na
n¢jaké kiivce, lezi na obrazu této kiivky. Oba dva vzajemné sdruzené body budou lezet na
pfimce (zvané smér involuce), ktera je kolma na fidici kruznici, a tudiz prochazi stfedem
involuce. Na nasledujicim obrazku se muZete sami presvédcit, ze kazdy bod néjaké kiivky ma
svlj obraz na obrazu této kiivky. VSimnéte si, ze kazdy bod vnitini oblasti fidici kruznice ma
svlij obraz ve vné&j§i oblasti fidici kruznice a naopak. Bod lezici na fidici kruznici je

samoziejmeé samodruzny!

Vsimnéte si, ze v piipad€ neincidentnich kruznic protina smér involuce vzorovou i vy-
slednou kfivku témét vzdy ve dvou bodech. Obraz bodu blizs§iho ke stfedu involuce lezi na
vysledné kiivce dal od stfedu involuce a naopak (vzdalenéjsi bod lezi na obrazu blize).
Muzeme to také fici jinak. Obraz bodu blizsiho k fidici kruznici lezi na vysledné kfivce blize
(k idici kruznici) a obraz vzdalen€jsiho bodu od fidici kruznice lezi dél (od fidici kruznice).

Vyjimkou je pouze piipad, kdy je smér involuce te¢nou neincidentni kruznice — pak
existuje pouze jedna dvojice sdruzenych bodu. Tady je potieba zminit jednu dilezitou véc,
ktera vibec neni samoziejma! TotiZ Ze stied involuce je prunikem spolecnych tecen dvou
neincidentnich kruznic sdruzenych v inverzi (coz znamend, Ze jedna je obrazem druhé).

Nemuselo by to tak totiz byt. Tato informace nam pfijde vhod v dalSim dile této ucebnice,

kdyz se budeme zabyvat novym zobrazenim zvanym homotetie. Ale o tom az pozdé&ji. @
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V piipad¢ incidentnich kruznic, kde je jejich obrazem pfimka, uz smér involuce proti-
na obé¢ sdruzené kiivky vzdy jen v jednom bodé. To je velka vyhoda, protoze v ptipadé ze po-
ttebujeme rychle najit obraz bodu leziciho na jedné z kiivek, stai pouze timto bodem
a stfedem involuce vést pfimku (smér involuce) a najit pak prunik této pfimky s druhou
kiivkou. Ten bude pouze jeden a na ném bude lezet hledany obraz bodu.

V podstaté to samé muzeme ucinit i v pfipadé neincidentnich kruznic, jen musime
pocitat s tim, ze pokud nebude zrovna smér involuce te€nou k danym kruznicim, pak obdrzi-
me vzdy dva pruseCiky a musime védét ktery z nich je ten spravny! To znamena, Zze bod blizsi
ke stfedu involuce je vzdalenéjsi od stfedu involuce nebo ze bod blizsi k fidici kruznici je

blize k tidici kruznici.

3.11.2.4 Bodv nekonecnu

Mozna uz vas napadla otazka, kam se zobrazi stied involuce? Kdyz hledame obraz
n¢jakého bodu a mame k dispozici dvé sdruzené kiivky, staci vést danym bodem a stredem
involuce pifimku a na praniku s druhou kfivkou nalezneme tento obraz. Tady je ale zasadni
problém! Jak vést pfimku urcenou dvéma body, z nichz jeden je stfed involuce a druhy je
stfed involuce? Jednim bodem zadna pfimka urcena neni, timto bodem muize prochazet neko-
ne¢né mnoho primek!

Kdyz se podivame na animace vySe, zjistime, ze v piipadé kdy se zobrazoval stied
involuce, byl smér involuce rovnobézny s pfimkou, ktera byla obrazem incidentni kruznice;
pro jistotu je to 1 na obrazku nize. Je to opét obdobny pfipad, jako jsme méli uplné na zacatku
ucebnice pii vykladu o Thaletové kruznici — dva body urcovaly n€jakou pfimku i ve chvili kdy

byly totozné (viz kapitola Co je tieba zndt!, Cast Te€ny ke kruznici).
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Takze kdyz uvéiime, ze dany smér involuce je spravny, stai najit pranik s pifimkou,
ktera je obrazem incidentni kruznice a mame hotovo @ Ze obé piimky zadny prinik nema-
ji? Ale no tak! Vzdyt prece dvé primky se dotykaji v nekonecnu, takze maji jeden spolecny
bod, a to bod v nekonecnu. Pokud jste ted’ zmateni nebo nevéfite tomu, co vam vase logika
tika, dejte si na chvili pauzu a promyslete si to. Kazdopadné vSechny indicie smétuji k jas-
nému zaveru: obrazem stiedu involuce v inverzi je bod v nekone¢nu.

Pamatujete na zdkon zachovani incidence? Ten fika, ze kazdy bod jedné kiivky ma
svlj obraz na druhé kfivce, ktera je s tou prvni sdruzena. A kazda pifimka prochazi bodem
v nekonecnu, takze tento bod v nekonecnu musi byt obrazem néjakého jiného bodu. A protoze
pfimka je obrazem incidentni kruznice a kruznice bodem v nekonecnu neprochazi, musi byt
vzorem bodu v nekoneénu né&jaky bod na této kruznici. A protoze VSECHNY piimky pro-
chéazi bodem v nekoneCnu, musi mit vSechny tyto kruznice néjaky spolecny bod, ktery je

vzorem bodu v nekone¢nu. A vSechny tyto kruznice jsou incidentni se sttedem involuce, takze

jediny logicky zavér je, ze stfed involuce je vzorem bodu v nekone¢nu. @

Pokud jste predchozi odstavec jesté nerozdychali, doporucuji tento preskocit. Pokud
vam naopak pfipadal genialni, mam tu pro vas jesté¢ jednu bombu: Ve vSech pripadech*
prochazi smér involuce vzdy dvéma dvojicemi vzaijemné sdruzenych bodu! U neincident-
nich kruznic to jsou dvé dvojice sdruzenych bodi lezici na téchto kruznicich, jak bylo ukaza-
no vyse. U incidentni kruznice a pfimky je to jedna dvojice sdruzenych bodi a druhou dvojici
tvoti stfed involuce (lezici na kruznici) a bod v nekonec¢nu (lezici na pfimce). Smér involuce

totiz vzdy prochazi sttedem involuce, a protoze je to piimka, prochéazi i bodem v nekonec¢nu.

Genialni! ©
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* Ne ve v§ech pFipadech! Tady jsou vyjimky:

1.V pFipadé neincidentni kruznice a jejiho obrazu bude smér involuce prochdzet pouze jednou dvojici
sdruZenych bodii, pokud bude smér involuce zdroven spolecnou tecnou téchto kruznic.

2. MiiZe se stat, Ze jedna z dvojic sdruzenych bodii bude samodruznym bodem (pak se ze ctyF bodii stanou
Jfakticky tri).

3. V pFipadé ortogonadlni kruzZnice viici Fidici kruznici nalezneme vidy pouze jednu dvojici sdruzenych
bodii!

4. Podobné v pripadé kolmé primky na Fidici kruznici bude existovat pouze jeden smér involuce, v némz se
bude nachdzet nekonecné mnoho sdruZenych dvojic bodii.

Pivodni vétu bychom mohli spravné zformulovat asi takto: V pripadé, Ze je smér involuce secnou libovolné
nesamodruZné kiivky a jejiho obrazu v inverzi, pak na téchto dvou kiivkdch vytind dvé dvojice vidjemné
sdruZenych bodi (nezdvisle na tom o jaky typ kfivky se jednd).

3.11.3 K ¢emu je to vSechno dobré?

Tak a naSe cesta za poznanim inverzni geometrie je uz opravdu u konce; tedy co se
tyCe tohoto dilu ucebnice. Mozna jste z této posledni kapitoly uplné znieni a potiebujete si
dat od geometrie n€jakych par let pauzu. Mozna vam to po precCteni posledni kapitoly najed-
nou vSechno zacalo davat smysl. A nebo jste nékde na puli cesty, ale téSite se az to jednoho
dne vSechno nakonec pochopite. Tak ¢i onak, musime se pomalu rozloucit. Na zavér se vSak
pokusime zodpovédet jednu z velmi oblibenych otazek zakl a student a sice: K ¢emu je to

vSechno dobré?

Popravdé feceno do zivota to ani moc k ni¢emu neni @ Ale je to krasné, to musite
uznat. Kazdopadné v geometrii nam muze byt inverze velmi uzitecna! Existuji totiz pomérné
zajimavé ulohy zvané Pappovy a Apolloniovy ulohy, které 1ze s pomoci inverze fesit mnohem
jednoduseji nez bez ni. Navic né€které z t€chto iloh nemtzeme bez inverze vyftesit vibec!

Inverzni geometrie nam také mize v mnohém pomoci pfi studiu projektivni geome-
trie. A to je zase co?? Existuje totiz mnoho ruznych geometrii s riznymi pravidly. Napiiklad
klasicka Fuklidovska geometrie nema zadny bod v nekonecnu. Inverzni geometrie naopak ten-
to bod v nekonecnu ma. A projektivni geometrie ma téchto bodi v nekonecnu nekonecné
mnoho — pro kazdy smér jeden!

Bohuzel toho z inverzni geometrie umime zatim jen velmi malo, pouhé zaklady, a tak
si nemuzeme uplné dobfe fici k Cemu je to v§echno dobré. Ale existuje jedna véc, kterou diky
inverzni geometrii umime a kterou bychom bez ni vibec neuméli! A co to tedy je? Umime
totiz vyftesit nasledujici lohu: Je dana kruznice a dva riuzné body, které na ni nelezi a nej-
sou kolinearni s jejim stifedem. Sestrojte k této kruznici ortogonalni kruznici, ktera bude

danymi dvéma body prochazet.
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Nejprve poznamenejme, ze ani jeden z bodi nemize byt stfedem zadané kruznice,
protoze v tom piipade by byla vysledkem pfimka a ne kruznice (promyslete si proc!). Stejné
tak body nesmi byt kolinearni se stfedem zadané kruznice, protoze v tom piipade takova
kruznice neexistuje (respektive vysledkem by byla opét pfimka), nebo (ve vzacném piipadé)
jich existuje nekonecné mnoho. Dale umime sestrojit ortogonalni kruznici k jiné kruznici,
pokud zname stied této ortogonalni kruznice (v pripadé, ze jste tesili vyzvu v kapitole Primky
a kruznice, na konci Casti Se¢ny a kolmice). Kazdopadné, at’ délame co délame, ortogonalni
kruznici, ktera ma prochazet dvéma zadanymi body bez jejiho stfedu sestrojit neumime.
V klasické geometrii na to neexistuje zadny znamy postup. Abychom mohli vyfesit tento

problém, potiebujeme inverzi!

Diky inverzi je to hracka @ Vime, ze ortogonalni kruznice k fidici kruznici je slabé
samodruzna! Pfedstavte si tedy, ze zadana kruznice je fidici kruznici. Staci pak uz sestrojit
obraz jednoho ze dvou zadanych bodu v inverzi podle této fidici kruznice a mame hotovo! Jak
to? Protoze je ortogonalni kruznice slabé samodruzna, obraz libovolného jejiho bodu bude
opét lezet na této kruznici. Kdyz tedy sestrojime obraz jednoho ze dvou zadanych bodu,
budeme mit tfi body, které na vysledné kruznici lezi! Staci pak uz jen nalézt stfed téchto tii
bodu a sestrojit kruznici, ktera témito tfemi body prochazi. Diky vlastnostem kruznic v inverzi

pak mame zajisténo, Ze tato kruznice bude k té zadané kolma. Zde je shrnut cely postup:

Ortogonalni kruznice — zapis konstrukce

Je déna kruznice k(S) a body X a Y, které nejsou
se stftedem S kolinearni.
1. X', Ik(S)[ X]
Sestrojime bod X ', ktery je obrazem bodu X
v inverzi podle kruznice k(S).
2. O; |OX|=|0X'| =|0Y]|
Sestrojime bod O, ktery je stfedem kruZnice
prochézejicibody X, X "a Y.
3. q(0); X,X",Y €q(0)
Sestrojime kruznici q se sttedem O,
kterd prochdzibody X, X "a Y.

Kruznice g(O) je hledana ortogonalni kruznice
vici kruznici k(S), prochézejicibody X a Y.
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Zkraceny zapis konstrukce:

q(0); q(O) Lk(S) A X,Y €q(O)

Diky inverzi umime skutecné néco, co jsme dosud neuméli. Nicméné opét je tu otazka:
a k cemu je zase toto dobré? Umét sestrojit kolmou kruznici k jiné kruznici, ktera bude pro-
chazet n¢jakymi dvéma body muze vypadat jako upln€ nahodna dovednost, kterou uz nikdy
nikde nepouzijeme. Opak je vSak pravdou. Pti studiu Ayperbolické geometrie (coze, dalsi geo-
metrie?!?) bude dovednost sestrojit takovou kruznici vlastné jednou ze zékladnich, bez které
se v této geometrii dale nepohnete. N&jak vice to vysvétlovat nema smysl, protoze o této

geometrii zatim (asi) nic nevite, takze musite pouze véfit, ze to tak je.

At uz véfite ¢i nevéfite, tohle je jiz Gplny konec. Vic uz se z této ucebnice nedozvite.
No a co ted’ dal? Predevsim si uzivejte ten bajecny pocit, ze jste se pravdépodobné naucili
néco zajimavého a néco, o Cem moc zakd, studentt ale i1 uciteld témér nic nevi. VSechny
nabyté znalosti navic ur€ité zarocite v dalsim studiu geometrie! Pokud vas u€ebnice zaujala ¢i
ptimo pohltila, nezbyva nez se vrhnout na dalsi dil a poodkryt dalsi taje kruhové inverze, jako
jsou linedrni transformace a jejich skladani, homotetie, kruhové kiivky, kuZelosecky a mno-
ho mnoho daliho. Casem se pak mizete pustit do studia dalsich zajimavych geometrii, jako
je uz zminéna projektivni ¢i hyperbolicka geometrie (nebo také tieba nezminénd elipticka

geometrie). Svet geometrie se vam praveé pomalu, ale jisté otevira dokofan...
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ZAVER

Cilem této diplomové prace bylo vytvorit digitalni ucebnici s tématem kruhové inver-
ze urcené pro samostudium nadanych zaka posledniho ro¢niku zakladni skoly. Po prostudo-
vani sou¢asného RVP ZV a nékterych konkrétnich SVP bylo identifikovano souhrnné uéivo
geometrie na druhém stupni ZS, z néhoz ulebnice vychazi a rozviji ho. Prvni &ast uGebnice je
vénovana linearnim geometrickym zobrazenim, které znaji zaci z vyuky. Kromé opakovani
a prohlubovani poznatki o danych zobrazenich se tato Cast uCebnice vénuje téz aktivnimu
zkoumani téchto zobrazeni, coz zak vyuzije ve druhé Casti uCebnice. Ta se jiz plné soustiedi
na téma kruhové inverze a jeho metodicky pfimétreny vyklad.

Digitalni ucebnice byla realizovana jako webova aplikace na platformé HTMLS, ktera
umoziuje zprostiedkovat veskery potfebny multimedialni obsah a interaktivni prvky. Z hle-
diska dostupnosti se jedna o idealni feSeni, protoze k prohlizeni webové stranky staci v sou-
Casnosti libovolné zobrazovaci zafizeni s pfipojenim k internetu. Ucebnice je primarné posta-
vena na motivaci a expozici daného tématu a chybi zde prvky fixace a diagnostiky. Aplikace
nékterych poznatku je pak vyuzivana pii expozici dalsiho uciva.

Jednim z dil¢ich cili prace bylo vytvoreni uceleného systému znaceni geometrickych
konstrukci, protoze nékteré z nich jsou v soucasné skolské praxi zapisovany pouze slovné bez
vlastniho symbolického zapisu. Vysledek tohoto snazeni muze Ctenaf nalézt v Piiloze €. 1.
Béhem navrhu tohoto systému vznikla nutna potfeba rozlisit oznaceni pfimek a kruznic a nék-
teré dosud bézné uzivané symboly vytadit. Konkrétni zmeény a jejich zdivodnéni nalezne Cte-
nar v oddile 2.4.2.

V digitéalni verzi ucebnice je k dispozici tzv. laborator. Jedna se o interaktivni aplikaci
dostupnou v prvni ¢asti ucebnice (v podkapitolach Zkoumdni zobrazeni), v niz je mozné ma-
nipulovat s preddefinovanymi geometrickymi objekty, volit si jejich umisténi a polohu, ale
predevsim aplikovat na tyto objekty dané zobrazeni a meénit jejich kritéria. Diky tomu mohou
zaci s danym zobrazenim experimentovat, vytvaret a potvrzovat si ¢i vyvracet své hypotézy
a aktivné tak ziskat vlastni cenné zkuSenosti, které nejsou pouze pasivné zprostredkované.
Soucasti celé digitalni ucebnice je 1 aplikace umoziujici postupné vykreslovani jednotlivych
kroki geometrickych konstrukci, ¢imz by se méla znateln€ zvysit piehlednost a ,,Ctivost

téchto konstrukei a ve vysledku pak 1 jejich hlubsi pochopeni.
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Prace samotna nabizi nékolik moznosti jejiho dalSiho rozvoje. Predevsim je tu otazka
vytvoreni dal§iho dilu ucebnice ur¢eného pro zaky stfednich skol (coz slibuje 1 samotny text),
ktery by na ni plynule navazoval a rozvijel a prohluboval dal myslenky geometrickych zobra-
zeni 1 kruhové inverze. Dale je tu akutni potfeba tvorby vhodnych a zajimavych praktickych
priklad(, na nichz by zaci své nabyté znalosti aplikovali a které v uebnici momentalné chybi.
S tim také souvisi vyuziti plného potencialu digitalni formy ucebnice. Je totiz mozné k ni tyto
praktické pfiklady postupné pridavat a vytvofit tak sbirku uloh. Dale pak pfiprogramovat
diagnostické nastroje, které by zakovi tyto ulohy nabizely, napt. v zavislosti na jejich obtiz-
nosti a na tom, jak by tyto nastroje vyhodnotily miru zdkova pochopeni urcitého tématu. Bylo
by mozné digitalni verzi ucebnice vice fragmentovat a propojit ji mnozstvim odkazit, ¢imz by
ztratila svoji linearnost a byla tak flexibilnéj§i pro vét§i mnozstvi Ctenaiu (napf. by mohla
dobfte poslouzit i vysokoskolskym studentiim, ktefi se cht€ji s kruhovou inverzi seznamit, ale
nepotiebuji si opakovat zakladni geometricka zobrazeni). K takto zpracované ucebnici by pak
bylo mozné vytvorit kratka vyukova videa, kterd by organicky dopliovala vykladovy text.

Moznosti dal§iho zpracovani této problematiky se tak nabizi nespocet.
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PRILOHY

Priloha €. 1: Znaceni geometrickych konstrukei

NAZEV ZAPIS KONSTRUKCE

Volny bod X
X; X e bod lei na pfimce
~~ Vazany (incidentni) bod P
X; Xe€ k(S) bod lezi na kruznici
X; Xe€Epng priisecik pfimek
X Prasecik X, Xepn k(S ) priisecik primky a kruZnice
X; X€k(S)nI1(0) prisecik kruznic
—— Usetka AB
Osa Usecky o; o LAB A |Ao|=|Bo|
Stfed Usecky S; S€e AB A |SA|=|SB|
" PFimka p; X, YEpP
g, gLlp N Xe€Eq kolmice pfimky
}( Kolmice
q; qLk(S) A Xeq kolmice kruZnice
—~~ Rovnobéika r; rlilp A Xer
5 Te&nav bodé t; tNk(S)=|T]
t,; t,Nk(S)=(T,] A Xet
p Tec¢ny z bodu ]
t,; t,Nk(S)=(T,] AN XE€t,
@ KruZnice (stfed a bod) k(S); X €k(S)
@ Thaletova kruZnice k(S); T g
"+’ Stfed kruznice S; |SA| =|SB|=|SC]|
@ KruZnice (tfi body) k(S); A,B,C€k(S)
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Kolma kruznice

Ortogonalni kruznice

Rovnobézna kruznice

q(0); q0)Lp A X e€q(O) kolmice pfimky
q(0); q(O) Lk(S) kolmice kruZnice

q(0); q(0) Lk(S) A X,Y €q(O)

r(s); r(S)Ik(S) A Xer(s)

& Ve D @

Tecna kruznice k pfimce

Tecna kruznice ke kruznici

t(0); t(0)np=(T]

t, ( O) N
~7 Orientovana uUsecka AB
A Orientovany uhel K@

Preneseni orient. Uhlu

CUD; |cOD| = |avB|

Posunuti (translace)

Otocni (rotace)

Soumérnost (symetrie)

Zrcadleni (inverze)

Inverze

X', TK'B[ X] posunuti bodu
p’ TZ'B[ p] posunuti pfimky
k'(S'); Txlk(S)] posunuti kruznice
X', R, ‘@‘[ X | otoceni bodu
p'; Rs,\@\[ pl otoceni pfimky
k'(0'); Rg ‘m‘[ k(O)] oto&eni kruZnice
X', S s[ X | soumérnost bodu
p'; Ss[ p | soumérnost pfimky
k'(0"); SJ{k(O)] soumérnost kruznice
X' I 0[ X | zrcadleni bodu
p'; I 0[ p | zrcadleni pfimky
k'(S"); I[k(S)] zreadleni kruZnice
X'; Ia)(S)[ X] inverze bodu

r

p'; Iw(5>[p] p'(O),‘ Iw(5>[p] inverze pfimky
k'; Iw(5>[ k(O)] k'(C); Iw(5>[k(0)] inverze kruznice
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P¥iloha ¢&. 2: Cesko-anglicky slovnitek geometrickych pojmi

pojem concept pojem concept
bod point zobrazeni mapping
pfimka line vzor (zobrazeni) preimage
kruznice circle obraz (zobrazeni) image
krivka curve orientovana Usecka directed line segment
polomér radius pocatecni bod initial point
pramér diameter koncovy bod terminal point
kruh disc orientovany uhel directed angle
rovnobéznik parallelogram pocatecni rameno initial side
(idealni) pravitko straightedge koncové rameno terminal side
(idealni) kruzitko compass vrchol (Ghlu) vertex
osa usecky line segment bisector posunuti translation
stred Usecky line segment midpoint otoceni rotation
stfed kruznice center of circle stredova soumérnost point reflection
kolmice perpendicular line 0sova soumeérnost reflection
rovnobézka parallel line kruhova inverze circle inversion
secna (kruznice) secant line soustfedné kruznice concentric circles
tecna (kruznice) tangent line secné kruznice intersecting circles
vnéjsi pfimka (kruznice) exterior line kolmé kruznice orthogonal circles

pojem concept

vhitfni tecné kruznice internally tangent circles
vnéjsi tecné kruznice externally tangent circles
vhitfni mimobézné kruznice internally disjoint circles

vnéjsi mimobézné kruznice externally disjoint circles
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