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1. Funkce

Zamyslime-li se nad pojmem funkce z hlediska vyvoje, 1ze dospét k nazoru, ze
vyvoj tohoto pojmu byl znaéné€ slozity. Zapocal studiem proménnych veli¢in a jejich
zéavislosti zeyjména srozvojem prirodnich véd v 17. stoleti. Pojem funkce zacal
soustavné pouzivat na pocatku 18. stoleti Jacob Bernoulli (1667-1748), Svycarsky

matematik, fyzik a astronom. Pro matematiku 18. stoleti byla funkce analyticky vyraz
slozeny uréitym zptisobem z proménnych a konstant. Tedy napiiklad vyraz +/(x* +1) .
Teprve v 19. stoleti nabyl pojem funkce piesnéjSiho tvaru : Proménnd y je funkci
proménné x, jestlize kazdé¢ dané¢ hodnoté¢ x odpovida ptfesné urCend hodnota y bez
ohledu na to, jakou formu ma vztah, ktery spojuje x s y.Pojem funkce byl tak u¢inén

nezéavislym na tvaru analytického vyrazu.

V soucasnosti se s funkcemi setkdvame ve vSech pfirodnich védach. Kazda
situace, kdy jsou né&jaky jev ¢i veliC¢ina jednoznacné ur€eny jinymi jevy ¢i veli€inami, se
da popsat pomoci funkce. Nékdy je jednoduché takovou funkci sestavit. Snadno
napiiklad miizeme zjistit délku trajektorie automobilu jedouciho znamou rychlosti
v zavislosti na tom, po jakou dobu jede. Nebo dokdzeme urcit ptirastek nasich tspor ve
spofitelné v zavislosti na dobé spofeni, pokud zname urokovou miru a jeji zmény. Casto
je naopak prakticky nemozné definovat spravny tvar funkce, nebot’ nemame dostatek
informaci o parametrech, které do jejiho zapisu vstupuji. Piikladem je tfeba zavislost

teploty ovzdusi v daném okamziku na zemépisné poloze a nadmoitské vysce.

Zavisi-li zkoumany jev na jediné veli¢ing, jejiz hodnoty jsou realné a bud’ se
méni zndmym zpisobem, nebo si je miZzeme dokonce volit, hovofime o funkci jedné
realné proménné. A lze-li zkoumany jev nebo veli¢inu kvantifikovat rovnéZ pomoci
realnych hodnot, jedna se o realnou funkci, resp. kazdou realnou funkei, jejiz definiéni
obor i obor hodnot jsou podmnoZina mnoziny R, nazyvame redlnou funkci jedné realné

proménné.



1.1 Definice funkce
Necht D a H jsou dvé (neprazdné) mnoziny realnych (popt. komplexnich)

¢isel anecht x € D, kdezto ye H .

a) Pak kazdé zobrazeni f mnoziny D na mnozinu G se nazyva funkce
zobrazujici mnozinu D na mnozinu G neboli funkce proménné x definovand na

mnozin¢ D . Potom piSeme y = f(x).

b) Proménnd x se obvykle nazyvé nezavisle proménna nebo argument, kdezto

¥ se nazyva zavisle proménna.

¢) Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce f , kdezto mnozina H se
nazyva funk¢ni obor funkce f neboli obor hodnot funkce f. Mnozina H se také

nazyva obraz mnoziny D v zobrazeni f aznaCise f(D)=H.

Poznamky

1. Kromé uvedeného onaceni funkce f se pouziva téchto oznaceni:
f:D—>H,
/ ={x.yle Dxtily = (0},
[e.yle s,
f~y=7k,
fix—>y,
fy=r(.

2. Pojem zobrazeni f mnoziny D do mnoZiny H je definovan tak, ze
ke kazdému prvku x € D je pfifazen pravé jeden prvek y € H ptficemzje y = f(x). To

znamena, ze plati: y, = f(x)Ay, = f(x)) =y, =y,.



3. Pro libovolné ¢islo x € D znaci symbol f(x) prave to Cislo y € H , které je
funkci f pfifazeno ¢islu x a které nazyvame funkcni hodnotou funkce f v Cisle

(bod€) x nebo hodnotou funkce f v Cisle (bod€) x.

Napitiklad f(5) znaci ¢islo pfifazené funkci f Cislu x =5. Podobné f(a)

znaci Cislo pfifazené ¢islu x =a.

4. Misto pismene x pro argument a pismene y pro zavisle proménou pouzivame
k oznaceni proménnych 1 jinych pismen, napi. u,v,w,¢,z. Podobné misto znaku pro

oznaceni funkce pouzivame i jinych pismen, napt. F,y,@,g,h,¢ apod.

5.Libovolnou funkci Ize obecné zapsat jako f(x), coz obecné znaci jakoukoli

funkci proménné x .

1.2 Defini¢ni obor funkce
Defini¢ni obor funkce znac¢ime zpravidla D( f'), obor funkénich hodnot H(f).

Tedy D(f)={xeR;TyeR:y=f(x)}, Hf) ={yeRIxeR:(x,y)ef}.

Definicnim oborem byva cCasto interval nebo sjednoceni intervalti. Neni-li
defini¢ni obor udan, rozumime jim mnozinu vSech redlnych cisel, pro néz je pfislusny
pfedpis definovan. Tuto mnozinu nazyvame prirozenym (t€Z maximdlnim) oborem

funkce. To je existencni obor vyrazu, jimz je funkce definovéna.

Naptiklad funkci f:R = R, f(x) = x* , mizeme vyjadfit bez udani definiéniho
oboru R vztahem f:y = x>, nebot piedpis y = x> mé smysl pro kazdé redlné &islo x.
Avsak u funkce g:<0,1> —R,g(x)=x", je nutné v zapisu funkce definiéni obor <O,1>

uvést, piSeme tedy g:y=x",xe(0,1).



1.3 Graf funkce
Umoznuje ndzorné vysvétleni mnoha vztahli a pojmid. Znazoriujeme-li
piislusnou funkci y = f(x) vkartézské soustaveé, ziskdme Kkartézsky graf této

funkce.Graf funkce miize v jednodussich ptipadech poslouzit jako prosttedek k ziskani

nazorné predstavy o funkci.

1.3.1 Definice grafu funkce

Kartézskym grafem (stru¢né grafem) funkce y = f(x)definované pro x € D,
nazyvame mnozinu v§ech boda [x, f (x)] v roving€ pro x € D. Odtud plyne, Ze prvni
soufadnice x bodu [x, f (x)], leziciho na grafu funkce, piedstavuje hodnotu x € D

nezavisle proménné, kdezto druha soutfadnice udava ptislusnou hodnotu funkce f .

Priklad 1

Znazornéme graf funkce y =a, kde a je urcité realné ¢islo.

Reseni
At zvolime jakékoli redlné ¢islo x € (—oo,+0), stdleje y=a.
Proto defini¢nim oborem této funkce je D = (—o0,+), kdezto zavisly obor
H= {a} Je tedy grafem dané funkce y =a rovnobézka s osou X ve
vzdalenosti |a| od ni a to nad osou X, pokud a > 0, kdezto pod osou X, je-li

a <0.Pro a =0 pfedstavuje jeji graf osa X, pro kterou plati y =0.

y=a(a>0)

y=a(a<0)

Obr.1.1



1.3.2 Tabulka funk¢énich hodnot funkce

K sestrojeni grafu byva vyhodné sestavit si nejprve tabulku nékterych funkcnich

hodnot:

X
X X5 X3 X

n

S () J(x) J(x,) S (%) f(x,)

Cisla X;,X,,X;5,...x, volime z defini¢niho oboru D dané funkce, kdeZto funkcni
hodnoty  ur¢ime zpfepisu pro uvazovanou funkci f  dosazovanim
X=X, X=X,,.,X =X, . Znazornime-li ve zvolené soustavé vSechny takto uréené body
[x, f (x)] a spojime-li je plynulou carou, dostaneme pfiblizny graf uvazované funkce.
Ten bude zpravidla tim pfesnéj$i, ¢im vice bodli k nému urc¢ime a pouzijeme-li jeste

dalsich dulezitych poznatkl o vlastnostech funkce.

1.4 Zplsoby urcovani funkci

Funkci f povazujeme za definovanou je-li znamo pravidlo, kterym je kazdému
Cislu x € D pfifazena pfislusna jedind hodnota f(x)e H , tj. je-li dan ptedpis, kterym
je toto pfifazeni jednoznacné urceno. Tento piedpis miiZze byt vyjadfen tabelarné,

graficky, analyticky nebo slovné.

1.4.1 Tabelarni ur€eni funkce
V tomto ptipadé je funkéni zavislost zadéna tabulkou, ktera je obvykle upravena
tak, ze v jedné tad¢ (napt. vodorovné) jsou uvedeny hodnoty argumentu x a v druhé

fad¢ (s ni rovnobézné) je proti kazdé hodnoté x napséana ptislusna hodnota f(x).

Tabelarni zptisob definovani funkce se velmi €asto vyskytuje v ptirodnich védach,
zvlast€¢ hleddme-li experimentalné funkcéni zavislost mezi dvéma uvaZovanymi

veli¢inami. Vyhodou tohoto vyjadieni je to, Ze z n€ého miZeme ihned vyc¢ist hodnoty



funkce v tabelovanych hodnotach argumentu. Jeho velkou nevyhodou je, ze obvykle

neobsahuje hodnoty funkce ve vSech potfebnych hodnotach argumentu.

Priklad
Hodnoty odporu R daného vodice:

Teplota °C 0 25 50 75 100
Odpor R 112 118,4 124,6 130,3 135,2

Kdybychom chtéli znat hodnotu odporu R pii 30°C, bylo by zisadné nutné
provést piislusné métfeni. Takto mizeme pouze ocekdvat, ze pfisluSna hodnota se bude

vyskytovat nékde mezi ¢isly 118,4 a 124,6.

Dal8im nedostatkem tohoto vyjadfeni je i to,Ze si pii ném nemuzeme ucinit blizsi
pfedstavu o povaze funkéni zavislosti mezi argumentem a zavisle proménnou. Proto se

obvykle snazime vyjadfit tuto zavislost graficky nebo analytickym vzorcem.

1.4.2 Graficky zplsob zadani funkce

V tomto piipadé byva funkce zaddna svym kartézskym grafem neboli
diagramem. Vyhodou tohoto vyjadfeni funkce je nazornost, nebot’ podle kartézského
grafu funkce si obvykle 1ze ucinit dosti jasnou pfedstavu o povaze funkéni zéavislosti.
Jeho nevyhodou je,ze vyjadiuje funk¢éni hodnoty nikoli pfesné,ale jen piiblizn€ a Ze sam

o sob& nedovoluje vySetfovat vlastnosti funkci metodami matematické analyzy.

g R e
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1.4.3 Analyticky zplisob definovani funkce

Tento zpisob je z hlediska teoretick¢ho i praktického nejvyznamnéjsi.Je to
vyjadieni funkCénich zéavislosti na zakladé analytickych vyrazii a vzorcti. Pfitom
analytickym vyrazem rozumime symbolicky zapsany souhrn zndmych matematickych
oborech s danymi redlnymi ¢isly (konstantami) a s proménnymi veli¢inami. Vzorcem

pak rozumime rovnost dvou analytickych vyrazi.

Ptiklad analyticky zadanych funkeci:
a) y=3x>-2x+1 pro Vxe R =(—0,+0),
b) Dirichletova funkce y(x), definovana predpisem:
x(x) =0 pro vSechna iracionalni ¢isla x € R

x(x) =1 pro vSechna racionalni ¢isla x € R

Ptednosti analytického vyjadieni je, Ze miiZzeme pouzitim metod matematické
analyzy zkoumat vlastnosti uvazované funkce, coz jinym zplsobem nebyva vzdy
mozné. Také miizeme napf. ur€it pouZzitim analytického vzorce hodnoty funkce
v kazdém ¢isle x, které patii do definiéniho oboru funkce. Ur¢itym nedostatkem
analytického vyjadieni je, Ze postradd nazornost grafického vyjadieni.Proto spolecné
s analytickou definici ¢asto pouzivame k ndzornéjsSimu a snadnéjSimu vykladu vlastnosti

uvazované funkce i jejiho grafického, popt. tabelarniho vyjadreni.

1.4.4 Slovni zplisob zadani funkce
Nékteré¢ funkce byvaji misto analytického vyrazu vyjadieny slovnim znénim
ptisluSného pravidla ptifazeni. Naptiklad Eulerova funkce ¢, kterd udava pocet vSech

pfirozenych ¢isel menSich nez pfirozené Cislo m a s ¢islem m nesoud€lnych, tedy

funkce y = @(m), nabyva napt. hodnot @(2) =1, (3) =2, p(4) =2 atd. A to vzhledem

k tomu, Ze u pojmu dé€litelnosti v mnozin¢ N vSech pfirozenych ¢isel se délitel 1 nebere

v avahu.

11



1.5 Rozdé€leni funkci
Podle toho jaké operace jsou analytickym vyrazem f(x)pfedepsany pro

argument x , délime funkce na dvé hlavni skupiny: algebraické a transcendentni.

1.5.1 Algebraicke funkce
Funkce y = f(x) se nazyva algebraicka, jestlize analytickym vyjadienim
piedpisuje pro argument x konecny pocet zakladnich pocetnich operaci: scitani,

odc¢itani, nasobeni, umocniovani pfi racionalnim exponentu.

1.5.1.1 Priklady algebraickych funkci

y=x>=5x"+15

ot

Obr.1.3

y=3/4(x-3)° —1+%

Obr.1.4

12
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1.5.1.2 Rozd¢leni algebraickych funkci

Algebraicke funkce se déli na funkce racionalni a iracionélni.

a) Racionalni funkce
U raciondlnich funkci se analytickym vyrazem ptedpisuje pro argument
x konecny pocet téchto Ctyt zédkladnich racionélnich operaci: s¢itani, odc¢itani,

nasobeni, dé€leni.

Raciondlni funkce se také déli na dvé skupiny, a to na celistvé racionalni funkce

neboli polynomy a na lomené racionalni funkce.

b) Iracionalni funkce
U iracionalnich funkci se kromé& uvedenych ctyt zékladnich operaci

vyskytuje v analytickém vyrazu f(x) mocnina argumentu x s lomenym racionalnim

exponentem £,peZ,qu,q¢l.
q

1.5.2 Transcendentni funkce

Funkce y = f(x) se nazyva transcendentni, neni-1i algebraicka.

13



1.5.2.1 Ptiklady transcendentnich funkci

y=sinx
Obr.1.6
y=e
25y
2--
154
y=tgx

14



Rozdéleni funkci v explicitnim tvaru y = f(x) lze shrnout v tento piehled:

~[celistvé neboli polynomy
. |racionalni )
alebraicke lomené
Funkce iracionalni

nizsi

transcendentni{
VYSSi

1.6 Pocetni operace s funkcemi
M¢jme dvé funkce: y = f(x) s definicnim oborem D, c R,

v =g(x) s defini¢nim oborem D, c R.

Necht D =D, nD,. Pak na oboru D jsou definovany zvlasté funkce s,7, p,q :
1. rovnost f =g funkci f,g,je-li f(x)=g(x)pro Vxe D
2.soucet s = [ +g funkci f,g,je-li s(x)= f(x)+g(x)pro Vxe D
3.rozdil = f — g funkci f,g,je-li r(x)= f(x)—g(x)pro Vxe D
4. souin p = fg funkci f,g,je-li p(x)= f(x)g(x)pro Vx e D
5.podil g = f/g funkci f,g,je-li g(x)= f(x)/g(x)pro Vx € D pro ktera je

g(x)#0.

Priklad II

1+x?

Ja-x)

Urceme defini¢ni obor funkce y =

Reseni
Funkce f(x)=x"+1 ma defini¢ni obor D, = (—o0,+0) , kdezto funkce
g(x) =y/(4—x") ma defini¢ni obor D, =(~22), primik D, "D, =(-2,2).

Z tohoto intervalu musime vyloucit oba body, nebot’ pro né je funkce

15



ve jmenovateli rovna nule, tj. g(x)=+/(4—x") =0. Proto defini¢nim oborem

dan¢ funkce je otevieny interval (-2,2).

16



2. Limita

Slovo limita pochazi z latinského slova limes = hranice, mez.

Na pojmu limita spo¢iva celd matematicka analyza. Jiz ve starovékém Recku
matematici Euklides z Alexandrie (300 pt.n.l.) a zvlasté Archimédes ze Syrakus (287-
212 pt.n.l.) pouzivali pii feSeni n€kterych tloh pocetnich obratl, které ve své podstaté
zahrnuji pojem limity. Vlastni pojem limity zavedl az v 17. stoleti anglicky matematik
John Walls (1616- 1703). Vynalezce diferencidlniho poctu Newtona a Leibnize
nenapadlo vybudovat zéklady infinitezimalniho po¢tu na pojmu limity. To uc¢inili az
v 19. stoleti matematici Augustin Louis Cauchy (1789- 1857), Bernard Bolzano (1781-
1848) a Karl Weierstrass (1815- 1897).

2.1 Limita funkce

Limita funkce je zédkladni pojem matematické analyzy. Dalo by se fici, Ze limita

funkce f(x) vbod& x,je &islo, k némuz se blizi hodnoty f(x) pfi x — x,.

2.1.1 Definice limity

1. Heinova definice (podle némeckého matematika H. E. Heina):
Necht’ je funkce f (x) definovéana v okoli U(x,), takZe pfimo v bodé¢ x,

definovana byt nemusi.

a) Zvolme libovolnou posloupnost {xn} bodu lezicich v okoli U(x,), ktera
konverguje k bodu x,, takze limx, = x, pro n — o . Kdyz pro kazdou takovou
posloupnost {xn } , konvergujici k bodu x,, konverguje vzdy ptisluSna posloupnost
{f(x,)}k &islu 4, fekneme, Ze &islo A je limitou funkce f(x) v bodé x,,a piseme

lim f(x)= 4.

X=X

17



b) Volime-li uvazované posloupnosti {xn } jen z pravé ¢asti okoli U(x,)
a zustanou-li ostatni ptfedpoklady beze zmény, pak nazyvame ¢islo 4 limitou

zprava v bodé x,, a piSeme pak lim f(x)=4.

¢) Obdobné se definuje limita zleva funkce f(x) v bodé x,, kterou znagime

lim f(x) = 4.V tom pfipad¢ uvazované posloupnosti {xn} volime v levé ¢asti okoli

X—)XO

U(x,).

Poznamky
1. Limita funkce v bod¢ x, se nékdy pro urcitost na rozdil od limity zprava,

resp. zleva nazyva oboustrannou limitou funkce v bodé€ x;, .

2. Funkce f (x) , majici v bod¢ x, oboustrannou limitu 4, mé v tomto bod¢ téz

limitu zprava i limitu zleva, které jsou rovny 4. Naopak, ma-li funkce v bod¢ limitu

zprava rovnou 4, a limitu zleva rovnou 4, = 4,, ma v bod¢€ x,téZ oboustrannou limitu

rovnou A= A4, = 4, .

2. Alternativni definice
Necht' f je funkce, x, e R', a € R". Pravime, Ze funkce f ma v bodé x, limitu

aapiSeme lim f(x) = a, pravé kdyz ke kazdému okoli o(a) bodu a existuje ryzi okoli

o(x,) bodu x, tak, ze o(x,) < Dom f apro vSechna x € o(x,) plati f(x)eoc(a).

Tato definice v sob& zahrnuje 9 specialnich ptipadl podle toho, zda je
X, €R, x, =0,x, =—00 ataké a e R, a=00,a =-w.Je-li a e R, je okolim bodu a
interval o(a) =(a—¢,a+¢),kde € >0 apodminku f(x) e o(a) lze zapsat ve tvaru

|f(x)—d|<¢,je-li a=o0,je o(a)=(h,) a f(x)eoc(a) znati f(x)>h.

18



Analogicky pro x, € R je o(x,) = (x, = 5,x, + ) —{x,} a x € (x,) znadi

0<|x—x0|<§,vpﬁpadé X, =©je o(x,) = (k,©), takze x € o(x,) znaci x > k.

1. x, € R, a e R, 4. ptipad vlastni limity ve vlastnim bodg¢, ktery je daleko

obr. 2.1

2. x, € R, a =00, tj. nevlastni limita oo ve vlastnim bodé: lim f(x) =0, pravé kdyz ke
X=X

kazdému h € R existuje J > 0 tak, Ze pro vSechna x € R plati
0<|x—x,|<d= f(x)>h.

T

VX
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3. x, € R, a=—o0,tj. nevlastni limita oo ve vlastnim bod¢: lim f(x) = —oo, pravé kdyz

X=X
ke kazdému h € R existuje J > 0 tak, Ze pro vSechna x € R plati

0<|x—x,|]<6= f(x)<h.

X\,

obr. 2.3

4. x, =0, a € R, tj. vlastni limita v nevlastnim bod€ «: lim f(x) =a, pravé kdyzZ ke
X—>00

kazdému ¢ > 0 existuje k € R tak, Ze pro vSechna x € R plati x>k = | f(x)— a| <eg.

H+E_._._._._._._._._._._._. y f e e e e e a

H'E'"""""""""""""I"""""""""""""""'

'

obr. 2.4
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5. x, ==, a € R, tj. vlastni limita v nevlastnim bod€ : lim f(x)=a, pravé kdyz
X——00

ke kazdému ¢ > 0 existuje k € R tak, ze pro vSechna x € R plati

x<k=|f(x)-d<e.

obr. 2.5

6. x, =0, a =0, tj. nevlastni limita o v nevlastnim bod¢€ oo: lim f(x)=co, pravé
X—>0

kdyz ke kazdému s € R existuje k € R tak, Ze pro vSechna x € R plati
x>k= f(x)>h.

obr. 2.6
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7. x, =, a=—o0,tj. nevlastni limita —oo v nevlastnim bod¢ «: lim f(x)=—o,
X—>00

praveé kdyz ke kazdému 4 € R existuje k € R tak, ze pro vSechna x € R plati
x>k= f(x)<h.

LR

obr. 2.7

8. x, =—, a =0, tj. nevlastni limita oo v nevlastnim bodé —co: lim f(x) =0,

praveé kdyz ke kazdému /s € R existuje k € R tak, Ze pro vSechna x € R plati
x<k= f(x)>h.

W

obr. 2.8
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9. x, = -, a = -0, tj. nevlastni limita oo v nevlastnim bodé¢ —oo: lim f(x)=-oo,
X—>—0

praveé kdyz ke kazdému 4 € R existuje k € R tak, ze pro vSechna x € R plati

x<k= f(x)<h.

W

obr. 2.9

2.2 Véty o limité funkce

2.2.1 V¢éta
a) Funkce f(x) nemiiZe mit v daném bod€ x,vice neZ jednu limitu.
b) Funkce f(x), ktera ma v bod€ x, limitu, je v urcitém okoli tohoto

bodu ohrani¢ena.

2.2.2 Véta: o pocitani s limitami
Necht prox — x, je jednak lim f(x) = 4, jednak limA(x) = B . Pak plati pro
X — x,tyto vzorce:
1. im(f(x)th(x))=A%B
2. lim(f(x)-h(x))= AB
3. lim[cf (x)] =clim f(x) =cA, kdec € R je libovolna konstanta
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4. lim(z ((x))) = % proB # 0 a pro h(x) # 0v n&akém okoli bodu x,
X

5. lim[f ()] =[lim f(x)]" = 4", kde & je pirozené &islo

6. lim|f(x)| = 4|

2.2.3 Véta: Véta o tiech funkcich
Necht existuje ryzi okoli bodu x, € R na némz plati:
L f(x) < g(x) < (),
2. lim f(x)=limA(x)=A4.

Pak také funkce g(x) ma v bodé x,limitu, pro niz plati lim g(x) = 4.

Dutikaz

Podle predpokladu existuje ryzi o, (x,) tak, ze
xeo,(x,)= f(x)< g(x)<h(x).Bud dile o(4) libovolné okoli bodu 4.
Existuje ryzi o, (x,) tak, ze x € 0,(x,) = f(x) € 0(4)a existuje ryzi o,(x,)
tak, ze x € 0,(x,) = h(x) € 0(A4). Polozme o(x,) =0o,(x,) No,(x,) N o5(x,),
pak o(x,)je ryzi okoli bodu x, a plati
xeo(x,) = f(x)eo(A4), h(x) e o(A), f(x) < g(x)<h(x). AvSak okoli
libovolného bodu je interval, tedy mnozina kterd se dvéma body obsahuje i
vSechny body leZici mezi nimi. Je tedy 1 g € 6(A) pro x € o(x,),

tj. lim g(x) = 4.

2.2.4 Véta

Je-1i funkce f(x)spojita v bod¢ x,, pak méa v tomto bod¢ limitu, rovnou ¢islu

S(xp)-
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2.2.5 Véta

Necht 11m| f(x)|=.Pak lim

X=X f(x)

Dukaz

. |
Bud’ & >0 libovolné. K ¢islu — existuje ryzi o(x,) tak, Ze
g

-0/ < ¢.0Odtud lim

= f(x)

xea(xo):|f(x)|>— tedy|——

f() f(X)

2.2.6 Véta

Necht’ lim f(x) = 0 a necht’ existuje ryzi okoli bodu x,, vnémz jest f(x)#0.

XX

Pak Iim ——

XX

1
x)|

Duikaz
Podle pfedpokladu existuje ryzi o,(x,), vnémzje f(x)# 0, takze
je definovano.

R
|/ (%)

Bud’ 7 € R libovolné, 2 > 0. K ¢islu % > 0 existuje ryzi o,(x,) tak, Ze
xeo,(x,)) = |f(x)| < % Polozme o(x,)=0,(x,)No,(x,). Pro x e o(x,) je

>h.Tedy lim——

definovano a plati | f (x)| TJ |f(1 )|

IfXI

f(xl
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2.2.7 Véta
Necht' lim f(x) = anecht existuje ryzi okoli bodu x,, v némz je funkce

X=Xy

g(x) zdola ohraniGena. Pak lim[f(x) + g(x)]= 0.

Dukaz

Podle predpokladu existuje ryzi o,(x,) a ¢islo k£ € R tak, ze
xeo (x,))=>gx)2k.

Bud’ nyni 4 € R libovolné. K ¢islu 7 —k € R existuje ryzi o, (x,) tak,
ze xeo,(x,)= f(x)>h-k.Pakpro xeo(x,) =0,(x,) No,(x,) plati

F(x)+g(x)>(h—k)+k=h. Tedy li_)m[f(x) +g(x)]= 0.

2.2.8 Véta

Necht’ lim f(x) = o0 anecht existuje ryzi okoli bodu x,, v némz jest

X=X

g(x)2k>0.Pak li_)mf(x)g(x) =0,

Dukaz

Ozna¢me o,(x,) ono ryzi okoli bodu x,, vnémz plati g(x) >k .Bud

heR, h>0 libovolné. K ¢islu % existuje ryzi o, (x,) tak, ze
h .
xeo,(x,)= f(x)> T Polozme o(x,) =0,(x,)No,(x,). Pro x e o(x,)

plati f(x)g(x)> % k=h.Tedy lim f(x)g(x) = .
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2.2.9 Véta: O limité slozené funkce

Necht' lim ¢p(x) = a lim f(y) = A. Necht existuje ryzi okoli bodu x,,
yoa

X=X

v némz plati ¢(x) # « . Pak lim f [w(x)] =4.

Dukaz

Ozna¢me o,(x,) ono ryzi okoli bodu x,, vnémz ¢(x) # ¢ abud c(A4)
libovolné okoli bodu A4 . Pak existuje ryzi o(«) tak, ze
yeo(@)= f(y)ea(d). Oznaéme o(a) Uia}=oc'(a), pak o'(a) je okoli
bodu « ,k némuz tedy existuje ryzi o, (x,)tak, ze x € o,(x,) = @(x) € o'() .
Polozme o(x,) =0,(x,) N o,(x,), pro x € o(x,)jest p(x) e c'(@)a p(x) # «,

tedy (x) € o(a), takze f[p(x)]e€ o(4). Je tedy lim flo(x)]= 4

2.2.10 Definice
a) Necht f je funkce, x, € R, a € R". Pravime, 7e funkce f ma v bodé x,

limitu zprava rovnhou a a piSeme lim f(x)=a , pravé kdyz ke kazdému okoli o(a)
x>

bodu a existuje pravé ryzi okoli P(x,) bodu x,tak, ze P(x,) < Dom f apro

vSechna x € P(x,) plati f(x)e€o(a).

b) Necht' f je funkce, x, € R, a € R . Pravime, e funkce f ma v bodé x,

limitu zleva rovnou a apiSeme lim f(x)=a , pravé kdyZ ke kazdému okoli o(a)
XX _

0

bodu a existuje levé ryzi okoli L(x,) bodu x,tak, ze L(x,) < Dom f apro

vSechna x € L(x,) plati f(x)e€o(a).
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Definici 1ze opét rozepsat do tii specidlnich tvarti podle toho zda

aeR,a=0,a=-o:

l.aeR: lim f(x)=a, pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro

X—>X
ot

vSechna x € R plati x, <x<x0+5:>|f(x)—a|<g.

lim f(x)=a, pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje o > 0 tak, Ze pro

0

vSechna x € R plati x, -5 <x<x, :|f(x)—a|<g.

WX

2.a=0o: lim f(x)=o0,pravé kdyz ke kazdému 4 € R existuje o > 0 tak, Ze pro

0

vSechna x e R plati x, <x<x,+0= f(x)>h.

lim f(x)=o0, pravé kdyz ke kazdému 4 € R existuje J > 0 tak, Ze pro

0

vSechna x e R plati x, -d <x<x, = f(x)>h.

A

hi{—-—-—- _ oL _C
~ | _— i ' 2
X, 8 X, X,+5 -
obr. 2.11
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3. a=—o: lim f(x)=—oo, pravé kdyz ke kazdému h € R existuje J > 0 tak, Ze pro

0

vSechna x € R plati x, <x<x,+0 = f(x)<h.

lim f(x)=—o0, prave kdyz ke kazdému s € R existuje o > 0 tak, ze pro

vSechna x € R plati x, -0 <x<x, = f(x)<h.

W

obr. 2.12

2.2.11 Véta
Necht' f je funkce, x, € R, a € R. Plati lim f(x) =a prave tehdy, kdyz plati

X=X

lim f(x)= lim f(x)=a.

2.2.12 Véta
a) Necht’ funkce £ je monotonni v n&jakém levém ryzim okoli bodu x, € R".

Pak existuje lim f(x).

b) Necht funkce f je monoténni v n&jakém pravém ryzim okoli bodu x, € R’.

Pak existuje lim f(x).
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Dikaz

Poznamenejme nejdiive, Ze libovolné okoli bodu oo lze povazovat za
levé ryzi okoli tohoto bodu a podobné pro bod —co. Plati tady naSe véta i pro x,
nevlastni. Pfedpokladejme pro urcitost, ze existuje levé ryzi okoli L(x,) bodu
X,,vnémz je f neklesajici. Oznacme M = {f(x);x € L(xo)}, pak je
M R, M #0.Je-li M shora ohranicend, pak existuje supM =a € R,

dokazeme, ze v tomto pfipadé¢ lim f(x)=a.Bud tedy¢ > 0 libovolné, existuje

x, € L(x,)tak, ze f(x,)>a—¢.Oznacime-li L,(x,)=(x,,x,),je L,(x,)levé
ryzi okoli bodu x, apro x e L,(x,) je f(x)= f(x,),tedy a—e< f(x)<a,

tj. | f(x)- a| <¢.Jetedy lim f(x)=a.Necht nyni M neni shora ohrani¢ena,

dokaZzeme, Ze pak lim f(x)=co.Bud 4 e R libovolné, existuje x, € L(x,)tak,

0

ze f(x;)>h.Je-liopét L (x,)=(x,,x,),pakpro xe L, (x,) je f(x)= f(x,),
tedy f(x)>h.Odtud lim f(x)=o0.

0

2.2.13 Véta

Funkce f méd v bodé x, € R" vlastni limitu tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kazdou

posloupnost {x, } takovou, 7e x, — x, a x, # x,pro viechna ne N existuje

lim f(x,).

2.2.14 Véta: Cauchy-Bolzanovo kriterium

Funkce f mavbodé x, € R vlastni limitu tehdy a jen tehdy, kdyz ke kazdému

g €M, & >0 existuje ryzi okoli o(x,) bodu x, takové, Ze pro kazdé dva body

x, € o(x,), x, € o(x,) plati | f(x,)— f(x,)|<e&.
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Dukaz

1. Necht lim f(x)=a e R abud ¢ e R, ¢ >0 libovolné. K ¢islu % >0

existuje ryzi o(x,) takové, ze x € o(x,) = | f(x)— a| < % . Tedy pro libovolné

x, € o(x,), x, € o(x,) plati

Lﬂ&):ﬂ&ﬂ=V@J—a—Uu»—aLﬂfuJ—d+Vu»—d<§+§=8.

2. Necht plati podminka véty a bud® & > 0 libovolné. Pak existuje ryzi
o(x,)tak, ze x, € o(x,), x, € o(x,) = |f(x1 )— f(x, )| <é¢.Bud {xn} libovolna
posloupnost takova, Zze x, — x, a x, # x, pro vSechna n € N . Pak existuje
n, € N tak, Zze x, € o(x,) pro n=n,. Tedy pro m>2n,,n>n, je
()~ f(x,)

lim f(x) atato limita je vlastni, nebot’ je soucasné€ rovna limité posloupnosti

X=X

).

< ¢, takze { f (xn)} je cauchyovska. Podle véty 2.2.14 existuje

2.2.15 Véta

Necht’ lim f(x) =a € R anecht a, = f(n) pro ne N.Pak lima, =a.

Diikaz
Bud’ o(a) libovolné okoli bodu a. Pak existuje k£ € R tak, ze pro x > k
je f(x)eo(a).Je-li n, neymensi piirozené ¢islo takové, ze n, > k, pak n 2> n,

plati a, = f(n) e o(a). Tedy lima, =a
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2.2.16 Definice
Necht x, e R a f je funkce, ktera je definovadna a shora ohranicena v n¢jakém

ryzim 6, okoli bodu x,. Pro libovolné 6 € R, 0 <6 < 6, polozme
M(@©)=M,(0)= sup{f(x); xeR,0< |x —x0| < 5}. Pak lim M (0) nazyvame limes
50"
superior funkce fvbod¢ x,: limsup f(x)=lim M ,(5). Neni-li f shora ohranicena
X=X 50"

v z4dném ryzim okolim bodu x,, klademe limsup f(x)= 0.

Poznamka

V ptipadé shora ohrani¢end funkce lim M (o) skutecné existuje, nebot’ ziejme
50"

0<0,<0,<0,=>M(5,)<M(5,),t. funkce M (J) je neklesajici na intervalu (0,5,)

a tvrzeni plyne z véty 2.2.12.

2.2.17 Definice
Necht' x, e R a f je funkce, ktera je definovédna a zdola ohranicena

v n¢jakém ryzim 6 okoli bodu x; . Pro libovolne 6 € R, 0 <6 <9, polozme
m(8) = m, (S) = inf{f(x); x e R, 0 <|x - x,| < 5}. Pak lim m(5) nazgvame
. 50"
limes inferior funkce f v bodé€ x,: liminf f(x)= lim m(5). Neni-li f zdola
XX 5—0"

ohrani¢end v zddném ryzim okolim bodu x,, klademe liminf f(x)=—oo.

X=X

Poznamka

Bud’ f funkce definovédna v n€jakém ryzim okoli bodu x, € R . Pak

liminf f(x) < limsup f(x).

X=X
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2.3 Priklady

Priklad III

. T
Dokazme, ze lim—- = +o.
x—0 X

Reseni
Zvolme libovolné velké ¢&islo £ > 0. Protoze x> — 0, je v uréitém

s . 1 . 1 NN
okoli pocatku stale 0 < x*< E . Odtud mame —- > E, coZ znaci, Ze
X

Priklad IV

. oo x+1 .
Dokazme, ze lim neexistuje.

x—1 x_l

Reseni
Vypocitame limitu zprava pro x — 17, kdy se x blizi k jedné v ¢islech
x >1,1limitu zleva pro x — 17, kdy se x blizi k jedné v ¢islech x < 1. Budou-li

ob¢ limity rzné, pak pro x — 1 limita dané funkce neexistuje.

lim % 1 = 400, nebot’ limita ¢itatele lim(x+1)=2> 0.V okoli bodu x =1, tj.

-1t x —1 x—o1"

v intervalu (1,1+0), kde 0 >0, je vyraz x —1> 0. Limita jmenovatele

lim(x —1) =0. Jelikoz limita Citatele je 2 > 0 a limita jmenovatele je 0, je

x—>1*
limita funkce pro x — 1" rovna + 0.

lim(x+1)=2a lim(x—1) =0, protoze pro vSechna x z okoli bodu x =1, tj.
x—1"

x—1"

z intervalu (1-6,1), 6 >0, je vyraz x—1<0. Citatel je kladny, jmenovatel

. , .ox+1 o
zaporny, proto lim—— neexistuje.
-l x — 1
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Priklad V

Vypoctéme lim (r+ 3)4(x FA+S)
X0 x"+x-11

Reseni
(x+3)(x+4)(x+5) 0

Vysledek bychom mohli napsat rovnou lim 7 ,
¥ x"+x-11

~ voowe . v v ~ v 4
protoze x — oo a stupei Citatele x’ je nizsi nez stupen jmenovatele x ™.

Nebo mizeme postupovat nasledné:

2 3 2
lim(x+3)4(x+4)(x+5) :lim(x +74x+12)(x+5):1imx +124x +47x+ 60
X x +x-11 X0 x"+x-11 X0 x +x-11
1 12 47 60
—im X x> x x* :0+0+0+0:9:
x>0 1 L_E 1+0-0 1
x xt
Ptiklad VI
Vypoctéme
lim Vx? +3x
x—)oo3[2x3_2x
Reseni

. . . 1
PouZijeme tvrzeni lim f(x) = 4 pravé kdyz lim f(—) =4 véty 2.2.4
X—>+0 y_>()+ y

Oznaéime-li

Foy=dx 3
V2x* =2x ’
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pak

_ 1+9y+27y* +27y°
2°A-2y* +y*

Podle uvedeného tvrzeni je

lim £(x) = lim ()= ——
X—>+00 y—=0* y

"

Priklad VII
Vypodtéme lim(-—2% — 1-x° )
P xom x? 3+ 2x2
Reseni
1-2x  1-x? 1-2x 1—x? 1
lim - =1 -l =0—(——)=—
xm x? 3+ 2x? xow 2 x>o 3 4 D x? ( 2) 2

V prvni limité€ je stupeii Citatele nizs$i nez jmenovatele, x — c a proto je
limita rovna 0, v druhé limit¢ je Citatel 1 jmenovatel stejného stupné, proto

limita je rovna podilu koeficientli u nejvyssich mocnin.

Priklad VIII

Vypodtéme lim — Y1 =%
x—0 X

Reseni

V ptikladech tohoto typu se snazime odstranit odmocniny bud’ z Citatele

nebo jmenovatele rozSitovanim, ptipadné kracenim zlomku.
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1-+/1- (1= 1=x)(1+4/1-x)

I-(1-x)

lim =1lim =1lim
10 X x>0 x(1++/1-x) HOme/xz(l—x)
=lim =lim ! =lim ! —i
x_’0x+\/x —x° Hol x2—x? 01 44l-x 1+1 2
+
2
X

Priklad IX
Urceme
lim x(/(1+x%) = x).
Reseni

Pti vypoctu této limity nelze pouzit véty 2.2.2, nebot’

lim /(1+x%) =400, lim x = +o0

X—>+o00 X400

Proto se opét pokusime vyraz x(y/(1+ x>) —x) vhodné upravit:

: . m+x x(1+ x> —x?)
1 -0 =x(yd -
(34 37) = x) = x([(1+x7) T N O J<1+7>+1

Nyni jiz snadno vypocteme

xl_i)rgox(q/(l +x°) - x) =%

Priklad X

Urceme

lim\/z—w/(l—cosx)

x>0 sin? x
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Reseni
Plati

2—(1+cosx) I—-cosx

sin’ x(\/z+1/(1 +CosX)) B (1—-—cosx)(1 +cosx)(\/§+\/(l+ cos X))

1
- Q! +cosx)(\/§+w/(1+ COS X))

. 1
Podle véty 2.2.4 se hledana limita rovna gﬁ .

Ptiklad XI
Vypocteme
x+In(1+ x)
0 2x + In(1 + x)
Reseni

Protoze limita

lim In(1+ x)
x—0 X
je podle vzorce ling In(l + x) =1 rovna ¢islu 1, plati
X X
In(1+ x)
x+In(l+x) . I+ X _
0 2x+In(l+x) 0, In(1+ x)
x
Ptiklad XII
x* -1
Podle definice limity dokaZzme, Ze funkce f(x)= EyE R ma tyto limity:
X —x-

a)lim /'(x) =1
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b) lim /(x) = +o0

x—>—

c) hnll, f(x)=-o

x>
2

& fim (0=

Reseni
a) Mame-li dokézat, Ze lin(} f(x) =1, musime podle definice limity k

libovolnému ¢islu ¢ > 0 najit takové ¢islo d > 0, aby nerovnost

2
%2;26 _;1—1 7 szx+ 1| e patlapro <o

Je-li x>0, pak | al | S , a je tedy tfeba najit takové Cislo 6 >0,
12x+1] 2x+1
aby pro 0 < x < ¢ platily nerovnosti

<e=o0<x<2sx+e=0<x<
2x+1 1-2¢

0<

X |__ X
2x+1] 2x+1

Je-li —% <x<0,pak | , a je tedy tfeba najit takové

¢islo 0 >0, aby pro — o < x < 0 platily nerovnosti

<0 2a-¢ec<x<0s= - <x<0

2x+1 1-2¢

—&<

Polozime-li 6 = min ¢ , ¢ ,l , pak nerovnost
1-2& 1+2¢ 2
x* -1 . N " “x .
PyER— —1| < & je splnéna pro vSechny body x, pro néz plati |x| <o.
X —x—

Tim je dikaz proveden.

38



b) Méame-li dokazat, ze lim f(x)=+o0 musime podle definice nevlastni
1+

x>
2

limity zprava najit k libovolnému ¢islu K > 0 takové ¢islo ¢ > 0, aby nerovnost

xt =1

—2__>K
2x" —x-1

platila pro O<x+%<5.

Pro tyto body x plati x+1>% a0<2x+1<25,atedy

xt =1 x+1 1

. = >,
2x"—x-1 2x+1 46

PoloZime-li 6 = ﬁ , je pozadavku definice 2.1.1 vyhovéno.

c) Postup diikazu je obdobny jako v ptikladu b). Mame-li dokézat, Ze

lim f(x)=—o0, musime podle definice nevlastni limity zleva k libovolnému
L

xo——
2

¢islu K < 0 najit takove ¢islo 6 > 0, aby nerovnost

xt -1

S K
2x° —x-1

platila pro —§<x+%<0.
Pro tyto body x plati %—5<x+1 a0>2x+1>-20,atedy

x’ -1 I 1
<

2x2—x—-1 2 45

PoloZime-li 6 = — , je pozadavek definice 2.1.1 splnén.

d) Méame-li dokazat, ze lim f(x) = %, musime podle definice vlastni

limity v nevlastnim bod¢ k libovolnému ¢islu ¢ > 0 najit takové ¢islo x,, Ze pro

x > x, plati nerovnost

-1 1 1
— == <¢.
2x7 —x-1 2| 22x+]
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a nerovnost

Je-li x>—l,pak L !
2 22x+1 2(2x+1)

.
2(2x+1)
znamena totéz jako nerovnost
1 1
X>—-—=1x,
4 2

. 1 1
Zvolime-li tedy za x, Cislo PR pak pro x > x, plati
&

-1 1
S 5 <¢
2x"—x—-1 2
Tim je diikaz proveden.
Priklad XIII
Pomoci definice nevlastni limity funkce dokazme, Ze
: 1
lim > = +®©
x—1 (x — 1)

Jak velké ¢islo ¢ je nutno zvolit, je-li K =10,100, 1000 ?

Reseni
Podle definice musime k libovolnému zvolenému ¢islu K > 0 najit
takové Cislo 0 > 0, aby nerovnost

1

> K
(x—1)?

platila pro 0 <|x—1|< 5. Zvolime-li 0 <|x—1| < L pak ;1)2 > K , atedy

VKT (-

staci polozit 6 = L Z toho tedy plyne, ze pro K =10je 6 =

JK

K =100 je 5=% apro K =1000 je 0 =

1
——, pro
V10 P

1
V1000
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2.4 L’Hospitalovo pravidlo

2.4.1 Uvodni poznamka o tzv. neuréitych vyrazech
V této kapitole rozsifime uvedend pravidla o pfipady, kdy limity neni mozno

vypocist dosud znamymi metodami. Tak napt. vezmeéme v tivahu vyraz

I  cosx , , . o . .1
——— = u(x), ktery neni definovan pro x=0. Pfitom je lim— =+wo),
X X x—0 X

. COSX ot s : y Ly

lim =40, Vzhledem k tomu se fik4 ( a poznamenejme, Ze ne zcela spravné, ale

x—0 X
spiSe z historickych divodi), Ze jde o tzv. neurcity vyraz typu oo —oo ( vhodnéji limitni

) 1- .
typ oo —o0). Kdybychom vyraz u(x) psali ve tvaru u(x)= ﬂ ,dostali bychom pro
X

x — 0 ,, neurcity vyraz* typu 0/0. Pfitom ziejmé o zadnou ,,neurcitost™ vyrazu nejde,

ale o vypocet limity vyrazu u(x), a tato limita bud’ existuje, nebo neexistuje. Celkem
rozeznavame neurcité vyrazy typt 0/0,00/00,0.00,00°,0%,17, 00 — oo,

Uvedené neurcité vyrazy lze pievést na tvar 0/0, popt. «/co. O limité téchto
dvou vyrazu plati velmi praktické pravidlo, zvané 1"'Hospitalovo, které vSak v nékterych
piipadech k vypoctu uvedenych limit nestaci. Proto se pouZziva i jinych metod, zejména

pak Taylorova vzorce.

2.4.2 Definice

Rikame, Ze podil u(x)/ v(x) je pro x — aneurcitym vyrazem typu 0/0, popf.

X—a

typu oo/, jestlize je limu(x) =lim v(x) =0, popft. limu(x) = too, lim v(x) = Foo,

Poznamky

1.V této definici misto limitniho pfechodu x — @ mizeme vzit v uvahu

kterykoli z limitnich pfechodli x — a+,x > a—,x — 400, x —> —o0.

2. Obdobné se definuji dal§i neuréité vyrazy typt oo —0,0.00,00°,0°,1°. Tak napf.

neurditym vyrazem typu oo —co rozumime limitu lim[u(x)—v(x)], jestlize
X—a
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limu(x) = lim v(x) = too. Pfitom je velmi dilezité znaménko minus u v(x) , nebot’ napf.

X—a xX—a

symbol + o+ o0 =+00 nepfedstavuje zadny ,, neurcity vyraz*; podobné¢ je
— 00— 00 = —o0, Podobné neur¢itym vyrazem typu oo’ rozumime limitu limu(x)v(x) ,

jestlize limu(x) =+, kdezto limv(x)= 0.0bdobné je tomu u ostatnich ,, neuréitych
xX—a xX—a

vyrazi“.

2.4.3 L'Hospitalovo pravidlo
ux)

Necht’ pro x — a ptedstavuje podil ) neurcity vyraz typu 0/0, popt. oo/ 0.
V(X

Existuje-li lim L) w(x) =A
X—>a v (x)

u(x
(a to vlastni, popf. nevlastni limita), pak existuje tézZ limita hm%
x—>a V x

aplati lim—— u(x) = lim% (x)
X—a v(x) xX—a v (x)

2.4.4 Neurcité vyrazy typu oo —oo
Jde o limitu limu(x)—v(x)], kde limu(x)=limv(x)= oo.

Abychom zde mohli pouzit 1" Hospitalova pravidla, pfedpokladame tento vyraz na

I 1

symbol typu 0/0, popf. oo/ oo napf. na zakladé identity u —v =Y

uy

Priklad XIV

1 1
Vypoctéme hm( - —j
—o\sinx X
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Reseni
ProtoZe jde o symbol c — o, upravime jej na symbol 0/0 tim, Ze
., 1 I x-sinx
polozime —-—— =

sinx x xsin x

Zlomek na pravé stran€ je symbol typu 0/0. Proto mizeme pouzit
1"Hospitalova pravidla. Dostaneme
X—sinx l-cosx sin x 0

lim————— =lim— = lim — = =0.
x>0 xsinx =0ginx+cosx *02cosx—xsinx 2-0

2.4.5 Neurcity vyraz typu 0.0

Jde o limitu lim[u(x)v(x)], pficemz limu(x)= 0,limv(x)= 0. Zde pred

xX—a

pouzitim 1"Hospitalova pravidla upravujeme vyraz na symbol 0/0, popt. oo/

. N . u
napf. pouzitim identit uy = =—.

%oh

Priklad XV

Vypoctéme lir(1)1+ (x In x) .

Reseni
Jde o symbol O.(oo). Abychom mohli pouzit 1" Hospitalova pravidla,

upravime jej na symbol oo/ 0. Je totiz

Inx . %

lim (x1nx) = lim —= = lim 4%~ = lim (- x) = 0.

x—0" PENEE | x—0" —yz x—0"
N X
X
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2.4.6 Neurcité vyrazy typt «°,0°,1
Je—1li u(x)>0,pak vyraz [u(x)]"™ mize byt pro x — a jednim z uvedenych

symbolil, pokud limu(x) =+ ( popt.0, popi.1), kdezto limv(x) =0, popt. .

Ve vSech uvedenych ptipadech vyjadiime mocninu " ve tvaru exponencialni funkce

na zakladé vztahu u" = e""™ . Pfitom vyraz vlnu piejde v symbol 0.c0.

Priklad XVI

Vypo¢téme limx™* pro x —0".

Reseni

Jde o symbol 0°. Polozme x* = e . Protoze lim x Inx =0, jak jsme

x—0"

ur¢ili v prikladu XV, je hledan4 limita limx* = "™ =¢° =1.
x—0+

Priklad XVII

1/x

Vypocteme lim(1+ kx)"'* pro x — 0",

Reseni

Jde o symbol 17. Polozme (1+ kx)!'* = """ Pfitom je

fim 20RO iy kg
x>0 X x=0" 14+ kx
Proto je lim(1+ kx)l/x _ e]im[(l/x)ln(l+kx)] —
x—>0"
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Priklad XVIII
Vypoctéme lim (1n 1)" _
x—>0+ X

Reseni
Jde o symbol «”. Polozme 1/x =1, takze pro x — 0+ je t — +oo.

1 1
Dale je ((In—)* = ™"/ = /00
X

. . lnt |
Protoze lim — = lim -~ =0,
o>+ f 1>+ ¢

je lim (1) = e =1
x—>0+ X
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3. Spojitost

vvvvvv

v daném bodé x, limitu rovnou funkéni hodnoté f(x,). Ptikladem takovych funkci jsou

polynomy P(x). Takové funkce se nazyvaji spojité v bodé¢ x, .

3.1 Spojitost v bod¢

3.1.1 Cauchyho definice
Necht’ Da H jsou podmnoziny R . Rikame, Ze funkce f: D — H,x— f(x)je
spojitd v bodé a € D, jestlize pro kazd¢ Cislo ¢ > 0 existuje takové ¢islo 6 > 0, ze pro

kazdé x € D vyhovujici nerovnosti |x - a| < 0 plati nerovnice | fx)-f (a)| <g.

Poznamka
Vyraz |x - a| < 0 znamena, ze lezi v intervalu (a —o0,a + ¢ ), tomuto intervalu se
fikd o okoli bodu a. Podobné vyraz | f(x)-f (a)| < & znamena, ze funk¢ni hodnota

f(x)patii do intervalu (f(a)—e¢, f(a)+¢€), tzn. ¢ okoli bodu f(a).

3.1.2 Definice
Pravime, Ze funkce f(x) je spojitd v bod¢ x, € R, jestlize plati

lim f(x) = f(x,) .Pravime, Ze tato funkce je zprava spojitad v bod¢ x, € R, pravé kdyz

lim f(x)= f(x,).Pravime, ze tato funkce je zleva spojita v bod¢ x, € R, prave kdyz

0

lim f(x)= (x,).
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Poznamky
1. Jelikoz x, e R, f(x,) e R, lze definice spojitosti dat tento tvar: f je spojita
v bod¢ x,, pravé kdyZ ke kazdému & > 0 existuje o > 0 tak, Ze pro vSechna x € ‘R

plati [x —x,| <5 = |f(x) - f(x,)| < €.

2. Je-li f spojita v bodé x, € R, je definovand v tomto bod¢ a v n€jakém jeho

okoli.

3.Je-li f spojitd v bod€ x, € R, pak je v né¢jakém okoli tohoto bodu

ohranicena.

4. Spojitost funkce je definovana pouze v bodech x, € R . Nelze definovat

spojitost funkce v nevlastnich bodech.

3.1.3 Véta
Funkce f je spojitd v bod¢ x, € R prave tehdy, kdyZ je v tomto bod€ spojita

zprava i zleva.

3.1.4 Véta o spojitosti slozené funkce
Necht funkce ¢(x) je spojitd v bodé x,. Necht ¢(x,) =y, anecht f(y)je

spojitd v bod& y,. Pak slozena funkce f[p(x)] je spojitd v bodé& x, .

Dukaz

Bud' ¢ > 0 libovolné, existuje 1 > 0 tak, Ze pro vSechna y € R, pro néz
|y—y0| <n,plati |f(y)—f(y0)| < ¢.K<islu > 0 existuje 0 > 0tak, ze pro

vSechna x € R, pro néz |x — x0| <9, plati |(p(x) -o(x, )| < 7. Tedy pro vSechna
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xeR, pronéz |x —x,| <8, plati | /lp(x)]- flo(x)] = |/le(x)]- f (o) < & 4.

f [(p(x)] je spojita v bod¢ x,, .

3.1.5 Definice
Body, ve kterych funkce f(x)= y neni spojita, se nazyvaji body nespojitosti
funkce f . Tyto body se obvykle déli na dva druhy:

1. Bodem nespojitosti prvniho druhu funkce f nazyvame bod a, v némz sice
existuji ob¢ jednostranné vlastni limity (tj. zprava i zleva) funkce £, ale bud’ aspon

jedna z nich je rizna od hodnoty f(a), nebo funkce f neni v bod¢ a definovana.

2. Bodem nespojitosti druhého druhu funkce f nazyvame bod a, v némz bud’
neexistuje neékterd z jednostrannych vlastnich limit (bud’ zprava nebo zleva) funkce f,

nebo zadna z téchto limit neexistuje, nebo aspon jedna z jednostrannych limit je

nevlastni.

3.2 Spojitost na otevieném a uzavieném intervalu

3.2.1 Definice
Funkce y = f(x) se nazyva spojita na otevieném intervalu (a,b), je-1i spojita

v kazdém bodé¢ tohoto intervalu.

3.2.2 Definice
Funkce y = f(x) se nazyva spojitd na uzavieném intervalu <a,b> , je-1i spojita
v kazdém vnitinim bod¢ tohoto intervalu, kdezZto v jeho krajnich bodech je spojita jen

zprava (jde-li o bod x = a ), popf. jen zleva ( jde-li o bod x =b).
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3.2.3 Definice
Funkce y = f(x) se nazyva po ¢astech spojita na intervalu J, ma-li

v intervalu J konecny pocet bodil nespojitosti pouze prvniho druhu.

3.2.4 Véta
Je-li funkce y = f(x) spojitd v bod¢ x = aa je-li ptitom f(a) >0, popt. f(a)<O0, pak

existuje okoli U(a), na kterém je stale f(x) >0, popt. f(x)<0.

3.2.5 Véta

Jsou-li funkce f(x)a h(x)spojité na intervalu J, jsou v tomto intervalu spojité
také tyto funkce:
1. f(x)xh(x)
2. c¢- f(x) ,kde cje konstanta

SWACIRLE)

[98)

4. L9 ielti h(x) % 0 okoli U(x,)
h(x)

)]

. [f(®)]', kde nje ptirozené &islo.

3.2.6 Véta

Necht funkce f je spojita na uzavieném intervalu <a,b> a necht’

f(a).f(b) < 0. Pak existuje takové Cislo c € (a,b), ze plati f(c)=0.

3.2.7 Definice
Funkce y = f(x) se nazyva stejnomérn¢ spojita na intervalu J , pravé kdyz

ke kazdému ¢islu ¢ > 0 existuje takové Cislo o > 0 (které zavisi pouze na Cisle ¢), ze
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pro kazda dve ¢isla x,x +h € J , jejichz vzdalenost je |h| <0, plati

|f(x+h) - f(x)|<e.

Poznamka
Geometricky 1ze stejnomérnou spojitost funkce y = f(x) na interval
J interpretovat takto: Existuje takovy obdélnik se stranami rovnobéznymi s osami Ox a
Oy , ptfi¢emz jeho Sitka |h| <o ajeho vyska v =2¢, ze kdyZ jej umistime kdekoli
v intervalu J tak, aby graf funkce f prochdzel sttedem nékteré svislé strany tohoto

obdélniku, pak uvedeny graf neprotne zadnou z jeho vodorovnych stran.

M

*---.‘._h\ //\("“‘

=2

||

———
/

W

0

e

obr. 3.1

3.2.8 Véta: Prvni Weierstrassova véta
Funkce y = f(x), ktera je spojita na uzavieném intervalu <a,b> , je na tomto

intervalu ohrani¢ena.
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3.2.9 Véta: Druhd Weierstrassova véta
Funkce y = f(x), spojitd na uzavieném intervalu <a,b> , nabyva v tomto
intervalu (aspofi v jednom ¢isle x,) svého maxima M a (aspoil v jednom ¢isle x, )

svého minima m .

3.2.10 Véta: Darbouxova véta
Necht D a H jsou podmnoziny ‘R a funkce

f:D— H,x > f(x)spojitd v celém defini¢énim oboru. Pak pro kazdy uzavieny
interval <x1 , X, > , obsazeny v mnozin¢ D plati: pro kazdé ¢islo y z intervalu

< f(x), f(x, )> existuje alespon jedno x z intervalu <x1 ,x2> takové, ze f(x)=y.

Poznéamka

Darbouxova véta se pouziva pii kresleni grafu spojité funkce f:9R —> R.
Nejprve vytvoiime tabulku kone¢né¢ mnoha argumentt x a pfislusnych funkénich
hodnot f(x).Body [x, f (x)] vyzna¢ime v soustaveé soufadnic a spojime je souvislou

¢arou. Praveé z Darbouxovy véty vyplyva, Ze tato Cara neni nikde pferuSena.

3.3 Pfiklady

Priklad XIX
Dokazte pomoci definice spojitosti funkce, Ze funkce y = x> je spojita

v kazdém bodé& redlné osy.

Reseni

Necht’ ¢ je libovolny bod realné osy. Mame dokazat, ze ke
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kazdému ¢islu ¢ > 0 existuje takové ¢islo & > 0 , Ze nerovnost ‘xz - cz‘ < ¢ plati
pro vSechny body x z intervalu (¢ —9d,c+9). Je —1i o libovolné kladné ¢islo,
pak pro vSechny body x z intervalu (c —d,c + J) plati |x - c| <0,

|x+c|:|(x—c)+20|S2|c|+|x—c|<2|c|+§.

Vyraz ‘xz - cz‘ rozlozime na soucin Cinitell:
2 2
‘x —-c ‘ = |x—c|.|x+c| < 5(2|c|+5).
Nasi snahou je nyni najit takové Cislo o > 0, aby platila nerovnost

5Qld+o)<e.

Pak totiz skute¢né bude ‘xz — cz‘ < g pro vSechny body x z intervalu
(c—0,c+9).Omezme se na hodnoty 6 <1, takze bude 2|c| +0< 2|c| +1. Bude
— 1i mimoto jeste 5(2|c| +1) < &, bude jisté nerovnost 5(2|c| +0) < & splnéna.

_&
c|+1 '

0 = min {1,
2

Staci tedy zvolit

Priklad XX

Dokazme, ze jestlize a > 0 je funkce y = a”spojita v kazdém bod¢ realné osy.

Reseni

a) Pro a =0 je to samoziejmé, nebot’ 1* =1 je konstanta.

b) Necht’ ¢ je libovolny bod redlné osy a ¢ > 0. Hledejme

ptislusné Cislo o.
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Pro a >1 je funkce a”rostouci na intervalu (+o0,—0) . Zvolme takovy

bod v, ze a" =a‘+¢,t.v,=log, (a +¢). (1)

Ztejmé v, > ¢ (jinak by bylo a“ > a™). Déle zvolme bod v, takto:
Je—1i € <a“,pak zvolme v, tak,ze a" =a‘ —¢,t. v, =log, (a“ —¢). 2)
Ztejmé v, < c(jinak by bylo a”" >a“). Je—1li € > a“, pak bod v, nemtzeme
zvolit uvedenym zpisobem, nebot’ je vzdy a" >0, kdezto a“ —¢ <0.V tomto

pfipad¢ zvolme napt. v, =c—1, takzeje a" >02>a° -¢, v, <c. 3)

V obou ptipadech podle (1), (2)a(3)je a“ —e<a" <a“ <a™ =a‘ +¢. 4)

Lze tedy zvolit takové kladné ¢islo o, Ze interval (c —0,c + J) je Casti intervalu
(v;,v,) . Pro kazdy bod x z intervalu (c-3J,c+0) je v, <x<v,,atedy

z nerovnosti (4) plyne a“ —e<a" <a* <a” =a‘ + & neboli ‘a" -a

<&,

¢imz je spojitost dané funkce pro a > 1 dokazéana.

¢) Pro 0 < a <1je funkce a”klesajici na intervalu (+00,—0).
Polozme b = 1 >1, takze a* = be Spojitost funkce y =a*(0<a <1)
a

v kazdém bodé€ redlné osy plyne z piipadu b) a z véty 3.2.5 o spojitosti podilu.
Tim je spojitost dané funkce v kazdém bodé€ osy dokazana.
Priklad XXI
Dokazme, ze funkce \/iB -x’ ’ je spojita zleva v bod¢ V3.
Reseni

Hodnota dané funkce je pro x = \/3 rovna nule. Mame dokazat,

ze kazdému Cislu ¢ > 0 existuje takové ¢islo 0 > 0, Ze nerovnost
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M3—x2 i—0‘<g ¢ili w/‘3—x2 i<g plati pro vSechny body x z intervalu
(\/5— 5,\/3). Pro |x| < +/3 znamena nerovnost \/i3 -x° i< £ totéz jako

3-x* <&t x?>3-¢&".

Je-li za prvé € >+/3,je 3—&? <0, a tedy nerovnost x*>3—¢&? je splnéna pro
kazdy bod x > 0.V tomto ptipad¢ tedy za interval (\/3 - 5,\/5 ) 1ze napft. vzit
interval (O,\/3_) , tj.polozit & = /3. Necht za druhé 0 < & <+/3 ; pak je
3—¢>>0apro x>0 znamena nerovnost x° >3—¢” totéZ jako nerovnost
x >+/(3—¢&7), takZe za interval (\/g -0, \/3_) muzeme vzit interval
(JB=£")./3). ti. Ize polozit 3 -5 = 3 £)’, takze 5 =~3—[3-£?) .
Ke kazdému Cislu ¢ > 0 tedy existuje pozadované ¢islo 6 > 0, ¢imz je dikaz

proveden. Zaroven vidime, jak lze Cislo ¢ volit. Je-li ¢ > NE) , 1ze polozit

5=+3:jeli 0< & <3, lze polozit 5 =~/3 —/3—-¢2).

Obdobné¢ bychom dokézali spojitost dané funkce zprava v bodé¢ — V3.
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4. Limita a spojitost funkce v souvislostech

Zakladni rozdil mezi spojitosti a limitou spoc¢iva pfedevsim v tom, ze chceme-li
mluvit o spojitosti funkce v bod€ x,,, je tfeba, aby funkce f(x) byla v bodé

x,definovana. Lze napiiklad ukazat, ze funkce

sin x
f(x)= , (5
X
Ay
1
¥
‘__-_..-r'- 2 N n‘--..____- r
obr. 4.1

ma v bod€ x, =0 limitu rovné jedné viz obr.4.1

ale spojitad v tomto bod¢ neni, nebot’ v ném neni definovana. (Geometricky: graf neni

souvisla kiivka). Kdybychom funkci f(x) dodefinovali tak, ze pro x = Obychom
polozili f(0) =1, byla by takto dodefinovana funkce v bod¢ x =0 spojita, nebot’ pak
by bylo

lim £(x) = /(0).
Kdybychom ji v bod¢ x =0 dodefinovali hodnotu 2, tj. polozili bychom f(0)=2 byla
by takto dodefinovana funkce v bod¢ x = 0 definovana, nebyla by vSak spojita, nebot’

pak bychom méli
lingf(x)zlstf(O).

55



4.1 Véta o limité a spojitosti
Jestlize funkce f neni spojitd v bodé x, € R a je pfitom definovana

v n¢jakém okoli tohoto bodu, pak mohou nastat dvé moznosti:

a) Neexistuje lim f(x)

Tato moznost mtize nastat ve tfech ptipadech:

1. Existuji ob& jednostranné limity lim f(x)= f(x,), lim f(x)= f(x,)"

a ob¢ jsou vlastni, ale riizné. Pak pravime, Ze x, je bod nespojitosti

prvniho druhu pro funkci f (viz kapitola 2).

Napt. funkce cela Gast Gisla x (zna¢ime [x]) ma kazdém bodé x, =ne Z

nespojitost prvniho druhu.

2. Alespon jedna z jednostrannych limit neexistuje. Pak pravime, Ze x, je bod
nespojitosti druhého druhu pro funkci f . Naptiklad Dirichletova funkce

x(x) mé nespojitost druhého druhu v kazdém bod¢ x, e R .

3. Obé¢ jednostranné limity existuji a jsou rizné, avSak aspon jedna z nich

je nevlastni.

Ptikladem muize byt funkce /g x v bodé x, = z

b) Existuje lim f(x) =a, avSak a # f(x,)

Také tato moZnost mize nastat v n€kolika ptipadech:

1. lim f(x) je nevlastni.

2. lim f(x)=aeNR,aviak a # f(x,).

X=X
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3. lim f(x) =a e R, aviak f(x,) nenidefinovano. Pak se bod x, nazyva

X=X

bodem odstranitelné nespojitosti funkce f . Definujeme-li totiz funkci
g takto: g(x)= f(x) pro x € Dom f, g(x,)=a, je funkce g spojita
v bod¢ x,, nazyva se spojitym pokracovanim nebo téZ spojitym

rozsifenim funkce f .

x°—=3x+2 _(x—a)(x-2)
x—1 x—1

Naprtiklad funkce f(x)= ma odstranitelnou

nespojitost v bodé x, =1, jejim spojitym pokracovanim je funkce g(x)=x-2.

Ma-1i v8ak funkce f(x) v bod¢ x,limitu, nemusi byt spojitd, jak je vidét na
funkei (5). Historicky vznikl pojem spojitosti diive neZ pojem limity. Matematikoveé
ovSem brzy poznali, Ze s pojmem spojitosti nevystaci a ze se v aplikacich setkavaji
s funkcemi, jejichz grafy netvoii souvisla kiivka. Naptiklad funkce, jejiz graf je
nakreslen na obr. 4.2 a kterd znazorniuje naptiklad po ¢astech konstantni zatizeni
nosniku, neni v bod¢ x, spojitd. (Nema tam podle naSich definic ani limitu, jen limitu

zleva a zprava).

—_—

; .

| | |

| I | o
1] a % [ >

obr. 4.2
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4.2 Priklady

Priklad XXII
Vypoctéme

5 —
lim (x+ 1)2 (15+ 5x) .
x>0 X +x

Reseni
Defini¢ni obor funkce

_ (x+l)5 —(1+5x)
xt+x°

S ()

je | —{0}, funkce neni v bodé x = 0 definovana, tudiz neni v tomto bodé

spojita, takze nelze pouzit véty 2.2.4. Protoze lin(}(x2 +x”) =0, nelze pouzit ani

véty 2.2.2. V podobnych ptipadech Ize nékdy limitu vypocist vhodnou upravou
funkéniho vztahu. Vyraz

(x+1)° =(1+5x)
x4+ x°

1ze upravit takto:

(x+1)° —(1+5x)  x° +5x" +10x" +10x* +5x+1-1-5x _

2 5 2 5
X +x X +x

B x> (10 +10x + 5x%+x°)
x*(1+x7)

Z definice 2.1.1 limity vime, ze pro vypocet limity jsou v tomto piipadé
rozhodujici hodnoty f(x) pro 0 < |x| <0,tj.pro x # 0. Mizeme proto
v poslednim zlomku kratit vyrazem x’. Pak (pro x # 0) plati

10 +10x +5x% + x°
1+ x°

fx)=

5 —
Podle véty 2.2.2 jiz snadno dostaneme lin% (x+ 1)2 (15+ 5x) -
A X" +x

10.
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Priklad XXIII

Najdéme
lim— =2
=2 J(x+2) -2
Reseni

Defini¢ni obor funkce
x—2

f(x)zq/(“z)—z

je <— 2,2) U (2,2) . Funkce neni v bod¢ x = 2 definovana, tudiz neni v tomto

bod¢ spojitd. Rozsitime-li vSak dany zlomek vyrazem +/(x+2) +2 dostaneme

x-2 (x=2)(x+2)+2) =(x—2)(1/(x+2)+2)
(x+2)-2 (Jx+2)=2)H/(x+2)+2) (x-2) '

Protoze funkci f(x) vySetfujeme pro x # 2, mizeme kratit dvoj¢lenem x—2 a

N T x=2 Y _
pak pouzit véty 2.2.4, takze je hm—2 = 113}(1/@ +2)+2)=4.

=2 J(x+2) -
Priklad XXIV
Vypoctéme
lim .~ %
x>l \/; -1 )
Reseni

Pti vypoctu postupujeme obdobné jako v prikladech XXII a XXIII. Dany

vyraz rozSitime dvojclenem Jx +1 a dostaneme

2_ 2_
lim X% i & DVIED sy =2,
x—1 /x _1 x—1 x_l x—1
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Priklad XXV

Urceme
\/1+x—\/l+x
i Vi+x-1
Reseni

Defini¢ni obor funkce

NI+ x =41+ x?

/0= V+x-1

je <— 1,0) U (0,90), funkce neni v bodé¢ x = 0 definovana, tudiz neni v tomto bod¢

spojita, takze nelze pouzit vétu 2.2.4 Snadno zjistime, ze postup obdobny
postuptim v piikladech XXIII a XXIV nestaci, nebot’ bychom opét dostali

nespojitou funkci:

Vi+x —1+x° (\/1+x—\/l+x )(«/1+x+1)
Vl+x -1

Proto funk¢ni vyraz rozsifime vyrazem

Wl+x+1) W1+ x +41+x?)

fx)=

W+x—VI+x) Wl+x+D) Wl+x +41+x%)  x(1-x)W1+x+1)
fx)= =
Wl+x -DW1+x +1) Wl+x +41+x?) x(V1+x +41+x2)

Protoze funkci f vySetfujeme pro x # 0, mizeme ziskany zlomek kratit ¢islem

x a dostaneme

(1—x) W1+ x +1)
N+x+1+x2

Nyni jiZ miZeme pouZit véty 2.2.4 a tudiz plati:

lim f(x)=1.

f(x) =
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Priklad XXVI

x*—4x? —5x-2 B imx3 —4x* —5x-2
x*—=3x+2 =l (x=2)(x+1)

Vypoctéme lim
x—1

Reseni
Protoze limita jmenovatele pro x — 1 je nula, snazime se najit funkci,
ktera pro vSechna x # 1se rovna dané funkci a v bodé x =1 je spojitd. Zkusime
proto rozlozit mnohoclen v ¢itateli délenim Cislem x—1.
(x° —4x* +5x-2): (x-1)=x> =3x+2
-x'Fx’
-3x” +5x
F3x® +£3x
2x -2
F2xF2
0

ProtoZe podilem je kvadraticky troj¢len ve jmenovateli ptivodni funkce, kratime

Jim a dostaneme

3 2 _
lim > 24x Y72 lim(x+1)=1-1=0
x—1 x°=3x+2 x—1
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5. Zavér

Limita a spojitost funkce jsou dozajista jednou =z vyznamnych Kkapitol
matematiky. Pfi snaze pochopit vyznam limit je naprosto nutné rozumét vykladu o
spojitosti funkce. Tato prace si vzala za cil ndzornym zplsobem piedvést jaké jsou
vztahy mezi limitami a spojitosti funkce jedné readlné proménné.

Vzhledem ke slozitosti latky je zapottebi spravné nadefinovat pojmy funkce,
limity, spojitosti a odvodit nékteré souvisejici vlastnosti. Tento vyklad nelze
samoziejm¢ provadét bez nazornych grafickych zndzornéni usnadnujicich pochopeni a
vhodné¢ ukazujicich vyznam uvedenych definic a pojmii.

Teoreticky vyklad latky je ¢asto zapotiebi doplnit o ndzorné ilustrativni ptiklady
véetné jejich feSeni, které byly vybrany tak, aby dokreslily vzdjemné vztahy mezi
limitami a spojitosti funkce jedné realné proménné.

Rozsah prace byl zvolen tak, aby danou problematiku nalezit& postihl. Ctenat,
ktery se bude pokouSet o studium vztahu mezi limitou a spojitosti jedné redlné

proménné, tak ziskdva moznost srozumitelného prehledu popisované latky.
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