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ABSTRAKT

Diplomova prace ,,Explicitni a implicitni metody v nelinearni dynamice” fesi problematiku
geometricky a fyzikalné nelinearni analyzy stavebni konstrukce vystavené seismickému za-
tizeni metodou primé integrace pohybovych rovnic. Je porovnavano teseni explicitni a
implicitni metodou pro tfi materidlové modely. Zatimco rozdily ve vysledcich explicitni a
implicitni Newmarkovy metody jsou podle ocekavani malé, mezi vysledky pro rizné ma-
teridlové modely jsou rozdily podstatné. Tyto rozdily vsak jsou vysvétleny a jsou plné v
souladu s teoretickymi predpoklady odpovidajicimi jednotlivym materidlovym modeldm.
Zavérem diplomové prace je provéreni spravnosti vysledki nového modulu DYNAM-PRO
programového systému RFEM pro obé pouzité numerické metody a vSechny tfi resené
materidlové modely (linearné elasticky, plasticky Drucker-Prager a model poskozeni podle
Mazarse). P¥i dostatecné presnosti numerického feseni se z hlediska rychlosti vypoctu
ukazaly obé numerické metody, explicitni i implicitni, jako vhodné k seismickym ana-
lyzam. Implicitni metoda sice mlze poskytnout i nékolikandsobné zvyseni rychlosti ve
srovnani s Implicitni metodou, ale urceni optimalniho casového kroku je pro tuto metodu
problematické a Casové narocné, takze ve vysledku je vhodnost pouziti obou metod pro
analyzu seismického zatizeni staveb srovnatelna.

KLICOVA SLOVA

MKP, Materialova nelinearita, Geometricka Nelinearita, RFEM, Nelinearni dynamika

ABSTRACT

The final thesis ,,Explicit and Implicit methods in nonlinear dynamics” deals with the issue
of geometrical and physical nonlinear analysis of structures exposed to seismic loading
by the methods of direct integration of equations of motion. Solution by the explicit
and the implicit method is compared for three material models. While the differences
between the results of the explicit method and the implicit Newmark method are small
as expected, the differences are substantial between the results of different material
models. However, these differences are explained and they are in full concordance with
the theoretical assumptions for the pertinent material models. The conclusion of the final
thesis is check of correctness of the results of the new module of the program system
RFEM for both tested numerical methods and all three analyzed material models. (linear
elastic, plastic Drucker-Prager and the Mazars damage model). With sufficient precision
of results, both explicit and implicit numerical methods showed to be suitable for seismic
analysis. The implicit method can provide several times faster calculation than the explicit
one, but the determination of the optimal time step is problematic and time consuming,
so the suitability of use of both methods for seismic analysis is comparable.
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FEM, Material non-linearity, Geometrical non-linearity, RFEM, Non-linear dynamics
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UVOD

Ve stavebni projekci se jevi rostouci potieba provadéni nelinedrnich dynamickych
vypocti. Projevuje se to i ve zvysSené poptavce uzivatelli po vytvoreni modulu pro
dynamickou analyzu s respektovanim geometrické i materidlové nelinearity. V sou-
vislosti se zvySenou poptavkou po nelinearni dynamické analyze z praxe bylo také
zvoleno téma diplomové prace ,Explicitni a implicitni metody v nelinearni dyna-
mice®.

Ptvodné bylo predpokladano, Zze nelinearné dynamicka analyza bude provérena na
lanovych konstrukcich s kladkami. Vzhledem k tomu, Ze se v programu RFEM vy-
skytly problémy s resenim prejezdu lanovek pres kladky uz ve statice, nebylo mozno
se viubec do dynamické analyzy lan na kladkach pustit. Vzhledem k tomu, zZe se
vyskytla naléhava potfeba Teseni seismicity s respektovanim plasticity, eventualné
poskozenim materialu ze strany uzivateli programu RFEM, rozhodl vedouci diplo-
mové prace, ze provereni moznosti nelinearni dynamické analyzy bude provedeno
na tloze, po které je v soucasné dobé nejvétsi poptavka, tj. na seismické analyze
staveb.

Cilem diplomové prace bylo prozkoumat moznosti vyuziti explicitni a implicitni
metody primé integrace pohybovych rovnic v seismické analyze s respektovanim
materidlové nelinearity. Pro analyzu byly vybrany tfi materialové modely: linedrné
elasticky, plasticky dle Druckera-Pragera a material s poskozenim dle Mazarse. Jako
typicka stavebni konstrukce byla pro Teseni zvolena sténa Sestipodlazni budovy.
Vzhledem k nejvétsi poptavee uzivatelit a geografické blizkosti byl zvolen akcele-
rogram z Italie.

Ve studii bylo tfeba jednak zjistit vhodnost poziti explicitni a implicitni metody
dynamické analyzy pro seismicitu a také provérit chovani riznych materialovych

modelt.
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1 ZAKLADY NELINEARNI MECHANIKY

Klasifikace nelinearity

V mechanice téles je mozno rozlisSovat dva typy nelinearit:
o Geometrickd nelinearita: zdrojem nelinearity jsou tzv. geometrické rov-
nice, tj. vztahy mezi posunutim a pretvorenim.
o Materidlovd (fyzikdlni nelinearita): zdrojem nelinearity jsou nelinedrni
konstitutivni vztahy (fyzikdlni rovnice) tj. vztahy mezi napétim a pretvorenim.
Do tohoto druhu nelinearit je mozno logicky zaclenit i nelinearity zptisobené

nelinedrnim chovdnim podpor (napf. vyluéovani tahu v podporéach ¢i podlozi).

Zakladni rovnice, Fulerovské a Lagrangeovské prvky

Celd mechanika je zalozena na péti zakladnich systémech rovnic:
1. Zékon zachovani hmoty

Zakon zachovani hybnosti (linearni i ithlové)

Zakon zachovani energie

Geometrické rovnice (mira deformace)

Uk o

Konstitutivni vztahy (vztahy mezi deformaci a napjatosti)

Zatimco prvni tfi rovnice maji charakter fyzikalnich zakont, posledni dvé definuji
vlastnosti nami zvoleného modelu kontinua. Je vznesen téz pozadavek na spojitost
neboli kompatibilitu deformaci. Rovnice rovnovahy je mozno chapat jako zvlastni
pripad zakona o zachovani hybnosti pri vylouceni setrvacnych sil. Prislusné rovnice
pak prejdou v Cauchyho rovnice rovnovahy. Posledni dva systémy rovnic mohou byt
nelinearni, pak hovorime o nelinearité fyzikalni nebo geometrické.

Numerické metody pouzivané pro teseni nelinearnich tloh jsou vsak spolecné,
tedy necini principialni problém, fesime-li nelinearitu komplexné, tedy soucasné fy-
zikalni i geometrickou. Pro feseni geometrické nelinearity je tfeba nové definovat
nékteré pojmy. Obecné prvky (sité) v geometrické nelinearité mohou byt geome-
tricky neménné, nebo se mohou deformovat soucasné s pohybem hmoty. Z tohoto
hlediska rozlisujeme prvky (sité¢) na Eulerovské, které neméni svou geometrii a hmota
prechazi z jednoho prvku do druhého a Lagrangeovské, které se deformuji spole¢né s
hmotou (jako by byly na ni nakresleny). Zatimco v mechanice plynii, nebo kapalin je
mnohdy nutno pouzit Eulerovskeé sité, protoze muze dojit k libovolnym turbulencim,
v mechanice téles jsou v oblibé Lagrangeovské sité. V dalsim se budeme sousttedit

vyhradné na né.
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Obr. 1.1: Eulerovska sit konecnych prvki

n

Obr. 1.2: Lagrangeovska sit kone¢nych prvka

1.1 Geometricka nelinearita

1.1.1 Zakladni pojmy

Souradné systémy v nelinedrni mechanice

Je ucelné definovat dva zdkladni souradné systémy pouzivané v geometricky neline-
arni analyze. Prostorové (nebo také Eulerovské event. globalni) souradnice budeme
oznacovat @ . Urc¢uji polohu bodu v prostoru. Materidlové (nebo také Lagrange-
ovské event. lokdlni) souradnice, které budeme oznacovat X, oznacuji bod télesa.
Kazdy materidlovy bod ma jedny materidlové souradnice, které jsou obvykle totozné
s prostorovymi souradnicemi v pocatecni (obvykle nedeformované) konfiguraci té-

lesa. Posunuti bodu v prostoru je potom definovano vektorem
u(X)=x—- X,

plati také
r=X+u
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Obr. 1.3: Nedeformovana (pocatecni) a deformovand (béznd) konfigurace télesa

Deformacni gradient

Deformacni gradient je fundamentdlni mira deformace v mechanice kontinua. Je
to tenzor druhého tadu, ktery mapuje liniovy element v referenéni konfiguraci na

liniovy element (sestévajici se ze stejnych hmotnych ¢éstic) v bézné konfiguraci.

/- \\\\ F o
\ g - dx N
Tax | ( oy
yd - // >V\ B
LS X/

Obr. 1.4: Mapovani liniového elementu v referencni konfiguraci na béznou konfigu-

raci pomoci deformac¢niho gradientu.

Deformacni gradient F je definovan vztahem

ox ou ox;
=—=Vx=I+-——5=1+V Fj = -,
=1+ ox Vot Fu = 5%,

plati tedy

Mala pismena v dolnich indexech v indexové notaci naznacuji vztah prislusné ve-
liciny k prostorovym souradnicim, zatimco velkd pismena oznacuji vztah prislusné
veli¢iny k materidlovym soufadnicim (napiiklad F;; = 0x;/0X; ). V matematice
je deformacni gradient také nazyvan Jacobiho matice transformace (mezi puvodni
a béznou konfiguraci). Povsimnéme si, ze deformacni gradient je totozny s materi-

alovym gradientem prostorovych souradnic . Determinant deformac¢niho gradientu
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(jakobian transformace) ma fyzikdlni vyznam jako pomér objemu deformovaného a

nedeformovaného elementu.
Pro dilezitost deformac¢niho gradientu jej rozepiseme v expandované forme.

F=Vyx=Gradx =1+ Grad u

oz1 Oor;  Ox1 Ox Oz Ox 14 ouy Ouy ouq
0X1 0X2 0X3 0X oY 0Z 0X1 0Xa 0X3
F — Oxo Oxo (ol D) — @ @ @ — Oua 1 + M ua
0X1 0X2 0X3 0X oY 07 0X1 0X>o 0X3
Orz  Oxz  Ozz 0z 9z 0Oz Ougz Oug 1 4 Ous
0X1 0X2 0X3 0X oY 0Z 0X1 0Xa2 0X3

Symbolem V, znac¢ime operator gradientu vektorového pole v materidlovych
souradnicich (materidlovy gradient) a symbolem V operator gradientu vektorového
pole v prostorovych soufadnicich (prostorovy gradient). Podobné velké pismeno G
v "Grad'naznacuje, ze se jedna o materialovy gradient.

Pridame-li k pohybu bodu télesa konstantni vektor e, tedy ' = x + ¢, potom
F' = Grad (x +c¢) = Grad(z) = F. Deformac¢ni gradient tedy neudava polohu
télesa v prostoru. Pokud se téleso pouze posune jako tuhy celek, tedy x = X + ¢,
potom plati F' = I, ale & # X. Jestlize se téleso pouze pootoci jako tuhy celek,
potom F = R, kde R je tenzor rotace. Matice R je ortogondlni, tedy plati R™! =
RT.

Inverzni deformacni gradient mapuje prostorovy liniovy element dx na materia-

lovy liniovy element dX. Je definovan takto:

0X7

B &wj ’

F! a—m:gradX, FI_j1 =

tedy plati
dX = Fl'de, dX;= Fﬁldxj,
s uvazenim, ze
F'F=FF ' =1 FyF,;=70;
Pomoci bazovych vektort materidlovych a prostorovych souradnic (E,e) miuzeme

deformacni gradient vyjadrit nasledovneé:

F = ——_QE;=—e®FE
ox, O = ox, 6@
0X 0X;

F' = “—®e=—-—FE :
83;]-@8] oz, 1 & €

Tedy napf“. FdX = (8951/8XJ) e X EJ (dXMEM) = (81‘1/8)(]) dXJeZ- =dx.
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Uvedme nékteré dilezité vztahy s vyuzitim deformacniho gradientu:

grad(a) = Grad(a) F' = VaF!
grad (v (z)) = Grad(v (X)) F'=Vy(X)F!
div(A(z)=V-A(z) = Grad(A(X)): F "=V A(X): F 7,
kde a je skalarni funkce,v a v jsou stejné vektory, prvni v materidlovych a druhy

v prostorovych soufadnicich. Podobné A (X) a A (x) jsou stejné tenzory 2. fadu v

materidlovych a prostorovych soutradnicich. Plati totiz

_Ov(x)  Ov(x) oz

Vov (x) = X - Oa aX:V'v(a:)F:V'B(X)F
Vo (X) = a"a(f) _ a”@g%ﬁ Vo5 (X) P! = Voo () F,

tudiz v a v jsou stejné vektory, také plati, ze i jejich gradienty jsou stejné

Vv = Vo
VUU = Vo’l—).

Polarni dekompozice, Cauchy-Greenovy deformacni tenzory, stretch

tenzory

Vztah mezi ptivodni a vyslednou konfiguraci, ktery je dan deformac¢nim gradientem
F', lze rozdélit na rotaci danou tenzorem rotace R a deformaci danou bud pravym
stretch tenzorem U, nebo levym stretch tenzorem V. Zalezi, jestli je v infinitezimélni
casti télesa myslené provedena nejdiive rotace a potom deformace, nebo naopak.
Vztahy mezi deformacénim gradientem F' a tenzory U a V' miizeme tedy popsat
nasledujici rovnici:
F=R-U=V- R
Nejdrive je tedy provedena deformace U a potom rotace R, nebo nejdiive rotace

R a potom deformace V. Tenzory U a V jsou symetrické (UT = U a VT = V).

Lze ukazat, ze plati

U = VFTF=\C
V = VFFT =B,

kde C a B je pravy, resp. levy Cauchy-Greentiv deformacni tenzor.

8a:k 8xk

C=F'F. C,=F, F, =—%~
) 1J kIl kJ anaXaJ

6% 6xj
0Xk 0Xk

B=FF7", Bij = Fix Fijx =
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Levy Cauchy-Greentiv deformacni tenzor B je také ¢asto nazyvan Fingertuv de-
formacni tenzor.

Pripomenme, ze pro umocnovani a odmocnovani matic plati stejné vztahy jako
pro umocnovani a odmocnovani ¢isel, tedy jestlize pro obecnou ¢tvercovou matici A
plati A>=A. A= H (nikoliv A|> = AT . A), tak potom vVH= A.

S vyuzitim bazovych vektor prostorovych a materidlovych souradnic mizeme
psat

C (%El X ek;) (M]em X EJ) 8XI aXJ E[ X EJ

Tenzor C~ je nazyvan Piolitv deformaéni tenzor a B™! je nazyvan Cauchyho

deformacni tenzor. Mezi levym a pravym Cauchy-Greenovym tezorem plati vztahy
C=F'BF, B=FCF!
a rovnost invariantii obou tenzorti. Napr. pro 1. invariant plati
trC = tr(F'F) = tr (FFT) =trB.

Obecné plati, ze kazdou regularni ¢tvercovou matici lze rozlozit na soucin matice
rotace R a symetrické matice. Tento rozklad regularni ¢tvercové matice je nazyvan
polarni dekompozice. Teorém polarni dekompozice umoznuje extrakei tenzoru rotace
R z deformac¢niho gradientu. Tenzor R reprezentuje primeérnou rotaci hmotného
bodu.

Jestlize dX je infinitezimalni hmotna tsecka v ptivodni konfiguraci, tj. v mate-
ridlovych soutadnicich, potom odpovidajici isecka v bézné (deformované) da konfi-
guraci bude dédna vztahem

de=F -dX.

Determinant deformac¢niho gradientu F' je oznacen J. V matematice je také

nazyvan Jakobian transformace.

d2 _Po

J =det (F) = a0

kde d20=dXdYdZ, dQ)=dxdydz, py a p jsou hustoty v materidlovych a prostoro-
vych souradnicich. Jakobian transformace je uzivan v integrélech ve vztazich mezi

ruznymi konfiguracemi télesa. Napr.

| f@ae= [ fo(X).d0%.

Povsimnéme si, ze plati

0X

F 1=
ox
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Plati totiz

ox 0X

0X ox
a

F-F'l=1

Proces zobrazeni z pivodni konfigurace na deformovanou konfiguraci se v litera-
ture nazyva "push forward".
x=p(X,t).

Opacny proces, tedy mapovani z bézné (deformované) konfigurace na puvodni

se nazyva "pull back".
X =p ' (x,t).

Rychlost deformace

Definujme nejdrive gradient rychlosti L, ktery je pouzivan jako mira rychlosti, kterou
se material deformuje. Uvazujme dva sousedni body, « a « +dx (obr.1.5). Rychlosti
hmotnych ¢éstic v téchto bodech jsou v () a v (x + dx). Mizeme napsat nasledujici

vztah mezi rychlostmi v obou bodech:

ov
dx) = —d
v(x+der)=v(x)+ 5%
pomérna rychlost mezi obéma body je
ov d

dv = %dm = Ldx = 7 (dx) .

kde 5 5
L=2" V= gradv, L;; = Vi

ox

)
8.1'j
kde v je vektor rychlosti (v = 2% = 4 , tecka znadi derivaci podle ¢asu).
dv_-
’ v(x+ dx)

7 x+dx

“u
v(x)
}.

Obr. 1.5: Gradient rychlosti

Vyse uvedeny vzorec pro prostorovy gradient L = g—; = Vv = gradv zdiraznuje

tenzorovy charakter prostorového gradientu rychlosti. Jeho fyzikalni vyznam se stane
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jasnéjsim po jeho rozlozeni na symetrickou a antimetrickou ¢ast. Tenzor L miize byt

rozlozen na symetrickou a antimetrickou (skew symetric) cast.
L:l(L+LT)+1(L—LT) =D+W
2 2 '

Rychlost deformace (rate-of-deformation) D je tenzor definovany jako symetricka

cast gradientu rychlosti L.

D:;<L+LT>, Dij:;<aw 3@3’)_

al’j 8LEZ
Druhou, antimetickou ¢ast tenzoru L oznac¢ime jako spin W.

a’UZ' _ 0’(1]-
8!L’j 0@ i

W:;(L—LT), W,:i(

Tenzor rychlosti deformace D muze byt vyjadien také pomoci Greenova tenzoru

deformace nésledujicim zptisobem:
D=F"T.E.-F

Prostorovy gradient rychlosti L je bézné pouzivan v mechanice téles i v me-
chanice tekutin. Méné casto pouzivany je materialovy gradient rychlosti, ktery je

vztazen k rychlosti zmény deformac¢niho gradientu:

B V(X)) 0 [(ozm(X,t)\ 0 [(0w(X,1)\ .
Gradv_vov_é?X_X<8t 2\ ax ) F

Je uzitecné zdlraznit skutecnost, ze vzhledem k tomu, ze X a t jsou nezavislé
proménné, je poradi derivaci podle ¢asu a podle materidlovych souradnic (materia-

lovy gradient) libovolné.

1.1.2 Miry deformace

Green — Lagrangeuv tenzor deformace (E)

Green Lagrangetv tenzor deformace, podobné jak Euler-Almansiho tenzor, dava
primou informaci o zméné ¢tverce délky elementu dX.
de|” — [dX|* 1 1
|"3|2‘| ~ 5 [IXCdX —dX - dX] = 5 (dX (C — I)dX) = dX EdX.
Tento tenzor deformace ma jako zdklad pivodni nedeformovanou konfiguraci.

Derivace jsou tedy provadény podle materidlovych souradnic. Z binomického roz-

voje druhé odmocniny bere prvni dva cleny, tedy k linedrnimu vyrazu znamého
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z linedrni mechaniky ptibyvaji kvadratické ¢leny. Uvedme nékolik zplisobti zapisu

definice Green - Lagrangeova tenzoru deformace. Indexovy zapis:

B = - J i 4
2 (an 0X; 0X, 8Xj> 2 (i,g 4wy + up ru,g)
kde
(9uz-
Ui, g = .
778X,

S vyuzitim deformacniho gradientu F', ev. pravého Cauchy-Greenova deformac-
niho tenzoru miuze byt vyraz pro Green — Lagrangetv tenzor deformace zapsan
nasledujicim zptsobem:

Bij = (FiFiy = 0y) = 5

kde d;; je zde Kroneckerovo delta (d;; =1, pro j #i d;; = 0). Tenzorovy, resp. ma-

(Cry —0i5),

ticovy zapis:

p-lrron-t(Fron-tc-n-

1(0u N ou’ N oul  Ou
2\0X 90X 090X 0X)’
kde C = FTF je pravy Cauchy — Greeniiv deformacni tenzor (right Cauchy — Green

deformation tensor). S vyuzitim materialového gradientu vektoru posunuti u vypada

vzorec nasledovné:
1
E = § ((VoU)T + Vo'u + (VoU)T : VO’U,) s

kde Vyu je gradient vektorového pole posunuti v materidlovych souradnicich.

Euler - Almansiho tenzor deformace (e)

Tento tenzor deformace (ktery je také nazyvan Almansi — Hameliv , nebo Eule-
rovsky) je vztazen k vysledné, deformované konfiguraci. Derivace jsou provadény v
prostorovych souradnicich. Podobné jako Green-Lagrangetv tenzor deformace dava

i Euler-Almansiho tezor pfimou informaci o zméné ¢tverce délky elementu dX.

Maz|2—2|dX|2 — ; [dw cdx — de—ld;p} = ; (dgc <I — B_l) dw) = dxedx.

V indexové notaci mtizeme zapsat definici Euler — Almansiho tenzoru deformace
takto:

1 <8ui Ou;  Ouy, ﬁuk> 1

e, == + - = — (U +Uj; — UpUgj
ij 2 axj 8.751 axl axj ( 2y 75t 5t 7.7)7

2
kde w;; = g;“} nebo s vyuzitim deformacniho gradientu F', ev. levého Cauchy-
J

Greenova deformac¢niho tenzoru B

; (65 — Fi"F5') = ; (0 = B5').

6,']' =
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Tenzorovy, resp. maticovy zapis:

e = ; (I ~-FT. F‘1> = ; (I - F‘TF‘l)

1 10w ou" Oul Ou
)= (T ),

kde B = F - F7 je levy Cauchy - Greentiv deformac¢ni tenzor (Cauchy strain tensor,
nebo Finger deformation tensor). S vyuzitim prostorového gradientu vektorového

pole posunuti, lze vzorec napsat nasledovné
1
e=3 <(Vu)T +Vu— (Vu)" - Vu) .
Mezi tenzory deformace E a e plati nasledujici vztahy :

e = FT.F.F!
E = F'.¢e.F

Prvni z téchto rovnic je v literature nazyvana operace "push forward'pro Gree-
novu deformaci, druhé pak operace "pull back"pro Almansiho deformaci. Platnost
vztaht mezi Green-Lagrangeovym a Euler-Almansiovym tenzorem deformace lze
dokazat tim, ze vzajemnym dosazenim jedné z téchto rovnic do druhé obdrzime

identity:.

e = FT.E.-F'=F7T.Fl.e F-F'=1.¢e-1=¢
E = Fl.e F=F' . FT.E-F'.F=1-E-1=E.

Logaritmickd (Henckyho) mira deformace (g,)

Tato mira je definovana pririistkove a je v kazdém prirtstku vztazena k bézné kon-
figuraci. Je také nazyvana jako opravdova, nebo prirozend mira deformace (true
strain, natural stain). Uvedme zde jeji vyjadieni pro 1D.

_dl Ldl

l
;T = :[lnl]ﬁozlnl—lnlozln<l):ln(1+gx)’

de,, =
c o 1 0

kde e, je linearni deformace, [y je pocatecni délka a [ je vysledna délka. Pro 2D a
3D muzeme definovat logaritmickou miru deformace pomoci pravého stretch tenzoru
U.

g,=InU=InVFTF,

kde U je tenzor 2.fddu a logaritmicky tenzor defomace &, muze byt urcen jeho

spektralni dekompozici
N

en =Y In(\)ese]

i=1
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kde A, e; jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory matice U a N je dimenze prostoru.
Logaritmicka mira deformace je vhodné pro velké deformace (|e,| > 0,05). U kon-
strukénich materialt neni dosahovano tak velkych deformaci, takze pouziti této miry

deformace neni pro stavebni konstrukéni materidly nutné.

Infinitezimdlni tenzory deformace (€), (€)

Je-li deformace tak mald, ze lze zanedbat cleny 2.7radu v Greenovu tenzoru defor-
mace dostaneme tzv. infinitezimalni tenzor deformace, ktery je totozny s linearnim
tenzorem deformace €. V indexové notaci miizeme tedy psat

ii = = = — (U, U5 .
77o\ox; Tax;) 2 T

V maticové, resp. tenzorové notaci mizeme vyraz pro € zapsat nasledujicimi
zpusoby :
1 ou 8uT 1 T 1
t= |2+t -u|==(Vou+ (Vou) )= (F+F") - I
3 (5% + ) =3 (S (T =5 (P )

Vo je materidlovy gradient a ¢ je tedy symetricka ¢ast materidlového gradientu
posunuti Vou. Je tieba také definovat infinitezimalni tenzor deformace definovany
v prostorovych souradnicich é. Vyrazy jsou obdobou vztaht pro e, derivace ale jsou
provadény v prostorovych souradnicich . V indexové notaci miizeme psat

N 1 8111- i 8uj 1 ( 4 )
Gij =5 =5 Wiy T Wji)
J 2 8Xj aXi 2 " ]’

v tenzorové notaci mizeme vyraz pro é napsat:

1 <8u ou”

“=2\0z " oz

) - ; (Vu+ (Vu)T) =I- ; (F‘l +F‘T).

Pti odvozeni posledniho vyrazu bylo vyuzito vztahu uw = & — X, tedy

V je prostorovy gradient, tenzor € je tedy symetricka ¢ast prostorového gradientu
posunuti Vu. Vyznam infinitezimalniho tenzoru é plyne z faktu, Ze tento tenzor

deformace je energeticky konjugovany s Cauchyho napétim o.

Seth-Hill rodina tenzori deformace, jiné miry deformace

Tato rodina tenzorti deformace je definovana jednotnym vzorcem ve tvaru

1 1
= 5 U = 1) =

E _ =
(m) 2m 2m

(c™ - 1.
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Pro jednotlivé hodnoty m dostavame: Green-Lagrangeiv tenzor,m = 1
1,5 1
E(l)=;U -1I)=5(C-1),

2 2

Biotuv tenzor, m = 1/2
1
E(1)2)=U-I=C "2 -1,

logaritmicky, Henckyho, opravdovy, ptirozeny tenzor, m = 0

1
E0)=InU = 5111(3’7

1 1
E(-1)= 5(I ~U?) = 5(I - C™).
Tento tenzor je je v nékteré literature oznacen, jako Almansiho tenzor, ale je
jiny, neZ Euler-Almansiho tenzor e = 1/2(I — B™!'), i kdyZ je také definovan v
prostorovych soutadnicich. Aproximaci druhého fadu Seth-Hillovy rodiny tenzort

deformace lze zapsat takto
1
E (m) :€+§(VU)T-V’U,—(1—WL)6T-€,

kde ¢ je infinitezimalni tenzor. Jako miry deformace lze téz pouzit i nékteré jiné
tenzory, napf.
o deformacni gradient F'
e levy Cauchy — Greentiv deformaéni tenzor B = F - FT
o pravy Cauchy — Greentiv deformaéni tenzor C = FT . F
Je mozno pripustit mnoho dalsich tenzorti deformace za predpokladu, ze budou
spliovat nasledujici podminky:
— pti pohybu tuhého télesa musi pretvoreni byt nulové
— zavislost tenzoru deformace na gradientu posunuti Vu musi byt spojita, spojité
diferencovatelna a monotonni
— je také pozadovano, aby pii deformacich konvergujicich k nule (|[Vu| — 0)
deformacni tenzor konvergoval k infinitezimalnimu tenzoru deformace e
Jako priklad uvedme nésledujici soubor tenzoru deformace, ktery nepatii do
Seth-Hillovy rodiny tenzorti deformace, ale ma stejnou aproximaci druhého radu

jako jako Seth-Hillova mira deformace pro m = 0 pro libovolnou hodnotu

(U —u)

EM —
2n

Pro kazdou miru deformace by méla byt nalezena energeticky konjugovana mira

napjatosti.
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1.1.3 Miry napjatosti

Vzhledem k tomu, ze pti deformaci se méni smér i velikost plosky pomoci které

napeéti definujeme, je mozno predstavit nékolik tenzortu napjatosti v zavislosti na

tom, co je definovdano na puvodni konfiguraci (tedy materidlovych soufadnicich) a

co na vysledné konfiguraci (tedy v prostorovych souradnicich). Predstavme si zde
1. Cauchyho napéti o

Prvni napéti Piola — Kirchhoff P

Druhé napéti Piola — Kirchhoft S

Korotacni napéti &

Kirchhoffovo napéti 7

AR AN e

Biotovo napéti T

Nejdrive si definujme nékteré pojmy, které budeme potiebovat.

¥, Y/\\
|
|
|
|
|
|
|
‘ 0 df
|
| Qo
|
|
|
|
|
S =
0 x,X

Obr. 1.6: Plivodni a vysledna konfigurace télesa

(a) dAp infinitezimdlni ploska v télese v puvodni konfiguraci

(b) dA infinitezimélni ploska ve vysledné (resp. bézné) konfiguraci odpovidajici
plosce dAy

(¢) dfy sila na nedeformovanou plosku dAy transformovand do materidlovych sou-

radnic

df sila na plosku dA(resp. dAy) v prostorovych souradnicich

to vektor napéti ptisobici na plosku dAg v materialovych souradnicich

—~
@D

to vektor napéti piisobici na plosku dA, v prostorovych soufadnicich

tvektor napéti pusobici na plosku dA v prostorovych souradnicich

—~~
09

:T‘ ~—~
—h
N NG RGNS AN NG

ng jednotkova normala k plosce dAy v materidlovych souradnicich

(i

n jednotkova normala k plosce dA v prostorovych souradnicich
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(j) dAp vektor orientované plochy v materialovych souradnicich ( v puvodni kon-
figuraci )
(k) dA vektor orientované plochy v prostorovych souradnicich

Mezi silou df a vektory napéti o a ¢ plati nasledujici vztahy
df =t-dA =1, dA,.
Podobné plati na poc¢ateéni konfiguraci (v materidlovych soufadnicich)
dfo = to - dAo.

Vektory t a to maji tedy stejny smér v prostorovych soufadnicich, jsou ale pfe-
poéitany na jiné plochy. Vektor %, je vektorem t pfepocéitanym na piivodni plochu.

Pro vektory orientovanych ploch plati vztahy:
dAO :no'dAo, dA =n-dA.

Probereme strucéné kazdy s vyse uvedenych tenzoru napéti zvlast

Cauchyho napéti (o)

Cauchyho napéti o je definovdano Cauchyho zékonem (1. Cauchyho teorém). Tenzor

napéti o je linedrnim mapovanim vektoru napéti £ na vektor normély n.

dA -oc=n-ocdA=df =tdA=n-o=1t.

T

Tenzor o je symetricky (o' = o). Cauchyho napéti je plné definovano na vy-

sledné, nebo bézné konfiguraci télesa. Protoze predstavuje opravdové napéti mérené
v daném okamziku na deformovaném télese. Je proto nazyvano také ,skutecné na-

péti (true stress ).

Nomindlni napéti (N ), proni napéti Piola — Kirchhoff (P)

Tento tenzor napéti je definovan podobné jako Cauchyho tenzor napéti, ale je vzta-

zen k nedeformované plose dAj.
dAy-N =ngy -NdAy =df =teddy = mng-N =1t
Prvni napéti Piola-Kirchhoff je transposici nominalniho napéti.
P=N".

Tenzory napjatosti P a IN nejsou symetrické. Tenzor P je v nékteré literatute

nazyvan nominalni napéti a jeho transpozice potom prvni napéti Piola- Kirchhoff.
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Druhé napéti Piola — Kirchhoff (S)

Pfipomenime, ze plati dX = F~! . dx. Analogicky miiZe byt sila df v prostorovych
souradnicich na deformovanou plosku dA transformovana na silu df, v materialo-

vych souradnicich na nedeformovanou plosku dAg
dfp=F"'-df =F'-(dA;-N)=dA,-N-F T =dA,-8S,

tedy

Je mozno ukéazat, ze plati vztah
t0~dA0:n0-dA0~S.

Analogicky s Cauchyho zdkonem muzeme tedy na puvodni konfiguraci ( v ma-

teridlovych soufadnicich ) napsat definici tenzoru S takto :
’I’LO'S:F_I'EO:to.

Prava strana této rovnice je vektor napéti na elementarni plosku dAg trans-

formovany na piivodni konfiguraci. Tenzor S je podobné jako o také symetricky

(ST =8).

Korotacni napéti( &)

Jedna se v podstaté o Cauchyho napéti, ale vyjadirené v souradném systému, ktery
se otaci spolecné s materidlem. Tento koncept je vhodny pro typy konstrukei, které
pracuji s vnitinimi silami, napt. skofepina, nebo prut. Korota¢ni napéti ziskame

jednoduse transformaci tenzoru o do pootocné soustavy.
6=R"-0-R.

Protoze tenzor o je symetricky, je samozrejmé i & symetricky tenzor.

Kirchhoffovo napeti ()

Tento tenzor napéti je definovan nasledujicim vztahem:
T=Jo,

kde J = det (F'). Vzhledem k symetrii tenzoru o je i tenzor T symetricky.
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Biotovo napéti (T')

UZite¢nost Biotova napéti spoc¢iva v tom, Ze je energeticky konjugovany s pravym
stretch tenzorem U. Biotovo napéti je definovano jako symetrickd ¢ast tenzoru P7-R.
kde U je tenzor rotace ziskany polarni dekompozici deformacniho gradientu. Takto

je Biotovo napéti definovano jako
_Lor T Lo ot
T_im,P+P~Ry3(R-N+N1m.

Biotovo napéti je také nazyvano Jaumannovo napéti.

Transformace mezi napetims

Uvedme zde prehledné transformacni vztahy mezi vyse uvedenymi mirami napéti ve

formeé tabulky:

o N S o T
o J'F-N J'F.S.-FT R-6-R" J
N JF~!'. o S FT JU'.6-RT F'.r
S|JF'. o -FT N.F T JU7'.¢ U' F' 7.FT
o4 R" .0 R JW-N-R| J'U-8-U J'RT . 1R
T Jo F-N F.-S-FT JR-6-R"

U je pravy stretch tenzor.
U=R"F,

kde R je tenzor rotace.

1.1.4 Objektivita a objektivni tenzory

Koncept objektivity v prirodnich védach znamend, Ze kvalitativni a kvantitativni
popis fyzikalniho jevu je nezavisly na pozorovateli.

Uvazujme udélost v Euklidovském prostoru charakterizovanou parem (xg,tg) a
(z,t) kde x je vektor polohy a t je Cas. Tento par je mapovany na jiny, oznaceny
hornim indexem *. Mapovani je provedeno ortogonalnim, ¢asové zavislym, tenzorem

druhého fadu Q (t) tak, ze vzdélenost mezi parem zistane stejnd. Tedy
o' — a5 = Q () (x —xo),

kde Q (t) je matice rotace a je je ortogonalni, tedy Q (t)f1 =Q (t)T. Toto mapovani
se nazyva ortogonalni transformace. Zavedenim posunuti v prostoru ¢ (t) a posunuti

v ¢ase o muze byt vztah mezi x a * a vyjadren nasledovné:

zr=c(t)+Q(t) =,
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kdec(t) =x; — Q (t)x, a a =t" —t =t — to.
Toto mapovani se nazyva Euklidovska transformace. Ukazme si jeji aplikaci na

nékteré kinematické veli¢iny.

Posunuti
Fyzikalni veliciny, jako posunuti, by mély byt nezavislé na pozorovateli. Uva-
zujme jednu udélost zaznamenanou dvéma pozorovateli. Pro pozorovatele O se bod
x, posune do x zatimco pro pozorovatele O* se stejny bod xj; posune do *. Pro po-
zorovatele O je posunuti u = & — xy. Na druhé strané pro pozorovatele O* mizeme
psat
ut =x" —x;
— )+ Qe —c(t)+Q 1) m
= Q () (& — x) '
=Q(t)u

Kazdé vektorové pole u , které se transformuje ortogonalni transformaci
u* = Q (1) u,
je objektivni protoze velikost vektoru je nezavisla na pozorovateli, tedy |u*| = |u|

Rychlost
Matice Q (t) je ortogonalni a plati tedy @ (t)" Q (t) = I kde I je jednotkov dia-
gonalni matice. Pouzitim tohoto vztahu muize byt inverzni Euklidovska transformace

napsana nasledovneé:
z=Q®t) [z —c(t)].

Rychlost miize byt ziskdna derivovanim tohoto vyrazu podle casu:
v(et)=&=Q(1) [&" —ct)]+Q(1) [v'—e(t).
Po tpravé této rovnice miuzeme psat:
v (2 ) =Q (M) v +é(t) Q) Q1) [z — ()]
=Q)v+e(t) - Q) [z —c(l)

Je antisymetricky tenzor reprezentujici spin transformacni matice mezi bazi po-
zorovatele O vzhledem k bazi pozorovatele O*.

Z vyse uvedeného vztahu plyne, Ze rychlost neni objektivni kvuli vyrazim é (t)
a Q(t) [z* — c(t)]. Nicméné rychlostni pole mize byt objektivizovano omezenim

zmény pozorovatele podminkou:

= Co+Q013

kde ¢o =0 a Q = 0.
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Zrychleni
Prostorové zrychleni a (t) je materidlova derivace prostorové rychlosti v (¢) podle

casu. Derivovanim vyrazu pro prostorovou rychlost podle ¢asu ziskame:

a’(t)=3"(t) = Q) v(t) +Q(t)a(t) +&(t) + (1) (v (t) — &(1))

Coz mize byt prepsano nasledujicim zpusobem:

a' () =Q () a(t) +&(t) +Q(t) (x" —c(t) + Q) (v (t) - ¢(t)

Stejné jako prostorova rychlost, také zrychleni neni objektivni veli¢ina. Pro obec-
nou zménu baze pozorovatele.. A stejné jako u prostorové rychlosti, 1ze také zrychleni
objektivizovat omezenim zmény pozorovatele. Jednou z moznosti by byla ¢asové ne-

zavisla transformace tuhého télesa uvedena vyse.

Objektivita pro tenzory vyssiho radu
Tenzorové pole n-tého radu zapsané pomoci tenzorového souc¢inu n vektort u; ®
Uz ® ... ® u, je objektivni jestlize pri obecné zméné pozorovatele je transformace

dana vyrazem

(U ® ... 0 u,)" = Qu; ® ... ® Qu,

Napriklad pro tenzor druhého fddu A = (u; ® us) je mozno s vyuzitim vyse

uvedené definice objektivity napsat:

A" = (u; ®u) = Qui ® Qua = Q (U1 ®uz) QT = QAQ"

Obecnou podminku objektivity pro tenzorové pole n-tého radu je mozno apliko-

vat také na skalarni pole @, tedy pro n=0. Dostaneme:
=0

Znamena to tedy, ze skalarni pole je nezavislé na pozorovateli. Skalarnim polem
je napriklad teplota a je zfejmé Ze teplota pro dany bod a cas bude mit stejnou

hodnotu pro libovolného pozorovatele.

Fukleidovskd transformace pro nékteré kinematické veliciny

Deformacni gradient

Deformacni gradient v bodé @ a k nému pridruzenému bodu «* je tenzor druhého
radu
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_ Oz * __ Oxz*
F=3xal”=5%%
kde X jsou materialové souradnice. Uzitim fetézového pravidla o derivovani do-
staneme:
., Ox* Ox
Ffr=—_—=QF
Jxr 0X

Z této rovnice mizeme ucinit zaver, ze deformacni gradient F' je objektivni, i
kdyz se transformuje jako vektor a ne jako konvencni tenzor druhého radu. Je to
proto, ze jeden z jeho indexti je popisuje materidlové souradnice X , které jsou
nezavislé na pozorovateli. Jedna se o tzv. dvoubodovy tenzor jejichz transformace

je popsana v kapitole Transformace tenzort druhého radu.

Cauchyho tenzor napéti

Cauchyho vektor napéti ¢ je vztazen ke Cauchyho tenzoru napéti o v daném bodé
ax prostrednictvim vnéjsi normély n k infinitezimalni plosce tak, ze plati t = on.
Cauchyho vektor napéti je pro jiného pozorovatele transformovan tak, ze plati

t* = o*n*, kde t a n jsou objektivni vektory. Potom muzeme psat:

t* =o*n*
— Qt=0c"Qn
— Qon =o0c"Qn

— o*=QoQ"T

Tim je prokazano, ze Cauchyho tenzor napéti je objektivni.

Piola-Kirchhoffovy tenzory napéti

Prvni Piola-Kirchhofftv tezor napéti P je definovan nasledujicim vztahem:

PF" = Jo

kde J = det (F') . Je také zajimavé védét, ze protoze P je matice rotace, tedy
(Q) =1, plati:

J* =det (F*) = det (QF) = det (Q) det (F') = det (F)

S vyuzitim vyse odvozenych identit miizeme psat:

P* (F*)T — J*o*
P*(QF)" =JQoQ"
P*FTQT — QJO.QT
P*FTQT = QPFTQT
P*=QP

VRN
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Tim je dokazano, ze prvni napéti Piola-Kirchhoff je objektivni. Podobné jako v
pripadé deformacniho gradientu je tento tenzor druhého fadu dvouvektor a trans-
formuje se jako vektor.

Tenzor druhého napéti Piola-Kirhhoff § = F~'P je také objektivni a transfor-

muje se jako skaldrni pole. To mtize byt jednoduse dokazano:

S*=(F*)"'P*=(QF)'QP=F'Q'QP=F'P=S8

Bylo ukazano, ze tenzory napéti o, P a S jsou objektivni. Jsou tedy vhodné pro
popis odezvy materialu a konstitutivnich vztahi, protoze jsou nezavislé na pozoro-

vateli.

Objektivni toky napeti

Bylo ukazano, ze i kdyz vektorové pole posunuti S je objektivni, vektorové pole
rychlosti @ objektivni neni. Objektivni vektor u* = Qu a objektivni tenzor A* =
QAQT obvykle nezachovavaji svoji objektivitu pfi derivovani podle éasu, jak je

ukézano nize:
o = Qu + Qu

A*=QAQ" + QAQ" + QAQ"
7 duvodu zachovani objektivity byly zavedeny tzv. objektivni toky, coz jsou

modifikované materialové derivace podle ¢asu. Nez ukazeme nékteré objektivni toky;,

pripomenme nékteré jiz drive uvedené veliciny. Prostorovy gradient rychlosti

L=FF'=D4+W

kde rychlost deformace D je symetricky tenzor a spin W je antisymetricky
tenzor. Pro dané L jsou D a W jednoznacné urceny. Eukleidovska transformace

prostorového gradientu rychlosti mize byt napsana takto:

L* = F* (F*)fl
= (QF + QF) (QF)™
= (QF+QF)F Q"
=QFF'Q" + QFF'Q!
= QQ" +QLQ™!
=Q+QLQ™!
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dosazenim L = D + W, L* = D* + W* a Q = QQ7 ziskdme ndsledujici

rovnice:
Q=W'Q—-QW

QT _ —QTW* + WQT

Dosazenim téchto vysledku do diive uvedeného vyrazu pro @* dostaneme

W = Qu+ Qu
— (W*Q — QW) u+ Qu
=W*u*x —QWu + Qu*
— (04— Wu)" =Q (i — Wu)
—u* = Qu

kde korotacni tok objektivniho vektorového pole u je definovano

u=1u—Wu

a reprezentuje objektivni veli¢inu. Podobné, s pouzitim vyse uvedenych vztahi,

muzeme ziskat korotacni tok objektivniho tenzoru druhého radu A.

(A—WA+AW) =Q(A-WA+AW)Q"
— A* = QAQ"

A je korota¢ni tenzor druhého radu definovany vyrazem

A=A—-WA+ AW

Tento objektivni tok je zndm jako Jaumann-Zaremblv tok a je ¢asto vyuzivan
v teorii plasticity. Je mozno odvodit mnoho dalsich objektivnich toki. V mechanice
kontinua jsou objektivni tokl dilezité z toho divodu, protoze jsou pozadovany pro
konstitutivni modely, které jsou vyjadreny derivacemi napéti, nebo deformace podle
casu, aby byly nezavislé na pozorovateli.

Jaumanniv tok napéti
Jaumannuv tok Cauchyho napéti o je dan vztahem

D
V-2 W.o—o-WT
Dt

W je spin.
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Konstitutivni vztah potom mizZeme napsat ve tvaru
oV =C° . D

Truesdelluv tok napéti

Truesdelliv tok Cauchyho napéti je dan vztahem

D
UVT:—Ueriv(v)a'—L-U—a'-LT
Dt
V rovnici je L gradient rychlosti dany rovnici a div (v) = V - v je divergence

vektoru rychlosti. Konstitutivni rovnice potom bude mit tvar
oVl =cCc°T. D

Energeticky konjugované miry deformace a napjatosti

Energie a prace jsou skalarni veli¢iny nezavislé na souradném systému. Princip vir-

tualni prace, ktery je dan vztahem

SW = Wt 4 gWet =

musi platit pro jakoukoliv volbu miry deformace. Toto vSak je splnéno tehdy,
jestlize k prislusné mire deformace je prifazena prislusnd, energeticky konjugovany,
mira napjatosti. Virtualni prace vnitinich sil je totiz ddna soucinem tenzoru napja-

tosti a prirtistku deformace. Da se ukazat, ze plati

St — S:éEdﬂoz/azéédQ: P:Vouddy—= [ T:6UdQ,
Q

Qo Qo Qo
Energeticky konjugované dvojice napéti a deformace tedy tvori v prvnim pripadé
Green — Lagrangeuv tenzor deformace E a druhé napéti Piola — Kirchhoff S (oba
tenzory jsou definovany v materidlovych souradnicich, tj. v pivodni konfiguraci). Ve
druhém ptipadé tvori energeticky konjugovany dvojici dvojice tenzorti definovanych
v bézné konfiguraci. Jedna se o linedrni ¢ast Euler — Almansiho tenzoru deformace
tedy tzv. infinitezimélni tenzor deformace definovany v prostorovych soutradnicich é

a Cauchyho tenzor napéti o.

é :%(%+%):%(%%+8£T%>
_%((F—I)-F*1+F7T.(FT_I>)
- 1o BTy 21— 1 (P )
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V odvozeni byly pouzity vztahy

u=x—X

ou _ Oz _ 1 _— _
8—XT—8XT I=F—1
ou' _ Oz 1 _ T _
80X — 80X I=F I

Prvni dvé energeticky konjugované dvojice uvedené v rovnici pro dW* maji
v geometrické nelinearité, tj. formulace ,,total Lagrangian®, ktera je plné definovana v
materidlovych souradnicich a deformace i napjatost je vztahovana k ptivodni, tj. tedy
nedeformované konfiguraci a formulaci ,,updated Lagrangian“, ktera je definovana v
prostorovych soutradnicich a deformace i napjatost je vztahovana k posledni znamé
konfiguraci (tj. k bézné konfiguraci). U konceptu ,total Lagrangian® je tedy uzivan
Green — Lagrangetiv tenzor deformace E a druhé napéti Piola — Kirchhoff Sa u
konceptu ,,updated Lagrangian®“ je uzivan Euler — Almansiho tenzor deformace e,
resp. jeho linedrni ¢ast é a Cauchyho tenzor napéti o .

Je mozné urcit i jiné energeticky konjugované dvojice napéti a deformace, ale
jejich vyznam je mensi. Napf. pro prvni napéti Piola —Kirchhoff P je energeticky
konjugované mira deformace dana vyrazem F — I = Vyu. Pro korotaéni napéti
& je energeticky konjugované infinitezimalni tenzor deformace é (linedrni ¢ast Eu-
ler—Almansiho tenzor napjatosti), ale transformovany do stejnych souradnic jako &,
tedy RT - é- R.

V literature jsou casto uvadény vztahy, které misto s deformaci pracuji s rychlosti
deformace, tj. derivaci deformace podle ¢asu. Potom muzeme pro vykon vnitinich
sil napsat vztahy pro nékteré vykonové konjugované pary tenzorii napjatosti a de-

formacnich rychlosti.
Wint = Jo, S EdQ, = oo Dé ) = Joo : DdS =
Joy P FdQy = o6 : DAY = [, TT: UdQ

U vztahu s tenzorem P bylo uvazeno, ze plati

or _
ot

D je rychlost deformace transformovana do stejnych souradnic jako korotacni

0

napéti . Ve vyse uvedené rovnici je vyuzito rovnosti

De

“Z_-D
Dt
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kterou lze snadno dokéazat. Infinitezimalni tenzor deformace je v bézné konfigu-

"_1 aﬁ_#%
AR

Ze zakladniho pozadavku nezéavislosti energie a prace na souradném systému a

raci definovan vztahem

zvolené mite napjatosti jsme definovali energeticky konjugované dvojice mér defor-

mace a napjatosti.

1.1.5 Dvé formulace geometrické nelinearity v MKP

V mechanice téles obvykle pouzivame Lagrangeovské sité. Pti diskretizaci jsou pak
mozné dve formulace tlohy podle toho v jaké konfiguraci télesa je tiloha popsana. Je-
li iloha formulovana v bézné konfiguraci télesa (tedy v prostorovych souradnicich)
jedna se o formulaci ,updated Lagrangian®“ a je-li loha formulovina v referencni
(ptvodni) konfiguraci (tedy v materidlovych soufadnicich) jedna se o formulaci , to-
tal Lagrangian®. Ve formulaci updated Lagrangian jsou derivace provadény v prosto-
rovych (Eulerovskych) soufadnicich a integréaly jsou provadény na deformovaném té-
lese (na ,,bézné* konfiguraci). Ve formulaci total Lagrangian jsou derivace provadény
v materidlovych soufadnicich a integruje se na pocatecni (referencni) konfiguraci (na

nedeformovaném télese).

V mechanice téles pouzivame téchto zakladnich rovnic:

Zakon zachovani hmoty

Zakon zachovani hybnosti (linedrni i ihlové)

Zakon zachovani energie

Konstitutivni rovnice, tj. vztahy mezi deformaci a napjatosti

Geometrické rovnice, tj. vztahy mezi pretvorenim a posunutim.

Prvni skupinu rovnic tvoti zakony o zachovani dobfe znamé z fyziky a dalsi
skupina vyjadiuje vlastnosti standartniho Boltzmannova continua a neméa charakter
prirodnich zakoni.

Na téchto rovnicich stoji cela mechanika téles. Popisme si nyni podrobnéji obé

formulace nelinearity v MKP.

Formulace na bézné konfiguraci (updated Lagrangian)

Formulace zakladnich rovnic



1.1. GEOMETRICKA NELINEARITA 37

Zakon o zachovani hmoty

Tento zakon urcuje, jak se méni hustota télesa v zavislosti na deformaci.

(X) _ £o (X) _ Lo (X)
det(F) J

kde pp je puvodni hustota (na referencni konfiguraci)

p je béznéa hustota (na deformovaném télese)
Plati totiz dQ2 = JdQy, dm = pdQ) a dmg = podfly. Dosadime-li tyto vztahy

do pozadavku na rovnost hmot , dostaneme vyse uvedenou rovnici pro zakon o

zachovani hmoty.

Zakon o zachovan hybnosti

a) Zékon o zachovani linearni hybnosti

V.-o+ f=pd=pi

kde © = i je vektor zrychleni daného bodu télesa.

V - o je prostorova divergence Cauchyho napéti

f = pb — f; je vektor objemovych sil véetné tlumicich sil

b je nejcastéji vektor gravitacniho zrychleni

fa je vektor objemovych tlumicich sil, je-li tlumeni pouze viskoézni, potom bude
vektor tlumicich sil dan vztahem f; = cv, kde ¢ je soucinitel viskézniho utlumu.

Potom mitize byt rovnice pro zédkon o zachovani hybnosti prepsana takto:

V.o +pb—cv=pv

b) Zakon o zachovani tocivosti (ithlové hybnosti)
Tento zakon generuje pti zanedbani setrvac¢nych sil momentové podminky rov-

novahy a také z néj plyne symetrie tenzoru napjatosti o

O —=0

Tato rovnice vyjadfuje znamou vétu o vzajemnosti tangencidlnich napéti (o;,; =
sz')-

Zakon o zachovani energie

Tento zakon v mechanice téles znamena, ze rychlost zmény celkové energie té-

lesa je rovna souctu vykonu vnitinich sil D : o (ktery je roven vykonu zatiZeni),

tepelného toku a vykonu zdroje energie. Zanedbame-li zdroje tepelné energie potom
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zakon vyjadiuje skutecnost, ze rychlost zmény hustoty potencidlni energie je dana

rozdilem vykonu zatizeni a rychlosti disipace.

Jiu™=D:0—-V-q
w™ je rychlost zmény hustoty potencidlni energie vnitinich sil (hyperelastického
potencialu) na ptvodni konfiguraci (S = g—}g)

D je tenzor rychlosti deformace dany vztahem

1 . Dé

D=_(L+L")=F".E-F'="

3 (E+L7) i

kde L je gradient rychlosti

_8v_vv

L—a—w—

gje vektor tepelného toku (upozornujeme, ze divergence V-q je skalar). Nenulovy
tepelny tok se projevi nenulovym vektorem tlumicich sil f;v pohybové rovnici. Pro
viskdzni tlumeni bychom mohli prepsat rovnici pro zakon o zachovani energie prepsat

takto

Ju'"™ =D : o —cv'v

Konstitutivni rovnice
Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi napétim a deformaci na bézné konfiguraci

télesa (na deformovaném télese)

oc=o(e,o,..)

V prirtstkové formé je mozno vztah linearizovat

do =C’° (e, t): de

Ve Voigtové notaci muzeme napsat prirtustkovou formu konstitutivni rovnice

takto:

i{o}=[C"(e,t)]d{e}

C’¢je tecny modul materidlu ze vztahu mezi Cauchyho tenzorem napjatosti a

Euler-Almansiho tenzorem deformace (jednd se o tenzor 4. fadu).
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Nejobecnéji mizeme konstitutivni rovnici napsat v infinitezimélni (rychlostni)

formé

oV =8P (D,o,K...)
S?P je funkce z4visla na Cauchyho napéti rychlosti deformace a piipadné i dal3ich
proménnych
oVje néktery objektivni tok napéti.
Pro sirokou tiidu tzv. hypoelastickych materialt mizeme psat linearni zavislost

mezi rychlosti napéti a deformace

oV =C°:D

kde oV je néktery z objektivnich toki napéti a C je tenzor modulil pruznosti,
ktery je pro dany objektivni tok napéti definovan. Takto muzeme psat napft. pro

Jaumanntv tok napéti

oV =C°: D

nebo pro Truesdelluv tok

oV'=C’". D

Geometrické rovnice (mira deformace)

e:;(I—F‘T-F‘l)

Ve formulaci updated Lagrangian se pouziva Euler—Almansiho tenzor deformace

e definovany na deformovaném télese.

Diskretizace MKP pro formulaci na bézné konfiguraci (updated Lagran-
gian)

Diskretizace je zde definovana na deformovaném télese (2. Je-li definovan vztah mezi
virtudlnim prirtistkem Euler — Almansiho tenzoru deformace zapsanym ve Voigtoveé

notaci § {e} a virtualnim piirastkem vektoru parametri deformace dd v bézné kon-

figuraci.

d{e} =B-id
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potom muze byt dilezity vektor vnitfnich uzlovych sil po¢itan podle vzorce
= [ BT {a}d0
Q

Tento vzorec ma fundamentalni vyznam pro Newton-Raphsonovu metodu reseni
soustavy nelinearnich algebraickych rovnic, stejné jako pro explicitni a implicitni

metodu pri feSeni piimé integrace pohybovych rovnic.

Tecna matice tuhostt

Tecna matice tuhosti charakterizuje béznou tuhost v daném okamziku, tedy re-
spektujici zménu geometrie, te¢nou tuhost materialu i vliv napjatosti v daném oka-
mziku. NapiSseme-li soustavu nelinedrnich rovnic pro deformacni variantu MKP ve

formé

K(d)-d=f

je K tzv. seCnova matice tuhosti. V prirtustkové formé bychom rovnici mohli

napsat takto:

K, (d(i)) L 5q0+D) — spltD)

kde 0D se vypoéitd postupnou sumaci

di+D = g 4 §qi+D

K je tetna matice tuhosti, kterou v bézné konfiguraci dmiizeme definovat
takto :

Kr=Ky+ K,

Uvedme zde algoritmy vypoc¢tu obou slozek teéné matice tuhosti. Zdtiraznéme,

ze prislusné integrace jsou provedeny na bézné konfiguraci 2.
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Tecni materialova matice tuhostt Ky,

Ky = /Q BT [C” (e, t)] BdS)

B je matice prostorovych derivaci bazovych funkei, [C7] je te¢nd konstitutivni
matice pro formulaci v bézné konfiguraci, tedy presnéji tecny tenzor pruznosti ma-

teridlu definovany pro danou objektivni miru napéti zapsany ve Voigtové notaci.

Tecna geometricka matice tuhosti K,

Standartni algoritmus vypoctu geometrické matice tuhosti

Uvedme obecny algoritmus vypoc¢tu geometrické matice tuhosti (v angli¢tiné se
také pouziva nézev ,stress stiffness matrix“, nebo také ,initial stress matrix“) ve

formulaci updated Lagrangian.

Necht plati nasledujici vztah pro kazdou slozku u; vektoru posunuti wu:

n
Uj = Z Natiq
a=1
kde je hodnota posunuti u; v uzlu a a n je pocet uzli prvku

Definujme matici N takto:

N =[NI, NoI, ..., N,

Kde I je jednotkova diagonalni matice fadu 3x3 (3 je zde dimenze tlohy). Potom

muze byt napsan nasledujici vztah pro vektor posunuti:

u=N-d
kde d je vector parametri deformace prvku obsahujici vSechny slozky u;, v ta-
kovém usporadani, ze pro kazdy uzel a jsou uvedeny vsechny slozky u;.
Definujme matici g, obsahujici prvni derivace bazovych funkei pro bod a podle

prostorovych souradnic.

Ny T

ON, ’
o = oxT @I= NavyI
N .1

a matici G, ktera se sklada ze submatic g,.

ON
G- - N
oxT [917927 » g g]
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Déle definujme matici ¥ vynasobenim kazdého ¢lenu Cauchyho tenzoru napja-

tosti jednotkovou diagonalni matici.

Opad Ogyl 0.1
Y=0o®I= oyl oy.1
sym. o |
Operator ® oznacuje Kroneckeruv (tenzorovy) maticovy soucin.

Jeslize stav napjatosti neni zanedbatelny, mize byt potencialni energie vyjadiena

nasledujicim vztahem:

ou” ou 1 . ONT_ON T

Kde K,je geometrickd matice tuhosti prvku vyjadrena vzorcem:

ONT 8N
K, / 8:1:T

Integrace je provedena na deformovanem télese  (tzv. béznd konfigurace) a

a0 — / G'SG d9

derivace jsou provedeny podle prostorovych souradnic.

Slozka (submatice) geometrické maticetuhosti pro vztah mezi uzly a a b muze

take byt definovana v nasledujici maticové notaci

Koo = / (VN, - eV N,)I d
Q

nebo v indexové notaci

ON, ON,
s di, =1,2,3
Q 81‘k ox g J b

Podobna formulace plati take pro geometrickou matici ve formulaci total Lagran-

Kaabij =

gian, ale Cauchyo tenzor napjatosti musi byt nahrazen druhym napétim Piola-
Kirchhoff, integrace musi byt provedena na nedeformovaném télese a derivace musi

byt provedeny v materidlovych souradnicich.

Formulace na referencéni konfiguraci (total Lagrangian)

Vzhledem k tomu, ze vlastni feSeni tloh souvisejicich s diplomni praci bylo prova-
déno ve formulaci updated Lagrandian, tak uvedme algoritmy pro formulaci total

Lagrangian jen velmi strucné.
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V této koncepci jsou derivace provadény v materidlovych soutadnicich a integraly
jsou provedeny na nedeformovaném télese (na referencni konfiguraci). Zékladni rov-

nice jsou na referenc¢ni konfiguraci formulovany nésledovneé:

Zakon o zachovani hmoty
pJ = po

Zakon o zachovani hybnosti

a) Zakon o zachovani linearni hybnosti :

Vo N+ fo = poti

kde i je vektor zrychleni daného bodu télesa.

Vi - N je materidlova divergence nominalniho napéti

fo = pob + cg je vektor objemovych sil v materialovych soutadnicich
b je nejcastéji vektor gravitacniho zrychleni

cpje vektor objemovych tlumicich sil na ptivodni konfiguraci

Pti zanedbani setrvacnych sil se rovnice redukuje na rovnici statické rovnovahy

V0N+pob:0

Pripomenme, ze V je materialova divergence a i vektor zrychleni.
b) Zékon o zachovani tocivosti :

F-N=NT.f"T

nebo také

S =87
Dusledkem tohoto zakona je tedy symetrie tenzoru S.

Zakon o zachovani energie

wmt:FTIN—Vo‘qO

qQ=JF"'gq

w™je rychlost zmény hustoty potencidlni energie vnitinich sil (hyperelastického
potencialu) gje vektor tepelného toku v prostorovych souradnicich qq je vektor tepel-
ného toku v materidlovych soutadnicich Vg - qg je materialova divergence tepelného
toku
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Tedy pti zanedbani zdroje energie zakon vyjadiuje skutecnost, ze rychlost zmény
potencialni energie je ddna rozdilem vykonu zatizeni (ktery je roven vykonu vnitinich

sil BT : N) a rychlosti disipace (tj. iniku energie ve formé rozptfleného tepla).
Konstitutivni rovnice
Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi druhym napétim Piola — Kirchhoff S a Green
— Lagrangeovym tenzorem deformace FE.
S=S(E,...)

V prirastkové, linearizované formé lze konstitutivni vztahy napsat takto :

68 = C°F . E

nebo ve Voigtové notaci

0{8} = [C*F| s {E}

C5F a {CSE} je tecna materidlova tuhost v tenzorovém, resp. Voigtoveé zapisu
vyjadrend na referencni konfiguraci.
Pro infinitezimélni priristky prejde vztah do rychlostni formy , ve které je linea-

rizace nezavadna a pro hypoelastické materidly mtzeme napsat konstitutivni rovnici

S=C . E
C*F je tenzor tecné tuhosti materidlu.

Geometrické rovnice (mira deformace)
Ve formulaci na referen¢ni konfiguraci je jako mira deformace pouzivan Green —

Lagrangetv tenzor deformace E.

E:;(FT-F—I)

1.2 Materialova nelinearita

1.2.1 Jednoosa napjatost

Pro uvedeni do problematiky uvazme nejdfive pripad jednoosé napjatosti. Méjme
prut o pocatecni délce [y a pocateéni prurezové plose Ag . Zatizime-li prut osovou

silou F dostaneme nomindlni (inzenyrské) napéti N, = P, = Aﬂo (totozné s prvnim
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napétim Piola - Kirchhoff pro 1D). Inzenyrska (linedrni) deformace je definovana

vztahem
— l_
= lO =

kde 0l je protazeni prutu a A, je roztazeni prutu (stretch)\, = %

€ Ay — 1

Obr. 1.7: Vztah mezi inZzenyrskou deformaci a inzenyrskou napjatosti

Alternativné mize byt odezva také vyjadrena ve vztahu ke skutecnému napéti.

Skutecné (Cauchyho) napéti je ddno vyrazem

Oy = —

A

kde A je bézna plocha, tj. proménnd v prubéhu roztahovani prutu. Alternativni
mira deformace je odvozena uvazenim priristku deformace jako zmény délky na
jednotku bézné délky, tj.

1
En = dl:ln<l>zln)\x
lo lo

Deformace ¢,, je nazyvana logaritmickd, nebo také skutecna, deformace.
Prifezova plocha A se bude béhem protahovani prutu ménit. Je mozno ji vyjadrit
nasledujicim vztahem :

. JA()Z() . JAO

A
l Ao
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En

Obr. 1.8: Vztah mezi skutecnou napjatosti a skutecnou deformaci

J je Jakobian transformace mezi pocatecni a béznou konfiguraci. pro Cauchyho

napéti mizeme potom psat
o=t = )\xi =\J P,

Vztah mezi deformacemi a napétim muze byt zavisly na rychlosti deformace, ale
zde se omezme na material, ktery je na rychlosti deformace nezavisly.

Ve vztahu mezi napétim a deformaci nebylo zatim uvazovano odlehcovani.

Ukazme si, jak mize tento vztah vypadat pti odleh¢ovani pro rizné typy ma-
terialt. U dokonale pruzného materialu je krivka vztahu mezi napétim a deformaci
pii zatézovani i odlehcovani totozna (obr. (a)).

Pro pruznoplasticky material je sklon kfivky pti odlehcovani typicky stejny jako
linedrni (pocéatecni) ¢ast kiivky pii zatézovani (obr. (b)). Materidl, ktery je pii zaté-
zovani porusen mikrotrhlinkami se pri odleh¢ovani miize vratit do ptivodniho tvaru,
kdyz se trhlinky uzaviou (obr. (c)). Obecny material mize byt kombinaci téchto
idedlnich pripadu (obr. d)). V dal$im se omezime jen na pruzny material, nezévisly

na rychlosti deformace.
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Pl P
| |
| |
| |
i i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
(a) a) pruzny (b) b) pruzny s mikrotrhlinami
P P
i i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
& &
(¢) c) pruznoplasticky (d) d) obecny

Obr. 1.9: Pracovni diagramy rtiznych materialii pti zatézovani a odleh¢ovani
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Jednoosd nelinedarni pruznost

Pro nelinearni pruzny material pii jednoosé napjatosti muze konstitutivni vztah byt

napsan jako

or = S (&)

kde o, je Cauchyho napjatost a ¢, je inzenyrskd (linedrni) deformace. Je pred-
pokladéno, Ze s(e,) je monoténné rostouci funkece . Piipad C%i < 0 by indikoval
materidlovou nestabilitu.

Jak jiz bylo feceno, u pruzného materidlu je odlehcovaci kiivka na pracovnim
diagramu totozna se zatézovaci kiivkou, coz implikuje skutecnost, ze nedochazi k
zadné disipaci energie pri deformaci. VSechna prace vynalozena na deformaci télesa
je v télese uchovana ve formé potencidlni energie pruzné napjatosti. Existuje tedy

potencionalni funkce , pro kterou plati, ze

dw (e,)
de,,

kde w (g,) je hustota potenciondlni energie pruzné napjatosti télesa. Z rovnice

plyne

0r = 5(g,) =

dw (e,) = 0,de,

coz po integraci da vztah pro hustotu energie pruzné napjatosti.

€z
w = / 0.de,
0

Pro nejjednodussi pripad linearné pruzného télesa v 1D plati Hooktv zakon

o= Fe

Pro potencialni energii miizeme napsat:

€ e 21" 1,
w:/ adgz/ Fede =F |—| = -Ee
0 0 2 0 2

Derivaci potencialni energie podle pretvoreni je napjatost

Ow 8(lE€2)
== o —PBe=o

Hustota energie w je obvykle konvexni funkce deformace, tedy plati, ze
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w

a)

w(&:)

Obr. 1.10: Srovnéani funkei w a s pro stabilni materidl [a) Konvexni funkce w; b)

Pracovni diagram]

V pripadé, ze funkce w neni konvexni jedna se o deformac¢ni zméknuti materidlu

a jeho nestabilitu (%‘1 < 0).

Obr. 1.11: Srovnani funkei w a s pro nestabilni material [a) Nekonvexni funkce w;

b) Odpovidajici pracovni diagram]|
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Zobecnéni pruznosti na velké deformace, je mozno pro jednoosou napjatost pro-
vést jednodusSe. Je pouze nutné zvolit geometricky nelinearni miru deformace a k ni
energeticky konjugovany miru napjatosti.

Pokud zvolime Green — Lagrangeovu miru deformace a druhé napéti Piola —

Kirchhoff , miizeme psat

ow

Se = OE,

1.2.2 Obecna napjatost

Zde muzeme prezentovat obecnéjsi konstitutivni vztahy. Vzhledem k existenci riz-
nych mér deformace a napjatosti je také mozno stejné konstitutivni vztahy napsat

riznymi zpisoby.

1.2.3 Saint Venantuv — Kirchhoffuiv material

Rada inZenjrskych aplikaci vede na malé deformace ale velké rotace (napi.rybéaisky
prut). Odezva takového materidlu muze byt modelovdna jako jednoduché rozsiteni
linearniho zakona pruznosti nahrazenim inzenyrské deformace Green — Lagrangeo-
vym tenzorem deformace a napjatosti druhym napétim Piola — Kirchhoff (PK2).

Muzeme tedy psat.

Sij = CijuiE

nebo v tenzorovém zapise

S=C:F

Pro tenzor 4.radu C' plati symetrie

Cijrr = Cjirr = Cijix

Saint — Venanttiv — Kirchhoffiiv material je nezavisly na draze a ma tedy pruzny

energeticky potencial. Vyraz pro hustotu energie mizeme napsat nésledovneé:

S

Napéti je dano vyrazem

ow

% = 3,
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nebo v tenzorovém zapise

ow

oF

Hustota energie w je nezdporna (w > 0) a je rovna nule je pro E = 0.

S =

C je pozitivné definitni tenzor 4.radu.
Hladkost potenciondlu w (spojitost C1) implikuje symetrii tenzoru C.
Matice pruznych konstant ev. teéné materialové tuhosti jsou obvykle zapsany ve

Voigtové notaci

{S} =I[CH{E}
Symetrie Cjjx = Ci; implikuje symetrii matice [C] , takze pro 3D plati

St [ Ci1 Ciy Ciy Cu Ci5 Che Ey
Sa2 Cop Oz Oy Co5 Oy FEa
Ssz | Csz O34 O35 Cse Es3
Sos [ Ci Cis Cus | | 2En
S13 sym Css Cse 2FE13
S12 i Ces | | 2E12

Pro obecny anizotropni Kirchhoffiv materiél tedy matice [C] obsahuje 21 neza-
vislych konstant. Pro ortotropni material s hlavnimi osami ortotropie totoznymi s

osami X7, X5, X3 je mozno konstitutivni vztah napsat v jednodussi formé

Si (Cin Cin Cis 0 0 0 | En
Sa2 Cyp Cy 0 0 0 Eo
S | Cos 0 0 0 s
Sos [ Ciu 0 0 2Fy;3
S13 sym Css 0 2F3
S12 i Ces | | 2E12

1.2.4 Hyperelastické materialy

Pruzny materidl je takovy material pro ktery je napéti jednoznacéné urcéeno defor-
maci. Pruzné materidly, pro které je prace nezavisla na draze, nazyvame hyperelas-
tické. U téchto materidlii je mozno napéti ziskat derivovanim hustoty potencidlni

energie vnittnich sil w podle deformace. Plati pro né vztah

ow (E)
OF
Saint Venantiv — Kirchhoffiv material patii mezi hyperelastické materialy.

S:
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Pro linearizovanou formu konstitutivnich vztahti je mozno tec¢nou tuhost mate-

ridlu definovat vztahem

SE __ 2

nebo
B 3£ B 0*w (E)
~ OE  OEJOE

C*F vyjadiuje teénou tuhost materidlu pro piirtistkovou formu vztahu mezi

CSE

napétim a deformaci
68 = C°F : §E
V rychlostni formé miizeme konstitutivni rovnici napsat takto
S=C . E

Tenzor te¢né tuhosti materialu C°F se také nazyva druhy tenzor pruznosti.

V bézné konfiguraci bychom vztah § = C5F : E mohli napsat

™V¢=C":D
7VC je konvekéni tok Kirchhofova napéti definovany vztahem
Ve —F_L-7—7-L"

L je gradient rychlosti 57
C7 je tzv. ¢tvrty tenzor pruznosti dany vztahem :

T SE
ikl — EWF}anPEqunpq

1.2.5 Hypoelastické materialy

Hypoelastické materidly jsou takové materialy, které je mozno definovat konstitu-

tivnim vztahem

oV = f (Ua D )
oV je objektivni mira napéti, rychlost deformace Dje také objektivni. Funkce f

musi také byt objektivni funkei napéti a rychlosti deformace.
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Siroka tifda hypoelastickych konstitutivnich vztahl miize byt zapsana linedrnim

vztahem mezi objektivni mirou toku napéti a rychlosti deformace.

oV =C°:D

C” je tenzor pruznosti materidlu definovany pro danou objektivni miru napéti.

1.2.6 Plasticita podle kritéria Drucker-Prager

Toto kritérium bylo navrzeno Druckerem a Pragerem (1952) kvuli aproximaci Mohrova-
Coulombova kritéria hladkou funkci. Tato aproximace byla udéldana rozsitenim von
Misesova kritéria o vyraz, ktery zohlednuje rozdilné chovani materialu v tahu a tlaku.

Ma néasledujici tvar

1
O(o,e) =/ J2(s) + clgll(a') — cocoh(e),

kde konstanta cy je nejcastéji definovana cy, = 1/% + %ci flows konstanta ¢; a ko-
heze coh jako parametr zpevnéni lze vypocitat z pracovniho diagramu daného ma-
terialu zapsanim kritéria pro jednoosou napjatost a stanovenim dvou podminek pro
prislusné meze kluzu v tahu a tlaku z pracovniho diagramu. Konstanta ¢y, flow je de-
finovéna v souvislosti s plastickym potencidlem (viz. text nize). s = s(o) = o — : (o)1
je devidtorova ¢ast tenzoru napéti, Jy(s) = %s : 8 je druhy invariant devidtoru na-
péti, I;(o) je prvni invariant tenzoru napéti a € je skaldrni veli¢ina udavajici kumu-
lovanou hodnotu ptirtistkit normy tenzoru plastického pretvoreni (definice normy je
uvedena dale v textu.

Druckerovo-Pragerovo kritérium pro 1D napjatost ma nasledujici tvar pro taho-
vou i tlakovou ¢ast pracovniho diagramu:

1 c1

fi(—= + =) = cocoh

/33

1
- C—l) = cocoh

M55
kde f; a f. jsou meze kluzu materidlu v tahu a tlaku (oboji zapsany jako kladné
hodnoty).
7 téchto dvou podminek 1ze vypocitat prislusné koeficienty Druckerova-Pragerova

kritéria:

c = ifc_ ft a CQCOh _ i fcft
\/gfc""ft \/gfc+ft7

/12
kde ¢y = g—l—gciﬂow, a proto




1.2. MATERIALOVA NELINEARITA 54

1 2 fcft
coh = ——
Co \/_ fc + ft
@) — konst. béhem zpevnéni lze zapsat vyraz pro zpev-

Za predpokladu m = 7 (E
néni koheze pomoci zpevnéni materidlu v tahu nasledovné

coh(e) = 12 f@)fhE) _ 12 mfi(e) 1
V3 [(€@)+ fil(@) V3 fi(e)+(m+1) ¢

— 03
0,
‘E* i fhl
\
A I
/f, G,
—Coulomb
//’
Ve f
Drucker—Pr;ger ¢
aproximace
biaxialni
Drucke'r—Prager
— G] ap\l;of):l;nfacce
(a) Druckerovo-Pragerovo kritérium v 3D (b) Druckerovo-Pragerovo kritérium v 2D
prostoru hlavnich napéti (de Souza Neto a prostoru hlavnich napéti (rovinnd napjatost)
spol., 2008) (de Souza Neto a spol., 2008)

Obr. 1.12: Druckerovo-Pragerovo kritérium

Plasticky potencial nutny pro vypocet plastického toku ma nasledujici tvar

I 1
\I/ = JQ(S) +Cl,flow§]1(o'>-

Derivaci plastického potencialu podle tenzoru napéti ziskame tenzor, ktery udava
smeér plastického toku

8\11 1 1 n 1 I3
TS C1 ,flow
“ oo V2]

Prirtistek tenzoru plastického pretvoreni je dan nejen smérem plastického toku

N, ale i hodnotou prirtstku skalarni veli¢iny

8\11 11 1
Ep—’yN ’ya ( ” HS—|— lelowI>-
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Norma pririistku tenzoru plastického pretvoreni je definovana nasledovné

= [ 2eh ep
= —€r (Eer,
¢ 3

Dosazenim za €P a provedenim pfislusného soucinu (zizeni) dostaneme

- 2 . . 2,
el = gep:epz §+§Cl,flow

a to za predpokladu & = Yeo dava vyraz pro vypocet konstanty co

12,
Co =[5+ 7cl,flow

39

Implicitni metoda Tesent plasticity podle kritéria Drucker-Prager

U implicitniho vypoctu jsou vSechny veli¢iny poc¢itané vzhledem k vyslednému stavu
(napr. derivace plastického potencidlu podle tenzoru napéti se vycisli pro vysledné
napéti, apod.). Musi se pak fesit systém rovnic s nezndmymi veli¢inami, které neni
mozné vyjadrit explicitné.

Plasticita se Tesi pomoci prirtstkil, kterymi se priblizné pocita plastické pretvo-

feni, jehoz presné feseni je dano integralem

tend
e’ = / €ldt.
0

Cas t miize byt realny (u dynamickych tiloh nebo obecné jakychkoliv tiloh zévis-
Iych na redlném case) nebo muze jit jen o tzv. pseudocas u statickych uloh.

Presnost vypoctu u nelinearnich dloh tedy obecné zavisi na po¢tu prirtstki resp.
na velikosti prirtstku zatizeni nebo pretvoreni.

V nasledujicim textu se predpoklada, ze je zndmo feseni na konci n-tého prirtstku
a cilem je vypocitat feseni na konci (n+1)-tého prirtstku. Jsou tedy znamy hodnoty
veli¢in z konce predchoziho kroku n a cilem je vypocitat tyto hodnoty v nasledujicim

€ €epP
n €n

kroku n+1. Na vstupu je: A€ = €,,1 — €,,€

Lze odvodit soustavu tii rovnic o tfech neznamych - jednoho symetrického ten-
zoru €5, a dvou skaldrech €, ,; a Avy. Pro 3D napjatost jde o soustavu 6+1+1 =8
rovnic o 6-ti nezndmych slozkach elastického pretvoreni € , a dvou neznamych

skalarnich hodnotéch €, a A~:

(I)(o'n—l—lvé)wrl) =0

€1 = €, + Ae — AYN (0011, 14)
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- —p _p
€1 =€ +AYH(0ny1,6,41)

=1 . — . €
Pozndmka: 0,41 = C : € ;.

. . _e,trial ,
Protoze plati €,,1" = € + Ae = €,1 — €, tak lze na vstupu misto Ae a €,

pouzit celkové pretvofeni €, a plastické pretvoreni z predchoziho kroku €?
Dy
(0041, E11) =0
p € =P —
€nt1 — € — €y — A’YN(O-n—H’ €n+1) =0

€1 — €+ AYH(0n11,6,41) =0

Vyslednd soustava pro feseni plasticity podle kritéria Drucker-Prager je nasledu-

jici

1
Jo(Spt1) + Clgjl(o'n-irl) — cycoh(€ 1) =0

1 1 1
ha =+ Ay (s + e |
€pt1 = €, + 7(\/;||Sn+1||8 +1—|—361,fz )

1 2
€ =6+ AW\/ 3 + §Cf,flow

kde jsou tfi neznamé veliciny .1, €, a Ay. Misto 0,41 lze povazovat za
neznamou €, ;, protoze jednu na druhou lze dopocitat jednoduse pomoci Hookova
zakona.

Okamzité jde vidét, ze vyse uvedend soustava tii rovnic o tfech neznamgych veli-

¢inach jde redukovat na dveé rovnice o dvou nezndmych veli¢inach o, 1 a A~:

1
Jo(Spt1) + 01511(0n+1) — cycoh(€ ) =0

1 1 1
Po=e + A ———5, — owd | -
€pi1 = €, T AY (\/;HSTLJrlHS +1 + 3cl,fl )

Je to z toho divodu, Ze nezndma veli¢ina € ; explicitné zavisi na Avy

7 . 1 2
€ =+ AW\/ 3 + §C%,flow‘



1.2. MATERIALOVA NELINEARITA 57

Pocéateéni (zkusebni, testovaci, trial) volba neznamych pro Tfeseni soustavy je
nasledujici:

etrial __ e
€11 =€ +Ae=¢€,41 —€

p,itrial _ —p
6n+1 =€,

A,ytrial =0

A podobné jako u von Misesova kritéria lze tuto soustavu zredukovat pouze na
jednu rovnici o jedné neznamé A~y. Pti redukci na jednu rovnici o jedné nezndmé se
postupuje nasledovné:

Vysledné napéti o, = C : (€,41 — €,) — C : A€’ se pomoci elastického
(trial) odhadu napéti 7l = C : €11 = C' : (€5 — A€) = C': (€41 — €2) vyjadii

nasledovné

_ __trial . _ _trial . —p
oni1=0,7 —C:Ae’ =0," —AYC : N(0p41,6,,1).

Potom se vyjadii vyraz C : N (0,41, €, 1) pomoci elastickych odhadii a prislus-
nych korekci pomoci jediné neznamé A~y

o \F 1 1
N On ,?Z = ST S+l 5C lowI
( +1 +1) 9 ||Sn+1H +1 3 Lf

ao-n—i-l

1 1 1
C: N(O’n+1,€£+1) = 2G\/78n+1+KCLflowI =G
2 || snall 3

1 1
S T
\/J2(8n+1> 3

Za predpokladu rovnosti msnﬂ = IIS“‘li'“l’II sﬂ“ll plati nasledujici vztah
n

: 1 , 1
Onp1 = ol — Ay | G———=5!"" + Kzergiond |-
Jo(s717)
Timto jsme dostali vyraz pro vypocet vysledného tenzoru napéti pomoci jediné
neznamé A~ a elastickych odhadt prislusnych velic¢in.
Pak plati

) 1 ) 1 )
St = S — Ay G sl = 1= AyG——— | 571
J2(3n+1) J2<Sn+1)

trial

Pn+1 = Ppy1 — Afyl(cl,flow
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a kritérium plasticity lze prepsat do nasledujiciho tvaru

T (s714) = MG+ 1 (P — AyK e i) — cacoh (2,4 c27) = 0,

coz je jedna rovnice o jedné neznamé A~. Tato rovnice je obecné nelinearni a jeji
analytické TeSeni neni mozné, proto se vyresi numericky napt. pomoci Newtonovy-
Raphsonovy metody. Na zacatku iteracniho procesu se voli Ay = 0 a provede se
Newton-Raphsonova iterace (znaceni iterace je v hornim indexu ¢ — i + 1). Pro
odec¢teni hodnoty koheze coh béhem zpevnéni na zac¢atku volime &), = &P protoze
éﬁ + CQA’)/.

dot \ ™!
i+1 7
Ay = A (d m) |
kde

=/, (Sﬁ“f) — AYG + ¢ (pf;"jrall A")/iKCLflow) — cacoh (55’1 + 62A7i> =0,

217t
=-G-— Kclcl,flow — C2H .

dcoh (52 +62A7i) ’gy

Po itera¢nim vypoctu Ay (konvergovaném) lze vypocitat vysledny tenzor napéti,

elastického pretvoreni a plastického pretvoreni

1 1
_ _trial trial
Opnt1 = Opa1 — A’}/ Gi Sn+1 + K361 flowl
Jo (st
e o -1 .
Cnt1 = * On+1

p _ e
Ent1l = Entl — Epga-

Pozndmka: s = s ( f[j“ll) =olrial — 11 ( ﬁ“ll) I je zndmy tenzor devidtoru

napéti. neplatila rovnost B 1+1” ntl = W strialtak by nebyla redukce na jednu

rovnici mozna! Tato rovnost znamend, ze pocatecni (zkusebni, testovaci, trial) devi-

ator napéti sffﬁl je ,rovnobézny“ (kolinedrni) s vyslednym devidtorem napéti s,1.
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Konstitutivni tenzor pro hladkou plochu kuZele Druckerova-Pragerova
kritéria
V pripadé materialovych modelti, kde se pracuje pouze s rostoucimi kiivkami pra-

covniho diagramu, je nejvhodnéjsi pouzit tecného konstitutivniho tenzoru C defi-

novaného nasledovné

oo
= e’

Jesté o néco lepsi je pouzit tzv. konzistentni tecny tenzor (konzistentni s da-

C? =

nym algoritmem pro névrat napéti na plochu plasticity), ktery zajisti kvadratickou

konvergenci (Souza).

Cer = 0011 . 08511 I® Opn+1
- o eitrial e,trial o e,trial
€n+1 n+1 8n—&—l

Cep:2G(1—Amm)P 20( GA)D D
e ) Bo 26 (e ©

~V2GAKaD ® I — 2GAKe: o] © D+ K (1 — Kerer o A) T @ T

e, tr'Lal

kde A = 1 D=

G—i—Kcchflow—l-ch )

e tr'Lal

d ,n+1

s sf,j;“ff, P, = % (0idj + 0udjp) e, QR e; e, e — §I®I je projekéni tenzor 4. fadu

| je jednotkovy tenzor 2. fadu rovnobézny

definovany

€d:Pd:€
kde g =€ — 31, (¢) I.

Odvozeni tohoto analytického vyjadreni konzistentniho teéného tenzoru presa-

huje rdmec této prace a lze jej nalézt v knize (de Souza Neto a spol., 2008).

Osetrent vrcholu (singuldrniho bodu) Druckerova-Pragerova kritéria

Vzdy se prvni zac¢ne s navratem elastického testovaciho odhadu napéti na hladkou
plochu kuzele Druckerovy-Pragerovy podminky plasticity (viz. vySe popsany algo-
ritmus) a teprve az potom se zkontroluje, zda bylo napéti skuteéné navraceno na
hladkou plochu kuzele nebo jestli padlo mimo tento kuzel.

Pokud ,/.J, (sfﬁaf) — AyG > 0, tak se opravdu jednalo o navrat na plochu ku-
zele Druckerovy-Pragerovy podminky plasticity a vypocet 1ze ukoncit s navracenim

opraveného tenzoru napéti, plastického pretvoreni a konstitutivniho tecného tenzoru.
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\/.131 s)

Gv
KuZel ,
1
Drucker-Prager H
- -K AT :
- wial
ria. D
Cpsi= Past 1 Pas !
trial ‘JE(S)
G
) VAU -G Ay > 0
wrial
KuZel Ousi
D-P PP
Ec(Er,) /
ol ~
| apex ~ . - P
| =~ ~
(s i) -G Ay < 0 gommmmmmmmmmmmmmmees = -
Cun ™

Obr. 1.13: Ilustrace navratu napéti do vrcholu kuzele Druckerova-Pragerova kritéria
(de Souza Neto at al., 2008).

Jinak pokud 4/Js (sf{j‘lf) — AvG < 0, tak se musi veskeré vypocty zahodit a je
tfeba provést nove feSeni s navratem primo do vrcholu kuzele Druckerovy-Pragerovy
podminky plasticity podle obrazkt a postupu popsaného nize.

7 predpokladu navratu napéti do vrcholu kuzele podle obrazku plyne, ze devia-

torova Cast tenzoru napéti je nulova a vysledny tenzor napéti je roven

Oni1 = pny1l,
kde puy = (P11 — KA ) T,
a proto 0,41 = (pZﬂl — KA&Z{,) I.
Definujme a = %,B = qﬁow’ tak pak lze navrat na plochu plasticity zapsat
nésledovné pirial — KAey, — coh (2 + aA&l,) B = 0.

Tato rovnice o jedné neznamé Acel, je tedy obecné nelinearni a jeji analytické

feseni neni mozné, proto se vyresi numericky napt. pomoci Newtonovy-Raphsonovy
metody.

Na zacdtku itera¢niho procesu se voli Ae}, = 0 a provede se Newton-Raphsonova
iterace (znaceni iterace je v hornim indexu i — i + 1). Pro odecteni hodnoty koheze

coh béhem zpevnéni na zacdtku volime & | = &2 protoze &b | = &P 4+ aAe},.

-1
Attt = Acri i [ 07
v v dAEL ’
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kde r’ = pirial — KA&Y' — coh (5_{'; + aAE’{}i) B, H' = 92 (5;; + ozAsI",’i), ﬁ —
~K — H'a.
Po itera¢nim vypoctu Aef, (konvergovaném) lze vypocitat vysledné napéti, elas-

tické pretvoreni a plastické pretvoreni

Ont1 = (pffﬁl - KAg?/) I

e - -1 .

p _ e
Entl = En+l — Epga-

Konstitutivni tenzor pro vrchol kuzele Druckerova-Pragerova kritéria

Ve vrcholu kuzele Druckerovy-Pragerovy podminky plasticity pro tenzor napéti plati

Ont1 = pn+1I-

Derivace tohoto tenzoru napéti podle pretvoreni je potom nasledujici

e = 80n+1 =I® apn+1
- o eitrial — o e,trial *
6n+1 €n+1

Po derivaci tlaku podle ptretvoreni se dostane vysledné vyjadreni konzistentniho
tecného konstitutivniho tenzoru

Cep:K<1 >I®I.

- K+afH
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1.2.7 Model poskozeni podle Mazarse

Spojité modely poskozeni

Pro modelovani materialta s pracovnim diagramem obsahujicim klesajici vétev, jako
je napriklad beton, je potreba vyvinout konstitutivni zakon zohlednujici toto zmék-
¢eni materidlu. Nejcastéji pouzivané jsou modely poskozeni, které se nékdy kombi-

nuji s elastoplastickymi modely.

Napé&ti Napé&ti

(I-D)E E
a Pietvofent b Pietvoreni

Napéti

E
(I-D)E

[+ Pretvofeni

Obr. 1.14: Tlustrace razného chovani materidlu: (a) elastické s poskozenim, (b) elas-

toplastické, (c) elastoplastické s poskozenim (Jason at al., 2006).

a . b
o
fo =1 F-- [
Sy ==
E ,':
E S
71 ]
S 1
s a 1
/| —
,,J(l #IE -
[e—te———> z
|- le—l £ e £
e e &€

Obr. 1.15: Chovani betonu v jednoosém (a) tahu, (b) tlaku (Voyiadjis at al., 2008).

Spojité modely poskozeni se déli na izotropni a anizotropni.
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(ﬂ) 7 .:1
A
1 g
b - B -
(_i P lel
E GA
A=A
_ 1 &
(©) = S 5A.
A <A
1 €4
@ ==l 5
e e
A=A,<A

Obr. 1.16: Tlustrace modelu poskozeni na jednoosé napjatosti (Jirdsek, 2004)

Lzotropni spojité modely poskozeni

Uvazujme jednoosou napjatost a material jako sadu vlaken rovnobéznych se smérem
zatiZeni (Tfizend deformace - protazeni) (a). Ze zac¢atku zatézovani (pro malou troven
pretvoreni) je odezva materidlu elastickd (b). Potom pii dalsim protazeni se nékterd
vldkna pretrhnou (materiél se porusi) (c). Pfi odtiZeni se materidl vraci elasticky,
ale jen pomoci zbylych (nepfetrzenych) vldken (d).

Podle vyse uvedeného obrazku lze pro elasticky model s poskozenim predpokladat
o= %6, kde %_ je pomér charakterizujici celistvost materialu.

Miru poskozeni pak muzeme definovat

d=1-—

NES

Efektivni napéti ve vlaknech se vypocita

o= Fe

a vysledné napéti

o=(1-d)s=(1—d) Ee.

Lze vyse uvedené zapsat jako

o= FE°¢,

kde E* = (1 — d) E je sené tuhost materidlu.
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Lzotropni spojité modely poskozeni

Napéti

(I-D)E

A 4

=
@
=)
S
S
@
E

Obr. 1.17: Tlustrace zatéZovani a odtézovani u modelu poskozeni (Jason at al., 2006)

V pripadé viceosé napjatosti se vysledné napéti spoc¢ita analogicky jako v jedno-
0sé napjatosti

c=(1-doa=(1-4d)C ¢,
a proto se secny tenzor vypocita také analogicky C* = (1 — d) C.

Modifikovany Mazarsiv model poskozeni

Mazarsuv izotropni model poskozeni je modifikovan do jednoduchého anizotropniho
modelu poskozeni, aby 1épe zohlednoval rtizné chovani betonu v tahu a tlaku. Proto

je treba provést dekompozici tenzoru napéti do tahové a tlakové ¢asti

oc=oc'+0°

podle jeho vlastnich ¢isel (hlavnich napéti) o

3
g = Z 0;e; X e;.
i=1
Pro tuto dekompozici je vhodné nadefinovat projekéni tenzory 4. fadu pro tah

P! i tlak P¢:
o' =P':o,

o= P°: o,
kde
dim

P => (o)) (e;0€)R(e; Qe),

=1
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Pczéikéjlei(gej@ek@el_Pt

kde (x) je Macaulayova zévorka (pro kladné ¢islo vrati presné to stejné redlné
¢islo a jinak vrati nulu) a dim udéva dimenzi tlohy (dim = 2 pro rovinnou napjatost,
dim = 3 pro prostorovou napjatost).

Hustota energie vnitinich sil pri elastickém pretvoreni se vypocita nasledovné

]' e ]'t e t_'_ c
w=—-0 . = -0 € =W w-.
2 2

Déle se predpokladd, Zze hustota energie vnitinich sil w po poskozeni v tahu i

tlaku se zmeéni na wy:

wy = wh + W

kde
wh = (1 — dt> w),

wh = (1— d)u

Veli¢iny d' a d° jsou tzv. parametry poskozeni v tahu a tlaku, které se pocitaji z

pracovniho diagramu, jak bude popsano nize.

Viypocet viysledného tenzoru napéti

Vypocet vysledného tenzoru napéti se provede pomoci elastickych odhadi napéti

o' a parametri poskozeni d' a d° nésledovné
o= (1 — dt> o'+ (1—d) o= (1 _ dt) Pt otrial 4 (1 - @¢) Pe: gtrial —

=[(1-d) P +(1-d)P°|: 0™,

kde o = C : €.
Parametry poskozeni d' a d° se odvodi z pracovniho diagramu, kde se pouziji
ekvivalentni pfetvoreni vypocitand podle Mazarse a spol. (2014):
— I Ve
€t = sa-zy t Ay

— _ I 6V Je
€ = 5a-2) T 5040)
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kde

1
[J. =3Jy(e) = 5 [(81 —9)" + (g2 — £3)° + (3 — 81)2} :
S témito ekvivalentnimi pretvorenimi se jde do pracovniho diagramu a odecte
se spravna hodnota napéti 0. Pomér této hodnoty napéti z diagramu a elastického

trialcharakterizuje celistvost materidlu. Pokud odec¢teme tento

odhadu napéti o /o
pomér od hodnoty 1, tak dostaneme prislusnou miru poskozeni materidlu v tahu i

tlaku:

t_ o(et)
d =1~ Ut”?l(it)
c __ O(Ec
d - 1 - O—tTial(EC)

Pokud chceme jako vysledek dostat jen jednu hodnotu parametru poskozeni,
kterd by charakterizovala celkové poskozeni (dohromady v tahu i tlaku), tak lze
udélat nasledujici vazeny prumeér ziskanych dvou parametri poskozeni v tahu a
tlaku:

d=rd;+ (1 -r)d,,

dim <O.Z@7'ia,l>

kde r = L)

dim| _triql
21:1 95

a |*| je je absolutni hodnota ¢isla *.

Konstitutivni tenzor

Pro materialové modely simulujici poskozeni materialu je lepsi pouzit seény tenzor
nez tecny, protoze u secného tenzoru je zarucena pozitivni definitnost, kdezto u
tecného nikoliv (v pripadé, ze se dostaneme do oblasti klesajici vétve pracovniho

diagramu).

Secny konstitutivni tenzor C® je definovan néasledovneé
o=C":e¢.
Vysledné napéti se vypocita nasledovné

o=[(1-d)P'+(1-d)P|:o"" = |(1-d)P' +(1-d)P|:C e,

proto se secny konstitutivni tenzor vypocita timto zptisobem

Cr=[(1-d)P'+(1—d)P):C
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Lzotropni poskozeni

V pripadé izotropniho poskozeni je situace jednodussi, protoze vysledné napéti se
spocita z elastick¢ho odhadu napéti pouhym vynasobenim jednim skaldrem charak-

terizujici ,,celkovou primérnou” miru poskozeni d

oc=(1—-do" =(1-d)C :e,

a proto se seny tenzor vypocita také jednoduse C* = (1 —d) C.

1.3 Metody reseni nelinearnich algebraickych rov-
nic

Formulace MKP feseni nelinearnich diferencialnich rovnic vede na nelinearni alge-

braické rovnice, které mizeme napsat v nasledujici formé

K(d).d=f
kde:

K je matice tuhosti konstrukce
d je vektor neznamych, obvykle uzlovych parametri deformace

f je vektor pravych stran, obvykle uzlovych sil.

Matice K je funkci d a nemize tedy byt vyhodnocena bez znalosti vektoru
korenti soustavy d. Protoze nemtzeme tuto nelinearni soustavu fesit primo, uzivame
iteracnich procedur, které jsou zalozeny na postupném zpresnovani feseni. Kazdy
iteracni krok je linearizovan.

Je-li feseni i — tého kroku d®, potom miiZeme rovnici prepsat do tvaru

K (d(i)) A = f

tedy

dit) — g1 (d(i)) - f

Procedura miize byt opakovana, dokud neni dosazeno potfebné presnosti, ktera
je zaloZena na rozdilu vektort dV) a d+b.

Ukazeme si zde 3 nejcastéji uzivané metody :

1. Picardova iteracni metoda,

2. Newton — Raphsonova itera¢ni metoda,

3. Riksova metoda zvana téz arc length.
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Jednotlivé metody ukazme na jedné nelinearni rovnici.

Uvazujme nelinedrni rovnici

nebo

kde d je nezndmé feseni. K (d) je znama funkce d, f je zndma pravd strana

(obvykle sila) a r je residuum (nevyvazené zatizeni).

r(d) =K (d)d— f

Céara dana rovnici r (d, f) = 0 je rovnovazna cesta nazyvana téz pracovni dia-
gram. Pro jakoukoliv hodnotu d® je K (d(i)> je seéna kiivky v d = d® a Ky =

(5:)

Newton — Raphsonova iteracni metoda

a je tefna ke kiivee v bodé d = d®.

d®

Hleddme Teseni, pti kterém jsou nevyvazené sily r (d) nulové.

Provedme rozvoj  (d) kolem zndmého feseni d~Y do Taylorovy fady.

or 1 (0%
@ L -2
a6-v 075 <8d2>

r(d) =r(dN) + (au)

§d je prirastek

§5dD = g _ gG=1)

Zanedbame-li ¢leny druhého a vyssich Tadi, muzeme rovnici r(d) prepsat nasle-

dovneé:

d6=1 6d =0

r(dV) + <g;>

Pro ptirtstek parametru deformace muzeme potom zapsat nasledujici vztah

6d = — Ky (diw))‘l P (diD) =
= (s (20 )) (7= K (a0 ae)
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kde

or
fr = (ad)

je sklon (tangenta) ¢ary r (d) v d"~Y, K je sklon se¢ny, prochézejici body 7 (0) = 0

41

ar (d). V mechanice pri feseni tiloh deformaé¢ni variantou MKP nazyvame K7 te¢nou
tuhost{ K seénou tuhosti. Vyraz K (d(i _1)) d® —1) predstavuje prenesené zatizeni v
kroku (7 — 1). Reziduum neboli nevyvéazena sila r (d) postupné klesa k nule pokud
procedura konverguje.

V kazdé iteraci je vypocitan prirtistek neznamé veli¢iny d. Dosazené feseni v i-té

iteraci je ziskdno postupnou sumaci prirustku

d® = g1 4 §q®

Pro soustavu nelinedarnich rovnic mtizeme zapsat Newton—Raphsonovu proceduru
takto :

éd=—K;'r

kde K7 je tecna matice

@ _ or
Kr'=%d| gi-v

T je vektor nevyvazeného zatizeni

r = fz'nt o femt

Fet je zatézovact vektor a £ je vektor uzlovych vnitinich sil (vypocitany jako

energeticky ekvivalent vnitinich sil).

Newton—Raphsonova metoda vyzaduje sestaveni matice levych stran soustavy
rovnic v kazdém iteracnim kroku. Takze v kazdém iteracnim kroku se musi také
znovu provést dekompozice (faktorizace) matic pri FeSeni Gaussovou, nebo Choles-
kého metodou. Nékdy je vyhodnéjsi ponechat levé strany soustavy rovnic beze zmény
a ménit pouze pravou stranu. Této metodé rikdme modifikovana Newton—Raphsonova
metoda. Obecné vyzaduje podstatné vice iteraci, nez normalni Newton—Raphsonova
metoda, ale vzhledem k tomu, Ze dekompozice matice soustavy rovnic je prove-
dena pouze jednou, jsou iterace mnohem rychlejsi. Princip modifikované Newton-

Raphsonovy metody viz Obr. [1.18|
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Obr. 1.18: Princip Newton—-Raphsonovy metody

Princip modifikované Newton-Raphsonovy metody viz Obr.

l._f|Km_. /L|Km KO
/.. !
v £

7

/ /

Obr. 1.19: Princip modifikované Newton—Raphsonovy metody

Nékdy je vyhodné obé metody kombinovat. Cilem je jednak tispora ¢asu potieb-
ného pro reseni ulohy, ale kombinace metod muze také umoznit feSeni i takovych
tloh, pro které by feseni nemodifikovanou Newton—Raphsonovou metodou selhalo.
Na Obr. je znazornén mozny takovy pripad. V bodé 1 je reseni prepnuto na
modifikovanou Newton—Raphsonovu metodu, v bodé 2 je TeSeni prepnuto zpét na

nemodifikovanou metodu.

Obr. 1.20: Kombinace Newton-Raphsonovy a modifikované Newton-Raphsonovy
metody
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Numerické metody resent dynamicky namdhanych konstrukci

Soustavu pohybovych rovnic linearniho diskrétniho modelu konstrukce zatizené dy-

namickym zatizenim lze zapsat ve tvaru

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t)

Obecné jsou matice ve vyse uvedeném vztahu proménné v case, a tedy soustava
je Tesitelnd pouze metodami primé numerické integrace. V pripadé, ze jsou matice
hmotnosti a tuhosti konstantni a matice tlumeni spliuje jisté predpoklady, lze sou-

stavu Tesit metodou rozkladu podle vlastnich tvart kmitani.

Numerické metody tesi pohybovou rovnici v koneéném poctu casovych okamziki
to, t1, ..., t;,m. Vzdalenost jednotlivych okamziktu At; = t; — t;_1 se nazyva délka
integracniho kroku. Velikosti integracnich kroka At; ovliviiuji presnost, stabilitu i
rychlost Teseni. Nedilnou soucésti soustavy pohybové rovnice jsou zadané pocatecni
podminky. Za pocatek povazujeme cas t = 0, ve kterém plati {u(to)} = {uo},

{u(to)} = {uo}. Pohybovou rovnici mizeme tedy napsat ve tvaru

Numerické metody rozlisujeme zpravidla na metody :

1. explicitni

2. implicitni

Metody povazujeme za zakladni. Explicitni i implicitni metoda jsou integracni
metodou, podle toho, ve kterém ¢asovém okamziku vyuziva celou soustavu pohybo-

vych rovnic.
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2 NELINEARNI DYNAMIKA

2.1 Zakladni principy mechaniky kontinua

Zékladni rovnice jsou zalozeny na principu zdkona 'zachovani'néjaké fyzikalni ve-
liciny. Jedna se o 5 principt, které jsou potfebné pro sestaveni okrajové tlohy s
pocatecnimi podminkami (Initial Boundary Value Problem - IBPV).

1. Zakon zachovani hmoty (The principle of conservation of mass).

2. Zakon zachovani hybnosti (The principle of conservation of linear momentum).

3. Zakon zachovani momentu hybnosti (The principle of conservation of angular

momentum).
4. Zékon zachovani energie (The principle of conservation of energy).

5. Zakon nevratnosti (The principle of irreversibility).

2.1.1 ZAakon zachovani - obecné

control volume

7N
5/‘3(_‘)(.\?. r)>
N

——— control surface

Obr. 2.1: Kontrolni objem.

Pokud aplikujeme zakon zachovani na néjakou konkrétni fyzikalni veli¢inu defi-
novanou na jednotku objemu v ¢asti uvazované domény, tak rika, ze zadna fyzikalni
veli¢ina (hmota, energie, atd.) nemuze byt vytvofena ani zni¢ena, muze se pouze
presunovat z jednoho mista na jiné. Zakon zachovani je sestaveny na zakladé Rey-

noldsovy transportni véty:

[])Dt/B@(m,t) dv54<W+vm~(¢(w,t)v)> av.

Zdrojem miize byt naptiklad vnitini teplo generované béhem hydratace cementové
pasty. Efekt takovéto chemické reakce na makroskopické iirovni muze byt reprezento-
vany proménnou, ktera poskytuje mnozstvi tepla generovaného na jednotku objemu,
za jednotku casu.

Vyraz ® (x,t)v v rovnici potom reprezentuje tepelny tok q (x,t), obecné ale

"néjaky'energeticky tok.
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Zékon zachovani je zndm jako rovnice kontinuity:

0P (x,t)

inat + Ve (O (2, t)v).

2.1.2 Zakon zachovani hybnosti

B n « t'(x.n1)
t /
av =
“_,,.4\,0;1’(%0 5
T =
- v
- ob(3.7)

Obr. 2.2: Kontinuum v pohybu.

Zakon zachovani hybnosti je zalozeny na druhém Newtonové zakonu, ktery rika,
ze rychlost zmény hybnosti libovolné c¢asti spojitého média je roven vysledné sile,
kterd na tuto ¢ast pusobi. Pro odvozeni pouzijeme pravé obecnou formulaci "zakona
zachovani'popsaného v ¢asti Zachovéavana veli¢ina je v tomto pripadé hybnost
O (x,t) = pv (x,t), pusobici sily jsou objemové b(x,t) a povrchové sily ¢(x, t):

DDt/BQv(w,t) v = [ t(@1t) da+ [ ob(@1) AV, (2.1)

Aplikaci Gauss-Green-Ostrogradského véty na povrchové sily a ipravou rovnice ([2.1))

dostaneme:

[oaav = [ (Vo o)+ oble.0) av

Stejné rovnice mizeme dostat primo z prvniho zdkonu termodynamiky. Jelikoz
rovnice plati pro celou doménu B, tak plati i lokalné, to potom vede na Cauchyho
formulaci prvni pohybové rovnice (Cauchy’s first equation of motion). Spole¢né s
okrajovymi a poc¢atecnimi podminkami, rovnicemi pro konstitutivnmi vztahy a ge-

ometrickymi rovnicemi tvori IBPV (15 rovnic 4+ poc¢ateéni a okrajové podminky):

Vae-o(x,t)+ ob(x,t) = oa(x,t) (2.2)

t=oc-nonly, wu=wugonlp, wu(ty)=1u ult)=u.

Ve specidlnim pripadé, kdy oo (t) — 0 (nulové setrvacné sily), tak Cauchyho prvni

pohybova rovnice prechazi na znamou Cauchyho rovnici statické rovnovahy:

Vg-o(x,t)+ob(x,t) =0
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t=o0c-nonly, uwu=wugonlp.

Tohoto efektu, kdy vymizi setrvacné sily, se dale pouzije v numerické metodé Dyna-

mické relaxace (metoda ustalovani) pro feseni statiky konstrukei.

2.1.3 Zakon zachovani momentu hybnosti - symetrie Cau-

chyho tenzoru napéti

Formulace zdkona zachovani momentu hybnosti je obdobna zakonu zachovani hyb-
nosti (2.1). Zména momentu hybnosti k néjakému bodu je rovnd vyslednému mo-
mentu, ke stejnému bodu, produkovanému vSemi silami, které ptisobi na téleso (do-

ména B):

]g)t/B(a;xgv) dv = /azs(th) dA+/B(a:><Qb) dv

= ... =o0=0".

Dulezitym vysledkem tohoto druhého Cauchyho pohybového zakona (Cauchy’s se-
cond law of motion) je pravé symetrie Cauchyho tensoru napéti o = 0. Tento zdkon

je zndm také jako Boltzmanniv postulat (Boltzmann postulate).

2.2 Numerické reseni problémiu elastodynamiky

Vyrchozi rovnici pro nas bude rovnice 2.2] Tato obecné nelinearni parcidlni diferenci-
alni rovnice spolu s geometrickymi a konstitutivnimi vztahy, okrajovymi a pocatec-
nimi podminkami, tvoti zédklad pro odvozeni integro-diferencialnich rovnic, které se
dale pouziji pro aplikaci kone¢nych prvki. Vysledkem bude soustava obecné neline-
arnich obycejnych diferencialnich rovnice druhého fadu, které se déle fesi nékterou
z implicitnich nebo explicitnich metod primé integrace pohybovych rovnice.

Zdrojem nelinearit jsou konstitutivni vztahy (nelinedrni elasticita, plasticita, po-
skozeni, atd.), nelinedrni geometrické vztahy (velké deformace, rotace), nekonzerva-
tivni vnéjsi zatizeni (sledujici deformovanou konstrukei) a zména okrajovych pod-
minek (kontaktni tlohy).

K ziskani formulace, kterd je déle pouzita pro diskretizaci kone¢nymi prvky (pro-
jekce v Galerkinové smyslu), vyuzijeme princip virtualnich praci (obecnd metoda re-
prezentujici slabou formulaci diferencialnich rovnic). Obecné tento princip jiz staci,
ale pro dalsi tucely budeme déle spise vyuzivat Hamiltontiv varia¢ni princip a Ha-
miltoniiv zdkon variace akce. Takto vzniklé rovnice déle slouzi jako zdroj k aplikaci
Euler-Lagrangeovych rovnice (pripadné pak pro Hamiltonovské rovnice), které se
pouzivaji v fadé oboru (teoreticka fyzika, kvantovd mechanika, robotika, elektro-

technika, obecné v technické kybernetice, atd.).
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2.2.1 Princip virtualnich praci

Budeme vychazet z rovnice zapsané v Lagrangeovskych soutradnicich. Pozice
castice v referencni konfiguraci se nazyva materialovy bod, ktery se oznacuje X €
B C Rj (oproti Eulerovskym soutadnicim, které se pouzivaji predevsim v dyna-
mice tekutin, sleduji pohyb ¢astice, pro linedrni problémy jsou vzniklé Eulerov-
ské a Lagrangeovské formulace totozné). Pohyb télesa je pak popsdn zobrazenim
z=u(X,t): BxT =S CRVt €T = [ty, 11]. B oznacuje referencni konfiguraci

spojitého télesa s hranici 0B.
Va - P+ 00by = 004, (2.3)

kde P = Jo - F~T je prvni Piola-Kirchhoffovo (objektivni) napéti (The first Piola-
Kirchhoff stress), 0obo(X, ) je hustota objemovych sil v nedeformované referenéni
konfiguraci a A = a(X,t) je pole Lagrangeovskych zrychleni.

Rovnici vynéasobime virtualnimi posuny du a integrujeme pres celou doménu

B
‘/B(VX'P+Q0b0—goA)'(5u-dV:0,

kde du = dJu(X,t) je kinematicky admisibilni pole posunti, pro které plati du =
duw=0pro (X,t) € OB xT.
Roznasobenim a tpravou pak dostaneme

/Bgou.(sudv+/6P:5Fdvz/BgoB-(sudv+/BvX.(5u.P) dv, (24)

kde puvodni vyraz (Vx - P)-du = Vx-(éu - P)—P : 6F. Vyraz [ Vx-(du - P) dV =
Rovnice je dale pouzita k prostorové diskretizaci pomoci kone¢nych prvki.

2.2.2 Hamiltontv zakon a Hamiltontv princip variace akce

V tomto piipadé vychdzime z rovnice [2.4] odvozené v ¢asti 2.2.1] z které vyuzi-
jeme nékteré c¢leny. Hamiltontiv zakon a Hamiltontiv princip variace akce vychézi
ze sestaveni tzv. "Lagrangianu', ktery déale po prostorové diskretizaci pomoci konec-
nych prvki dosadime do Euler-Lagrangeovych rovnic, jejichz vysledkem je soustava
pohybovych rovnic pro pfimou integraci. Je zde uvazovan jednoduchy standardni
materidl, ktery se da plné popsat pomoci potencidlu Helmholtzovy volné energie.
Pro sestaveni Lagrangianu £ je nutné sestavit skalarni funkce reprezentujici po-

tencidlni energii U a kinetickou energii K. Lagragian je potom £ =K — U.
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Uvazujme jednodussi pripad, kdy externi sily uvazujeme jako konzervativni, po-

tom
Uu) = /BQO\I/(X) dv —
- / (H(X) -n(X)) - bu(X,t) dA —
- / 00B(X) - du(X, 1) dV, (2.5)

kde ¥(X) oznacuje hustotu Helmholtzovy volné energie v referen¢ni konfiguraci.

Déle sestavime kinetickou energii deformovatelného spojitého télesa K nésledovneé:
1
K (i) = f/ oot - dV. (2.6)
2B
Rovnice 2.4 s uvazenim [2.5] a [2.6] muze byt prepsana nésledujicim zptisobem:
d
() — 6 _7/ dudV =
K(w) — oU(u) Q7 J Q0% o 1% 0,
d
OL(u, ) ~ < [ opit-du v = 0, 2
L(u,w) f s Q0 ou 0 (2.7)

Integraci obou stran rovnice pies uzavieny Casovy interval T = [tg, t1] dosta-

neme:

t1
o L(u,a) [/ oot - du dV] = 0. (2.8)
to

to

Rovnice 2.8 je znamé jako Hamiltontiv zakon variace akce. Ve specidlnim pripadé
(dano geometrickymi omezenimi), kdy variace posuni du v ¢asovych hladinach ¢y a

t1 je nulova, potom vede rovnice na Hamiltontv princip (varia¢ni princip)

t1
o L(u,u)=0.

to

Déle zapiseme Lagrangian ve smyslu Lagrangianské hustotni funkce

Llu,i) = /BZ(u,u,F) AV + [ (#(X) - n(X) (X, 1) dA
L(wi F) = Joni(X,1)-a(X1) ~ ag¥(F) + 0B - u(X 1)

Variace Lagrangianu 0L(u, ) v koneéném dusledku vede na Lagrangianskou

verzi slabé formulace

0 = /:(/ (gﬁ) Su dV — /( ) SF dV — /f 5udV)

= [ @0 n(X)) - bu(X,1) dA. (2.9)
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2.2.3 Prostorova diskretizace pomoci konec¢nych prvki

Uvazujme admisibilni pole aproximacnich funkci w v Lagrangeovskych soutfadnicich

jako linedrni kombinaci bazovych funkci INV;(X) a vektoru posunt d;(t) nasledovné

(X, t) ~a"(X,t) = X + znj N;(X)d; (t). (2.10)

i=1

Dosadime 2.101 do 2.9/ a dostaneme

t d (oc"\ ., oL" , N
/toel(/gcu(aah)'é“ dv_/s(aﬁh) AV - /W v

/tt i/% n(X)) - 5a" (X, 1) dA, (2.11)

kde
_ . ~ 1 . . ~
L(Iah7,&h7Fh) = igoﬂh(X7t) ' ﬂ’h(X7t) - QO\IJ(Fh) + QOB ' ﬂh<X’t)

Nésledné slaba forma dana rovnici vede na znamy tvar

n

0 = [ (S A+ B Bu) 52 0) =

e=1

= Md+Ent_Fext:O
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2.2.4 Numerické reseni pohybovych rovnic

Po konecné prvkové aproximaci ziskdme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic
2.74du (pokud jiz nemame takovéto rovnice ptimo k dispozici - metoda tuhych ko-
necnych prvka RFE), linedrnich ¢i nelinedrnich, pro jejichz feSeni muzeme vyuzit
nékterou z mnoha numerickych metod, a to implicitniho nebo explicitniho charak-
teru.

Nejznaméjsi je rodina Newmarkovych metod (implicitni, explicitni), Houboltova
metoda, Wilson-6 atd. V pripadé, ze TeSime soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic 1.74du, tak potom mame k dispozici jednokrokové i vicekrokové metody, im-

plicitni i explicitni. Z nejpouzivanéjsich zminme rodinu metod Runghe-Kutta.

Newmarkova metoda

Jedna se o pravdépodobné nejpouzivanéjsi rodinu numerickych metod pro feseni
semi-diskrétnich pohybovych rovnic. Je to jednokrokova implicitni metoda, ktera je
nepodminéné stabilni v linearné elastickych problémech dynamiky. To se samoziej-
mné netyka jeji explicitni formy, kterd je podminéné stabilni (centralné diferencni

metoda).

A f(l') A

(r) )

Iy

7 T A7 7 AL

Obr. 2.3: Aproximace posun.

f(r) 4

t+Ar

g= J‘ f(r)ydt=vyAt

t

Obr. 2.4: Plocha aproximacni funkce akcelerace.
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Implicitni charakter metody vychéazi s predpokladu zavislosti akcelerace na ak-

tudlnim casovém kroku:

uttat — ¢1 (,at—f—At’ ’u,t, at) ’i],t)

uttat  — bo (ut+At’ ut’ ,ut, ,&t) .

Hlavni rozdil oproti klasické diferencni metodé je, Ze rychlost a posuny nevy-
chazeji ptimo z aproximace casovych derivaci, ale z integrace zrychleni mezi dvéma

casovymi hladinami, respektive jeho aproximace:

uTA = uf 4 Ataf +

b [T A <) (g (a0 - a) dr

t+AL t+At
atAt = ! +/ a' dr +/ f(r) (i'LHAt — 'llt) dr
t t

Po jistych upravach dostaneme:

At?
u'TA = uf 4 Atal + Ti"t +

T /Om((u”m—af) [ #@) dr) ar

At
A =t A (@ -t [T () dr,
0

kde [y f(7) dT = vAt (jednd se o plochu linedrni aproximacni funkce mezi dvéma
¢asovymi hladinami t a t + At) a [fT2 ([7(7) dr) dr = BA#. Parametry 7 a /3 ¥idi
stabilitu metody. Vysledny tvar je nasledujici:

1
u"t = W+ Ata + §At2ﬁ” + BAL? (a"+ - u”)

Wt = W+ Ata” 4 YAt (u““ - u”) .

Jako startujici proceduru je nutné vycislit akceleraci v case t = 0:

i = M~ (£ - Cu’ — Ku').

1 1
Metoda je nepodminéné stabilni pro v > - a [ > 1 (0.5 +~)*. Nastavenim

[\]

parametri v a  dostaneme dalsi metody:
1. v= 27 £ = 0: Dostaneme metodu centralnich diferenci. Metoda je explicitni,

podminecné stabilni.
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1 1
2. v = 2 [ = —: Dostaneme metodu priumérné akcelerace. Metoda je implicitni,

nepodminéné stabilni.

1 1
3. v = =, B = =: Dostaneme metodu linearni akcelerace. Metoda je implicitni,
podminéné stabilni.
1 1
4. v = =, f = —: Dostaneme metodu Fox-Goodwin. Metoda je implicitni, pod-

12°
minéné stabilni.

Metoda Houboltova

Jedna se o metodu, kterd byla jako prvni pouzita ve vypoctech v dynamice kon-
strukci. Je zalozend na aproximaci kubickym polynomem prochazejicim ptes 4 ¢asové

hladiny. Tvar aproximacnich formuli je nasledujici:

1

antl = AT (11u"+1 — 18u" + 9u" ! — 2u"_2>

’l:l,n—H _ i (2un+1 — Hu™ + 4un—1 . un—2>
AP

Dosazenim do pohybovych rovnic s tlumenim ziskame
Mﬁn+1 + Cun—i—l + Kun+1 — fn+1

Pocateéni podminky nam jsou schopny posuny v ¢ase t = 0, netyka se to predchozich
dvou ¢asovych tirovni, a to t"~! a t"~2. Diky svému charakteru metoda vyzaduje spe-

cialni startovaci proceduru pro ziskani posunti v predchozich dvou ¢asovych trovni.

Metoda Wilson-60

Jedna se o rozsiteni metody pramérné akcelerace, v které je lineadrni variace akcele-
race v casovém intervalu (t,,t, + 0At) predpokladana nasledovné:

a"tT = " + (un+9 . un) ’

OAL

kde 6 je volny parametr pouzity ke kontrole stability a presnosti algoritmu.

Metoda je ddna nésledujicim predpisem:

6 6
~n+1 n+1 n - n = n
u = HQAtQ(u —u)—gu —2u
3 OAL
sn+l n+l . n\ _ on 30
u N, (’u, u ) 21 5 u",

kde index n + 1 = t,, + At. Dosazenim do pohybovych rovnic s tlumenim ziskame
Mﬁn+1 + Cun—i—l + Kun+1 — fn—&—l’

kde fn+1 — fn +0 (fn—i—l _ fn)
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Jedna se o implicitni metodu. Oproti Houboltové metodé nevyzaduje zadnou
startujici proceduru, pozaduje pouze vycisleni zrychleni v ¢ase t = 0. Je nepodmi-
néné stabilni pouze pro 8 = 1.37. M4 dobré numerické disipac¢ni vlastnosti kontro-

lované parametrem 6.
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3 NUMERICKA ANALYZA BUDOVY ZATIZEN

SEISMICKYMI UCINKY

3.1 Resené piiklady

Jako priklad pro srovnani explicitni a implicitni Newmarkovy metody pro seismic-
kou analyzu budov byla zvolena sténa Sestipodlazni budovy oslabené okennimi ot-
vory zatizené seismickym buzenim ve sméru rovnobézném se sténou. Materidl stény
byl zvolen tak, aby pri vybraném akcelerogramu buzeni doslo k jeho zplastizovani,
nebo poruseni. Pro vypocet byl z italské databaze zvolen akcelerogarm Umbro-
Marchigiana, stanice Colfiorita-Casermette ze dne 16.10.1997, ktery méa zrychleni
v rozmezi -6,991m/s7% a +6,299m /s~

$.000000- [ - 4220000 s; a: 6.299000 m/s2 ®x
£.000000 F————— == Ov
4.000000 +
Oz
2000000
7.000000  9.000000 11.000000 13.000000 15.000000 17.000000 19.000000
0.000000 1 >
t[s]
=2.000000 1
=4.000000 1+
000000+

a[mis2]+

1.000000  3.0000

[ t: 4260000 s; a: -6.991000 mis2 |

Obr. 3.1: akcelerogram Umbro-Marchigiana, stanice Colfiorita-Casermette

Kompletni protokol se vstupnimi datu je uveden v priloze. Pro vyse uvedeny
akcelerogram bylo provedeno celkem Sest variant feseni. Byly feseny nasledujici ma-
terialové modely: linearné elasticky, elastoplasticky dle Drucker-Pragera a elasticky
s poskozenim dle Mazarse. Pro kazdy z materialovych modeli bylo provedeno nu-
merické Teseni explicitni a Newmarkovou implicitni metodou pro seismické buzeni
akcelerogramem Umbro-Marchigiana v trvani 10 s. Casovy krok byl v zakladni sérii
reseni zvolen 0.0001 s. Nésleduje geometrie feSené stény a ukazky vysledki feSeni

pro jednotlivé varianty:

»

E
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Obr. 3.2: Schéma tesené budovy

.
=
=

&
- !
T 8.00 -
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Explicitni metoda pro linearné elasticky model

Panel 2 x

Basic Stresses
ay .+ [MPa]

ks

(a) Normalové napéti o, v koneéném
case 10s.

Panel o x

Deformations

u [mm]
0.1500
0.1365
0.1230
0.1096
0.0961
00826
0.0691
0.0557
0.0422
0.0287
0.0152
0.0018

Max : 0.1500
Min : 0.0018

——

ke

(c) Deformace v koneéném Case 10s.

Panel ax

Basic Stresses
Ty + [MPa]

ks

(b) Smykové napéti 7, v konecném case
10s.

Panel a2 x

Basic Stresses
Gy + [MPa]

ks

(d) Normalové napéti o, pii maximal-

nim zrychleni.

Obr. 3.3: Linearni elasticky model I
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Panel a x
Basic Stresses Fanel L
Ty + [MPa] Deformations
0.861 ulmm]
0681 11.2757
0.501 109119
— 105481
0142 ?g;
e 9.4563
0218 i
Dy 87293
D17 23555
0757 AT
0336 76380
1116 72742
Max : 0.861 Max : 11.2757
Min : -1.116 Min : 7.2742
RF-DYNAM Pro RF-DYNAM Pro
ESY 2
b
.
(a) Smykové napéti 7., pfi maximalnim (b) Deformace pfi maximélnim zrychleni.
zrychleni.
Panel . x

Panel ax ; [ Basic Str
E ] s E g asic Stresses
Basic Stresses ) Lo 1 Ty .+ [MPa]

oy+MPel [::: —
7052 :
a7 ' a sk
= ] | /] 1084
iy ' 2 007
323 0427
! - = 0820
1919 PO ] 1414
32m 1908
4482
5.764 ¥ . ggﬁ
7.046 -
B Ma
B e i lax @ 2.536
Max : 7.052 < ‘ Min : -2.895
Min : -7.046 "o "
[

3
:

=

[

L_
3
%

N
I: i i
= = = Y
|"<T 1
@ ST
b o
(¢) Dynamickéd obdlka normélového na- (d) Dynamickd obédlka smykového napéti

peti ogy. Txy-

Obr. 3.4: Linearni elasticky model II
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14402 mm

12.3692 mm

x

Deformations:

ul [rm]
13.3693
127173
12.0652
11.4132
10.7612
10.1091
54571
8.8051
81530
75010
6.8489
6.1969

Max : 13.3693
Min : 6.1969

(a) Dynamické obalka posunu.

Obr. 3.5: Linearni elasticky model I1I

: Ux [mm]

1007

50

0.0

50l

A0.01

5,01

4 : ! : :
[ t: 4.060000 s; Ux: -11.2 mm |

[ t: 4.420000 s; Ux: 13.2 mm |
T i i i i i

FE Mesh Point 1
| FE Mesh Point 3

(a) Dynamické obalka pro deformaci v Gase.

Obr. 3.6: Linearni elasticky mo

del IV
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Explicitni metoda pro model plasticity dle Drucker-Pragera

Panel ax

Basic Stresses.
oy ,+ [MPa]

(a) Normalové napéti o, v konecném
case 10s.

BETI3 mm

Max : 56719
Min : 0.0738

ki

(c) Deformace v koneéném case 10s.

Panel a x

Basic Stresses
Ty .+ [MPa]

A

(b) Smykové napéti 7, v konecném case
10s.

Panel a4 x

Basic Stresses
ay.+ [MPa]

(d) Normalové napéti o, pfi maximal-

nim zrychleni.

Obr. 3.7: Model plasticity dle Drucker-Pragera I
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Panel o x Panel ax
g Basic Stresses Deformations
ey + MPa] ]
o 13.0278
0429 122984
n 027 115708
o 10.8425
Pros 10.1141
Q19 CEy)
0349 86573
0505 7.928%
LI 0661 7.2005
0816 Bl
ety 57437
(l A1z kY
‘-\ E 1 Max : 0.585 Max : 13.0278
. -~ ; 71‘128 Min : 50153
B (.
D RF-DYNAM Pro RO By
C
=
% 2 E=}
Oh
%
¥ ¥
(a) Smykové napéti 7, pfi maximalnim (b) Deformace pfi maximalnim zrychleni.
zrychleni.
Panel o x
Panel o x
Basic Stresses Basic Stresses
oy [MPa] -y
1655
1385
= 1078
0786
0496
0207
0083
0372
20662
0951
1241
-1530
Max : 1515 Max : 1.655
. Min : -6.647 Min : -1.530
LA RF-DYNAM Pro
. 2 a
¥ v
(¢) Dynamickd obélka normdlového na- (d) Dynamické obélka smykového napéti

Obr. 3.8: Model plasticity dle Drucker-Pragera 11
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Panel ax

Deformations
u [rm]

Max @ 13.6830
Min : 3.0952

a1448mm

B

(a) Dynamické obalka posunu.

Obr. 3.9: Model plasticity dle Drucker-Pragera 111

8.0+
6.0+
4.0+
201

_[ t: 4.430000 s; Ux: 6.2 mm |

FE Mesh Point 1
FE Mesh Point 3

0.0
2.0
4.0
60
8.0

100

2.0

-14.0 1
Ux [mm] I

00 5.500000 6.500000 7.500000 8.500000 9.500000 10.500000
; | ; ; . : : ey + |
t[s]

romesma

0.500000  1.500000  2.500000 3)566'%'

“[ t: 4.160000 s; Ux: -12.8 mm |

(a) Dynamickd obdlka pro deformaci v case.

Obr. 3.10: Model plasticity dle Drucker-Pragera IV
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Explicitni metoda pro model poskozeni dle Mazarse

hy

(a) Normalové napéti o, v koneéném
case 10s.

ks

Panel a x

Basic Stresses
Ty .+ [MPa]

Panel ax

Deformations
u [mm]

Max : 0.4371
Min : 0.1500

(c) Deformace v kone¢ném case 10s.

Panel a x

Basic Stresses.
Ty + [MPa]

(b) Smykové napéti 7, v kone¢ném case

10s.

Panel ax

Basic Stresses.
ay .+ [MPa]

(d) Normalové napéti o, pri maximal-

nim zrychleni.

Obr. 3.11: Model poskozeni dle Mazarse 1
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Panel o x
Panel o x 14016
Deformations
Basic Stresses wmm]
Ty [MPe] 140164
gﬁ 130272
12.0380
0363 o : n 11.0489
1 gi? : 10.0597
— 9.0705
D 0.090 = u i n 20813
0001 : 7.0822
0032 — n 61030
0184 51138
2 41246
0.366 31355
0457 i | |
Max : 14.0164
Max : 0.545 B — - . Min :  3.1355
Min : -0.457
D E n RF-DYNAM Pro
p RF-DYNAM Pri . £ =
= g °
a
_ . 2
- 2
n
O, : a
v v
(a) Smykové napéti 7, pfi maximdlnim (b) Deformace pii maximélnim zrychleni.
zrychleni.
Panel o x Panel o x
Basic Stresses Basic Stresses
oy [MPa] Ty .+ [MPa]
1514 1423
0.852 1.182
0.190 0341
0472 0700
1134 0458
1736 0217
5458 0024
3120 0.265
3782 0506
4444 0747
5106 0588
5768 1230
Max : 1514 Max @ 1423
Min : -5.768 Min -1.230
RF-DYNAM Pro HETL
2 a
" A
(c¢) Dynamickéd obéalka normélového na- (d) Dynamické obélka smykového napéti
péti Oy. Ty

Obr. 3.12: Model poskozeni dle Mazarse 11
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14.14.

Panel a x

Deformations
u [rmm]

Max : 14.7696
Min : 6.2439

(a) Dynamické obalka posunu.

Obr. 3.13: Model poskozeni dle Mazarse 111

© Ux [mm]

15.04

10.0+

-10.04

-15.0+

[ 4520000 s; Ux: 14.7 mm |

| FE Mesh Point 1
FE Mesh Point 3

“{ t: 4.890000 s; Ux: -13.6 mm |

(a) Dynamickd obéalka pro deformaci v ¢ase.

Obr. 3.14: Model poskozeni dle Mazarse IV
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Implicitni metoda pro linearné elasticky model
e o Panel o x
Basic Stresses. |
mell v
Al [
Max 0.156 Max : 0.030
Min -0.155 Min : -0.010
mCe | rommmo |
(o
1 f

(a) Normalové napéti o, v konecném

case 10s.

ik}

¥

Panel a x

Deformations
u [mm]

Max : 0.1501
Min : 0.0058

(c) Deformace v koneéném case 10s.

‘-

ke

(b) Smykové napéti 7, v konecném case

10s.

ks

Panel o x

Basic Stresses.
Gy + [MPa]

(d) Normalové napéti o, pfi maximal-

nim zrychleni.

Obr. 3.15: Linearni elasticky model I
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Panel a x Panel ax
y I / p) \ l ‘ Basic Stresses - Deformations
Ty + [MPa] u [rm]
& 0.809
0631
0453
0276
0.098
-0.080
0258
0435
0613
0791
0.968
1.146
Max 0.809
Min -1.146
RF-DYNAM Pro
- 2
N ¥
(a) Smykové napéti 7, pfi maximélnim (b) Deformace pfi maximélnim zrychleni.
zrychleni.
Panel o X Panel o x
a2 a
Basic Stresses p /\ —_— /'\ \\l Basic Stresses
r oy + [MPa] | Ty + [MPa]
7.009 2467
5735 [ ' 1.875
4461 : 1.482
3.188 i l L—) J l 0.989
1914 B 1 0.496
fyint @ o i
0634 0489
1.907 B 0982
-3.181 1.475
-4.455 < 1.968
5729 [ 2,460
7.002 -2.953
Max 7.009 . Max 2.467
Min -7.002 Min -2.953
RF-DYMNAM Pro RF-DYNAM Pro
= 2
i
Z
ks ¥
(¢) Dynamickd obélka normdlového na- (d) Dynamické obélka smykového napéti
péti g y- sz,

Obr. 3.16: Linearni elasticky model II
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n5M2mm Deformations.

u [rmm]
126158 mm

r

(a) Dynamickd obdlka posunu.

Obr. 3.17: Linearni elasticky model III

- Ux [mm]
: 15,04

[ t: 4.420000 s; Ux: 13.4 mm |
L " T 1 1 1 1

501
- 0.0
50

100

£
[ t: 4.060000 s; Ux: -11.3 mm |

1504

FE Mesh Point 1
| FE Mesh Point 3

(a) Dynamické obdlka pro deformaci v Case.

Obr. 3.18: Linearni elasticky model IV
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Implicitni metoda pro model plasticity dle Drucker-Pragera

Panel

Basic Siresses.

G+ MFa]

(a) Normalové napéti o, v konecném

Case 10s.

EI0ES mm

Panel ax

Panel ax

Basic Stresses
Ty + [MPa]

(b) Smykové napéti 7, v konecném case

10s.

Deformations

u [mm]
6.1065
5.5585
5.0104
44624
39144
3.3664
28184
27704
17224
11743
06263
0.0783

Max : 6.1065
Min : 0.0783

(c) Deformace v kone¢ném case 10s.

¥

nim zrychleni.

Obr. 3.19: Model plasticity dle Drucker-Pragera I

Panel a X

Basic Stresses
gy + [MPa]

(d) Normaélové napéti o, pri maximal-
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Panel o ox
Fansl e Deformations
Basic Stresses u [
e+ [MPa] 13.0943
0.660 12.3609
0.509 11.6274
0358 10.8940
0.207 10.1605
0.056 94271
-0.095 8.6936
D0.247 7.9602
0.398 7.2267
-0.549 6.4933
D0.700 57598
0.851 5.0264
-1.002
Max : 13.0943
Max : 0.660 Min : 5.0264
Min : -1.002
RF-DYNAM Pro
RF-DYMAM Pro
X
B\
W A
(a) Smykové napéti 7, pfi maximalnim (b) Deformace pii maximalnim zrychleni.
zrychleni.
poncl S Panel 2 x
Basic Stresses T
H Basic Stresses
Gy .+ [MPa] I’ /-\ - % Ty .+ [MPa]
< 1478
I r 1.202
- 0927
) 7 Y 0,652
[ 1 0.376
0.101
‘ 0174
-0.450
I’ A 0725
-1.000
[ > 1276
( 1.551
I L
Max : 1.529 i - ' Max : 1.478
Min : 6.536 I — >l M:: -1.551
c o
RF-DYMNAM Pro = RF-DYNAM Pro
rvig
7 1
2 L/ [
- /@
=K
¥ ki
(¢) Dynamickd obélka normdlového na- (d) Dynamicka obélka smykového napéti
péti oy. Tay-

Obr. 3.20: Model plasticity dle Drucker-Pragera II



3.1. RESENE PRIKLADY 98

Fanel a X
138
Deformations

u [mm]

Max : 13.8298
Min : 2.7840
-

RF-DYMAM Pro

B

(a) Dynamické obdlka posunu.

Obr. 3.21: Model plasticity dle Drucker-Pragera 111

= FE Mesh Point 1
801 FE Mesh Point 3
_ [t 4430000 s; Ux: 6.2 mm | :

b e e e e e e i

4.0+
2.0+

)

00 5500000 = 6.500000 7.500000 ~8.500000 9.500000 10.500000

Vieoens

0.500000
e

0.0

2.0+
4.0+

6.01

8.0
10,04
12,01

14,04 “[t: 4160000 s; Ux: -12.8 mm |

Ux [mm] |

(a) Dynamické obdlka pro deformaci v case.

Obr. 3.22: Model plasticity dle Drucker-Pragera IV
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Implicitni metoda pro model poskozeni dle Mazarse

Panel a x

/\ | \ Basic Stresses

ay .+ [MPa]

ke

(a) Normalové napéti o, v koneéném
case 10s.

Panel a1 x

Deformations

u [mm)]
06477
06024
0.5572
05120

04215
0.3763
033N
02858
02406
01954
0.1501

Max : 0.6477
Min : 0.1501

A

(c) Deformace v koneéném Case 10s.

Fanel o x

Basic Stresses
Ty + [MPa]

(b) Smykové napéti 7, v koneéném case
10s.

Panel o ox

Basic Stresses
ay+ [MPa]

S

7
g

A
(d) Normalové napéti o, pfi maximal-

nim zrychleni.

Obr. 3.23: Model poskozeni dle Mazarse 1



3.1. RESENE PRIKLADY 100

Panel nx
Panel a x
Deformations
Basic Stresses ]
Ty .+ [MPa]
12.3708
R 124401
D 115095
L 105788
0215 P
iER 87175
LTS 77863
D 68561
0117 oot
“UZK 13348
D 10641
VzH 2133
0450
Max : 13.3708
Max : 0.465 Min 3.1334
Min : -0.450
RF-DYNAM Pro
RF-DYNAM Pro
= 2
2
i’ ¥
(a) Smykové napéti 7., pfi maximéalnim (b) Deformace pii maximélnim zrychleni.
zrychleni.
Panel ax Panel o x
Basic Stresses J \“] Basic Stresses
Gy + [MPal L ey o [MPa]
< 1505
1231
1 0957
| 05683
| 0.409
! 1 0134
5140

T 2707

Max : 1.594

Min : -6.189 < Min : -1.510

2 a
(¢) Dynamickéd obdlka normélového na- (d) Dynamické obédlka smykového napéti
péti oy,. Tay-

Obr. 3.24: Model poskozeni dle Mazarse 11
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Panel R x

Deformations
u [rr]

a2

(a) Dynamické obalka posunu.

Obr. 3.25: Model poskozeni dle Mazarse 111

- - IFEWesnpomii
U [mm | FE Mesh Point 3

50—+ =
10.04

50+

00— _ ~N - - =N
0.500000 . = i 4500000 3 3 o g tis)

S50+

-10.0+

B L N — I I I I I P

Tt 4.940000 5; Ux: 14.2 mm |

(a) Dynamické obdlka pro deformaci v case.

Obr. 3.26: Model poskozeni dle Mazarse IV
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3.2 Porovnani vysledkt programti RFEM a AN-
SYS

Vzhledem k tomu, ze modul DYNAM-PRO systému RFEM je novy a jeho vyvoj
probihal soubézné s diplomovou praci, bylo nutno provést porovnani nékterych neli-
nearné dynamickych vypocti se vSeobecné respektovanym programem jako je AN-
SYS. Byla porovnana varianta resené konstrukce pro linedrné elasticky material pri
zatizeni stejnym akcelerogramem jako u ostatnich variant feseni a to pro implicitni
i explicitni metodu.

Na nasledujicich grafech je porovnani casového prubéhu slozek posunuti ve vo-
dorovném a svislém sméru v hornim rohu stény v programu Excel pro implicitni

metodu

UX_RFEM UX_ANSYS

12,00

= UX_RFEM — UX_ANSYS

(a) Posun UX v programu RFEM. (b) Posun UX v programu ANSYS.

UY_RFEM UY_ANSYS

UY_RFEM

UY_ANSYS

(¢) Posun UY v programu RFEM. (d) Posun UY v programu ANSYS.

Obr. 3.27: Porovnani posunt implicitni metodou
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=)
=
o
)

——UX_RFEM —— UX_AMNSYS

Porovnani UX ANSYS - RFEM

e

—
= =) =) =) =] @ =)
= =] 5] a =] 51 =
I =) I =3 u =1 %
- A = -

(a) Porovnani posuni UX.

Obr. 3.28: Porovnani UX
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U PROGRAMU RFEM A ANSYS

-

-

3.2. POROVNANI VYSLEDK

000000°CT

SASNY AN =——  N3d4"AN——

000000°E-

000000°0T k Ofpliol’ 000000°T 0000000

1 0000000

000000°T

000000°T

000000°E

W34y - SASNY AN JUBUAOIOG

000000°Z-

000000°T-

(a) Porovnani posunt UY.

i UY

anl

’

Obr. 3.29: Porovn
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7 porovnani vysledkt programiu RFEM a ANSYS plyne, Ze pro linearné elasticky
materidl bylo u obou programu pro implicitni metodu dosazeno prakticky naprosto
stejnych vysledki. Nejlépe je to vidél u spojenych grafti kde cerveny graf prekresle-
nym druhym, modrym grafem jen témér neznatelné pronika v pravé ¢asti diagramu.

Na nasledujicich grafech je porovnani ¢asového priibéhu slozek posunuti ve vo-
dorovném a svislém sméru v hornim rohu stény z programu Excel pro explicitni i
implicitni metodu z programu RFEM a implicitni metodu z programu ANSYS.

Srovnani explicitni metody s programem ANSYS nebylo mozné, protoze vypocet
programem ANSYS pro stejné déleni pri pouziti standardnich prvka nebyl stabilni.
Dobré vysledky byly v ANSYSU dosazeny az pri podstatné jemnéjsim délent.

UX_RFEM UX_ANSYS

—— UX_RFEM — K _ANSYS

(a) Posun UX v programu RFEM. (b) Posun UX v programu ANSYS.

UX_RFEM_EXPLICIT

—— UX_RFEM_EXPLICIT

(¢) Posun UX v programu RFEM pro explicitn{
metodu

Obr. 3.30: Porovndni UX
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12,00

=

o

&

E\

3

é\
>4
=
=

= 2

= =

> o

=] =
—
=
=5}

UX_RFEM

15,00
10,00

@ =] =)
5 5] =
w = w

10,00
-15,00

(a) Porovnani posuni UX.

Obr. 3.31: Porovndni UX
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UY_RFEM UY_ANSYS

2,50 3,00
2,00
1,50
1,00
0,50
0,00
-0,500,00 1 ) , 10)00 12/00
-1,00
-1,50
-2,00
-2,50
-3,00

12,00

= UY_RFEM — UY_ANSYS

(a) Posun UY v programu RFEM. (b) Posun UY v programu ANSYS.

UY_RFEM_EXPLICIT

2,50
2,00
150
1,00
0,50
0,00
-0,500,00
-1,00
-1,50
-2,00
-2,50
-3,00

12,00

—— UY_RFEM_EXPLICIT

(¢) Posun UY v programu RFEM pro explicitni
metodu

Obr. 3.32: Porovnani UY
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g

Porovnani UY

——UY_RFEM  ——UY_ANSYS ——UY_RFEM _EXPLICIT

2,00

g
8 8 8 g g
o H < -

-2,00
3,00

(a) Porovnani posuni UY.

Obr. 3.33: Porovnani UY
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Z grafu je vidét vybornou shodu implicitni metody z programi RFEM a ANSYS.
O néco vétsi, ale stale technicky prijatelnd odchylka, je mezi implicitni a explicitni
metodou.

3.3 Srovnani vysledki podle numerickych metod

Dilezitym cilem diplomové prace je porovnani vhodnosti pouziti explicitni a im-
plicitni Newmarkovy metody pro seismickou analyzu staveb. Obecné je znamo, ze
explicitni metoda je vhodna pro kratké casové déje, jako jsou napriklad narazy do-
pravnich prostiedki, nebo vybuchy. Casovy krok nutny z hlediska stability feseni
je dan nejkratsim casem, ve kterém zvuk dorazi z libovolného uzlu konstrukce do
sousedniho uzlu. Ten je potfeba jesté snizit urc¢itym soucinitelem bezpecnosti, jehoz
hodnota muze byt napt. 0,7. Na velikost nutného ¢asového kroku mé tedy vliv Youn-
guv modul a hustota materidlu (druhd odmocnina jejich podilu je rychlost zvuku
v daném materidlu) a nejkratsi vzddlenost uzli. Z toho plyne, ze napiiklad zahus-
téni sité déleni si vyzada snizeni velikosti ¢asového kroku a tim i prodlouzeni ¢asu
nutného pro vypocet. Z této podminky vyplyne nutnost pouzit velmi malého caso-
vého kroku, u stavebnich konstrukei obvykle v fadu sta tisicin sekundy. Jen tehdy je
totiz mozné neresit v casovych krocich soustavu rovnic rovnovahy, ale fesit jen pro
kazdy parametr deformace jednu pohybovou rovnici. U déji, jako jsou narazy, nebo
vybuchy, si ¢asovy pribéh zatizeni rovnéz vyzada velmi maly casovy krok, takze
nutnost malého ¢asového kroku dana stabilitou feseni explicitni metody nevadi.

Implicitni metody feSeni soustavy diferencidlnich rovnic jsou charakteristické
tim, Ze se v Casovych krocich Tesi soustava rovnic. U feSeni dynamickych tloh se
jedné o rovnice rovnovahy. Newmarkova implicitni metoda zajisti tedy v kazdém
casovém kroku splnéni podminek rovnovahy. Tato metoda nevyzaduje tak maly ca-
sovy krok, jako explicitni metoda a obvykle byva vhodna pro feSeni dynamickych
uloh v casech delsich, nez nékolik sekund. Nutnost pouziti kratkych ¢asovych krokt
bude spise dana nutnosti vystihnout prislusny casovy diagram zatizeni. Tato otézka
vyvstava v pripadé feSeni odezvy budov na seismické zatizeni. Akcelerogramy jsou
totiz zadany ve formé polygonu se vzdélenosti extrému zrychleni ve zlomcich (cca.
sta tisicin) sekundy. Aby se ¢asova funkce zatizeni vystihla dostatecné presné a chyba
feseni zustala v prijatelnych mezich, je tfeba volit dostatecné maly casovy krok pfi
numerickém fesendi.

V souvislosti s akcelerogramem bylo v pribéhu diplomové prace navrzeno a
implementovano vyznamné zlepSeni prislusného programového modulu v systému
RFEM. Ptvodné bylo pro feseni v casovych krocich z prislusného akcelerogramu

odecitano zrychleni a to aplikovano v feseni. Studie béhem diplomové prace ukazala,
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ze toto Teseni neni dostatec¢né presné kvili nedostateéné presné numerické integraci
zrychleni. Bylo navrzeno a realizovano podstatné vylepseni. V programu RFEM se
nyni na zacatku reseni presné numericky akcelerogram dvakrat zaintegruje a pti ca-
sovych krocich se do feseni nebere zrychleni, ale presné posunuti podpory v daném
case. Toto zlepSeni programu, které bylo realizovano na zakladé feseni diplomové
prace se ukazalo jako vyznamné zpresnéni seismické analyzy implicitni Newmarko-
vou metodou. U explicitni metody, kde casové kroky jsou ze stabilitnich davodt
mensi, neni zlepseni presnosti tak vyrazné, jako u implicitni metody, ale presto i zde
ke zpresnéni dochazi.

Pro srovnani vhodnosti pouzitych numerickych modelia byl pouzit materialovy
model Drucker-Prager. Srovnani numerickych metod bylo provedeno s ohledem na
presnost a rychlost vypoctu. Pro explicitni metodu byl s ohledem na stabilitu feSeni
zvolen ¢asovy krok 0.0001 sekundy. Stejny ¢asovy krok byl zvolen jako zakladni i pro
implicitni metodu s tim, zZe toto feseni bude povazovano za jako dostatecné presny
zéklad pro dalsi vypocty.

7 nésledujicich grafii zobrazujicich vodorovny pribéh vychylky horniho rohu
budovy v Case, je patrna velice dobra shoda mezi vysledky explicitni a implicitni

metody podle modelu plasticity dle Drucker-Pragera.
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(b) Vodorovny prubéh vychylky - implicitni metoda dle Drucker-Pragera

Obr. 3.34: Porovnani explicitni a implicitni metody
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Podle oc¢ekavani vypocet implicitni metodou byl mnohem pomalejsi (cca 5x).
Pro implicitn{ metodu byl nésledné zvysen ¢asovy krok 5x. Cas Feseni byl v tomto
pripadé zhruba stejny pro obé metody. Vysledky feSeni byly stale prakticky totozné
(srovnavany byly nejvétsi vychylky). Poté byl ¢asovy krok u implicitni metody zvét-
Sen jesté 2x, tedy na desetinasobek kroku u explicitni metody. Vysledky ztstaly stéle
prakticky presné. Pti dalsim zvétSeni casového kroku na padesatindsobek kroku u
explicitni metody doslo vsak uz ke zhorseni presnosti vysledki pod prijatelnou mez
(nékteré extrémy se snizily az o 17%). Uprava kroku na dvacetindsobek explicitni
metody poskytla konec¢ny odhad nutného c¢asového kroku pro reseni seismické ode-
zvy pro danou stavebni konstrukci. Extrémni hodnoty jsou pro tento ¢asovy krok
jen o cca 1% nizsi, coz je jesté technicky prijatelné. Tedy podobné vysledky byly u
implicitni metody ziskany za 4x nizsi vypocetni cas, nez u explicitni metody. Vzhle-
dem k tomu, ze horni hranici ¢asového kroku pro implicitni Newmarkovu metodu
nelze dostatecné presné predem odhadnout je mozno konstatovat, ze obé metody
jsou pro seismickou analyzu pouzitelné a srovnatelné, s mirnou preferenci impli-
citni Newmarkovy metody. Odhad ¢asového kroku pro Newmarkovu metodu je sice
mozny s pomoci Fourierovy transformace, ktera postup potvrdila. Odhad je vsak
pracny a v praxi bude vyhodnéjsi pouzit kvili bezpecnosti mensi ¢asovy krok, coz

¢astecéné znehodnocuje objektivni vyhodu implicitni metody ve srovnani s explicitni

metodou.
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Obr. 3.35: Graf posunuti horniho uzlu pro ¢asovy krok 0,0001s.
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Obr. 3.36: Graf posunuti horniho uzlu pro c¢asovy krok 0,0005s.
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Obr. 3.37: Graf posunuti horniho uzlu pro ¢asovy krok 0,001s.
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Obr. 3.38: Graf posunuti horniho uzlu pro ¢asovy krok 0,002s.
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Obr. 3.39: Graf posunuti horniho uzlu pro ¢asovy krok 0,005s.
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3.4 Srovnani vysledkii podle materialovych mo-
delt

Byly pouzity tii rizné materialové modely: linearné elasticky, plasticky dle Drucker-
Pragera a spojity model poskozeni podle Mazarse. U vSech vypoc¢tu byla pouzita
geometricka nelinearita, ale jeji vliv je vzhledem k relativné malym hodnotam po-

sunuti a rotaci pomérné maly.

Linedrne elasticky model

Zakladnim modelem pro srovnavani je linearné elasticky model. Je predpokladéano, ze
béhem zemétieseni nedojde ke zplastizovani ani k poskozeni. Po skon¢eni zemétteseni
se TeSena konstrukce vrati k ptuvodni geometrii pfed zemétiesenim, tj. vektorové
pole posunuti bude v celé oblasti fesené stény nulové. Podobné také bude nulové i

tenzorové pole prirtustku napéti.

Model plasticity dle Drucker-Pragera

Nastaveni parametrtit modelu bylo provedeno tak, aby pti daném akcelerogramu do-
slo k primérené mifte zplastizovani v nejexponovanéjsich oblastech konstrukce. Cilem
prace neni totiz provedeni vypoctu skutecné budovy, ale jen porovnani vhodnosti
pouziti rtiznych numerickych metod a chovani rtiznych materialovych modelt. Bé-
hem trvani i¢inky zemétteseni doslo v nékterych castech konstrukce ke zplastizovani.
To se projevilo zvétsenim tlumu a zménou rozlozeni napéti vzhledem k linearnimu
materidlu. Ve shodé s o¢ekavanim je na vysledcich v ¢ase 10 s, ¢ili prakticky po skon-
¢eni seismicity, patrné, ze doslo k trvalé deformaci tvaru budovy. Doslo k celkovému
zvyseni budovy, i k jejimu rozsiteni v oblasti zplastizovani. Ve vyssich patrech, kde
ke zplastizovani nedoslo, zistala sitka budovy stejna. Zvyseni a ¢astecné rozsiteni
budovy se muze zdat na prvni pohled prekvapivé, ale je zduvodnitelné tim, ze ke
zplastizovani doslo pouze v tahu a vzhledem ke kyvani budovy na obé strany dochéa-
zelo ke zplastizovani na obou strandch budovy, coz zptsobilo zvyseni celé budovy a

ne pouze k jejimu naklonéni. Z podobnych divodt doslo i k rozsiteni budovy.

Model poskozeni dle Mazarse

Model dle Mazarse predpoklada poruseni konstrukce mikrotrhlinkami. Trhlinky nejsou
lokalizované, ale predpoklad4 se, Ze k nim dochézi spojité (smeared cracking model).
7, grafu pracovniho diagramu materidlu dle Mazarse, ktery je uveden v teoretické
casti diplomové prace, plyne, ze po vymizeni napéti dojde k uzavreni mikrotrhlinek

a deformace vymizi podobné, jako se tomu stalo i v pripadé linearné elastického
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modelu. K poruseni ovSem doslo. Projevilo se to tak, ze pti odtézovani probihal graf
pracovniho diagramu po jiné draze, a doslo tak k disipaci energie a v dtisledku toho
k ttlumu kmitani. Po skonceni seismicity, sice na rozdil od plastického materidlu
neztistala zadné trvald deformace ani napjatost, ale v oblastech poruseni doslo k
trvalému snizeni tuhosti materidlu a v disledku toho ke zméné odezvy konstrukce
na zatizeni, v tomto pripadé na pokracujici seismické ic¢inky. Snizeni tuhosti se sa-
moziejmé dynamice projevi ve snizeni vlastnich frekvenci kmitani. Na nasledujicich
obrazcich jsou vidét rozdily o odezvé konstrukce na stejné seismické zatizeni pfti
riznych materialovych modelech. Vedle sebe vhodné vysledky obou materidlovych

modelti. Napt. Vysledné deformace a napéti a totéz v ¢ase maximalni vychylky.

3.4.1 Kbvalitativni porovnani odezvy budovy na seismicitu

pro rizné materialové modely

Vliv chovani materidlovych modeltt budeme studovat na vysledcich explicitni me-
tody. Pro srovnani pouzijme hlavné ¢asové grafy posunuti horniho rohu budovy ve
SMEru X.
FE Mesh Point 1
G|

[ t: 4.420000 s; Ux: 13.2 mm |

10,04 |

[ t: 4.060000 s; Ux: -11.2 mm |

1504

Obr. 3.40: Posunuti horntho uzlu (bod 3) a dolniho uzlu (bod 1) pro linedrni mate-

rial.
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Obr. 3.41: Posunuti horniho uzlu (bod 3) a dolniho uzlu (bod 1) pro model plasticity
dle Drucker-Pragera.
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Obr. 3.42: Posunuti horniho uzlu (bod 3) a dolntho uzlu (bod 1) pro model poskozeni

dle Mazarse.
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Porovnéni poskytuje zajimavy kvalitativni pohled na chovani budovy pro rizné

materidlové modely. Uvedme néktera charakteristickd porovnani:

Visledny tvar budovy po odeznéni seismicity

Z grafti pro vodorovné posunuti hornitho rohu budovy je patrno, Ze pro linearni
materidl a model poskozeni dle Mazarse maximélni posunuti konverguje k nule,
tedy deformace budovy se vrati do ptuvodniho tvaru pred seismicitou. Pro plasticky
materidl dle Druckera-Pragera zlistane v disledku plastickych deformaci maximélni

vychylka trvald v hodnoté cca. -3.7 mm.

Visledna napjatost po odeznéni seismicity

Z grafického zobrazeni sloZzek napéti o, a 7., je vidét Ze vysledny prirtstek napjatosti
u linedarniho materialu a u materialu dle Mazarse konverguje po odeznéni seismicity
k nule. V ptipadé materidlového modelu Drucker-Prager ziistava v fesené konstrukei

v dusledku zplastizovani podstatné vnitini pnuti.

Viysledné vlastni frekvence budovy

Z kmitani horniho rohu budovy v ¢ase po maximélnim zrychleni je vidét, ze vlastni
frekvence budovy je pro linearni materidl a plasticky model Drucker-Prager stejna a
odpovida tomu, ze tuhost materidlu zistava ve shodé s teorii stejna i po zplastizo-
vani materialu. U modelu poskozeni dle Mazarse dochézi v disledku snizeni tuhosti

poskozeného materialu ke zpomaleni vlastni frekvence asi na polovinu.

Maximalni a minimalni amplituda

Prvni tti nejvétsi amplitudy po nastupu nejvétsiho zrychleni vypadaji kvantitativneé

nasledovné:
1. Linearni material -11.2 +13.2 -7.0
2. Drucker-Prager -12.8 +4.5 -8.3
3. Mazars -11.8 +14.8 -13.7

Ciselné hodnoty ukazuji na rozdilné chovani konstrukce u riznych materiali.
U plastického materialu dle Druckera-Pragera dojde uz béhem prvni maximélni
vychylku k podstatnému zplastizovani, které vede nejen k trvalé vychylce, ale také k
podstatné disipaci energie a v diisledku toho u tohoto materialu nedojde nasledné ke
zhruba stejné velké vychylce na opac¢nou stranu, jako je tomu u linearnitho materidlu,
ale jen zhruba ke tfetinové velikosti vychylky. Naproti tomu u materialového modelu

dle Mazarse dojde k podstatné mensi disipaci, nez u Druckera-Pragera a soucasné se
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material stane mékéim, takze nakumulovana pruzna energie umozni podstatné vétsi
vychylku na opacnou stranu, nez u obou dalsich modeli. Zhodnoceni vysledkt pro
rizné materialové modely ukazuje, ze jejich chovani pri seismicité je v kvalitativnim

souladu s prislusnymi teoretickymi predpoklady.
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4 ZAVER
Hlavnim cilem diplomové prace bylo ovérit vhodnost pouziti implicitnich a explicit-
nich metod integrace pohybovych rovnic pri seismické analyze budov. Akcelerogram
a parametry materidlovych modeli byly zvoleny tak, aby doslo k ¢astecnému poru-
Seni, ¢i zplastizovani stén budovy. Zvoleny casovy krok pro numerické feseni musi
byt zvolen dostatecné maly s ohledem na akcelerogram, tak aby zohlednil vSechny
lokalni extrémy (Spice) akcelerogramu. Maximéalni velikost ¢asového kroku pro expli-
citni metodu je také dana hustotou déleni konstrukce a rychlosti zvuku v materidlu,
tak, aby byly splnény nutné podminky stability feseni. V daném ptipadé, stejné jako
ve vétsiné moznych jinych pripadi, bude druhd podminka pro stanoveni ¢asového
kroku pro explicitni metodu rozhodujici. Pri seismické analyze implicitni metodou
bude naopak rozhodujici prvni podminka. V daném pripadé byl pro explicitni me-
tody stanoven ¢asovy krok 1/10000 s. Reseni bylo ve vSech pifpadech stabilni a
vysledky analyzy byly dostatecné presné. Pro porovnani presnosti vysledkt bylo
pouzito jednak Teseni implicitni metodou pro stejny c¢asovy krok (tedy v pripadé
implicitni metody az zbytecné presné) a také srovnani s vysledky feSeni ziskané
programem ANSYS. Podle oc¢ekavani vypocet implicitni metodou byl mnohem po-
malejsi (cca 5x). Pro implicitni metodu byly nésledné zvysovany casové kroky a
byla pritom sledovana presnost a c¢as feSeni. Pro porovnani presnosti byla sledovana
maximalni a minimalni vodorovna vychylka v hornim rohu budovy (uzel 3). Byly
provedeny vypocty pro ¢asové kroky 0.0001 s, 0.0005 s, 0.001 s, 0.002 s a 0.005 s. U
nejvyssiho ¢asového kroku jiz vyly vysledky znacné neptesné, tak byl jako nejvétsi
mozny casovy krok pro implicitni metodu stanovena hodnota 0.002 s, tedy dvaceti-
nasobek nutného kroku pro explicitni metodu. Vypocetni ¢as byl pro tento ¢asovy
krok cca 4x kratsi, nez u explicitni metody. Vzhledem k tomu, Ze horni hranici ca-
sového kroku pro implicitni Newmarkovu metodu nelze dostatecné presné predem
odhadnout je mozno konstatovat, ze obé metody jsou pro seismickou analyzu pou-
zitelné a srovnatelné, s mirnou preferenci implicitni Newmarkovy metody.

Diilezitym zavérem diplomové prace je zjisténi ze obé zdkladni metody primé
integrace pohybovych rovnic, tedy explicitni metoda a Newmarkova implicitni me-
toda jsou pro analyzu odezvy budov na seismické zatizeni prakticky pouzitelné a
vhodné. Z vysledkii numerické analyzy je vidét vybornou shodu implicitni metody
z programii RFEM a ANSYS. O néco vétsi, ale stale technicky prijatelna odchylka,
je mezi implicitni a explicitni metodou.

Dalsim cilem diplomové prace bylo srovnani odezvy na seismické zatizeni pro
rizné materiadlové modely, konkrétné modelu plasticity dle Drucker-Pragera a mo-
delu poruseni dle Mazarse. Na prvni pohled vypadaly vysledky trochu prekvapivé,

ale pri podrobnéjsim prozkoumani se ukézalo, Ze jsou spravné a odpovidaji pri-
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slusnym materidlovym modeliim. U Drucker-Pragera ztstala budova po odeznéni
zemétieseni mirné naklonénd (coz bylo ocekavano), ale také celkové vyssi sirsi (coz
na prvni pohled prekvapilo). Tento na prvni pohled trochu prekvapivy vysledek je
zdivodnén tim, ze ke zplastizovani doslo pouze v tahu, a vzhledem ke kymaceni
budovy na obé strany dochazelo ke zplastizovani tahem postupné na obou stranach
budovy. Vysledkem bylo celkové zvyseni budovy. Z podobnych duvodu zustala bu-
dova po skonceni zemétreseni také Sirsi. V pripadé modelu poruseni dle Mazarse,
geometrie budovy zustala po skonceni zemétieseni naprosto stejna, jako pred ze-
meéttesenim, i kdyz doslo k poruseni materidlu. Presto vSak k poskozeni budovy
doslo. Mikrotrhlinky se ale po odeznéni zatizeni zaviely a deformace i napéti od
seismicity zustaly nulové. Poskozeni se projevilo jen snizenou tuhosti materidlu v
poskozenych oblastech. Unik energie ve formé tepla se pri numerickém feseni pro-
jevil zvétsenym utlumem. Zavérem je mozno konstatovat, ze cile diplomové prace

byly splnény v plném rozsahu.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

a vektor zrychleni
C  matice tlumeni
Dy hlavni minory matice tuhosti
modul pruznosti materialu
F  vektor zatizeni
1 moment setrvacnosti
K  materidlova matice tuhosti
K geometrickd matice tuhosti
K s geometricka matice tuhosti slozena z ¢asti casové nezavislé
K¢ 1 geometrickd matice tuhosti sloZena z ¢asti ménici se v case
K+ matice tuhosti

M  matice hmotnosti

q nenulovy vektor vlastniho tvaru ztraty stability konstrukce
r  vektor nevyvazenych sil (reziduum)

t cas

T perioda

u vektor premisténi

u  vektor rychlosti

i vektor zrychleni

v vektor rychlosti

x, z,y souradnice

8,7 Newmarkovy parametry
€ presnost

A kriticky soucinitel zatizeni
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%) pootoceni
wo  vlastni kruhova frekvence
w kruhova frekvence budici sily

u"  testovaci funkce posunuti

Dalsi oznaceni jsou vysvétlena v textu pri jejich zavedeni.
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[A.1 Vstupni data pro explicitni metodu - model plasticity dle Drucker-

[ Pragera | . . . . . . . . .
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A PRILOHY

A.1 Vstupni data pro explicitni metodu - model

plasticity dle Drucker-Pragera
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= MODEL - ZAKLADNI UDAJE
Obecné Nazev modelu : 01.08_DruckerPrager_ft1p2MPa_fc100MPa_Ep310MPa_Ex
plicit_10s
Typ modelu : 3D
Kladny smér globalni osy Z : Dol
Klasifikace zatéZovacich stavi a . Podle normy: EN 1990
kombinaci Narodni pfiloha: CSN - Ceska Republika
Moznosti ] RF-FORM-FINDING - Hledani pocatecnich rovnovaznych tvard membranovych a lanovych konstrukci
L1 RF-CUTTING-PATTERN
L) Analyza potrubi
L1 Pouzit pravidlo CQC
L1 Umoznit CAD/BIM model
L1 Duktilita podle EN 1998-1
Tihové zrychleni
g 10.00 m/s?
® NASTAVENI SITE PRVKU
Obecné Pozadovana délka koneénych prvki | e : 10m
Maximalni vzdalenost mezi uzlem a linii € : 00m
pro integrovani do linie
Maximalni pocet uzll sité KP v tisicich : 500
Pruty Pocet déleni lanovych prutd, : 10
prutti s pruznym podlozim, s nabéhy nebo plastickymi vlastnostmi:
[ Aktivovat déleni pruth pro analyzu velkych deformaci
resp. postkritickou analyzu
[ Delit pruty na nich leZicim uzlem
Plochy Maximalni pomeér diagonal obdélniku KP Ap : 1.800
Maximalni pfipustny odklon 2 prvku sité o : 050°
od roviny
Tvar koneénych prvku: : Trojuhelniky a ¢tyfuhelniky
=] Generovat stejné ctverce, kde je
to mozné
Kartézsky L ] 1 .1 UZLY
Uzel Vztazny Souradny Souradnice uzlu
. Typ uzlu uzel systém X [m] Y [m] Z [m] Komentar
1 Standard - Kartézsky 8.000 0.000 0.000
2 Standard 1 Kartézsky -8.000 0.000 0.000
3 Standard - Kartézsky 8.000 -20.000 0.000
4 Standard - Kartézsky 0.000 -20.000 0.000
5 Standard - Kartézsky 7.000 -2.000 0.000
6 Standard - Kartézsky 5.000 -2.000 0.000
7 Standard - Kartézsky 5.000 -4.000 0.000
8 Standard - Kartézsky 7.000 -4.000 0.000
9 Standard - Kartézsky 3.000 -4.000 0.000
10 Standard - Kartézsky 3.000 -2.000 0.000
11 Standard - Kartézsky 1.000 -2.000 0.000
12 Standard - Kartézsky 1.000 -4.000 0.000
13 Standard - Kartézsky 7.000 -7.000 0.000
14 Standard - Kartézsky 7.000 -5.000 0.000
15 Standard - Kartézsky 5.000 -5.000 0.000
16 Standard - Kartézsky 5.000 -7.000 0.000
17 Standard - Kartézsky 7.000 -10.000 0.000
18 Standard - Kartézsky 7.000 -8.000 0.000
19 Standard - Kartézsky 5.000 -8.000 0.000
20 Standard - Kartézsky 5.000 -10.000 0.000
21 Standard - Kartézsky 7.000 -13.000 0.000
22 Standard - Kartézsky 7.000 -11.000 0.000
23 Standard - Kartézsky 5.000 -11.000 0.000
24 Standard - Kartézsky 5.000 -13.000 0.000
25 Standard - Kartézsky 7.000 -16.000 0.000
26 Standard - Kartézsky 7.000 -14.000 0.000
27 Standard - Kartézsky 5.000 -14.000 0.000
28 Standard - Kartézsky 5.000 -16.000 0.000
29 Standard - Kartézsky 7.000 -19.000 0.000
30 Standard - Kartézsky 7.000 -17.000 0.000
31 Standard - Kartézsky 5.000 -17.000 0.000
32 Standard - Kartézsky 5.000 -19.000 0.000
33 Standard - Kartézsky 3.000 -7.000 0.000
34 Standard - Kartézsky 3.000 -5.000 0.000
35 Standard - Kartézsky 1.000 -5.000 0.000
36 Standard - Kartézsky 1.000 -7.000 0.000
37 Standard - Kartézsky 3.000 -10.000 0.000
38 Standard - Kartézsky 3.000 -8.000 0.000
39 Standard - Kartézsky 1.000 -8.000 0.000
40 Standard - Kartézsky 1.000 -10.000 0.000
41 Standard - Kartézsky 3.000 -13.000 0.000
42 Standard - Kartézsky 3.000 -11.000 0.000
43 Standard - Kartézsky 1.000 -11.000 0.000
44 Standard - Kartézsky 1.000 -13.000 0.000
45 Standard - Kartézsky 3.000 -16.000 0.000
46 Standard - Kartézsky 3.000 -14.000 0.000
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FEM consulting Strana: 2(0
Vevefi 331/95, 602 00 Brmo Oddi !
Developer version M 0 D E L
Projekt: Model: 01.08_DruckerPrager_ft1p2MPa_fc100MPa_Ep31 .. Datum: 05.01.2017
m1.1UZLY
Uzel Vztazny Soufadny Soufadnice uzlu
@ Typ uzlu uzel systém X [m] | Y [m] ! Z [m] Komentar
47 Standard - Kartézsky 1.000 -14.000 0.000
48 Standard - Kartézsky 1.000 -16.000 0.000
49 Standard - Kartézsky 3.000 -19.000 0.000
50 Standard - Kartézsky 3.000 -17.000 0.000
51 Standard - Kartézsky 1.000 -17.000 0.000
52 Standard - Kartézsky 1.000 -19.000 0.000
73 Standard - Kartézsky 2.000 -4.000 0.000
74 Standard - Kartézsky 2.000 -2.000 0.000
= 1.2 LINIE
Linie Délka linie
G Typ linie Uzly ¢. L [m] Komentar
1 Polylinie 124,31 56.000 XY
2 Polylinie 31 20.000 Y
S Polylinie 1,2 8.000 X
4 Polylinie 24 20.000 Y
& Polylinie 43 8.000 X
6 Polylinie 5,6 2.000 X
7 Polylinie 6,7 2.000 Y
8 Polylinie 78 2.000 X
9 Polylinie 8,5 2.000 Y
10 Polylinie 9,10 2.000 Y
12 Polylinie 11,12 2.000 Y
13 Polylinie 12,73 1.000 X
14 Polylinie 13,14 2.000 Y
15 Polylinie 14,15 2.000 X
16 Polylinie 15,16 2.000 Y
17 Polylinie 16,13 2.000 X
18 Polylinie 17,18 2.000 Y
19 Polylinie 18,19 2.000 X
20 Polylinie 19,20 2.000 Y
21 Polylinie 20,17 2.000 X
22 Polylinie 21,22 2.000 Y
23 Polylinie 22,23 2.000 X
24 Polylinie 23,24 2.000 Y
25 Polylinie 24,21 2.000 X
26 Polylinie 25,26 2.000 Y
27 Polylinie 26,27 2.000 X
28 Polylinie 27,28 2.000 Y
29 Polylinie 28,25 2.000 X
30 Polylinie 29,30 2.000 Y
31 Polylinie 30,31 2.000 X
32 Polylinie 31,32 2.000 Y
33 Polylinie 32,29 2.000 X
34 Polylinie 33,34 2.000 Y
35 Polylinie 34,35 2.000 X
36 Polylinie 35,36 2.000 Y
37 Polylinie 36,33 2.000 X
38 Polylinie 37,38 2.000 Y
<) Polylinie 38,39 2.000 X
40 Polylinie 39,40 2.000 Y
41 Polylinie 40,37 2.000 X
42 Polylinie 41,42 2.000 Y
43 Polylinie 42,43 2.000 X
44 Polylinie 43,44 2.000 Y
45 Polylinie 44,41 2.000 X
46 Polylinie 45,46 2.000 Y
47 Polylinie 46,47 2.000 X
48 Polylinie 47,48 2.000 Y
49 Polylinie 48,45 2.000 X
50 Polylinie 49,50 2.000 Y
51 Polylinie 50,51 2.000 X
52 Polylinie 51,52 2.000 Y
53 Polylinie 52,49 2.000 X
54 Polylinie 74,11 1.000 X
95 Polylinie 74,10 1.000 X
97 Polylinie 9,73 1.000 X
®m 1.3 MATERIALY
Mat. Modul Modul Poissonuv soug. Objem. tiha Soug. tepl. rozt. Soug. spolehlivosti Materidlovy
@, E [MPa] G [MPa] v y [kN/md] o [1/°C] w [-] model
1 Beton C25/30 | EN 1992-1-1:2004/AC:2010
31000.000 12916.700 0.200 ‘ 25.00 ‘ 1.00E-05 ‘ 1.00 | Izotropni plasticky
2D/3D.
Dal$i parametry pro materidly budou zadany v dialogu Materidlovy model
2 Beton C25/30 | DIN 1045-1:2008-08
31000.000 ‘ 12916.700 ‘ 0.200 ‘ 25.00 ‘ 1.00E-05 ‘ 1.00 | Izotropni line&rné
elasticky
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® 1.3.4 MATERIALY - MATERIALOVY MODEL - IZOTROPNI PLASTICKY 2D/3D

Mat. Teceni Mez kluzu [MPa] Modul zpevnéni Definice diagramu
@, Typ definice Kritérium fy ‘ fy.c E, [MPa] Krok ‘ e[-] ‘ o [MPa]
1 Beton C25/30 | EN 1992-1-1:2004/AC:2010
L) Pouze linearné elasticky
Bilinearni |  Drucker-Prager | 2.600 | 100.000 | 310000 | - | - -
® 1.4 PLOCHY
Plocha Typ plochy Mat. Tloustka Plocha Hmotnost
@ Geometrie | Tuhost Hraniéni linie €. @ Typ ! d [mm] A[m?] G [ka]
1 Rovinna | Standard 2-5 1 | Konstantni \ 100.0 112.000 28000.0 |
= 1.4.2 PLOCHY - INTEGROVANE OBJEKTY
Plocha Integrované objekty ¢.
@, Uzly ! Linie | Otvory Komentar
1 [ 1 | 1-24 \
= 1.6 OTVORY
Otvor V plose Plocha
@, Hraniéni linie €. @, A[m?] Komentar
1 52-50,53 1 4.000
2 32-30,33 1 4.000
3 48-46,49 1 4.000
4 28-26,29 1 4.000
5 44-42,45 1 4.000
6 24-22,25 1 4.000
7 40-38,41 1 4.000
8 20-18,21 1 4.000
9 36-34,37 1 4.000
10 16-14,17 1 4.000
11 12,54,95,10,97,13 1 4.000
12 7,698 1 4.000
= 1.8 LINIOVE PODPORY
Podpora Vztazny Natoceni Sténa Podepreni resp. vetknuti
G Na liniich ¢. systém B I vZ ux ‘ Uy ‘ uz ‘ ox ‘ oY | [074
1 3 Globalni O 4 & & 5] ) 5]
2 24 Globalni N} u] ] & & 5] O
m 2 1 ZATEZOVACI STAVY
Zatéz. Oznageni EN 1990 | CSN Vlastni tiha - Soucinitel ve sméru
stav zatéz. stavu Kategorie G¢inkl Aktivni | X | Y ! 4
Z31 Vlastni tiha Stalé & 0.000 1.000 0.000
ZS2 uzitné Stalé/uzitné O
ZS3 Vlastni tiha Stalé/uzitné = 1.000 0.000 0.000

® 2.1.1 ZATEZOVACI STAVY - PARAMETRY VYPOCTU

Zatéz. Oznaceni
stav zatéz. stavu

ZS1 Vlastni tiha

Zplsob vypoctu

Metoda pro feseni systému
nelinearnich algebraickych rovnic
Aktivovat soucinitele tuhosti:

Parametry vypoctu
: @ Teorie |. fadu (geometricky linedrni vypocet)
Newton-Raphson

: B Prafezy (soucinitel pro J, Iy, I, A, Ay, A;)

782 uzitné

Zplisob vypoctu

Metoda pro feSeni systému
nelinedrnich algebraickych rovnic
Aktivovat soucinitele tuhosti:

: [ Pruty (faktor pro GJ, Ely, El,, EA, GA,, GA,)
1 ® Teorie |. fadu (geometricky linearni vypocet)
Newton-Raphson

: [ Prafezy (soucinitel pro J, Iy, I, A, Ay, A;)
: [ Pruty (faktor pro GJ, Ely, El,, EA, GA,, GA,)

ZS3 Vlastni tiha

Zplsob vypoctu

Metoda pro feSeni systému
nelinearnich algebraickych rovnic
Aktivovat soucinitele tuhosti:

® 3.1 ZATIZENI NA UZEL - PO KOMPONENTECH

Teorie |. Fadu (geometricky linearni vypocet)
Newton-Raphson

: B Prafezy (soucinitel pro J, Iy, I, A, Ay, A;)
: @ Pruty (faktor pro GJ, Ely, El,, EA, GA,, GA;)

- SOURADNY SYSTEM Z82: uzitné
Na uzlech Souradny Sila [kN] Moment [kNm]
@, é. systém Px ‘ Py | Pz My ‘ My ! Mz
1 4 0 | Globalni XYZ 10.000 | 10.000 | 0.000 0.000 | 0.000 | 0.000 |

T RFEM 5.07.05 - Obecné 3D konstrukce metodou koneénych prvku
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RF-DYNAM
PR1 , A
Dynamicka analyza ® 1.1 ZAKLADNI| UDAJE
Zvolena metoda: E  Viastni tvary
L1 Buzena kmitani
L1 Nahradni bremena
Pocet nejmensich vlastnich hodnot: 4
Hledat frekvence O
Pouzit viastni tihu jako hmotu =
s faktorem: 1.00
Vliv normalovych sil aktivovan O
Metoda vypoctu: Lanczosova metoda
Uginek hmot ve: E  Sméru X [ Rotacni X
& SméruY E  Rotaéni Y
B Smeéruz B Rota¢ni Z
Typ matice hmot: Diagonalni s torznimi ¢leny
Normovani viastnich tvart: Na 1 tak, ze |u] =1
Vnitini déleni prutt O

T RFEM 5.07.05 - Obecné 3D konstrukce metodou kone¢nych prvk I www.dlubal.cz
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= 1.1 OBECNE UDAJE
Aktivity # Modélni analyza (Vastni tvary)
O Hmotové kombinace
= Buzena kmitani
L] Spektrum odezvy
B9 Akcelerogramy
® Casové diagramy
1 Metoda nahradniho zatiZeni
Nastaveni Gravitaéni zrychleni : 10.00 m/s?
= 1.2.1 HMOTOVE STAVY - OBECNE
No. Oznaceni hmot.
stavu Parameters
HS1 Typ hmot. stawu © Stale
Hmoty E @ Odwastni tihy konstrukce
Ruéné definované pfidavné hmoty na
® Plochy
= 1.2.5 HMOTOVE STAVY - PRIDAVNE HMOTY NA PLOCHACH
Seznam Hmota Komentaf
€. ploch s hmotami m [ka/m?]
| 1 1 2000.000
® 1.4.1 STAV VLASTNIHO KMITANI - OBECNE
Pfipad Popis stavu
viast. kmi viastniho kmitani Parametry
PVK1 HS1 Pgéet nejmensich vastnich Cisel : 1
Pusobici hmoty : HS1
Hmoty uvazovane v : E SmerX
2 SmerY
= Okolo Z
® 1.4.2 STAV VLASTNIHO KMITAN| - PARAMETRY VYPOCTU
Pfipad Popis stavu
viast. kmi viastniho kmitani Parametry vyjpoétu
PVK1 HS1 Typ matice hmotnosti : Diagonalni matice
Zvétseni vastnich tvari kmitani : Max {u} =1
Metoda fedeni astnich isel H Lanczosova metoda
® 1.6.2.1 ZRYCHLENI - DEFINOVANO UZIVATELEM - GRAF X AC1

= 1.8.1 DYNAMICKE ZATEZOVACI STAVY - OBECNE

DZs Oznaceni dynamickych
Stav zatez. stavd Parametry
DZS1 seismicita Typ metody : Casova analyza - seizmicka
(nutny akcelerogram)
Pfifadit viastni kmitani : Stav viastniho kmitani:
PVK1
DZS2  casové fee Typ metody Casové analyza - dynamické zatiZzeni

(vyzaduje ¢asovy diagram)
Pfifadit viastni kmitani : Stav viastniho kmitani:
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® 1.8.1 DYNAMICKE ZATEZOVACI STAVY - OBECNE

Dzs Oznageni dynamickych
Stav zatez. stavl Parametry
PVK1
DZS3 POMOCNY Typ metody : Casova analyza - seizmicka
(nutny akcelerogram)
Pfifadit viastni kmitani : Stav viastniho kmitani:
PVK1

® 1.8.4.1 DYNAMICKE ZATEZOVACI STAVY - CASOVA ANALYZA DYNAMICKEHO

DzZs Oznaceni dynamickych
Stav zatez. stavu Parametry
DZS2 | ¢asovafce Zatézovani - sady ¢asovych diagram(:

Pocet = 1

Prifadit graf zavislosti zatiZzeni na Case:

Sady podpor 1:

Zatézovaci stav/ Kombinace zatizeni Soucinitel nasobeni
ZS2 - uzZitné 1.000
Casovy diagram Soucinitel nasobeni
CD1

Parametry integrace:

' Ruené

Casovy krok: At = 0.000040
[s]

Maximalni ¢as: tmax =2.000000
[s]

Aktivovat:

L1 Pocatecni deformace od zatéZovaciho stavu

Vygenerovat:

1 Vysledky vybranych ¢asovych kroku v zatéZovacich
stavech / v kombinacich vysledkd (obalka):

RayleighQv dtlum:

«=0.00001 [rad/s]
B = 0.00000 [rad/s]
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