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ABSTRAKT

Diplomova prace ,,Explicitni a implicitni metody v nelinedrni dynamice" ¥esi problematiku
geometricky a fyzikalné nelinedrni analyzy stavebni konstrukce vystavené seismickému za-
tizeni metodou primé integrace pohybovych rovnic. Je porovnavano feseni explicitni a
implicitni metodou pro tfi materidlové modely. Zatimco rozdily ve vysledcich explicitni a
implicitni Newmarkovy metody jsou podle ocekavani malé, mezi vysledky pro rizné ma-
teridlové modely jsou rozdily podstatné. Tyto rozdily vsak jsou vysvétleny a jsou plné v
souladu s teoretickymi predpoklady odpovidajicimi jednotlivym materidlovym modeldm.
Zavérem diplomové prace je provéreni spravnosti vysledki nového modulu DYNAM-PRO
programového systému RFEM pro obé pouzité numerické metody a vSechny tfi fesené
materiadlové modely (linearné elasticky, plasticky Drucker-Prager a model poskozeni podle
Mazarse). P¥i dostatené presnosti numerického YeSeni se z hlediska rychlosti vypoctu
ukazaly obé numerické metody, explicitni i implicitni, jako vhodné k seismickym ana-
lyzdm. Implicitni metoda sice mize poskytnout i nékolikandsobné zvyseni rychlosti ve
srovnani s Implicitni metodou, ale uréeni optimalniho ¢asového kroku je pro tuto metodu
problematické a ¢asové naro¢né, takze ve vysledku je vhodnost pouZiti obou metod pro
analyzu seismického zatizeni staveb srovnatelna.

KLICOVA SLOVA

MKP, Materialova nelinearita, Geometricka Nelinearita, RFEM, Nelinearni dynamika

ABSTRACT

The final thesis ,,Explicit and Implicit methods in nonlinear dynamics™ deals with the issue
of geometrical and physical nonlinear analysis of structures exposed to seismic loading
by the methods of direct integration of equations of motion. Solution by the explicit
and the implicit method is compared for three material models. While the differences
between the results of the explicit method and the implicit Newmark method are small
as expected, the differences are substantial between the results of different material
models. However, these differences are explained and they are in full concordance with
the theoretical assumptions for the pertinent material models. The conclusion of the final
thesis is check of correctness of the results of the new module of the program system
RFEM for both tested numerical methods and all three analyzed material models. (linear
elastic, plastic Drucker-Prager and the Mazars damage model). With sufficient precision
of results, both explicit and implicit numerical methods showed to be suitable for seismic
analysis. The implicit method can provide several times faster calculation than the explicit
one, but the determination of the optimal time step is problematic and time consuming,
so the suitability of use of both methods for seismic analysis is comparable.
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FEM, Material non-linearity, Geometrical non-linearity, RFEM, Non-linear dynamics
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UVOD

Ve stavebni projekci se jevi rostouci potieba provadéni nelinearnich dynamickych
vypocti. Projevuje se to i ve zvysené poptavce uzivateltl po vytvoreni modulu pro
dynamickou analyzu s respektovanim geometrické i materidlové nelinearity. V sou-
vislosti se zvysenou poptavkou po nelinearni dynamické analyze z praxe bylo také
zvoleno téma diplomové préace ,Explicitni a implicitni metody v nelinearni dyna-
mice*.

Ptivodné bylo predpokladano, ze nelinearné dynamicka analyza bude provérena na
lanovych konstrukcich s kladkami. Vzhledem k tomu, ze se v programu RFEM vy-
skytly problémy s fesenim prejezdu lanovek pres kladky uz ve statice, nebylo mozno
se vilbec do dynamické analyzy lan na kladkach pustit. Vzhledem k tomu, Ze se
vyskytla naléhava potreba Feseni seismicity s respektovanim plasticity, eventudlné
poskozenim materidlu ze strany uzivateli programu RFEM, rozhodl vedouci diplo-
mové prace, ze provereni moznosti nelinearni dynamické analyzy bude provedeno
na tuloze, po které je v soucasné dobé nejvétsi poptavka, tj. na seismické analyze
staveb.

Cilem diplomové prace bylo prozkoumat moznosti vyuziti explicitni a implicitni
metody primé integrace pohybovych rovnic v seismické analyze s respektovanim
materidlové nelinearity. Pro analyzu byly vybrany tfi materidlové modely: linearné
elasticky, plasticky dle Druckera-Pragera a material s poskozenim dle Mazarse. Jako
typicka stavebni konstrukce byla pro TeSeni zvolena sténa sSestipodlazni budovy.
Vzhledem k nejvétsi poptavce uzivateli a geografické blizkosti byl zvolen akcele-
rogram z Italie.

Ve studii bylo tifeba jednak zjistit vhodnost poziti explicitni a implicitni metody
dynamické analyzy pro seismicitu a také proverit chovani rtiznych materidlovych
modelt.
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1 ZAKLADY NELINEARNI MECHANIKY

Klasifikace nelinearity

V mechanice téles je mozno rozliSovat dva typy nelinearit:
o Geometrickd melinearita: zdrojem nelinearity jsou tzv. geometrické rov-
nice, tj. vztahy mezi posunutim a pretvorenim.
o Materidlovd (fyzikdlni nelinearita): zdrojem nelinearity jsou nelinearni
konstitutivni vztahy (fyzikalni rovnice) tj. vztahy mezi napétim a pretvorenim.
Do tohoto druhu nelinearit je mozno logicky zaclenit i nelinearity zptsobené

nelinearnim chovanim podpor (napf. vylucovani tahu v podporéch ¢éi podlozi).

Zakladni rovnice, Eulerovské a Lagrangeovské pruky

Cela mechanika je zalozena na péti zakladnich systémech rovnic:
Zakon zachovani hmoty

Zakon zachovani hybnosti (linedrni i thlové)

Zékon zachovani energie

Geometrické rovnice (mira deformace)

G W

Konstitutivni vztahy (vztahy mezi deformaci a napjatosti)

Zatimco prvni tTi rovnice maji charakter fyzikalnich zakont, posledni dvé definuji
vlastnosti nami zvoleného modelu kontinua. Je vznesen téz pozadavek na spojitost
neboli kompatibilitu deformaci. Rovnice rovnovahy je mozno chapat jako zvlastni
pripad zédkona o zachovani hybnosti pti vylouceni setrvacnych sil. Prislusné rovnice
pak prejdou v Cauchyho rovnice rovnovahy. Posledni dva systémy rovnic mohou byt
nelinearni, pak hovorime o nelinearité fyzikalni nebo geometrické.

Numerické metody pouzivané pro feSeni nelinedrnich tloh jsou vSak spolecné,
tedy necini principialni problém, fesime-li nelinearitu komplexné, tedy soucasné fy-
zikalni i geometrickou. Pro TeSeni geometrické nelinearity je tfeba nové definovat
nékteré pojmy. Obecné prvky (sité) v geometrické nelinearité mohou byt geome-
tricky neménné, nebo se mohou deformovat soucasné s pohybem hmoty. Z tohoto
hlediska rozlisujeme prvky (sité) na Eulerovské, které neméni svou geometrii a hmota
prechazi z jednoho prvku do druhého a Lagrangeovské, které se deformuji spolecné s
hmotou (jako by byly na ni nakresleny). Zatimco v mechanice plynt, nebo kapalin je
mnohdy nutno pouzit Eulerovské sité, protoze muze dojit k libovolnym turbulencim,
v mechanice téles jsou v oblibé Lagrangeovské sité. V dalsim se budeme sousttredit

vyhradné na né.
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Obr. 1.1: Eulerovska sit koneénych prvki
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Obr. 1.2: Lagrangeovska sit kone¢nych prvka

1.1 Geometricka nelinearita

1.1.1 Zakladni pojmy

Souradné systémy v nelinedrni mechanice

Je ucelné definovat dva zakladni souradné systémy pouzivané v geometricky neline-
arni analyze. Prostorové (nebo také Eulerovské event. globalni) soufadnice budeme
oznacovat & . Urcuji polohu bodu v prostoru. Materidlové (nebo také Lagrange-
ovské event. lokélni) souradnice, které budeme oznacovat X, oznacuji bod télesa.
Kazdy materialovy bod mé jedny materidlové souradnice, které jsou obvykle totozné
s prostorovymi soufadnicemi v pocatecni (obvykle nedeformované) konfiguraci té-

lesa. Posunuti bodu v prostoru je potom definovano vektorem
u(X)=x—-X,

plati také
r=X+1u
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Obr. 1.3: Nedeformovana (pocatecéni) a deformovand (bézna) konfigurace télesa

Deformacni gradient

Deformacni gradient je fundamentalni mira deformace v mechanice kontinua. Je
to tenzor druhého radu, ktery mapuje liniovy element v referenc¢ni konfiguraci na

liniovy element (sestavajici se ze stejnych hmotnych ¢dstic) v bézné konfiguraci.

Obr. 1.4: Mapovani liniového elementu v referenc¢ni konfiguraci na béznou konfigu-

raci pomoci deformac¢niho gradientu.

Deformacni gradient F je definovan vztahem

ox ou ox;
F 9 V()ZE I+ 0X I+ Vou iJ 8):]’

plati tedy

Mala pismena v dolnich indexech v indexové notaci naznacuji vztah prislusné ve-
liciny k prostorovym souradnicim, zatimco velkd pismena oznacuji vztah piislusné
veli¢iny k materidlovym souradnicim (napiiklad F,; = 0z;/0X,; ). V matematice
je deformaé¢ni gradient také nazyvan Jacobiho matice transformace (mezi puvodni
a béznou konfiguraci). Povsimnéme si, ze deformacni gradient je totozny s materi-

alovym gradientem prostorovych souradnic . Determinant deformacniho gradientu
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(jakobidn transformace) ma fyzikdlni vyznam jako pomér objemu deformovaného a
nedeformovaného elementu.
Pro dilezitost deformac¢niho gradientu jej rozepiseme v expandované formé.

F=Vox=Gradx =TI+ Grad u

Oz Oz Oz Oz Oz Oz 14 du Ouy Our
X1 0X2 9X3 X 9Y 9z X e X3
F—=| Oz2 0Ozp Oz | — | Oy 9y 9y | _ Oug 1 4 Ouz Oug.
X1 0X: 9X3 X 9y 9z X1 X X3
Oxg Oz Ozz 9z 9z Oz Oug dug 1+ Ous
X, 0X2 9X3 X oY 9z X, X X3

Symbolem V, znac¢ime operator gradientu vektorového pole v materidlovych
souradnicich (materidlovy gradient) a symbolem V operator gradientu vektorového
pole v prostorovych soufadnicich (prostorovy gradient). Podobné velké pismeno G
v "Grad'naznacuje, ze se jedna o materialovy gradient.

Pridame-li k pohybu bodu télesa konstantni vektor e, tedy ' = x + ¢, potom
F' = Grad(x +c¢) = Grad(z) = F. Deformac¢ni gradient tedy neudava polohu
télesa v prostoru. Pokud se téleso pouze posune jako tuhy celek, tedy x = X + ¢,
potom plati F = I, ale x # X. Jestlize se téleso pouze pootoci jako tuhy celek,
potom F = R, kde R je tenzor rotace. Matice R je ortogonalni, tedy plati R™! =
RT.

Inverzni deformac¢ni gradient mapuje prostorovy liniovy element dx na materia-

lovy liniovy element dX . Je definovan takto:

0X7

0X
-1 -1
F'l=""=gnadX, F;'= e

ox
tedy plati
dX = Fldz, dX;= F[jlda:j,
s uvazenim, ze
F'F=FF'=1 FyF,;=70;
Pomoci bazovych vektort materidlovych a prostorovych soutradnic (E,e) muzeme

deformacni gradient vyjadrit nasledovné:

F = 2o =2coFE
ox, D8 T gx, GO
0X e

F' = e =—"F .
g ©€ = 5y B1®e

Tedy napt. FdX = (8$Z/8XJ) e; QFE; (dXMEM) = (8xz/8XJ) dX e; = dx.
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Uvedme nékteré dulezité vztahy s vyuzitim deformacniho gradientu:

grad () = Grad(a) F~'=VaF™!
grad (v (z)) = Grad(» (X)) F ' =V, (X)F!
div(A(z)=V-A(x) = Grad(A(X)): FT=VoA(X): F 7,
kde a je skalarni funkce,v a v jsou stejné vektory, prvni v materidlovych a druhy

v prostorovych soufadnicich. Podobné A (X) a A (x) jsou stejné tenzory 2. fadu v

materidlovych a prostorovych soutradnicich. Plati totiz

_ ov (x) ov (x) Oz

Vov (x) X~ 9w X =Vv(x)F =Vov(X)F
v (X v(X)o0X
Vo (X) = 8"’8; ) _ 8"(;(X )%m — Voo (X)F~!' = Vv (z) F~!,

tudiz v a v jsou stejné vektory, také plati, ze i jejich gradienty jsou stejné

Vv = Vo
Vo'U = Vo'l_l

Polarni dekompozice, Cauchy-Greenovy deformacni tenzory, stretch

tenzory

Vztah mezi ptvodni a vyslednou konfiguraci, ktery je dan deformac¢nim gradientem
F', lze rozdélit na rotaci danou tenzorem rotace R a deformaci danou bud pravym
stretch tenzorem U, nebo levym stretch tenzorem V. Zélezi, jestli je v infinitezimalni
casti télesa myslené provedena nejdiive rotace a potom deformace, nebo naopak.
Vztahy mezi deformacénim gradientem F' a tenzory U a V miuzeme tedy popsat
nasledujici rovnici:
F=R-U=V-R

Nejdrive je tedy provedena deformace U a potom rotace R, nebo nejdiive rotace

R a potom deformace V. Tenzory U a V jsou symetrické (UT = U a VT = V).

Lze ukézat, ze plati

U = VFTF=\C
V = VFFT =B,

kde C a B je pravy, resp. levy Cauchy-Greentiv deformacni tenzor.

8{L’k 8{L’k
C=F'F (C,,=F, F,;=—~
) 1J kILkJ 8X18X3J

81;@' 81’3'
00Xk 0X

B=FF" Bj=FgFi=
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Levy Cauchy-Greentv deformacni tenzor B je také c¢asto nazyvan Fingertv de-
formacni tenzor.

Pripomenme, zZe pro umocnovani a odmocnovani matic plati stejné vztahy jako
pro umocnovani a odmocnovani ¢isel, tedy jestlize pro obecnou ¢tvercovou matici A
plati A> = A- A = H (nikoliv A]> = AT - A), tak potom vVH= A.

S vyuzitim bazovych vektorti prostorovych a materialovych souradnic muzeme
psat

[ Oy, 0x,, _ Oxy, Oy,
C = <8—)(IEI®€I€> <—8XJ€m®EJ> = 8—){]—8XJEI®EJ

Tenzor C~! je nazyvan Pioliiv deformacni tenzor a B! je nazyvan Cauchyho

deformacni tenzor. Mezi levym a pravym Cauchy-Greenovym tezorem plati vztahy
C=F'BF, B=FCF!
a rovnost invariantt obou tenzord. Napf. pro 1. invariant plati
trC = tr(F"F) = tr (FF") = trB.

Obecné plati, ze kazdou regularni ¢tvercovou matici lze rozlozit na soucin matice
rotace R a symetrické matice. Tento rozklad regularni ¢tvercové matice je nazyvan
polarni dekompozice. Teorém polarni dekompozice umoznuje extrakei tenzoru rotace
R z deformac¢niho gradientu. Tenzor R reprezentuje primérnou rotaci hmotného
bodu.

Jestlize dX je infinitezimalni hmotna tsecka v puvodni konfiguraci, tj. v mate-
ridlovych soutadnicich, potom odpovidajici tsecka v bézné (deformované) da konfi-

guraci bude dana vztahem
de=F-dX.

Determinant deformac¢niho gradientu F' je oznacen J. V matematice je také

nazyvan Jakobian transformace.

_dQ2 po

kde dQq=dXdYdZ, dQ)=dxdydz, py a p jsou hustoty v materidlovych a prostoro-
vych souradnicich. Jakobian transformace je uzivan v integralech ve vztazich mezi

riznymi konfiguracemi télesa. Napr.

/Qf(w) dQ:/Qfo (X) Jd.

Povsimnéme si, ze plati

X

F 1=
ox
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Plati totiz

ox 8X_

0X ox
a

F.-F'=1I

Proces zobrazeni z ptivodni konfigurace na deformovanou konfiguraci se v litera-

ture nazyva "push forward".
rx=p(X,1).

Opacny proces, tedy mapovani z bézné (deformované) konfigurace na ptvodni

se nazyva "pull back".
X=¢ " (2,t).

Rychlost deformace

Definujme nejdrive gradient rychlosti L, ktery je pouzivan jako mira rychlosti, kterou
se material deformuje. Uvazujme dva sousedni body, & a & + dx (obr.1.5). Rychlosti
hmotnych ¢astic v téchto bodech jsou v (x) a v (x + dx). Miuzeme napsat nasledujici

vztah mezi rychlostmi v obou bodech:

ov
dx) = —d
v (x + dx) v(m)+8m x,
pomérna rychlost mezi obéma body je
ov d
kde
dv;
Lza—v:V'v:gmdv, L = Y

ox

;
8{L’j
_ Ou

kde v je vektor rychlosti (v = 5 = 4 , tecka znaci derivaci podle Casu).
dv -
’ v(x+ dx)

" x+dx

- (ix
v (x)

Obr. 1.5: Gradient rychlosti

Vyse uvedeny vzorec pro prostorovy gradient L = g—; = Vv = gradv zdiraznuje

tenzorovy charakter prostorového gradientu rychlosti. Jeho fyzikalni vyznam se stane
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jasnéjsim po jeho rozlozeni na symetrickou a antimetrickou ¢ast. Tenzor L miize byt

rozlozen na symetrickou a antimetrickou (skew symetric) ¢ast.

L:%(L+LT)+%(L—LT):D+W.

Rychlost deformace (rate-of-deformation) D je tenzor definovany jako symetricka

¢ast gradientu rychlosti L.

D=

(L+17), Dij:%<8”i +8w>.

1
5 8{L’j 8(L’Z

Druhou, antimetickou ¢ast tenzoru L oznacime jako spin W.

82% 8Uj )

81’3' 81;@

1 1
W=_(L-L"). WZ-»:§<

Tenzor rychlosti deformace D miuze byt vyjadren také pomoci Greenova tenzoru

deformace nésledujicim zptisobem:
D=FT.E.-F

Prostorovy gradient rychlosti L je bézné pouzivan v mechanice téles i v me-
chanice tekutin. Méné casto pouzivany je materidlovy gradient rychlosti, ktery je

vztazen k rychlosti zmény deformacniho gradientu:

ov(X,t) 0 <8m(X,t)> 0 <8m(X,t)> P

GradV =ViV = ———— = — 51 =5 Tax

0X X
Je uzitené zdlraznit skutecnost, ze vzhledem k tomu, ze X a ¢ jsou nezavislé
proménné, je poradi derivaci podle ¢asu a podle materidlovych souradnic (materia-

lovy gradient) libovolné.

1.1.2 Miry deformace

Green — Lagrangeiv tenzor deformace (E)

Green Lagrangeuv tenzor deformace, podobné jak Euler-Almansiho tenzor, dava

primou informaci o zméné ¢tverce délky elementu dX.

de|® — |dX|* 1 1

% = 5[AXCdX - dX - dX] = 5 (dX (C - I)dX) = dX EdX.
Tento tenzor deformace ma jako zaklad ptvodni nedeformovanou konfiguraci.

Derivace jsou tedy provadény podle materidlovych souradnic. Z binomického roz-

voje druhé odmocniny bere prvni dva ¢leny, tedy k linedrnimu vyrazu znadmého
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z linedrni mechaniky pribyvaji kvadratické ¢leny. Uvedme nékolik zplisobt zapisu

definice Green - Lagrangeova tenzoru deformace. Indexovy zapis:

Ey— % <8ui Ou;  Ouy auk> 1

= — (wi,g + w1 + Uk U ),

kde
" aX;

S vyuzitim deformacniho gradientu F', ev. pravého Cauchy-Greenova deformac-
niho tenzoru muze byt vyraz pro Green — Lagrangetv tenzor deformace zapsan
nasledujicim zpisobem:

Lij = 1(F:;;ij — 0 ) = ! (Cry—65)
24" 2
kde ;; je zde Kroneckerovo delta (6;; =1, pro j # i 0;; = 0). Tenzorovy, resp. ma-
ticovy zapis:

1/ 1/ 1 1
E:§(F -F—I)ZE(F F—I)=§(C—I)=§<

ou N ou” N ou’  Ou
0X 0X 00X 0X)’
kde C = FTF je pravy Cauchy — Greenilv deformaéni tenzor (right Cauchy — Green

deformation tensor). S vyuzitim materidlového gradientu vektoru posunuti u vypada

vzorec nasledovné:
1
FE = 5 ((VoU)T + Vo'll, + (Vo'll,)T . Vo'll,) s

kde Vou je gradient vektorového pole posunuti v materidlovych soutradnicich.

Euler - Almansiho tenzor deformace (e)

Tento tenzor deformace (ktery je také nazyvan Almansi — Hameliv , nebo Eule-
rovsky) je vztazen k vysledné, deformované konfiguraci. Derivace jsou provadény v
prostorovych souradnicich. Podobné jako Green-Lagrangetv tenzor deformace dava

i Euler-Almansiho tezor pfimou informaci o zméné ctverce délky elementu dX.

dz|? — |dX|* 1

2 2

V indexové notaci muzeme zapsat definici Euler — Almansiho tenzoru deformace
takto:

[dm ~dx — de_ldm] = % (da: (I — B_l) dm) = dxedzx.

1 ou; n Ou; B Ouy, Ouy,
eij N 2 81’j 8(L’Z 8(L’Z 8{L’j

kde w;; = g;% nebo s vyuzitim deformacniho gradientu F', ev. levého Cauchy-
J

1
=3 (Ui + wji — Up,itp,;) ,

Greenova deformacniho tenzoru B

ey =y (05— FaTFG) = 3 (5, - B
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Tenzorovy, resp. maticovy zapis:

e = % (I-F7"-F')= % (1-F"F)

1 1 /0u oul ou’ Ou
= - (I-BY)==|—+"7—-— —
2< ) 2<8m+8m ox 832)’
kde B = F - F7 je levy Cauchy - Greentiv deformac¢ni tenzor (Cauchy strain tensor,

nebo Finger deformation tensor). S vyuzitim prostorového gradientu vektorového

pole posunuti, lze vzorec napsat nasledovné
1
e=3 ((VU)T +Vu— (Vu)" - Vu) :
Mezi tenzory deformace E a e plati nasledujici vztahy :

e = FT.p.p!
E = FT.¢e.F

Prvni z téchto rovnic je v literatufe nazyvana operace "push forward'pro Gree-
novu deformaci, druhd pak operace "pull back'pro Almansiho deformaci. Platnost
vztahii mezi Green-Lagrangeovym a Euler-Almansiovym tenzorem deformace lze
dokéazat tim, ze vzajemnym dosazenim jedné z téchto rovnic do druhé obdrzime

identity.

e = FT.E-F'=FT.FT.e. F.- F'=1-¢e-1=¢
E = Fl.e F=F' . FT.E-F'.F=1-E-1=E.

Logaritmickd (Henckyho) mira deformace (g,,)

Tato mira je definovana prirtstkové a je v kazdém prirtistku vztazena k bézné kon-
figuraci. Je také nazyvana jako opravdovd, nebo prirozend mira deformace (true

strain, natural stain). Uvedme zde jeji vyjadieni pro 1D.

l
_d = ﬂ:[lﬂ]ﬁg:lnl—lnzo:ln(li)=ln(1+€z)>

de,, Ep =
l I 0

kde e, je linedrni deformace, Iy je pocatecni délka a [ je vysledna délka. Pro 2D a
3D muzeme definovat logaritmickou miru deformace pomoci pravého stretch tenzoru
U.

€, =InU=InVFTF,

kde U je tenzor 2.rdadu a logaritmicky tenzor defomace &, muze byt urcen jeho

spektralni dekompozici

N
en= > In(\)ese]
=1
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kde A, e; jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory matice U a N je dimenze prostoru.
Logaritmickd mira deformace je vhodné pro velké deformace (|e,| > 0,05). U kon-
strukénich materialii neni dosahovano tak velkych deformaci, takze pouziti této miry

deformace neni pro stavebni konstrukéni materidly nutné.

Infinitezimdlni tenzory deformace (€), (€)

Je-li deformace tak mald, Ze lze zanedbat cleny 2.fadu v Greenovu tenzoru defor-
mace dostaneme tzv. infinitezimalni tenzor deformace, ktery je totozny s linedrnim
tenzorem deformace €. V indexové notaci muzeme tedy psat

5..—3 8ui+8uj —l( + )
“=9\ox, Tox;) T2\ T

V maticové, resp. tenzorové notaci mizeme vyraz pro € zapsat nasledujicimi
zpusoby :
1[{0u Ou” 1 T 1
= |2+ = |==(Vou+(Vou) )= (F+FT) - I
s (7 + ) =3 (B ) = 5 (1 )

Vo je materidlovy gradient a ¢ je tedy symetricka ¢ast materialového gradientu
posunuti Vou. Je tieba také definovat infinitezimalni tenzor deformace definovany
v prostorovych souradnicich é. Vyrazy jsou obdobou vztaht pro €, derivace ale jsou
provadény v prostorovych soutradnicich . V indexové notaci mizeme psat

N 1 8U.Z' 1 8U.j 1 ( 1 )
J 2 8Xj 8XZ' 2 J 7

Vv tenzorové notaci mizeme vyraz pro é napsat:

1 <8u ou”

“=2\0z " oz

) = % (Vu+ (Vu)T) =I- % (F‘l +F—T).

Pti odvozeni posledniho vyrazu bylo vyuzito vztahu u = x — X, tedy

ou
Zor-F"
ox

V je prostorovy gradient, tenzor € je tedy symetricka ¢ast prostorového gradientu
posunuti Vu. Vyznam infinitezimalniho tenzoru é plyne z faktu, Ze tento tenzor

deformace je energeticky konjugovany s Cauchyho napétim o.

Seth-Hill rodina tenzori deformace, jiné miry deformace

Tato rodina tenzortu deformace je definovana jednotnym vzorcem ve tvaru

E(m) = %(U% . %(cm _1.
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Pro jednotlivé hodnoty m dostavame: Green-Lagrangeiv tenzor,m = 1
1, 1
E(1)=5U" -1I)=5(C-1I),

2 2

Biotuv tenzor, m = 1/2
1
E(1/2)=U-I=C "2 -1,
logaritmicky, Henckyho, opravdovy, prirozeny tenzor, m = 0
1
E0)=InU = §lnC,

m= —1
B(-1) = %(I U2 = %(I — oy,

Tento tenzor je je v nékteré literatufe oznacen, jako Almansiho tenzor, ale je
jiny, nez Euler-Almansiho tenzor e = 1/2(I — B™!), i kdyz je také definovan v
prostorovych souradnicich. Aproximaci druhého fadu Seth-Hillovy rodiny tenzoru

deformace lze zapsat takto
1
E (m) :€+§(Vu)T-Vu—(1—m)5T-s,

kde ¢ je infinitezimalni tenzor. Jako miry deformace lze téZ pouzit i nékteré jiné
tenzory, napf.
o deformacni gradient F'
o levy Cauchy — Greentiv deformac¢ni tenzor B = F - FT
« pravy Cauchy — Greentiv deformaéni tenzor C = FT . F
Je mozno pripustit mnoho dalsich tenzort deformace za predpokladu, ze budou
spliovat nasledujici podminky:
— pri pohybu tuhého télesa musi pretvoreni byt nulové
— zavislost tenzoru deformace na gradientu posunuti Vu musi byt spojitd, spojité
diferencovatelna a monotonni
— je také pozadovano, aby pri deformacich konvergujicich k nule (|[Vu| — 0)
deformacni tenzor konvergoval k infinitezimalnimu tenzoru deformace ¢
Jako priklad uvedme nasledujici soubor tenzortu deformace, ktery nepatii do
Seth-Hillovy rodiny tenzortu deformace, ale ma stejnou aproximaci druhého radu

jako jako Seth-Hillova mira deformace pro m = 0 pro libovolnou hodnotu

W -
on ’

M —

Pro kazdou miru deformace by méla byt nalezena energeticky konjugovana mira

napjatosti.
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1.1.3 Miry napjatosti

Vzhledem k tomu, Ze pri deformaci se méni smér i velikost plosky pomoci které

napéti definujeme, je mozno predstavit nékolik tenzori napjatosti v zavislosti na

tom, co je definovano na puvodni konfiguraci (tedy materidlovych souradnicich) a

co na vysledné konfiguraci (tedy v prostorovych souradnicich). Predstavme si zde
1. Cauchyho napéti o

Prvni napéti Piola — Kirchhoff P

Druhé napéti Piola — Kirchhoff S

Korotacni napéti &

Kirchhoffovo napéti 7

SR A

Biotovo napéti T

Nejdrive si definujme nékteré pojmy, které budeme potiebovat.

Obr. 1.6: Pvodni a vysledna konfigurace télesa

(a) dAp infinitezimélni ploska v télese v ptuvodni konfiguraci

(b) dA infinitezimalni ploska ve vysledné (resp. bézné) konfiguraci odpovidajici
plosce dAq

(¢) dfy sila na nedeformovanou plosku dAg transformovanéa do materialovych sou-

radnic

df sila na plosku dA(resp. dAy) v prostorovych soutradnicich

to vektor napéti ptsobici na plosku dAy v materidlovych soutradnicich

to vektor napéti piisobici na plosku dA, v prostorovych soufadnicich

)
)
)

(g) tvektor napéti pusobici na plosku dA v prostorovych souradnicich
) myg jednotkova normala k plosce dA, v materidlovych souradnicich
)

(i

n jednotkova normala k plosce dA v prostorovych souradnicich
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(j) dAp vektor orientované plochy v materidlovych soutadnicich ( v ptuvodni kon-
figuraci )
(k) dA vektor orientované plochy v prostorovych souradnicich

Mezi silou df a vektory napéti t, a ¢ plati nasledujici vztahy
df =t-dA =t,- dA,.
Podobné plati na pocéatecéni konfiguraci (v materidlovych souradnicich)
dfo = to - dAo.

Vektory t a t, maji tedy stejny’ smér v prostorovych soufadnicich, jsou ale pre-
poéitany na jiné plochy. Vektor ¢, je vektorem ¢ prepoéitanym na piivodni plochu.

Pro vektory orientovanych ploch plati vztahy:
dAO :no'dAo, dA =n-dA.

Probereme struc¢né kazdy s vyse uvedenych tenzort napéti zvlast

Cauchyho napéti (o)

Cauchyho napéti o je definovano Cauchyho zakonem (1. Cauchyho teorém). Tenzor

napéti o je linedarnim mapovanim vektoru napéti £ na vektor normaly n.
dA -oc=n-ocdA=df =tdA=n-o =1t.

Tenzor o je symetricky (o7 = o). Cauchyho napéti je plné definovdno na vy-
sledné, nebo bézné konfiguraci télesa. Protoze predstavuje opravdové napéti mérené
v daném okamziku na deformovaném télese. Je proto nazyvano také ,skutecné na-

péti“ (true stress ).

Nomindlni napéti (N ), proni napéti Piola — Kirchhoff (P)

Tento tenzor napéti je definovan podobné jako Cauchyho tenzor napéti, ale je vzta-

zen k nedeformované plose dAy.
dAg-N =ny -NdAy =df =tyddy = mng-N =t
Prvni napéti Piola-Kirchhoff je transposici nominalniho napéti.
P=NT".

Tenzory napjatosti P a IN nejsou symetrické. Tenzor P je v nékteré literature

nazyvan nominalni napéti a jeho transpozice potom prvni napéti Piola- Kirchhoff.
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Druhé napeti Piola — Kirchhoff (S)

Pfipomenme, Ze plati dX = F~! . dx. Analogicky miZe byt sila df v prostorovych
souradnicich na deformovanou plosku dA transformovana na silu df, v materialo-

vych soutradnicich na nedeformovanou plosku dA,
df=F'-df =F'-(dA;-N)=dA,-N-F T =dA,-8,

tedy
S=N-FT"T=F"'-P.

Je mozno ukazat, ze plati vztah
to'dA() :nodA()S

Analogicky s Cauchyho zdkonem muzeme tedy na puvodni konfiguraci ( v ma-

terialovych soufadnicich ) napsat definici tenzoru S takto :
'I’LO-S:F_l'{O:t().

Prava strana této rovnice je vektor napéti na elementarni plosku dA, trans-

formovany na ptvodni konfiguraci. Tenzor S je podobné jako o také symetricky

(ST = 8).

Korotacni napéti( &)

Jedna se v podstaté o Cauchyho napéti, ale vyjadiené v souradném systému, ktery
se otaci spolecné s materidlem. Tento koncept je vhodny pro typy konstrukei, které
pracuji s vnitinimi silami, napt. skofepina, nebo prut. Korota¢ni napéti ziskdme

jednoduse transformaci tenzoru o do pootocné soustavy.
6=R" -0 R

Protoze tenzor o je symetricky, je samozrejmé i & symetricky tenzor.

Kirchhoffovo napéti (T)

Tento tenzor napéti je definovan nasledujicim vztahem:
T=Jo,

kde J = det (F'). Vzhledem k symetrii tenzoru o je i tenzor T symetricky.
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Biotovo napéti (T')

Uzitecnost Biotova napéti spoc¢iva v tom, Ze je energeticky konjugovany s pravym
stretch tenzorem U. Biotovo napéti je definovano jako symetricka ¢ast tenzoru P7-R
kde U je tenzor rotace ziskany polarni dekompozici deformacniho gradientu. Takto

je Biotovo napéti definovano jako
Lo T Lo T
T=, (R"-P+P -R)_§(R NT+N - R).

Biotovo napéti je také nazyvano Jaumannovo napéti.

Transformace mezi napétimzi

Uvedme zde prehledné transformacni vztahy mezi vyse uvedenymi mirami napéti ve

formeé tabulky:

o N S o T
o J'F-N J'F.S.FT R.-6-R" Jtr
N JF!. o S.-FT JU . 6-R" F'.r
S|JF ' .o -F T N.FT JUt.¢6 U F'. 7. F T
o R" .0 R JJWW-N-R| J'U-8-U J'RT .1 R
T Jo F-N F.S . FT JR-6-R"

U je pravy stretch tenzor.
U=R"F,

kde R je tenzor rotace.

1.1.4 Objektivita a objektivni tenzory

Koncept objektivity v prirodnich védach znamena, ze kvalitativni a kvantitativni
popis fyzikalniho jevu je nezavisly na pozorovateli.

Uvazujme udélost v Euklidovském prostoru charakterizovanou parem (xg,tg) a
(x,t) kde x je vektor polohy a t je ¢as. Tento par je mapovany na jiny, oznaceny
hornim indexem . Mapovani je provedeno ortogonalnim, ¢asové zavislym, tenzorem

druhého tadu Q (t) tak, ze vzdalenost mezi parem zustane stejnd. Tedy

x —xp = Q1) (- xo),

kde Q (t) je matice rotace a je je ortogonalni, tedy Q (t)_1 =Q (t)T. Toto mapovani
se nazyva ortogonalni transformace. Zavedenim posunuti v prostoru ¢ (¢) a posunuti

v ¢ase @ muze byt vztah mezi x a £* a vyjadren nasledovné:

" =c(t)+Q(t)x,
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kdec(t)=x{ —Q (t)x, aaa =t —t =1t — 1.
Toto mapovani se nazyva Euklidovska transformace. Ukazme si jeji aplikaci na

nékteré kinematické veli¢iny.

Posunuti
Fyzikalni veli¢iny, jako posunuti, by mély byt nezavislé na pozorovateli. Uva-
zujme jednu udalost zaznamenanou dvéma pozorovateli. Pro pozorovatele O se bod
xo posune do x zatimco pro pozorovatele O* se stejny bod xj posune do x*. Pro po-
zorovatele O je posunuti u = & — xy. Na druhé strané pro pozorovatele O* muzeme
psat
u* =" —x;
=c()+ Q) x—c(t)+Q(t)
= Q (1) (x — o) '
=Q(t)u

Kazdé vektorové pole u , které se transformuje ortogonalni transformaci

u' = Q) u,
je objektivni protoze velikost vektoru je nezavisla na pozorovateli, tedy |u*| = |u|

Rychlost
Matice @ (t) je ortogonalni a plati tedy Q (t)T Q (t) = I kde I je jednotkova dia-
gonalni matice. Pouzitim tohoto vztahu miize byt inverzni Kuklidovska transformace

napsana nasledovné:
z=Q1) [&" —c(t).

Rychlost mize byt ziskdna derivovanim tohoto vyrazu podle casu:
v(et)=2=Q ) [z —c()]+Q 1) " —¢(t)].
Po tpravé této rovnice muzeme psat:
vt (a1 = Qv +é(t) - Q(NQ (1) [z —c(t)]
=Q)v+e(t) —Q(t)[z" —c(t)]

Je antisymetricky tenzor reprezentujici spin transformacni matice mezi bazi po-
zorovatele O vzhledem k bazi pozorovatele O*.

Z vyse uvedeného vztahu plyne, Ze rychlost neni objektivni kvuli vyrazam ¢ ()
a Q(t) [x* — c(t)]. Nicméné rychlostni pole mize byt objektivizovino omezenim

zmény pozorovatele podminkou:

= C0+QOZE

kdeéozoaQOZO.
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Zrychleni
Prostorové zrychleni a (t) je materidlova derivace prostorové rychlosti v (t) podle

casu. Derivovanim vyrazu pro prostorovou rychlost podle casu ziskame:

a’ ()= (1) = Q) v (1) + Q(t)a(t) + &(t) + 2 (t) (v (¢) — &(1))

Coz muze byt prepsano nasledujicim zptsobem:

a* ()= Q(t)a(t) +&(t) + Q1) (x" —c(t) + Q) (v () - &(1))

Stejné jako prostorova rychlost, také zrychleni neni objektivni veli¢ina. Pro obec-
nou zménu béaze pozorovatele.. A stejné jako u prostorové rychlosti, lze také zrychleni
objektivizovat omezenim zmény pozorovatele. Jednou z moznosti by byla ¢asové ne-

zavisla transformace tuhého télesa uvedena vyse.

Objektivita pro tenzory vyssiho radu
Tenzorové pole n-tého radu zapsané pomoci tenzorového soucinu n vektori u; ®
Uy ® ... ® u, je objektivni jestlize pii obecné zméné pozorovatele je transformace

dana vyrazem

(U1 @ ... Quy,) = Qui ® ... ® Qu,

Napriklad pro tenzor druhého fadu A = (u; ® us) je mozno s vyuzitim vyse

uvedené definice objektivity napsat:

A" = (u1 ®uz) = Qui ® Qua = Q (u1 ® ur) Q" = QAQ"

Obecnou podminku objektivity pro tenzorové pole n-tého radu je mozno apliko-

vat také na skaldrni pole ®, tedy pro n=0. Dostaneme:
o=

Znamena to tedy, ze skalarni pole je nezavislé na pozorovateli. Skalarnim polem
je napriklad teplota a je zfejmé Ze teplota pro dany bod a cas bude mit stejnou

hodnotu pro libovolného pozorovatele.

FEukleidovskd transformace pro nekteré kinematické veliciny

De formacni gradient

Deformacni gradient v bodé @ a k nému pridruzenému bodu «* je tenzor druhého

radu
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_ Oz * __ Ox*
F=3xaF =%
kde X jsou materialové soutadnice. Uzitim fetézového pravidla o derivovani do-

staneme:
., Ox* Ox
Fr=——=QF
ox 0X

Z této rovnice miizeme ucinit zavér, ze deformacni gradient F' je objektivni, i
kdyz se transformuje jako vektor a ne jako konvencni tenzor druhého radu. Je to
proto, ze jeden z jeho indexti je popisuje materialové souradnice X , které jsou
nezavislé na pozorovateli. Jedna se o tzv. dvoubodovy tenzor jejichz transformace

je popsana v kapitole Transformace tenzort druhého radu.

Cauchyho tenzor napéti

Cauchyho vektor napéti t je vztazen ke Cauchyho tenzoru napéti o v daném bodé
a prostfednictvim vnéjsi normély n k infinitezimélni plosce tak, ze plati t = on.
Cauchyho vektor napéti je pro jiného pozorovatele transformovan tak, ze plati

t* = o*n*, kde t a n jsou objektivni vektory. Potom muzeme psat:

t* =o'n*
— Qt=0*Qn
— Qon =oc*Qn
— o*=QoQ"T

Tim je prokazano, ze Cauchyho tenzor napéti je objektivni.

Piola-Kirchhoffovy tenzory napéti

Prvni Piola-Kirchhoffiv tezor napéti P je definovan nasledujicim vztahem:

PFT = Jo

kde J = det (F) . Je také zajimavé védét, ze protoze P je matice rotace, tedy
(Q) =1, plati:

J* =det (F*) = det (QF') = det (Q) det (F') = det (F)

S vyuzitim vyse odvozenych identit miizeme psat:

P* (F*)T — J*o*
P*(QF)" = JQoQ"
P*FTQT — QJO.QT
P*FTQT = QPFTQT
P*=QP

Ll
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Tim je dokazano, ze prvni napéti Piola-Kirchhoff je objektivni. Podobné jako v
pripadé deformacniho gradientu je tento tenzor druhého fadu dvouvektor a trans-
formuje se jako vektor.

Tenzor druhého napéti Piola-Kirhhoff § = F~1P je také objektivni a transfor-

muje se jako skalarni pole. To miize byt jednoduse dokazano:

S*=(F)'P*=(QF) 'QP=F'Q'QP=F'P=S§

Bylo ukazano, ze tenzory napéti o, P a S jsou objektivni. Jsou tedy vhodné pro
popis odezvy materialu a konstitutivnich vztahii, protoze jsou nezavislé na pozoro-

vateli.

Objektivni toky napéti

Bylo ukazano, ze i kdyz vektorové pole posunuti S je objektivni, vektorové pole
rychlosti 4 objektivni neni. Objektivni vektor u* = Qwu a objektivni tenzor A* =
QAQ" obvykle nezachovavaji svoji objektivitu pii derivovani podle ¢asu, jak je

ukéazano nize:
o = Qu+ Qu

A*=QAQ" + QAQ" + QAQ"
7 divodu zachovani objektivity byly zavedeny tzv. objektivni toky, coz jsou

modifikované materidlové derivace podle ¢asu. Nez ukazeme nékteré objektivni toky,

pripomenme nékteré jiz diive uvedené veli¢iny. Prostorovy gradient rychlosti

L=FF'1=D4+W

kde rychlost deformace D je symetricky tenzor a spin W je antisymetricky
tenzor. Pro dané L jsou D a W jednoznacné urceny. Eukleidovska transformace

prostorového gradientu rychlosti muze byt napsana takto:

L* = F*(F*)"
- gQF +QF) (QF)™
QF +QF) F'Q"
= QFF'Q" + QFF'Q™!
=QQ" +QLQ™
=02+ QLQ™!
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dosazenim L = D + W, L* = D* + W* a Q = QQ7 ziskdme nésledujici

rovnice:
Q=W*Q—-QW

Q'T _ —QTW* + WQT

Dosazenim téchto vysledkia do diive uvedeného vyrazu pro @* dostaneme

u* = Qu + Qu
=(W*Q—-—QW)u+ Qu
=W*u*x —QWu + Qu*

— (4 — Wu)* = Q (it — Wu)

—u* = Qu

kde korotac¢ni tok objektivniho vektorového pole u je definovano

u=u—Wu

a reprezentuje objektivni veli¢cinu. Podobné, s pouzitim vyse uvedenych vztahi,

miuizeme ziskat korotacni tok objektivniho tenzoru druhého radu A.

(A-WA+AW) =Q(A-WA+AW)Q"
— A* = QAQT

A je korotac¢ni tenzor druhého radu definovany vyrazem

A=A -WA+ AW

Tento objektivni tok je znam jako Jaumann-Zarembiv tok a je casto vyuzivan
v teorii plasticity. Je mozno odvodit mnoho dalsich objektivnich toki. V mechanice
kontinua jsou objektivni toku dilezité z toho divodu, protoze jsou pozadovany pro
konstitutivni modely, které jsou vyjadreny derivacemi napéti, nebo deformace podle

casu, aby byly nezavislé na pozorovateli.

Jaumanniv tok napéti
Jaumanniiv tok Cauchyho napéti o je dan vztahem

D
V27 W.g—o-WT
Dt

W je spin.
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Konstitutivni vztah potom mtizeme napsat ve tvaru
v/ =C"7 . D

Truesdelluv tok napeti

Truesdelliv tok Cauchyho napéti je dan vztahem

D
chT:D—Ctr—l—div(v)cr—L-cr—cr-LT

V rovnici je L gradient rychlosti dany rovnici a div (v) = V - v je divergence

vektoru rychlosti. Konstitutivni rovnice potom bude mit tvar
CTVT — CO’T D

Energeticky konjugované miry deformace a napjatosti

Energie a prace jsou skalarni veli¢iny nezavislé na souradném systému. Princip vir-

tudlni prace, ktery je dan vztahem

SW = Wt 4 §Wet =

musi platit pro jakoukoliv volbu miry deformace. Toto vSak je splnéno tehdy,
jestlize k prislusné mire deformace je prirazena prislusné, energeticky konjugovany,
mira napjatosti. Virtualni prace vnittnich sil je totiz ddna soucinem tenzoru napja-

tosti a prirtstku deformace. Da se ukazat, ze plati

SWint — s:aEdﬂoz/azaédQZ P:Voudd—= [ T:6UdY
Q Qo Qo

Qo
Energeticky konjugované dvojice napéti a deformace tedy tvofi v prvnim piipadé
Green — Lagrangeuv tenzor deformace E a druhé napéti Piola — Kirchhoff S (oba
tenzory jsou definovany v materidlovych soufadnicich, tj. v puvodni konfiguraci). Ve
druhém pripadé tvori energeticky konjugovany dvojici dvojice tenzort definovanych
v bézné konfiguraci. Jedna se o linearni ¢ast Euler — Almansiho tenzoru deformace
tedy tzv. infinitezimalni tenzor deformace definovany v prostorovych souradnicich é

a Cauchyho tenzor napéti o.

e =3(Eesr) = (B %)
(F—I)-F'+F 7T (F'-1))
(=P 1) 1 ()

1
2
1
2
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V odvozeni byly pouzity vztahy

u=x— X

ou _ Oz _ T — | _
a—XT—aXT I=F—-1
u” _ 9z _ 1 _ pT _
X — 00X I=F I

Prvni dvé energeticky konjugované dvojice uvedené v rovnici pro dW™ maji
v geometrické nelinearité, tj. formulace ,,total Lagrangian®, kterd je plné definovana v
materidlovych souradnicich a deformace i napjatost je vztahovana k ptvodni, tj. tedy
nedeformované konfiguraci a formulaci ,,updated Lagrangian®, ktera je definovana v
prostorovych souradnicich a deformace i napjatost je vztahovana k posledni zndmé
konfiguraci (tj. k bézné konfiguraci). U konceptu ,total Lagrangian“ je tedy uzivan
Green — Lagrangetv tenzor deformace E a druhé napéti Piola — Kirchhoff Sa u
konceptu ,updated Lagrangian“ je uzivan Euler — Almansiho tenzor deformace e,
resp. jeho linearni cast é a Cauchyho tenzor napéti o .

Je mozné urcit i jiné energeticky konjugované dvojice napéti a deformace, ale
jejich vyznam je mensi. Napt. pro prvni napéti Piola —Kirchhoff P je energeticky
konjugované mira deformace dana vyrazem F' — I = Vyu. Pro korotacni napéti
& je energeticky konjugované infinitezimalni tenzor deformace & (linearni ¢ast Fu-
ler—Almansiho tenzor napjatosti), ale transformovany do stejnych soutadnic jako &,
tedy R - é- R.

V literature jsou ¢asto uvadény vztahy, které misto s deformaci pracuji s rychlosti
deformace, tj. derivaci deformace podle casu. Potom mutzeme pro vykon vnitfnich
sil napsat vztahy pro nékteré vykonové konjugované pary tenzorti napjatosti a de-
formacnich rychlosti.

Wit = [0 S EdQ = [qo: 22dQ = [0 : DdQ =
Jo, P FdQy = 6 : DdQ = [, TT: UdSy

U vztahu s tenzorem P bylo uvazeno, ze plati

or _
ot

D je rychlost deformace transformovana do stejnych souradnic jako korotacni

0

napéti . Ve vyse uvedené rovnici je vyuzito rovnosti

De

= _-D
Dt
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kterou lze snadno dokazat. Infinitezimélni tenzor deformace je v bézné konfigu-

"_l 8_u+8_'ll,T
¢ =o\oz " ox

Ze zakladniho pozadavku nezavislosti energie a prace na souradném systému a

raci definovan vztahem

zvolené mire napjatosti jsme definovali energeticky konjugované dvojice mér defor-

mace a napjatosti.

1.1.5 Dvé formulace geometrické nelinearity v MKP

V mechanice téles obvykle pouzivime Lagrangeovské sité. Pii diskretizaci jsou pak
mozné dveé formulace tlohy podle toho v jaké konfiguraci télesa je iiloha popsana. Je-
li dloha formulovana v bézné konfiguraci télesa (tedy v prostorovych souradnicich)
jednd se o formulaci ,updated Lagrangian®“ a je-li iloha formulovana v referencni
(puvodni) konfiguraci (tedy v materidlovych souradnicich) jednd se o formulaci ,,to-
tal Lagrangian®. Ve formulaci updated Lagrangian jsou derivace provadény v prosto-
rovych (Eulerovskych) souradnicich a integraly jsou provadény na deformovaném té-
lese (na ,bézné“ konfiguraci). Ve formulaci total Lagrangian jsou derivace provadény
v materidlovych souradnicich a integruje se na pocateéni (referencni) konfiguraci (na

nedeformovaném télese).

V mechanice téles pouzivame téchto zakladnich rovnic:

Zakon zachovani hmoty

Zakon zachovani hybnosti (linedrni i thlové)

Zékon zachovani energie

Konstitutivni rovnice, tj. vztahy mezi deformaci a napjatosti

Geometrické rovnice, tj. vztahy mezi pretvorenim a posunutim.

Prvni skupinu rovnic tvori zakony o zachovani dobte znamé z fyziky a dalsi
skupina vyjadiuje vlastnosti standartniho Boltzmannova continua a nemé charakter
prirodnich zékoni.

Na téchto rovnicich stoji celd mechanika téles. Popisme si nyni podrobnéji obé

formulace nelinearity v MKP.

Formulace na bézné konfiguraci (updated Lagrangian)

Formulace zakladnich rovnic
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Zakon o zachovani hmoty

Tento zakon urcuje, jak se méni hustota télesa v zavislosti na deformaci.

(x) = po (X) _ Po (X)
det(F) J

kde po je puvodni hustota (na referencni konfiguraci)

p je bézna hustota (na deformovaném télese)

Plati totiz. dQ2 = JdQg, dm = pdQ) a dmg = pydSly. Dosadime-li tyto vztahy
do pozadavku na rovnost hmot , dostaneme vyse uvedenou rovnici pro zakon o
zachovani hmoty.

Zakon o zachovan hybnosti

a) Zéakon o zachovani linearni hybnosti

V.-o+ f=pd=pi

kde ¥ = i je vektor zrychleni daného bodu télesa.

V - o je prostorova divergence Cauchyho napéti

f = pb — f; je vektor objemovych sil véetné tlumicich sil

b je nejcastéji vektor gravitacniho zrychleni

fa je vektor objemovych tlumicich sil, je-li tlumeni pouze viskézni, potom bude
vektor tlumicich sil dan vztahem f; = cv, kde ¢ je soucinitel viskézniho tutlumu.

Potom miize byt rovnice pro zakon o zachovani hybnosti prepsana takto:

V.o +pb—cv=pv

b) Zékon o zachovani tocivosti (tthlové hybnosti)
Tento zakon generuje pri zanedbani setrvac¢nych sil momentové podminky rov-

novahy a také z néj plyne symetrie tenzoru napjatosti o

g =0

Tato rovnice vyjadiuje znamou vétu o vzajemnosti tangencialnich napéti (o;; =
o jl)

Zakon o zachovani energie

Tento zakon v mechanice téles znamena, ze rychlost zmény celkové energie té-

lesa je rovna sou¢tu vykonu vnitinich sil D : o (ktery je roven vykonu zatizeni),

tepelného toku a vykonu zdroje energie. Zanedbame-li zdroje tepelné energie potom
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zakon vyjadruje skutecnost, ze rychlost zmény hustoty potencialni energie je dana

rozdilem vykonu zatizeni a rychlosti disipace.

Juw™=D:0—-V -q
w™ je rychlost zmény hustoty potencidlni energie vnitinich sil (hyperelastického

potencidlu) na puvodni konfiguraci (S = g—g)
D je tenzor rychlosti deformace dany vztahem

1 . Deé
D=_(L+L")=F" . E-F'="
3 (E+27) D

kde L je gradient rychlosti

_av_w

L=~ —
ox

gje vektor tepelného toku (upozornujeme, ze divergence V-q je skalar). Nenulovy
tepelny tok se projevi nenulovym vektorem tlumicich sil f;v pohybové rovnici. Pro
viskézni tlumeni bychom mohli prepsat rovnici pro zakon o zachovani energie prepsat

takto
Ji'™ =D : o — cv'v

Konstitutivni rovnice
Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi napétim a deformaci na bézné konfiguraci

télesa (na deformovaném télese)

oc=o(eo,..)

V prirtistkové formé je mozno vztah linearizovat

do =C°°(e,t):de

Ve Voigtové notaci muzeme napsat prirustkovou formu konstitutivni rovnice

takto:

d{o}=[C"(et)]d{e}

C’¢je tecny modul materidlu ze vztahu mezi Cauchyho tenzorem napjatosti a

Euler-Almansiho tenzorem deformace (jedna se o tenzor 4. fadu).
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Nejobecnéji mizeme konstitutivni rovnici napsat v infinitezimalni (rychlostni)

formé

oV =8°(D,o,K...)

8P je funkce zdvisla na Cauchyho napéti rychlosti deformace a p¥ipadné i dalgich
proménnych

oVje néktery objektivni tok napéti.

Pro sirokou tiidu tzv. hypoelastickych materiali mtizeme psat linearni zavislost

mezi rychlosti napéti a deformace

oV =C°:D

kde oV je néktery z objektivnich toki napéti a C je tenzor modulii pruznosti,
ktery je pro dany objektivni tok napéti definovan. Takto mizeme psat napr. pro

Jaumanniv tok napéti

oV/=C": D

nebo pro Truesdelltv tok

ocV'=C°". D

Geometrické rovnice (mira deformace)

e:%(I—F‘T-F‘l)

Ve formulaci updated Lagrangian se pouziva Euler—Almansiho tenzor deformace

e definovany na deformovaném télese.

Diskretizace MKP pro formulaci na bézné konfiguraci (updated Lagran-
gian)

Diskretizace je zde definovana na deformovaném télese (). Je-li definovan vztah mezi
virtualnim prirustkem Euler — Almansiho tenzoru deformace zapsanym ve Voigtové
notaci 0 {e} a virtualnim piiristkem vektoru parametri deformace dd v bézné kon-

figuraci.

s{e} =B-id
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potom miize byt dilezity vektor vnittnich uzlovych sil poéitan podle vzorce
Fint = / BT {o}d0
Q

Tento vzorec ma fundamentalni vyznam pro Newton-Raphsonovu metodu reseni
soustavy nelinearnich algebraickych rovnic, stejné jako pro explicitni a implicitni

metodu pri feSeni piimé integrace pohybovych rovnic.

Tetna matice tuhosti

Tecéna matice tuhosti charakterizuje béZznou tuhost v daném okamziku, tedy re-
spektujici zménu geometrie, tecnou tuhost materialu i vliv napjatosti v daném oka-
mziku. NapiSeme-li soustavu nelinearnich rovnic pro deformacéni variantu MKP ve

formé

K(d)-d=f

je K tzv. seCnova matice tuhosti. V prirastkové formé bychom rovnici mohli

napsat takto:

Kr (d(i)) . 5d(i+1) _ (Sf(i""l)

kde d+Y se vypodita postupnou sumaci

di+) = g 4 §q0+D)
K1 je tefnd matice tuhosti, kterou v bézné konfiguraci dVmizeme definovat
takto :
Kr=K, + K,

Uvedme zde algoritmy vypoctu obou slozek tec¢né matice tuhosti. Zduraznéme,

ze prislusné integrace jsou provedeny na bézné konfiguraci €2.
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Tecna materialova matice tuhosti Ky,

Ky = /Q BT [C” (e, )] BdQ

B je matice prostorovych derivaci bazovych funkei, [C7] je tecnd konstitutivni
matice pro formulaci v bézné konfiguraci, tedy presnéji teény tenzor pruznosti ma-

terialu definovany pro danou objektivni miru napéti zapsany ve Voigtové notaci.

Tecéna geometricka matice tuhosti K,

Standartni algoritmus vypoc¢tu geometrické matice tuhosti

Uvedme obecny algoritmus vypoctu geometrické matice tuhosti (v angli¢tiné se
také pouziva nézev ,stress stiffness matrix“, nebo také ,initial stress matrix®) ve

formulaci updated Lagrangian.

Necht plati nasledujici vztah pro kazdou slozku u; vektoru posunuti wu:

n
U = Z Nattiq
a=1

kde je hodnota posunuti u; v uzlu a a n je pocet uzli prvku

Definujme matici IN takto:

N =[NMI, oI, ..., NI

Kde I je jednotkova diagonalni matice fadu 3x3 (3 je zde dimenze tlohy). Potom

miize byt napsan nasledujici vztah pro vektor posunuti:

u=N -d
kde d je vector parametri deformace prvku obsahujici vsechny slozky u;, v ta-
kovém usporadani, ze pro kazdy uzel a jsou uvedeny vsechny slozky wu;.
Definujme matici g, obsahujici prvni derivace bazovych funkei pro bod a podle

prostorovych souradnic.

ON No o1
9o = Ozl @I = Na7yI
N, .1

a matici G, kterd se sklada ze submatic g,.

ON
G=—"= ) Ger s G
8ZET [91>92> » 9 g]



1.1. GEOMETRICKA NELINEARITA 42

Déle definujme matici ¥ vynasobenim kazdého ¢lenu Cauchyho tenzoru napja-

tosti jednotkovou diagonalni matici.

Opal Ogyl 0,1
Y=0o®I= oyl o0y 1

Sym. 0.1
Operator ® oznacuje Kroneckeruv (tenzorovy) maticovy soucin.

Jeslize stav napjatosti neni zanedbatelny, miize byt potencialni energie vyjadiena

nasledujicim vztahem:

ONT _ON

ou” ou
I—Q——T — = -d"
H 3 )0 0w (o® )8 d d o 9a EadeQd dKUd

o

Kde K, je geometricka matice tuhosti prvku vyjadrena vzorcem:

K, /8NT T = /GTEGdQ

Integrace je provedena na deformovanem télese 0 (tzv. béznd konfigurace) a

derivace jsou provedeny podle prostorovych souradnic.

Slozka (submatice) geometrické maticetuhosti pro vztah mezi uzly a a b muze

take byt definovana v nasledujici maticové notaci

Koo = /Q (VN, - oV N,)I dQ

nebo v indexové notaci

ON, ON,
Q 8{L’k 8 X

Podobna formulace plati take pro geometrickou matici ve formulaci total Lagran-

Koapij = ——6;;dQi,j =1,2,3

gian, ale Cauchyo tenzor napjatosti musi byt nahrazen druhym napétim Piola-
Kirchhoff, integrace musi byt provedena na nedeformovaném télese a derivace musi

byt provedeny v materialovych souradnicich.

Formulace na referencéni konfiguraci (total Lagrangian)

Vzhledem k tomu, zZe vlastni feSeni tloh souvisejicich s diplomni praci bylo prova-
déno ve formulaci updated Lagrandian, tak uvedme algoritmy pro formulaci total

Lagrangian jen velmi strucné.
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V této koncepci jsou derivace provadény v materidlovych souradnicich a integraly
jsou provedeny na nedeformovaném télese (na referencni konfiguraci). Zakladni rov-

nice jsou na referencni konfiguraci formulovany nasledovneé:

Zakon o zachovani hmoty
pJ = po

Zakon o zachovani hybnosti

a) Zakon o zachovani linearni hybnosti :

Vo N+ fo = poti

kde i je vektor zrychleni daného bodu télesa.

Vo - N je materialova divergence nominalniho napéti

fo = pob + cg je vektor objemovych sil v materidlovych soutadnicich
b je nejcastéji vektor gravitacniho zrychleni

coje vektor objemovych tlumicich sil na ptvodni konfiguraci

Pr1i zanedbani setrvacnych sil se rovnice redukuje na rovnici statické rovnovahy

VO'N+pob:0

Pripomenme, ze Vj je materialova divergence a i vektor zrychleni.
b) Zékon o zachovani tocivosti :
F.-N=N".F"

nebo také

S =587
Dtsledkem tohoto zakona je tedy symetrie tenzoru S.

Zakon o zachovani energie
W™ =FT N -V, -q

a=JF"gq

w™je rychlost zmény hustoty potencidlni energie vnitinich sil (hyperelastického
potencialu) gje vektor tepelného toku v prostorovych souradnicich qq je vektor tepel-
ného toku v materialovych souradnicich V- qg je materialova divergence tepelného
toku
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Tedy pri zanedbani zdroje energie zakon vyjadiuje skutec¢nost, ze rychlost zmény
potencialni energie je dana rozdilem vykonu zatiZeni (ktery je roven vykonu vnitinich

sil FT - N) a rychlosti disipace (tj. iniku energie ve formé rozptyleného tepla).

Konstitutivni rovnice
Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi druhym napétim Piola — Kirchhoff S a Green

— Lagrangeovym tenzorem deformace E.

S=S(E,..)

V prirtistkové, linearizované formé lze konstitutivni vztahy napsat takto :

68 = C°F . §E

nebo ve Voigtové notaci

{8} = [C*F| 6 {E}

CF a [CSE} je tecna materidlova tuhost v tenzorovém, resp. Voigtové zapisu
vyjadiena na referencni konfiguraci.
Pro infinitezimalni priristky prejde vztah do rychlostni formy , ve které je linea-

rizace nezavadnd a pro hypoelastické materidly mtizeme napsat konstitutivni rovnici
S=C: FE
C*F je tenzor tecné tuhosti materilu.

Geometrické rovnice (mira deformace)
Ve formulaci na referen¢ni konfiguraci je jako mira deformace pouzivan Green —

Lagrangetuv tenzor deformace E.

E=(F"-F-1I)

DO =

1.2 Materialova nelinearita

1.2.1 Jednoosa napjatost

Pro uvedeni do problematiky uvazme nejdiive pripad jednoosé napjatosti. Méjme
prut o pocatecni délce Iy a pocatecni prurezové plose Ay . Zatizime-li prut osovou

silou F dostaneme nominélni (inzenyrské) napéti N, = P, = Aio (totozné s prvnim
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napétim Piola - Kirchhoff pro 1D). Inzenyrské (linedrni) deformace je definovana

vztahem
— l_
= ZO =

kde 4l je protazeni prutu a A, je roztazeni prutu (stretch)\, = %

€ A — 1

Px

Obr. 1.7: Vztah mezi inZenyrskou deformaci a inzenyrskou napjatosti

Alternativné muze byt odezva také vyjadiena ve vztahu ke skuteCnému napéti.

Skutecné (Cauchyho) napéti je ddno vyrazem

Op = —

A
kde A je bézna plocha, tj. proménnd v prubéhu roztahovani prutu. Alternativni
mira deformace je odvozena uvazenim priristku deformace jako zmény délky na
jednotku bézné délky, tj.

!
Ep = dl =In <i> =1In\,

lo n lo
Deformace ¢, je nazyvana logaritmicka, nebo také skutecna, deformace.
Prurezova plocha A se bude béhem protahovani prutu ménit. Je mozno ji vyjadrit
nasledujicim vztahem :

C JAlde T A

A
l Az
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&n

Obr. 1.8: Vztah mezi skutecnou napjatosti a skutec¢nou deformaci

J je Jakobian transformace mezi poc¢atecni a béznou konfiguraci. pro Cauchyho
napéti mizeme potom psat
F F
— =N =NJ P,
A JA

Vztah mezi deformacemi a napétim miuze byt zavisly na rychlosti deformace, ale

Op =

zde se omezme na material, ktery je na rychlosti deformace nezavisly.

Ve vztahu mezi napétim a deformaci nebylo zatim uvazovano odlehc¢ovani.

Ukazme si, jak miize tento vztah vypadat pri odlehcovani pro rizné typy ma-
teriali. U dokonale pruzného materidlu je k¥ivka vztahu mezi napétim a deformaci
pri zatézovani i odlehcovani totozna (obr. (a)).

Pro pruznoplasticky material je sklon kiivky pri odlehcovani typicky stejny jako
linedrni (pocétecni) ¢ast kiivky pri zatézovani (obr. (b)). Materidl, ktery je pri zaté-
zovani porusen mikrotrhlinkami se pti odlehcovani mize vratit do ptivodniho tvaru,
kdyz se trhlinky uzaviou (obr. (c)). Obecny material mize byt kombinaci téchto
idedlnich pripadu (obr. d)). V dalsim se omezime jen na pruzny material, nezavisly
na rychlosti deformace.
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P P
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

& &

(a) a) pruzny (b) b) pruzny s mikrotrhlinami

X P
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

& &

(¢) c) pruznoplasticky (d) d) obecny

Obr. 1.9: Pracovni diagramy rtznych materiali pii zatézovani a odlehcovani
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Jednoosa nelinedrni pruznost

Pro nelinearni pruzny material pii jednoosé napjatosti mize konstitutivni vztah byt

napsan jako

or =5 (Ez)

kde o, je Cauchyho napjatost a e, je inZenyrské (linedrni) deformace. Je pred-
poklddéano, ze s(g,) je monoténné rostouci funkce . Pripad j?i < 0 by indikoval
materialovou nestabilitu.

Jak jiz bylo Teceno, u pruzného materialu je odlehcovaci kiivka na pracovnim
diagramu totozna se zatézovaci kiivkou, coz implikuje skutecnost, Zze nedochazi k
zadné disipaci energie pti deformaci. VSechna préce vynalozena na deformaci télesa
je v télese uchovana ve formé potencialni energie pruzné napjatosti. Existuje tedy

potencionalni funkce , pro kterou plati, ze

dw (&)
de,,

kde w (e,) je hustota potenciondlni energie pruzné napjatosti télesa. Z rovnice

plyne

o =5 (e,) =

dw (g,) = 0,de,

coz po integraci da vztah pro hustotu energie pruzné napjatosti.

Ex
w:/ Opde,
0

Pro nejjednodussi pripad linearné pruzného télesa v 1D plati Hooktuv zakon

o= FEe

Pro potencidlni energii mizeme napsat:

e e 21" 1,
w:/adsz/EsdszE— = —Ee
0 0 20 2

Derivaci potencialni energie podle pretvoreni je napjatost
ow B 0 (%Ei‘fz)
de Oe

Hustota energie w je obvykle konvexni funkce deformace, tedy plati, ze

=Fe=0
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w'

a)

wi&)

Obr. 1.10: Srovnéani funkci w a s pro stabilni materidl [a) Konvexni funkce w; b)

Pracovni diagram)]

V pripadé, ze funkce w neni konvexni jedna se o deformacni zméknuti materialu

a jeho nestabilitu (;i—sz < 0).

Obr. 1.11: Srovnani funkci w a s pro nestabilni material [a) Nekonvexni funkce w;

b) Odpovidajici pracovni diagram|
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Zobecnéni pruznosti na velké deformace, je mozno pro jednoosou napjatost pro-
vést jednoduse. Je pouze nutné zvolit geometricky nelinearni miru deformace a k ni
energeticky konjugovany miru napjatosti.

Pokud zvolime Green — Lagrangeovu miru deformace a druhé napéti Piola —

Kirchhoff ; mizeme psat

ow

S = OF,

1.2.2 Obecna napjatost

Zde muzeme prezentovat obecnéjsi konstitutivni vztahy. Vzhledem k existenci rtiz-
nych mér deformace a napjatosti je také mozno stejné konstitutivni vztahy napsat

riznymi zpusoby.

1.2.3 Saint Venantuv — Kirchhoffuv material

Rada inZenyrskych aplikaci vede na malé deformace ale velké rotace (napt.rybaisky
prut). Odezva takového materidlu mize byt modelovana jako jednoduché rozsiteni
linearniho zakona pruznosti nahrazenim inzenyrské deformace Green — Lagrangeo-
vym tenzorem deformace a napjatosti druhym napétim Piola — Kirchhoff (PK2).

Mizeme tedy psat.

Sij = Ciji B

nebo v tenzorovém zapise

S=C:FE

Pro tenzor 4.radu C plati symetrie

Cijkt = Cjitr = Cijik

Saint — Venanttiv — Kirchhoffiv material je nezavisly na draze a ma tedy pruzny

energeticky potencidl. Vyraz pro hustotu energie mizeme napsat nasledovneé:

S

Napéti je dano vyrazem

ow

% = 38,
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nebo v tenzorovém zapise

ow

OF

Hustota energie w je nezdporna (w > 0) a je rovna nule je pro E = 0.

S:

C je pozitivné definitni tenzor 4.radu.
Hladkost potenciondlu w (spojitost C1) implikuje symetrii tenzoru C.
Matice pruznych konstant ev. tecné materialové tuhosti jsou obvykle zapsany ve

Voigtové notaci

{S} =[CI{E}
Symetrie C;j = Clyi; implikuje symetrii matice [C] , takze pro 3D plati

St I Cnu Ci C Cy Ciz Cy En
Sag Coy Cyz Cyy Co5 Oy Eoo
S33 Cs3 O34 O35 Cse Es3
Sa3 Cu Cuis Cys 2FE03
S13 sym Css Css 2FEq3
S12 L Ces | | 2E12

Pro obecny anizotropni Kirchhoffiv material tedy matice [C] obsahuje 21 nezé-

osami X7, X5, X3 je mozno konstitutivni vztah napsat v jednodussi formé

Si (Cn Ciy Gz 0 0 0 ][ En
Sa2 Cy Coy 0 0 0 Ey
Ss3 Cs3 0 0 0 Ess
So3 Cy O 0 2FEy3
Si3 sym Css 0 2F 3
S1a I Ces | | 2E12

vislych konstant. Pro ortotropni material s hlavnimi osami ortotropie totoznymi s

1.2.4 Hyperelastické materialy

Pruzny material je takovy material pro ktery je napéti jednoznacné urcéeno defor-
maci. Pruzné materidly, pro které je prace nezavisla na draze, nazyvame hyperelas-
tické. U téchto materidlii je mozno napéti ziskat derivovanim hustoty potencidlni

energie vnitinich sil w podle deformace. Plati pro né vztah

ow (E)
OE
Saint Venantiv — Kirchhoffiv materidl patii mezi hyperelastické materialy.

S:
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Pro linearizovanou fo