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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva numerickym fesenim systémt obyc¢ejnych diferencialnich
rovnic. V praci jsou nejprve zavedeny a popsany jednotlivé numerické metody urcené
k Teseni diferencidlnich rovnic, poté je vysetfovana jejich stabilita. Hlavnim cilem je ana-
lyza tuhosti vybranych systémt diferencialnich rovnic, vybér vhodné numerické metody
a nasledné feseni v prostiedi MATLAB.

Summary

This bachelor’s thesis deals with numerical solution of ordinary differential equations.
The first part of the thesis introduces and describes the numerical methods for ordinary
differential equations. The next part is about stability of numerical methods. The aim
of the thesis is to analyze the stiffness of the systems of differential equations, select a
suitable numerical method and solve the systems in the MATLAB.

Kli¢ova slova
obycejné diferencialni rovnice, numerické feseni diferencialnich rovnic, stabilita, tuhé sys-
témy
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1 Uvod

Mnoho diferencialnich rovnic neni feSitelnych analyticky nebo je jejich feSeni prilis ca-
sové narocné, proto se resi numericky. Pfi studiu numerickych metod uréenych k feseni
soustav diferenciadlnich rovnic se miizeme setkat se soustavami, jejichz feseni explicitnimi
metodami je téméf nemozné. Tyto soustavy oznacujeme za tuhé (anglicky stiff systems
of differential equations). Hlavnim cilem této prace je analyza vybranych numerickych
metod a studium tuhych systém.

Prace je strukturovana nasledovné. Druha kapitola uvadi teoreticky zaklad obycejnych
diferencialnich rovnic. Tteti kapitola je vénovana studiu numerickych metod urcenych
k jejich Teseni. Ve ¢tvrté kapitole analyzujeme stabilitu vybranych numerickych metod.
V kapitole paté se seznamime s prostiedim MATLAB. Posledni ¢ast je zaméfena na cha-
rakterizaci tuhych systému. Dale se v ni Tesi tuhé problémy z fyzikalniho a chemického
prostiedi a hleda se vhodna metoda jejich feseni. Soucasti prace je CD, na kterém nalez-
neme skripty k jednotlivym tloham.



2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

2 Obycejné diferencialni rovnice
Pocatec¢ni ulohou obycejné diferencialni rovnice n-tého fadu (ODRn) rozumime rovnici

y™ = f(z,y,9,y", ...,y V), (2.1)

s podminkami

y(@o) =m0, Y () =m, Y'(xo)=m, .. , YV wo) =, (2.2

kde funkce f je definovand na oblasti G C R"™™ [zg,70,...,7.-1] € G, f : G — R,
y*) znadi k-tou derivaci funkce y(z). ReSenim pocatecni tilohy na intervalu / rozumime
nalezeni funkce y(x), ktera je spojitd, ma spojité derivace do fadu n, vyhovuje diferencialni
rovnici ve vSech x € I a vSem pocatecnim podminkam.

Specidlné pro n = 1 ziskdme oby¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fadu (ODR1) zadanou
rovnici a jednou pocatecni podminkou

y/ = f(l’, y)> y(l’o) = Yo- (23)

Pocatecni tlohou pro soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho fadu chapeme systém
rovnic
A
Yy = fl(x>y1>y2> s >yn)>

yé = fQ(x,yl,?JQ, cee ,yn)>

y;L = fn(x> Y1,Y2, - - >yn)>

pricemz y; = y;(x), doplnény o n pocateénich podminek

yi(xo) = m;, i=1,...,n.
Ulohu mtzeme zapsat ve vektorovém tvaru

y =f(z,y),  y(zo)=yo, (2.4)
yl(x) fl(x>y1>y2>"'>yn) 771(517)
yQ(x) f2(x>y1>y2>"'>yn) 772('17)
y = . ) f(x>Y) = . y Yo = .
yn(x) fn(x>y1>y2>>yn) 77n(517)

Véta 2.1. KazZdou obycejnou diferencidlni rovnici n-tého tddu (2.1) s pocdatecnimi pod-
minkami (2.2) definovanou na intervalu I lze prevést na soustavu n diferencidlnich rovnic
pruniho Tadu na stejném intervalu.

Dikaz. Oznaéme yi=vy, yo=1v, ys=9", ..., yo = y™ 1 pak

/

hn = Yo,
yé = Y3,
yé = VYa,
y;L—l = Un,
Yn :f(x>y1>y2>"'>yn)-



2.1. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST

Timto jsme ziskali soustavu n obycejnych diferencialnich rovnic prvniho radu s poca-

te¢nimi podminkami 1 (zo) = Mo, ¥2(0) = M1, - -+, Yn—1(T0) = M2, Yu(T0) = Nn_1. Po-
znamenejme, Ze prvni slozka systému y(x) je za téchto pocéatecnich podminek feSenim
pocétecni tlohy (2.1) (2.2). O

Vzhledem k tomu, Ze numerické metody jsou formulovany pfedevsim pro pocatecni
ulohy systému ODR 1. fadu, méa tato véta zasadni vyznam pro feSeni tloh s rovnicemi
n-tého radu. Jak bude ilustrovano i na prikladech, fada problémi z technické praxe je
primarné modelovana rovnicemi vyssich radi.

2.1 Existence a jednoznacnost

Uvazujme tlohu (2.4). Budeme vysetfovat, zda feseni ulohy existuje a za jakych podminek
je urceno jednoznac¢né. Nejprve musime zadefinovat nasledujici pojem.

Definice 2.2 (Lipschitzovsky spojita funkce). Funkci f : I C R” — R nazveme lipschi-

tzovsky spojitou v proménné xy, jestlize pro vSechny pevné zvolené xq,xs,...,Tr_1,
Tkil, - - -, Ty IL > 0 takové, ze pro kazdé a, 8 v okoli x plati
|f(l’1,. <oy Th—1, Q Tht 1, - - - ,l’n) - f(xlw .- ,$k_1,6,$k+1,. e ,l’n)| < L|Oé - 6|

Véta 2.3 (Peanova véta). UvaZujme pocdatecni ulohu (2.4). Jsou-li vsechny funkce f; i =
1,2,...,n, spojité v okoli bodu (x9,yo), pak md uloha (2.4) v okoli xy aspon jedno Tesent.

Véta 2.4 (Picardova véta). Jsou-li spinény predpoklady predchdzejici véty a vsechny slozky
fi,i = 1,2,...n jsou lipschitzovské v proménnych y;,i = 1,2,...,n v okoli (zo,y0), pak
md uloha (2.4) Teseni urcené jednoznacné.

Picardova véta je silnéjsi nez Peanova véta, nebot nam zarucuje jednoznacnost feseni.
Dikaz vét muzeme nalézt v [3].



3. NUMERICKE METODY RESENI ODR

3 Numerické metody reseni ODR

V této casti se zaméfime na popis numerickych metod urcenych k feSeni pocatec¢nich tiloh
obycejnych diferencialnich rovnic. Zakladni zdroje pro tuto kapitolu jsou [1], [2], [4] a [8].

Pfi numerickém feseni pocate¢ni tlohy (2.4) hledame pftiblizné hodnoty y(x) v bodech
Tn,n=0,1,...,q, které dostatecné husté pokryvaji interval (a,b). Zavedeme déleni

a=20< T << Ty <Tg=b

intervalu (a,b). Body x, oznacme uzly, délka kroku h, = z,+1 — x, > 0 je vzdélenost
dvou sousednich uzld. Je-li déleni intervalu takové, ze vSechny délky krokt jsou stejné, tj.
hn, = h = (b — a)/q, nazveme déleni rovnomérné a index n vynechavame. Déale ozna¢me
y» jako aproximaci presného feseni y(z,) v bodé z,,.

Numerickd metoda je algoritmus pro vypocet pribliznych hodnot y,ys2,ys,... ze za-
dané rovnice a pocatecnich podminek. Numerickou metodu nazveme jednokrokovou, jest-
lize pro vypocet y,i1 je zapotfebi pouze predchazejici hodnota y,. Potifebujeme-li pro
vypocet y,11 vice nez jednu predchézejici uzlovou hodnotu, oznac¢ime metodu jako wvice-
krokovou. Metoda je explicitni, jestlize pro vypocet y,, .1 mame explicitni vzore, v opacném
pripadé hovoiime o implicitni metodé.

3.1 Eulerovy metody

Eulerova explicitni metoda

Jednou ze zakladnich numerickych metod pro vypocet tlohy (2.4) je Eulerova explicitni
metoda (EE), kterou mizeme odvodit nasledujicim zpisobem. Pro pfiblizny vypocet y(x)
provedeme aproximaci f(z,y(x)) ~ f(zq,y(z0)), * € (xg, o + hg) s dostatecné malou
délkou kroku. Integraci rovnice (2.4) v mezich od o do x1 = x¢ + hg ziskame

T1
y(e) = ¥(m) + [ Hmy () = 3o+ (01— 200 y(20))
)
Jako pfiblizné feseni y; dostavame
y1 = Yo + hof (20, ¥o0)-

Proces mizeme opakovat. Obecny vztah pro Eulerovu explicitni metodu ma tvar

Yn+1 ZYn+hnf(xn>Yn)> 77,:0,1,....

Nyni si ukdzeme nékteré vlastnosti Eulerovy explicitni metody. Bude nas zajimat, za
jaké podminky je metoda konvergentni, tzn. numerickd metoda dostatecné aproximuje
presné Teseni, jak rychle metoda konverguje a jaké chyby se pfi feseni dopoustime. K
tomu vyuzijeme nasledujiciho vyrazu znamého jako Landauova notace:

Oznaéeni. Necht funkce f(x) je definovana na intervalu (a,b). Rekneme, ze f(x) €
O(h?), jestlize existuje C' > 0 takové, ze pro vSechna x € (a,b) plati |f(z)| < ChP.




3.1. EULEROVY METODY

Symbolem le,, ozna¢me lokdlni chybu. Jedna se o chybu, ktera vznika v jednom kroku.
Eulerovu metodu muzeme zapsat ve tvaru y,1 — [yn + hf(z,, yn)|] = 0. Nahrazenim yy
presnym FeSenim y(xy) a rozvinutim do Taylorova polynomu prvniho stupné ziskdme

le, = y(Tnt1) — [y(xn) + A (2, y(2n))]
= [y(2n) + hy'(z,) + O(B?)] = [y(2s) + hy'(zn)] = O(h?)

Rekneme, Ze libovolna metoda

yn-i—l:y(f>h>YO>y1>"'>yn)> 77,:0,1,...,

kde Y je formule konkrétni numerické metody, je fadu p, kdyz

Y(xn-i—l) _y(f> h>Y0>Y1>--->Yn) = O(hp-l—l) (31)

plati pro kazdou analytickou funkci f. Podobné i pro implicitni metody. Jinymi slovy
muzeme Fict, Ze metoda je Ffadu p, kdyz dava presné feseni pro kazdou polynomialni
funkci stupné nejvyse p. Rad metody nam sdéluje informaci o jeho lokalnim chovani,
mnohem podstatnéjsi budou pro nas ale informace o globalnim chovani metody. Oznac¢me
e, =y(z,) — yn globdlni chybu, ktera vznika hromadénim lokalnich chyb. Globalni chyba
Eulerovy explicitni metody je O(h) a metoda je tedy prvniho Fadu.

Definice 3.1 (Konvergence metody). Metodu prohlasime za konvergentni, jestlize pro
kazdou pocatecni tlohu (2.4) s lischitzovskou funkci a rovnomérnym délenim plati

lim max |e,| =0.
h—0+ n=0,1,...,q

Véta 3.2. FEulerova explicitni metoda je konvergentni.
Diikaz. Dikaz muzeme nalézt v [4, Theorem 1.1, s. 6]. O

Pro ilustraci aspon uvedeme obrazek 3.1 feseni rovnice y' = 5¢~*,y(0) = 0 s riznou
délkou kroku.

8
7 -
6 -
5 -
>4 F
3 —
——h=1
— h=0,5 |
2r h=0,2
— h=0,03
1L presné reseni’ i
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Obrazek 3.1: Reseni Eulerovou explicitni metodou pfi pouziti réiznych délek kroki.
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Eulerova implicitni metoda

Pouzijeme-li aproximaci f(x,y(x)) ~ f(z1,y(z1)) na intervalu = € (xo, x1), pak po inte-
graci (2.4) a upravé ziskame vztah

y1 =Yo + hof(z1,¥1), (3.2)

ktery zobecnime
Yn+1 = ¥Yn + hnf(xn—kla Yn+1)> n = 07 17 B

a dostaneme obecny tvar Eulerovy implicitni metody (IE). Eulerova implicitni metoda je
konvergentni, fadu 1 a je prakticky stejné presna jako explicitni metoda. Nevyhodou pii
pouziti implicitni metody je nutnost fesit soustavu nelinearnich rovnic, ale naopak velkou
vyhodou je jeji stabilita, kterou podrobné rozebereme v Kapitole 4. Zminénou soustavu
nelinearnich rovnic je mozné fesit Newtonovou metodou s pocatecni aproximaci y,,.

Lichobéznikova metoda

Eulerovy metody aproximuji f(z,y(x)) na intervalu (x,, z, 1) konstantou, kterou urcu-
jeme u explicitni metody z levého a implicitni metody z pravého krajniho bodu intervalu.
Pokud zvolime jako aproximaci primeér hodnot v krajnich bodech, t;.

[f(me(fEn)) + f(xn+1>Y(xn+1))}> T € (T, Tny1)

f(z,y(z)) =

N | —

ziskdme lichobézZnikovou metodu, zkracené TR (trapezoid rule), pro kterou plati

Y(@ni1) = y(a) + [ E(ry(1)dr =~
Y (@n) + 5(@ns1 — 20) [(20, ¥ (20)) + (2041, ¥ (@011))]
neboli |
Ynt1 = ¥n + §hn (£ (20, yn) + F(@n11, Yar1)]

R4d metody pfi rovnomérném déleni odvodime ze vztahu (3.1) pomoci Taylorova rozvoje

Y(@nt1) — {y (zn) + %h[f(xm y(zn)) + f(2nq1, Y($n+1))”
= {y Tn) + hy (a:n) + %hz "(xn) + O(hg)}
—{y(zn) + 30]y (2,) + ¥ (20) + hy"(x,) + O(h?)] } = O(h?).

Lichobé&znikova metoda je jiz fddu 2, je konvergentni a globalni chyba je O(h?).

3.2 Rungeovy-Kuttovy metody

Explicitni Rungeovy-Kuttovy metody

Explicitni Rungeovy-Kuttovy metody (ERK) vychazi z integrace rovnice (2.4) v mezich
Tp & Ty =2Tp+h

Tn+1 1
Voer = Yu + / £(r,y(r))dr = ya + h / E@n + b7, y(@n + hr))dr.
Tn 0



3.2. RUNGEOVY-KUTTOVY METODY

Integral mizeme nahradit sumou a ziskame obecny tvar ERK stupné s

Yoi1 = Yo+ h Y bf(@a + ¢ih,y(@, +¢h), n=0,1,....

j=1

Koeficienty by, bs, ..., bs a ¢y, o, ..., cs, které jsou nezavislé na funkci f specifikuji kon-
krétni metodu. Jelikoz ale nezndme hodnoty y v uzlech z, + cih, z, + coh, ..., x, + c.h,
musime zavést aproximace. Ozna¢me aproximace y(r, + c;h) jako &;, j = 1,2,...,s.

Polozime-li ¢; = 0, ziskdme &, = y(x,) = y,. Hlavni myslenka ERK metody je, ze kazdé
€,J =2,3,...,5,sedavyjadiit jako linedrni kombinace f(x,, 1), f(vnte2h, &), ... f(znt
cj—1h,&;_ ;). Aproximace §; miizeme urcit piedpisem

£ =Yn
& =yn+ ha2,1f(xn> €1)

€3 =Yn+ ha?),lf(xm 51) + ha372f(xn + coh, 52) (3 3)

€= Yu + 0 asyf (T + ¢ €))
Yn+1 = ¥Yn + hz:zl blf(xn + Cih>€i) ;

Matice A = (a; ;)i j=1,2,.s, Se nazyva RK matice, vektory

bl C1
b= b , €= “
b Cs

jsou RK vahy a RK uzly. Koeficienty dané RK metody se zapisuji do RK tabulky znamé
jako Butcherova tabulka, ktera je ve tvaru

c|l A
bl

Nabizi se otazka, jak vybrat vhodnou RK matici s rozumnymi véhami a uzly. Odpovéd
na tuto otazku nam mtze poskytnout rozlozeni rovnic do Taylorovych fad a nasledné
porovnani. Toto odvozeni je technicky naro¢né, lze jej najit napiiklad v [8]. Z Taylorova
rozvoje pro fad 4 plynou podminky
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G =a;1+ G2+ -+ a1, 1= 2,3,4,
by +by+bs+0bs =1,

baca + bzcy + bycy = 2,
boc3 + b3cs + bych = 1,

bscaazs + by(Catyn + c3a43) = %> (3.4)

3 3 3 __ 1

[SC I Y

2 2 2 1
6362a372 + b4(62a472 + 63a473) = 13
1
bscacsaz o + by(coayo + c3a43)cs = 3
_ 1
b4cga372a473 = 3

Mé-1i funkce f(z,y) spojité vSechny parcidlni derivace do fadu p véetné, pak se da
dokazat, ze pro s = 1,2,3,4 plati, ze Tad s-stupniové RK metody je nejvyse s. Jinymi
slovy miizeme fici, Ze fad mize byt maximalné srovnatelny se stupném RK metody. Pro
s > 5 jiz neni mozné dosdhnout fadu p = s. Viz [1] a [4].

Metody prvniho fadu

Existuje pouze jedna explicitni RK metoda fadu jedna, a to je explicitni Eulerova metoda.

Metody druhého radu
Pro pfipad p = s = 2 nam 2. fad metody zajisti podminky
1
by +by =1, bacy = 5 az,1 = Ca.

Prostfednictvim parametru 6 lze splnéni téchto podminek zachytit volbou jednotlivych
koeficientti v tabulce

Zvolime-li parametr 6 = %, ziskdme modifikovanou Eulerovu metodu, volbou 6 = 1 ob-

drzime druhou modifikaci Eulerovy metody a pro 6 = % dostaneme Ralstonovu metodu
rddu 2. [2]

Metody tretiho fadu

Podminky pro rovnice tfetiho fadu jsou

1 2 _ 1
bl+b2+b3: 1, bgCg‘FbgCgZ 2 bgC%‘FbgCg: 3
1
bacaazs =5, C2=ag1, C3=a31+asg,
coz je soustava 6 rovnic o 8 neznamych, tedy soustava se dvéma parametry volnosti.

Volbou ¢; =  a ¢3 = 3 ziskdme metodu zndmou jako Ralstonova metoda vidu 3 (RK3),
jejiz Butcherova tabulka vypada nasledovné.



3.2. RUNGEOVY-KUTTOVY METODY

Metody ¢tvrtého radu

Pro metody ¢tvrtého fadu uz plati podminky (3.4). Opét mame soustavu zavislou na dvou

parametrech. Nejvice vyuzivana RK metoda ¢tvrtého radu je klasickd Rungeova-Kuttova

1

metoda (RK4), kterou ziskdme volbou ¢, = ¢3 = 5.

0

111

703

1 1

210 3

110 0 1
1 1 1 1
53 3 &

Za povsimnuti stoji nuly nachazejici se v RK matici, které zefektivni proces vypoctu.

Implicitni Rungeovy-Kuttovy metody

Hlavni myslenka implicitni Rungeovy-Kuttovy metody (IRK) je umoznit vektorovym funk-
cim &,,&,,...,&, zaviset na sobé obecnéji nez v ptipadé (3.3). IRK mizeme popsat rov-
nicemi
§i=yn+hd i aif(m,+ch§)), i=1,2,...,5,
Ynt1 = Yn + 0D bif (v, + i, §;).

V tomto piipadé je A = (ai;)ij=1,2,. s libovolna matice na rozdil od ERK, kde byla
pouze ryze dolni trojuhelnikova (nuly na diagonéle). Terminologie z ERK (RK véahy,
RK uzly, stupen metody, atd.) zistava stejnd. Hlavni vyhodou implicitni metody je jeji
stabilita, dalsi potencidlni vyhodou IRK oproti ERK je, ze fad p mtize byt vyssi nez stupen
s. Prirozenou nevyhodou implicitni metody ztstava nutnost fesit soustavu nelinearnich
rovnic. Jako ukazku IRK uvedeme dvé metody druhého stupné, jejichz Butcherova tabulka
je tvaru

(3.5)

1
1
1
4
1
1

Prvni uvedena tabulka reprezentuje jiz znamou lichobéZznikovou metodou fadu 2, druha
tabulka charakterizuje metodu nesouci jméno Radauova metoda (RM2), ktera je fadu 3.
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3. NUMERICKE METODY RESENT ODR
3.3 Linearni vicekrokové metody

Metody popsané v minulé kapitole pattily mezi jednokrokové numerické metody. K vy-
poctu priblizného feseni v x,,, vyuzivaly pouze aproximaci y,. U vicekrokovych metod
se hodnota y,; uré¢i pomoci pfedchozich hodnot y,,y,—1,...,¥Yn—(s—1) @ odpovidajicich
hodnot f(z,,y,),f(zn_1,¥n_1),.... Obecny tvar linedrni s-krokové metody ma tvar

agyn + aA1Yn+1 + -4 AsYn+s = h[bof(fl?n, Yn) + blf(xn—l—l, Yn—i—l) + -+ bsf(xn—l—s, Yn+s)]>

strucné . .
> amYuim =h D bk (@ngm, Ynem), n=0,1,..., (3.6)
m=0 m=0

kde a,, b, m =0,1,...,s, jsou konstanty nezavislé na h,n a f. Je-li by = 0, vicekrokova

metoda je explicitni, v opa¢ném pripadé je metoda implicitni. Dale budeme predpokladat,
Ze rovnice je v normovaném tvaru, tj. a;, = 1. Chceme-li pouzit s-krokovou metodu, potie-
bujeme znat s startovacich hodnot, které ale mtzeme urcit z pocatecni podminky uzitim
jiné ménékrokové metody. Pri urc¢ovani metody hraje dtlezitou roli vybér koeficientd a,,
a by, které vybirame tak, abychom ziskali metodu rozumného fadu. V souladu s definici
fadu metody v predchozi kapitole mizeme vyslovit nasledujici lemma.

Lemma 3.3. Linedrni vicekrokovd metoda (3.6) je tddu p > 1 prdvé tehdy, kdyz

> amy(@+mh) —h> by (@ +mh) = O(W**), h—0

m=0 m=0
pro vsechny dostatecné hladké funkce y.

Linearni vicekrokovou metodu (3.6) mtzeme charakterizovat pomoci dvou polynomt

Pw) = o g @™ 8 0(w) = Y b

Véta 3.4. Linedrni vicekrokovd metoda (3.6) je vddu p > 1 prdvé tehdy, kdyz existuje
c # 0 takove, Ze,

p(w) — o(w) In(w) = c(w — )P + O(Jw — 1[P2).

Dukaz véty muzeme najit v [4, Theorem 2.1, s. 22]. Véta 3.4 je velmi uzite¢na pro
urcovani fadu metody, nebof nejsou potieba ,specidlni triky“ a prostym dosazenim do
vztahu ur¢ime ¥ad metody.

Definice 3.5. (Kofenova podminka) Mé&me polynom p(z) = Y., a;z". Rekneme, Ze
polynom p splnuje korenovou podminku, jestlize vSechny jeho kofeny lezi v komplexni
roviné v jednotkovém kruhu se stfedem v pocatku a kazdy koren leZici na hranici je
jednoduchy.

Véta 3.6. Predpoklidejme, Ze chyba startovacich hodnot yi,ys,...,y¥s_1 je nulovd a h —
0F. Linedrni vicekrokovd metoda (3.6) je konvergentni tehdy a jen tehdy, kdyz je fddu
p > 1 a polynom p(w) splriuje korenovou podminku.

Dukaz véty nalezneme v [4, Theorem 2.2, s. 24]. VySe zminéna véta se nékdy nazjva
Dahlguistova véta o ekvivalenci a metody, které vyhovuji kofenové podmince, se oznacuji
jako D-stabilni. Metoda (3.6) zavisi na 2s + 1 parametrech. Maximélni ¥ad konvergentni
s-krokové metody je nejvyse 2|(s + 2)/2] pro implicitni a s pro explicitni metodu. Tato
podminka je znama jako pruni Dahlquistova bariéra.
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3.3. LINEARNI VICEKROKOVE METODY
3.3.1 Adams-Bashforthovy metody

Adams-Bashforthova metoda (ABs) je linearni s-krokova explicitni metoda, ktera ma

obecny tvar
s—1

Ynts = Ynts—1 + N Z b £ (Tpims Yngm),

m=0

(3.7)

kde koeficienty (vahy) by, jsou nezavislé na n a délce kroku h. Véhy b, jsou uréeny vztahy

[10]
bs—1+bs_o+bs_g+---+b+b =1

bs—o +2bs_3+ -+ (s —2)by + (s — 1)by

bs_o+ 22bs 34 -+ (s —2)%by + (s — 1)2bg

N [=

BERGCITe

boo4+20" Db, 5+ 4 (s —2)6Dp 4 (s = D)V, = (_1)(8—1)%_

Pro s = 1 obdrzime Eulerovu explicitni metodu, pro s = 2 ziskdme

3 1
Yn+2 = Ynt1 + h {gf(fﬂmb Vot1) — §f($m Yn):| )

pro s = 3 dostaneme

23 4 5
Yn+3 = Yng2 + h {Ef(xm% Yn+2) - gf($n+1,}’n+1) + Ef@m}%)} .

(3.8)

Snadno ovérime, ze Adams-Bashforthovy metody jsou D-stabilni. Pro libovolnou s-
-krokovou Adams-Bashforthovu metodu mé polynom p(w) = w® — w* ! = w¥Hw — 1)
kofeny 0 a 1, pfi¢emz druhy kofen je jednoduchy, tudiz jsou metody D-stabilni. Rad dvou
vyse zminénych metod mizeme urcit podle véty 3.4. Polynomy charakterizujici 2-krokovou

metodu maji tvar
3 1
e 2 — = — — .
plw) =w” —w, o(w) 5¥ 5

Po dosazeni substituce £ := w — 1 a zapsani logaritmu pomoci fady, dostaneme vyraz

p(w) —o(w) In(w) = (W? —w) — (%w - %) In(w) =
(E+12 =€+ D) - (3E+ D - 1) mE+1) =

(
€+&) - (1+3)(1-de+ie+. ) = e+ oY,

Metoda je tedy fadu 2, coz je v podstaté nejvyssi mozny fad explicitni 2-krokové metody.

Analogicky mtzeme zjistit, Ze vysSe zminéna 3-krokova metoda je tfetiho fadu.

Na zavér nutno zminit, ze k Adams-Bashforthovym metodam existuji i implicitni protéjsky

nazyvané Adams-Moultonovy metody (AM).

12



3. NUMERICKE METODY RESENI ODR

3.3.2 Metody zpétného derivovani

Dalsim typem linearnich vicekrokovych metod jsou metody zpétného derivovani. Charak-
teristické polynomy pro s-krokovou metodu maji tvar

5 (2 i)‘l, o) = Bt plw) =B Z::l %ws—m(w S (3.9)

Kazda s-krokova metoda zpétného derivovani (BDFs) je implicitni metoda fadu s. Nej-
jednodussi BDF je jiz znaméa Eulerova implicitni metoda. Dalsi metody BDF jsou napf.

4 1 2
s=2: Ynt2 = g¥nt1 + 3Yn = gf($n+2>}’n+2),
3 18 n 9 2 6 £( )
= : n — T Yn ——JYn — —=Vn = 1 Tn+3,¥n 5
§ Ynt3 = 77 ¥Yn+2 Ty Yntt T 7Y 11 +35 Yn+3
Odvozeni je velmi jednoduché. Dosazenim s = 3 do (3.9) ziskame
I 1\-! 6 6
5= 373 o TwW =

61, 1 , 1 , 18, 9 2
= w1 rww =12 cww—1) =wd — St S 2
p(w) T Lw (w—=1)+ Qw(w )"+ 3w(w )] W Wt Y T g

Véta 3.7 ([4, Theorem 2.4, s. 28|). BDF's je konvergentni prdavé tehdy, kdyz 1 < s <6.

Metody zpétného derivovani budou hrat vyznamnou roli v feseni tuhych systém,
kterym je vénovana Kapitola 6.
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4 Stabilita

V této kapitole se budeme zabjvat stabilitou FeSeni diferencidlnich rovnic. ReSeni budeme
povazovat za stabilni, jestlize po provedeni malé zmény (poruchy) v zadani ziskdme fesen,
které se od ptivodniho feseni lisi jen velmi méalo. Omezime se pouze na poruchy v poc¢atecni
podmince y, funkci f(x,y) a xy budeme povaZzovat za pevné ur¢ené. Informace jsou
Cerpany ze zdroju [1], [4] a [7].

Definice 4.1. O feSeni y,(z) pocatecni tlohy (2.4) s pocateéni podminkou yo = £ fek-
neme, ze je stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé feseni y, (z)
tlohy (2.4) s poc¢atecni podminkou y, = m spliwjici ||§ —n|| < d plati ||yc(z) —y,(z)|| < ¢
pro Vo € (xg,00). Pokud navic ||y¢(z) —y,(x)|| = 0 pro x — 00, je Teseni y,(z) asympto-
ticky stabilni. V piipadé, Ze TeSeni nesplnuje podminky stability, prohlasime jej za nesta-
bilnd.

Véta 4.2. Méjme dlohu 'y’ = Ay s pocatecni podminkou y(xo) = m, kde A je ctvercovd
¢iselnd matice. Uloha je asymptoticky stabilni, jestlize vSechna vlastni ¢isla matice A maji
zapornou redlnou ¢édst, tj. Re(A\r) < 0,k=1,2,....d.

V dalsi ¢asti budeme uvazovat, ze dana numerickd metoda s konstantni délkou kroku
h > 0 je aplikovana na skalarni diferencialni rovnici (Testovaci tloha)

y =Xy, y(0)=1, (4.1)

kde A € C. Analytické feseni rovnice (4.1) je y(z) = e, pro které plati, Ze lim; o, y(x) = 0
pravé tehdy, kdyz Re(\) < 0. Rekneme, Ze oblast absolutni stability D jsou takova &isla
h\ € C, pro které je splnéna podminka stability lim,, .. ¥, = 0. Jinymi slovy, D je mnozina
v8ech hA, pro které je Testovaci tloha (4.1) asymptoticky stabilni.

Nyni mtizeme prozkoumat stabilitu jednotlivych numerickych metod, poc¢inaje Eulerovou
explicitni metodou. Aplikaci Eulerovy explicitni metody na Testovaci tlohu (4.1) obdrzime

Yni1 = Yn + PAyn = (L + WXy = (1 +hA) Y1 = --- = (1 + hA)"Tlyo,n =0,1,. ...

Posloupnost {yn }n=01,. je geometrickd fada, kterd konverguje k nule, tj. lim, o0y, = 0
pravé tehdy, kdyz |1 + hA| < 1. Z toho muzeme usoudit, Ze oblast absolutni stability

je vnitiek jednotkového kruhu se stfedem v z = —1.

Im

_\i/ 1 o
-1

-2

Obrazek 4.1: Oblast absolutni stability Eulerovy explicitni metody.
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4. STABILITA

Co by se stalo, kdybychom zvolili délku kroku takovou, ze hA & D? Na tuto otazku si
odpovime nasledujicim prikladem.

Priklad ¢. 1
Uvazujme pocatecni tilohu
y'=—10y, y(0)=1,
kterou budeme fesit Eulerovou explicitni metodou s konstantni délkou kroku h; = 0,07,
hs = 0,16 , hs = 0,20 a hy = 0,25. Aby byla splnéna podminka stability lim, .. y, = 0
musi platit |1 + hA| < 1. V nasem piipadé A = —10, takze délka kroku h musi spliiovat
nerovnost h < 0,2. Na obrazku 4.2 jsou zakresleny vysledky pro jednotlivé délky krok.

y =10y
25 - T T T T T T T T T
7= 0,25
20 + —0 h3=0,20 1
hy = 0,16
—0G- h1=0,07
151 presné feseni’ 7
10 b
- 5¢ //0\ /Q\ h
o= < AN e N
of S ¥=T—e<e—e—% &9’ o o o cop
N s h 7 N\
X , AN v N
5t Q het R
A0 F i
-15 b
1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x
Obrazek 4.2: Reseni Eulerovou explicitni metodou pfi pouziti réiznych délek kroki.

Délka kroku h; (resp. hs) je ostfe mensi nez 0, 2. Numerické feSeni se p¥iblizuje k pres-
nym hodnotam a globalni chyba konverguje k nule. Zvolime-li délku kroku na hranici
stability, tj. hy3 = 0,20, ziskame feSeni oscilujici s konstantni vzdalenosti od y = 0. Po-
sledni zvolena délka kroku hy = 0,25 je jiz vétsi nez povolenad hodnota 0,2. Ziskané
hodnoty se od presného feseni vzdaluji a globalni chyba nartista. Z tohoto divodu je vzdy
nutné zvolit délku kroku takovou, aby hA € D.

Dfive nez se pfesuneme k dalsi metodé, prozkoumame, jak by se situace zménila, kdyby
Testovaci tloha byla vektorova rovnice

y =Ay, y(0)=yo,

kde A je libovolna matice d x d. Piredpoklddejme, Ze matice A ma rizna vlastni Cisla,
takZe ji mtizeme diagonalizovat na tvar A = VDV ™! kde V je regularni matice vlastnich

vektori a D = diag(A1, Aa, ..., A\q) sklddajici se z vlastnich ¢éisel A. D4 se ukézat, ze
existuji vektory xi,Xs, ..., xq € C? zavisejici pouze na y, takové, ze
d
Vo = Z(l—}—h)\k)"xk, n=0,1,....
k=1
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Predpokladejme, ze analytické feSeni je asymptoticky stabilni. To se stane tehdy a jen
tehdy, kdyz Re(\x) < 0 pro vSechna k = 1,2,...,d. Abychom napodobili asymptotické
chovani pomoci Eulerovy explicitni metody, musi platit |1 + hA;| < 1,k = 1,2,...,d,
neboli vSechny souciny h\; musi lezet v Dgg. To znamenad, Ze pro zachovani stability je
nékdy potieba redukovat délku kroku.

V pripadé, ze mame obecny ODR systém

y = f(z,y), y(z0) = Yo,

kde funkce f je diferencovatelna vzhledem k y, klademe pozadavek, aby v n-tém kroku
vlastni ¢isla Jacobiho matice J,, = 0f(x,,y,)/dy spolu s délkou kroku spliovala

hAni,hAn2, ..., hAna € Dgg.

Vratme se ke skalarni testovaci tloze (4.1) a prozkoumejme stabilitu Eulerovy impli-
citni metody. Rovnici

Yn+1 = Yn + h)\yn—l—l

upravime na tvar

1 1 n
= — = ... = - 1

Ziskdme opét geometrickou fadu, kterd bude konvergentni pravé tehdy, kdyz |1 —hA| > 1.
Oblast absolutni stability Eulerovy implicitni metody

Dip={2z€C:|1—2z|>1}

je vnéjsek jednotkového kruhu se stfedem v bodé z = 1. Viz obrazek 4.3.
Pokracujme v nasem vysSetfovani numerickych metod a prozkoumejme stabilitu lichobéz-
nikové metody aplikovanou na testovaci tlohu (4.1).

1
Yn+1l = Yn T+ Eh(yn + Ynt1)s

1+ 1hA L+ 1na)"
1 = | —2— == —2 , =0,1,....
Yn+1 < _%h)\>yo < —%h)\ Yo, N

I v tomto pripadé jsme ziskali geometrickou fadu, pro niz je podminka konvergence
1+1h)
1—2hX
jejiz redlnd ¢ast je zapornd, tj. Re(z) < 0.

odtud

‘ < 1. Snadno ovérime, ze podminka stability je splnéna pro vSechna z takova,

Drr={2¢€ C: Re(z) <0}

Oblast absolutni stability Lichobéznikové metody je cela zaporné komplexni polorovina.
Tato vlastnost je natolik podstatna, Ze si zaslouzi pojmenovani.

Definice 4.3. Rekneme, 7e metoda je A-stabilni, jestlize
C :={2z€C:Re(z) <0} CD.

16



4. STABILITA

Lichobéznikova metoda a Eulerova implicitni metoda jsou A-stabilni, zatimco Eulerova
explicitni neni. Pokud je metoda A-stabilni, délka kroku neni zavisla na podmince stability
a Tidi se pouze pozadovanou presnosti.

Im

Im
_2 _1 U - : -1 1 .

S =

(a) IE (b) TR

Obréazek 4.3: Oblast absolutni stability Eulerovy implicitni metody (IE) a lichobéznikové
metody (TR).

4.1 Stabilita Rungeovych-Kuttovych metod

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat stabilitou Rungeovych-Kuttovych metod. Apli-
kaci implicitni Rungeovy-Kuttovy metody (3.5) na skalarni Testovaci tlohu (4.1) ziskame

fi =Yn + hZamf(an + th, fy) = Yn + hA Zam{j 1=1,2,...,s. (42)

Jj=1 j=1
Oznacme
&1 1
e- 2] 1=
€s 1

pak (4.2) lze zapsat € = 1y, + hAAE. Reseni tohoto systému linedrnich rovnic mfiZzeme
vyjadrit
€= (I—h)\A)"'1y,
za predpokladu, Ze matice I — hAA je regularni. Aproximace v nasledujicim uzlu lze pak
vyjadrit explicitné
Yn+1 = Yn + h\ Z::l bzfz = Yn + hA Zle bZ(I — h)\A)_llyn =
= [1+hAbT (I — RAA)]y,, n=0,1,....

Ozna¢me P, mnoZinu vSech polynomt stupné nejvyse o a P,,3 mnoZinu vSech racional-
nich funkci p/q, kde p € P, a q € Pp.
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4.1. STABILITA RUNGEOVYCH-KUTTOVYCH METOD

Pro kazdou implicitni Rungeovu-Kuttovu metodu (3.5) aplikovanou na Testovaci ilohu
(4.1) existuje funkce stability » € P/, takova, Ze

Yn = [r(hA)]"yo, n=0,1,...,

pricemz
r(z) =1+ 2zb"(I —24)7'1, zeC. (4.3)
Inverzni matici (I — zA)™! mizeme vyjadiit zndmou formuli
. adj(I —zA)
[—2A) =22
(=24 = T =)

kde adj(C) zna&i adjungovanou matici C. Snadno si ovéiime, Ze zbT (I — zA)7'1 € P,
a det(I — zA) € Py, takze plati r € Py/,. Nutno jesté pfipomenout, Ze pokud je metoda
explicitni, matice A je ostie dolni trojihelnikova (hlavni diagonala nulova), matice [ — zA
ma na diagonéale jednicky, proto det(I — zA) = 1 a funkce stability je polynom r € P;.

Lemma 4.4 ([4, Lemma 4.2, s. 60]). Pouzijeme-li libovolnou Rungeovu-Kuttovu metodu
na Testovaci ulohu (4.1), ziskame geometrickou posloupnost y, = [r(hA\)]",= 0,1,2,...,
kde r je funkce stability. Pak plati

Drx ={z€C:|r(z)| <1}

Disledek lemmatu 4.4 je, Ze explicitni Rungeova-Kuttova metoda nemuze byt A-sta-
bilni. Na obrazku 4.4 jsou znézornény oblasti absolutni stability vybranych explicitnich
Rungeovych-Kuttovych metod.

Nyni si uvedeme lemma, pomoci kterého budeme moct snadno ovérit, zda implicitni
RK metoda je A-stabilni.

Lemma 4.5 ([4, Lemma 4.3, s. 61]). Nechtr je libovolnd nekonstantni raciondlni funkce.
Pak |r(z)| < 1 pro vdechna z € C~ pravé tehdy, kdyz vSechny poly maji kladnou redlnou
éast a |r(it)] < 1 pro vSechna t € R.

Pomoci lemmatu prozkoumame stabilitu nasledujicich implicitnich metod. Uvazujeme
metody zminéné v predchozi kapitole, tj. Radauova metoda a lichobéznikova metoda, jejiz
Butcherovy tabulky jsou tvaru

1
1
1
4
1
1

Dosazenim do (4.3) ziskame funkce stability

1—|—%z _1—{—12'

T 1_2,.1.2
1 32+ 5%

®

=
V)
—

S
S~—

r1(z)
Oba piipady postupné rozebereme. V prvnim piipadé jsou pély v bodech 2 + v/2i naché-
zejici se v pravé komplexni poloroviné. Zbyva provétit, zda |ri(it)| < 1,t € R.

1+ it
1 — 24t + ¢ (it)?

|1+ it
"L — Zit — L2 =1, teR
3 6

| (it)] =
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4. STABILITA

Im Im

a3t

(a) RK2 (b) RK3

(c) RK4 (d) RM2

Obréazek 4.4: Oblast absolutni stability Rungeovy-Kuttovy metody druhého fadu (RK2),
Ralstonovy metody (RK3), klasické Rungeovy-Kuttovy metody (RK4) a Radauovy me-
tody (RM2).

Nerovnici upravime do ekvivalentniho tvaru
2
1+t <fi- t—1t2’

1 + %t? ( 1t2) 4.[:2,
1+t <14 512+ 5ttt
Nerovnost je splnéna pro vSechna t € R, metoda je A-stabilni. Na obrazku 4.4 je zakres-

lenéd oblast absolutni stability. V druhém piipadé mame jediny pdl z = % lezici v pravé
poloroving a |rs(it)] = 1 pro vSechna ¢t € R, tudiz i tato metoda je A-stabilni.
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4.2. STABILITA VICEKROKOVYCH METOD
4.2 Stabilita vicekrokovych metod

V dalsi ¢asti prozkoumame stabilitu vicekrokovych metod. Budeme vzdy predpokladat,
7e viechny startovaci hodnoty jsou presné. Resime-li testovaci tlohu (4.1) linearni vice-
krokovou metodou (3.6), ziskdme vztah

Z AmYnt+m = hA Z bm?/m—f—n-
m=0 m=0

Rovnici upravime do tvaru

S

> (am = hAby)Yimin = 0. (4.4)

m=0

Rovnice (4.4) je pfikladem linearni diferen¢ni rovnice

S G = 0, n=0,1,...,
>
m=0

ktera mé charaktericky polynom

n(w) = Z Gmw™.
m=0

Lemma 4.6. Charakteristicky polynom (resp. polynom stability) obecné linedrni vicekro-
kové metody md tvar

S

77(2’,10) = Z(am - me)wm, A (C,

m=0

a oblast absolutni stability linedrni vicekrokové metody je mnoZina
Divmu ={2€C:n(z,w) =0 = |w| <1}

Prozkoumejme oblast absolutni stability Adams-Bashforthovy 2-krokové metody (3.8)
aplikovanou na Testovaci tlohu (4.1). Charakteristicky polynom je tvaru

1 3
o) = o= (14 22)w 2

1 3 / 9
=—|1+=z2F£\/1+2+-22
w 2( 52 z 42),

tudiz oblast absolutni stability AB2 je

1 3 9
DABQZ{ZE(C:‘5(1+§zi\/1+z+122)‘<1}.

jehoz kofeny jsou
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4. STABILITA

Na prvni pohled je jiz ziejmé, ze Adams-Bashforthova 2-krokova metoda neni A-sta-
bilni. Na obréazku 4.5 je znazornéna oblast absolutni stability AB2 a AB3. Poznamenejme,
7e oblast absolutni stability ABs se zmensuje s rostoucim s.

i Im Im

-

(a) AB2 (b) AB3
Obrazek 4.5: Oblast absolutni stability Adams-Bashforthovych metod

Véta 4.7 (|4, Lemma 4.8, s. 66]). Linedrni vicekrokovd metoda (3.6) je A-stabilni prdavé
tehdy, kdyz by > 0 a

w1 (it)]; lwa(it)], ... lwen (it)| < 1, t € R,
kde wi(2), wa(z), ..., we)(2) jsou koreny n(z,-).

Véta 4.8. (Schurovo-Cohnovo kritérium) Méjme polynom druhého stupné aw? +
bw + ¢, kde a,b,c € C,a # 0. Oba koreny lezi v uzdvéru jednotkového komplexniho kruhu
se stredem z = 0 pravé tehdy, kdyz plati

lal* —|c|* <0, (|a]* = |c|*)* = |ab—bc|* <0, c=a#0 = |b]* < 2|al. (4.5)

Dikaz vychazejici z Cohn-Lehmer-Schurova kritéria nalezneme v [1]. Pomoci vyse zmi-
nénych kritérii mizeme ovétit, ze BDF1 a BDF2 jsou A-stabilni. BDF1 (neboli Eulerova
implicitni metoda (3.2)) ma charakteristicky polynom

77(2’,10) =1- (1 - Z)w>

pro jehoz jediny koten

plati
1 1

1
w(it)] 1—it 1—at] V1+1 2
Koeficient by = 1 > 0, tudiz mizeme metodu podle véty 4.7 prohlasit za A-stabilni.
Analogicky provérime stabilitu BDF2.

teR.

1 4 2\ ,
n(z,w):§—§w—l— 1—52’ w
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4.2. STABILITA VICEKROKOVYCH METOD

(a) BDF1 (b) BDF2

1 2 Re 1 2 Re

(c) BDF3 (d) BDF4

1 2 Re 1 2 Re

(e) BDF5 (f) BDF6
Obrézek 4.6: Oblast absolutni stability metod zpétného derivovani (BDF)
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4. STABILITA

Koeficient by = % > (. Zbyva potvrdit, Ze pro vSechna ¢t € R zadny z kotfenu n(it, )

neopusti jednotkovy kruh. Vyuzijeme Schurovo-Cohnovo kritérium, pro a =1 — %z’t, b
—%,c = % ziskame
2 2 |1 8 4
2 eP=1=Zdt] —|=| ==+=t*>0
lal® — || ‘ 3¢ 3 5 + ol 2

a

. 2 12 1113 2 4\ 4 1] 16
(laf* =|c)2=lab—be]* = ( |1 —Zit] —|=| | —|(1=Zit)( —=)+=-=| = =t*>0,

3 3 3 3 3 3 81

takze podminka (4.5) je splnéna a metoda je A-stabilni.

Linedrni vicekrokové metody (3.6) fadu 3 a vySe jiz nemohou byt A-stabilni. Tato
vlastnost je znama jako Druhd Dahlquistova bariéra. Zaméime se na obrazek 4.6, z kterého
je patrné, ze metody BDFs, s = 3,4,5 nepatii mezi A-stabilni, ale pro kazdou oblast
stability D existuje o € (0, ) takové, Ze nekoneény klin

Vo i={pe¥:p>0,|p—7|<a} CC”

je soucasti D. Pokud vsechna vlastni ¢isla linedrniho systému diferencialnich rovnic lezi
v V,, nezalezi na tom, jak daleko jsou od pocatku, takZe neni nutno redukovat délku kroku
pro zachovani stability. Metody, pro které V, C D, nazyvame A(«)-stabilni. VSechny
metody BDFs, s = 1,2,...,6 jsou A(«a)-stabilni, v nésledujici tabulce jsou ve stupnich
uvedeny « pro jednotlivé metody.

metoda|BDF1 BDF2 BDF3 BDF4 BDF5 BDF6
a ‘ 90° 90° 86° 73° 92° 18°
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5 Implementace metod v prostredi
MATLAB

V této ¢asti se budeme zabyvat numerickym feSenim v prostiedi MATLAB. Zéakladni in-
formace o zminéném softwaru nalezneme v [9]. V programu je zabudovano osm zakladnich
funkci (fesic) pro numerické feseni pocateéniho problému. Zaméfime se na ¢tyf¥i z nich.

e 0de23 - Explicitni Rungeova-Kuttova metoda, jejiz zakladem je Ralstonova metoda
rfadu 3. Patii mezi jednokrokové metody s omezenou absolutni oblasti stability.

e 0dell3 - Vicekrokova metoda zaloZena na kombinaci explicitni Adams-Bashforthovy
a implicitni Adams-Moultonovy metody s proménnym Fadem v rozmezi od 1 do 13.
Metodu fadime mezi metody s omezenou oblasti absolutni stability.

e 0de23t - Implementace lichobéznikové metody. Radi se mezi jednokrokové metody
s neomezenou oblasti stability.

e odelbs - Vicekrokova metoda zaloZena na metodé zpétného derivovani proménlivého
rfadu 1 az 5. Patfi mezi a-stabilni metody.

Délka kroku

Regi¢e implementované v programu MATLAB pfi feSeni po¢ate¢niho problému (2.3) pou-
zivaji proménlivou délku kroku, ktera se zpravidla fidi podle nasledujicich pravidel [2]:

e Uzivatel zad4 relativni toleranci (relativni pfesnost) ¢, absolutni toleranci (abso-
lutni piesnost) &,. Defaultni hodnoty jsou ¢, = 107% a ¢, = 107%. Definujeme

€= max{grmax{|yn|> |yn+1|}> ga}'

e Program poté urcuje délku kroku tak, aby odhadovana velikost lokalni chyby v n-
-tém kroku |est,| byla pfiblizné rovna e.

e Je-li splnén pozadavek |est,| < e, krok povazujeme za spésny, v opa¢ném piipadé
je krok netispésny a vypocet opakujeme s novou redukovanou délkou kroku.

e Maximalni povolena délka jednoho kroku je rovna jedné desetiné délky intervalu,
na kterém je loha fesena, tj. Mmee = 15(b— a), minimalni pFipustné délka intervalu
je zavisla na tzv. relativni pfesnosti aritmetiky pocitace oznacované &,,4cp-

Velmi zjednodusené feceno, program se snazi zvolit co nejdelsi délku kroku takovou, aby
feSeni bylo v toleranci. Analogicky pro soustavu rovnic. Poznamenejme, Ze jsme nastinili
jen zakladni pravidla. Podrobnéjsi informace 1ze ziskat studiem kédt jednotlivych metod.

R4d metody

Metody odel13 a odelbs mohou kazdou iteraci zménit nejen délku kroku, ale také rady
metody. Algoritmy s touto vlastnosti oznac¢ujeme VSVO (variable step variable order).
Naznacime zakladni myslenku fizeni délky kroku a fadu metody pii feseni pocatecni tllohy
(2.3). Presnéjsi informace mtizeme opét ziskat studiem kéda [2].
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5. IMPLEMENTACE METOD V PROSTREDI MATLAB

Predpokladejme, ze jsme vypocitali y,,1 metodou fadu k s délkou kroku h.

Uréime odhad est® lokalni chyby v n-tém kroku pro k-ty ¥ad.

Je-li |est?| < ¢, jedna se o tisp&ny krok, v opa¢ném piipadé je potieba vypodcet
opakovat.

e Po Uspésném i netispésném kroku je potfeba urcit novy fad a novou délku kroku.

Vypocéteme odhad lokalni chyby a délku kroku pro iad £ — 1, k a k + 1.

Z vypoctenych délek kroku vybereme nejdelsi, tim uré¢ime novy fad a novou délku
kroku.
Reseni nelinearnich rovnic

Metody ode23t a odelbs vyzaduji FeSeni soustav nelinedrnich rovnic [2]. Uvazujme vekto-
rovou rovnici ve tvaru

Ynt1 = h’Yf(QBn+1> Yn-i—l) + 1/) ; (51)

kde v konstanta urcena metodou a 1 je vektor dané metody nezévisly na y,+1. Rov-

. ey - . iy . . (0
nici (5.1) budeme fesit zjednodusenou Newtonovou metodou. Pocateéni aproximaci ygll

ur¢ime extrapolaci z predchozich hodnot. Poté fesime soustavu

(I = by D)y = y8 ) = hf (@, ¥y + 0 — y&,

pficemz I znadi jednotkovou matici a J = 0f (2,11 %, Yni1-x)/0y je Jacobiho matice, kde
k je néjaké kladné celé cislo. Oznacime

G=T-hv), di=y"—y¥ . g=mnf(e,,y) +¥—yb),

a Fesime soustavu linearnich rovnic Gd, = g,. Matice G je zavisla na délce kroku h, matici
J a typu metody. Soustavu Gd,; = g, feSime pomoci LU rozkladu. Program sam urcuje,
kdy je vhodné prepocitat Jacobiho matici a provézt novy LU rozklad.

Statistika o priubé&hu reseni
Resi¢e implementované v MATLABu poskytuji tyto statistiky o pritbéhu feseni.
e nsteps - pocet uspésnych kroku
e nfailed - pocet netspésnych kroku
e nfevals - pocet vyhodnoceni pravé strany f
e npds - pocet sestaveni Jacobiho matice J
e ndecemps - pocet provedenych LU rozkladt J = LU

e nsolves - pocet fesenych soustav linearnich rovnic LUd, = g
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6 Tuhé systémy

V této kapitole se zaméfime na tuhé systémy (neboli tuhé problémy), zpusoby jejich
feseni a nasledné se budeme zabyvat fyzikalnimi a chemickymi tilohami, které vedou na
tuhé systémy. Ulohy budeme Fesit v prostiedi MATLAB. V piiloze jsou uvedeny skripty
k jednotlivym pfikladim. Hlavni zdroje pro tuto kapitolu jsou [1], [2] a [5].

Nejprve si vysvétleme, co se skryva pod pojmem ,.tuhy systém“. V mnohé literature
zaobirajici se numerickymi metodami se objevuji definice tuhych systémii, které ale nejsou
prilis rigorézni, takze misto korektni definice uvedeme charakteristické vlastnosti, kterymi
se tuhé systémy vyznacuji.

Méjme pocatecni problém

yl = f({[), Y)> Y(xo) = Yo (61)

Charakteristika 1. [2] Pocatec¢ni problém (6.1) je tuhy, kdyz pocet kroku, ktery k
jeho vyfteseni s danou presnosti potfebuje metoda s omezenou oblasti absolutni stability,
je podstatné vétsi nez pocet kroki, ktery k jeho vysSetfeni potfebuje metoda s neomezenou
absolutni oblasti stability pfi stejnych narocich na presnost.

Charakteristika 2. Poc¢atec¢ni tlohu (6.1) nazveme tuhou, jestlize délka kroku vyza-
dovana absolutni stabilitou je mensi nez délka kroku pro splnéni piesnosti.

Na nasledujicim prikladu budeme ilustrovat analyzu tuhosti za pouziti uvedenych
charakteristik.
Priklad ¢. 1
Méjme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

y; = —1001y; — 1000y,  11(0) =1 =z € (0,5).
/

Yy =1 y2(0) = —1 (62)

Soustavu fesime s prednastavenymi tolerancemi. Analytické feSeni této soustavy je y; =
e,y = —e *. Soustavu postupné nechdme fesit v prostiedi MATLAB jednotlivymi
metodami, do tabulky zapiSeme pocty tspésné provedenych krok.

metoda ode23 | odell3 | odelbs | ode23t
pocet krokt 1839 2967 26 35
oblast absolutni stability omezena neomezena

Vidime, ze metody s neomezenou oblasti stability potfebovaly k feseni tlohy podstatné
méné krokti nez metody s omezenou oblasti stability, coz je v souladu se vSemi uvedenymi
charakteristikami. Metoda odel5s zdolala interval (0, 5) 26 kroky, zatimco metoda odel13
provedla na stejném intervalu 2967 krokt.

Poznamenejme, Ze tlohu (6.2) jsme Fesili na pomérné kratkém intervalu. Mnoho re-
dlnych tloh (napt. z oblasti chemické kinetiky) se fesi na intervalu délky 10'°. Pokud
bychom na takovy problém pouzili metodu s omezenou oblasti stability, pak by i moderni
vypocetni stroje nedokazaly vyftesit ilohu v rozumném case.
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6. TUHE SYSTEMY

Abychom mohli vyslovit dalsi charakteristiku tuhého systému, musime nejdiive zadefino-
vat pojem spektrdlni polomér.

Definice 6.1. Spektrdlni polomeér matice A (zna¢ime p(A)) definujeme jako nejvétsi
absolutni hodnotu z vlastnich ¢isel, tj.

p(A) = max{|)\1|, |)‘2|7 R |)‘d|}

Charakteristika 3. [2] Problém je tuhy, jestlize vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice
J(z,y) = 0f(x,,y,)/0y maji zapornou realnou ¢ast a soucin spektralniho poloméru
Jacobiho matice s délkou intervalu integrace (a,b) je velky, tj.

Joax p(J(2,y(@)))(b - a) > 1
Priklad ¢. 2
Uvedme si dalsi piiklad ze série tuhych problémi, a to model $ifeni plamene p¥i hofeni, viz
2], [6]. Kdyz zapélime zapalku, oheii se $ifi vSemi sméry a zvétsuje se, dokud nedosahne
kritické velikosti, v niz nastdva rovnovaha mezi mnozstvim dodavaného a spalovaného
kysliku. Tento déj mizeme zjednodusené popsat skalarni diferencialni rovnici

y = 92 - y37 y(O) =0, w€ (07 2/5)7 (6'3)

kde y(z) reprezentuje polomér ohnivé koule, vyrazy y* (resp. y*) je tmérny velikosti plochy
(resp. objemu) koule. Po¢ate¢ni polomér ¢ volime dostateéné maly. Déj sledujeme po dobu
pfimo imérnou 1/4. Ulohu budeme fesit v prostiedi MATLAB metodami ode23 a ode23t.
Zvolime § = 10, absolutni pfesnost £, = 1077, relativni pfesnost e, = 1074,

ode23

T T T T T T T T

0 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x10*
1.0001 | | I I I I
1k
0.9999 -
0.99 1 1.|o1 1.62 1.|03 1.|o4 1.05
x10*

Obréazek 6.1: Uloha (6.3) fesena ode23, nahofe cely vypocet, dole detail
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ode23t
1_ T T T T Ir.. I. I. I. I. i

0.5 : b

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

% 10%

1.0001 [ .

1 -

0.9999 - .
0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05

% 10%

Obrazek 6.2: Uloha (6.3) fesend ode23t, nahoie cely vypocet, dole detail

Z obrazku 6.1 a 6.2 vidime, Ze pro z € (0,9900) je y(z) < 1072, poté funkce prudce
roste a v intervalu = € (10030, 20000) je y(z) prakticky rovno jedné. Spektrélni polomér
Jacobiho matice je p(J) = |2y — 3y?|. Na intervalu (0,9900) je spektralni polomér téméer
nulovy a vyraz |2y — 3y%|9900 charakterizujici tuhost pomérné maly, proto se zde nejedna
o tuhy problém a délka kroku je fizena pozadovanou presnosti. Na intervalu (9900, 10030)
feSeni prudce roste a spektralni polomeér se zvétsuje. Je nutné zkratit délku kroku, aby
byla zachovana ptesnost. V posledni ¢asti, tj. na intervalu (10030, 20000), je spektralni
polomér piiblizné roven 1, vyraz |2y — 3y?|(20000 — 10300) je dostatecnd velky, jedna se
o tuhy problém a délka kroku je fizena stabilitou. V nasledujici tabulce uvedeme pro jed-
notlivé subintervaly a metody statistické idaj nsteps/nfevals (pocet ispéSné provedenych
kroki/pocet vyhodnoceni pravé stany f).

interval | (0,9900) (9900,10030) (10030,20000) | (0,20000)
ode23 | 48/145 63,204 3967/11907 | 4078/12256
ode23t | 85/170  100/217 7/12 192/399

Z tabulky vidime, Ze na prvnich dvou intervalech byly obé metody prakticky stejné
uspésné, zlom ale nastal v posledni ¢asti, kde metoda ode23 provedla 3967 krokt, zatimco
metoda ode23t stejny interval zdolala jen 7 kroky. Vidime, Ze metoda s omezenou oblasti
stability neni vhodna pro feseni tuhych systémii.
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6. TUHE SYSTEMY

Priklad ¢. 3
V tomto piikladu se budeme zabyvat chemickou kinetikou [1]. Uvazujme t¥i chemické
latky, které oznacime pismeny A, B a C, mezi kterymi probihaji chemické reakce

k1

A = B, (6.4a)
B+C 5 A4, (6.4b)
B+B% C, (6.4c)

kde k;, i« = 1,2,3 znaci veli¢inu reakcni rychlost, ktera urcuje, jak rychle se reaktanty
pfemeériuji na produkty. Reakéni rychlost je zavisla na mnoha parametrech (teplota, tlak,
svétlo, apod.) a urCuje se experimentalné. Oznacme y;(t),y2(t) a y3(t) koncentrace la-
tek A, B a C v Case t. Rovnice (6.4a) pfedstavuje rozpad latky A za vzniku B, pficemz
velikost rychlosti zmény koncentrace je rovna kiy; (koncentrace A klesa, B roste). V dru-
hém vztahu, tj. (6.4b), probihd pfeména B na A za pfitomnosti katalyzatoru C, velikost
rychlosti zmény koncentrace je dand soucinem ksysys. Posledni rovnice (6.4c) popisuje
vznik latky C, jejiz rlist koncentrace je uréen vztahem ksy3. VSechny t¥i reakce probihaji
soucasné, jejich sloucenim ziskame soustavu diferencialnich rovnic

Y1 = —k1y1 + kayays,
?Jé = k1y1 — kaypys — k3y§,
ys = ksys3.

Za predpokladu, ze by vSechny tii reak¢ni rychlosti byly stejného fadu, nejednalo by
se o nijak slozitou ulohu. Komplikace ale nastavaji, kdyz se hodnoty ki, ks a k3 za¢nou
yextrémné“ lisit. Zvolime-li hodnoty reak¢nich rychlosti

ki = 0,04, ko = 10%, ks =3-107
a pocatecni podminky
yl(o) = 17 QQ(O)ZO, y?)(o) :07

ziskame tlohu, ktera je znamou jako Robertsonuv problém. Jacobiho matice pro Robert-
sonuv problém je tvaru

J(t,y)=] 0.04 —10%3—6-107y, —10%y,
0 6107y, 0

Z fyzikalni podstaty plyne, Ze soucet koncentrace je v kazdém okamziku roven 1 a
z rovnic (6.4a) - (6.4c) je patrné, ze koncentrace latky C roste, proto y; — 0, y2 — 0
ay3 — 1 prot — oo. Toto tvrzeni doklada obrazek 6.3, ktery znazornuje jednotlivé
koncentrace v zavislosti na ¢ase t € (0,10%). Koncentrace latky B je po celou dobu velmi
mal4, pro vizualizaci je v grafu jeji hodnota zvétsena 10* krat.
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Obrazek 6.3: Robertsontiv problém - koncentrace, ode23t

Vlastni ¢isla Jacobiho matice v pocatku jsou {0;0; —0,04}, pro (y1,y9,y3) — (0,0, 1)
jsou vlastni ¢isla {0;0; —10000} a spektralni polomér p(J) = 10000. Na obrazku 6.4 je
znazornén prubéh spektralniho poloméru v ¢ase. Miizeme tedy Tici, Ze pro dlouhé intervaly
se Robertsontiv problém jevi tuhy.

10000 -

9000

8000

7000

6000 -

5000

4000

Spektralni polomér

3000

2000

1000 [

O 1 1 1 1 1 1
107 102 10° 102 10* 108 108

Obrézek 6.4: Robertsontiv problém - spektralni polomér

Robertsontiv problém jsme fesili metodami ode23t, odelbs a ode23 s prednastavenymi
presnostmi. Metodou ode23 se nam problém nepodatilo vytesit, nebotf jen na pfekonéni
intervalu (0,1000) potfebovala 2 284 054 kroktu. Naopak metoda ode23t (resp. odelbs)
urcend k feSeni tuhych systému zvladla celou tlohu vyftesit 214 (resp. 212) kroky.
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6. TUHE SYSTEMY

Priklad ¢. 4

V nésledujici tloze navazeme na problematiku chemickych reakci z minulého ptikladu
a prozkoumame podstatu vzniku ozénu v atmosféte [5]. Pfedpokladejme, Ze zemska at-
mosféra je uzaviena, ma konstantni teplotu a objem, pak vzajemné ptisobeni volného
kysliku O, dvouatomového kysliku O, a ozénu Oz miizeme popsat reakcemi

O+0,2 0, (6.5a)
0+ 0; % 20,), (6.5b)
0, £ 20, (6.5¢)
03 % 0+ 0,. (6.5d)

Reakéni rychlost, k; resp. ko mizeme povazovat za konstantni, reakce (6.5¢) a (6.5d)
jsou zavislé na mife slunecniho zafeni, které zpisobuje stépeni dvouatomového kysliku
a ozonu. Opét zavedme oznaceni y;(t), y2(t) a ys(t) pro koncentrace latek O, Oy a O3
v Case t. Zaméfime-li se na urcitou oblast atmosféry v dané nadmoiské vysce, miizeme
proces vzniku ozénu zapsat pomoci systému diferencialnich rovnic

v = —kinye  —koyiys +2ksys  +kays,
vy = —kiyhys +2kotnys  —ksya  +kays,
?Jé = kiyiye  —kayiys —kays ,

kde
ki =1,63-10710, ko =4,66-10716 .

Zbylé dvé reakéni rychlost zavislé na sluneénim svitu modelujeme funkci ¢asu
(1) exp(—c¢;/sinwt), sinwt > 0, 34
i = . 1 = o, 4.

0, sinwt < 0,

Abychom vhodné napodobili stfidani dne a noci, uvazujeme rovnodennost a volime
w = 27/86400 (perioda 24 hodin), c¢3 = 22,62, ¢4 = 7,601. Pocatek odpovida vychodu
slunce (Sestd hodina ranni). Hodnota k3 a k4 roste, dokud nedosahne v case ¢t = 21600
(poledne) svého maxima, poté klesa do nuly, kterou dosdhne v ¢ase t = 43200 (zapad
slunce, Sesta hodina vecerni). Do vychodu slunce dalsiho dne jsou hodnoty k3 a k4 nulové.
Pozorovanim byly zjistény pocatecni hodnoty

y1(0) = 10",  4(0)=3,7-10",  y3(0) =10".

Ulohu budeme fesit metodami ode23t, odel5s a odell3 s pfesnostmi g, = 1076, ¢, =
10~ na intervalu t € (0,129600) odpovidajici délce 1,5 dne. Koncentrace O, a O3 jsou
po celou dobu prakticky konstantni, naopak koncentrace jednoatomového kysliku O se
béhem dne méni v zavislosti na slune¢nim svitu. Na obrazku 6.5 je zobrazen pribéh
koncentrace jednoatomového kysliku béhem 1,5 dne. Poznamenejme, Ze svisla osa grafu
je v logaritmickém méritku a Cas je pocitan v sekundach.
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Obrazek 6.5: Ozoén v atmosfére - koncentrace jednoatomového kysliku O, odelbs

Béhem celého vypoctu jsou vSechna vlastni ¢isla Jacobiho matice zaporna, prakticky

konstantni. Konkrétné \; ~ —6,03, zbyld dvé vlastni ¢isla jsou téméf nulova. Soudin
7 )

spektralniho poloméru Jacobiho matice a délky intervalu, na kterém problém feSime,

je velké dislo, proto mizeme problematiku vzniku ozénu v atmosfére zaradit mezi tuhé

problémy. Na zavér uvedeme statistiku pro jednotlivé fesice.

statisticky udaj ode23t odelbs | odell3
pocet tspésnych kroki 1568 556 | 385936
pocet neuspésnych kroki 106 54 21909
pocet vyhodnoceni pravé stany f 2196 842 793782
pocet sestaveni Jacobiho matice 4 5
pocet provedenych LU rozkladi 398 118
pocet feSenych soustav linearnich rovnic | 2179 812

Z uvedenych dat plyne, ze metoda odelbs zvladla danou tlohu vyftesit velmi efektivné,
naopak metoda odell3 s omezenou oblasti stability je pro danou tlohu nevhodna.
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6. TUHE SYSTEMY

Priklad ¢. 5
V poslednim piikladu prozkouméame Van der Poliv oscilator [1]. Jedna se o oscilator
s nelinearnim tlumenim modelujici oscilacni procesy v elektrickych soustavach, ktery je
popsan vztahem

v+ ut -1y +y=0, >0, (6.6)

kde y znaci velikost elektrického proudu prochéazejici obvodem v case ¢t a u je konstanta
udévajici tlumeni. Rovnici (6.6) zapiSeme jako systém dvou diferencialnich rovnic

yi =Y, (
6.7)
vy =—pyi—Dy2—y1, p>0.

Prislusna Jacobiho matice je tvaru

0 1
J(ty) = :
<—2uy1yz -1 —p(yi - 1))

Vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou nejen zavisla na konstanté p, ale méni se i v Case.
Zvolme p = 1000, pocateéni hodnoty y(0) = 2, ¢/(0) = 0 a feSme tlohu na intervalu
(0,2000) metodami ode23t, odelbs a ode23 s prednastavenymi tolerancemi. Na obrazku
6.6 je zakreslen priibéh elektrického proudu a spektralniho poloméru v zavislosti na case.

Elektricky proud

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Cas

1000 b

500 b

O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Cas

Obrézek 6.6: Van der Poluv oscilator - zavislost velikosti elektrického proudu a spektral-
niho poloméru na case, odelbs
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Van der Poliv oscilator je periodicky s periodou T' ~ 1612s. Zaméime se na interval
(0,806) odpovidajici ptlce periody a porovnejme na ném jednotlivé metody z hlediska
poctu kroku. Data zapiseme do tabulky

interval | (0,5) (5,780) (780,806) | (0,806)
ode23t | 31 21 221 273
odelbs | 35 19 210 264
ode23 | 5962 565846 2518 | 574326

Metody ode23t a odelbs si v pribéhu celého feseni pocinaly prakticky stejné. Prvni
Cast, tj. interval (0,5), pFekonala metoda ode23t 31 kroky, zatimco ode23 potfeboval 5962
kroku. Velikost elektrického proudu na intervalu (5,780) klesala velmi pomalu. Metody
urcené pro tuhé systémy potiebovaly pfiblizné 20 kroki, naopak metoda ode23 jich vyza-
dovala pfes pil milionu. V poslednim intervalu (780, 806) nastala prudkd zména velikosti
proudu a délka krokti musela byt redukovana pro zachovani presnosti. Celkové potiebo-
vala metoda ode23 priblizné 2 000 krat vice krokt nez zbylé dvé metody, proto i tento
problém miizeme oznacit za tuhy.
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7. ZAVER
v

7 Zaveér
Cilem této prace bylo popsat a analyzovat vybrané numerické metody a zaméfit se na
numerické Feseni tuhych systémi. Nejprve jsme uvedli teoreticky zaklad obycejnych di-
ferencidlnich rovnic a jejich systémi, poté jsme se zamértili na popis numerickych metod
ucenych k jejich feSeni. Numerické metody jsme rozdélili na jednokrokové a vicekrokové,
explicitni a implicitni. Metody jsme postupné odvozovali, urcovali jejich fady a konver-
genci. Nasledné jsme metody zkoumali z hlediska stability. Zjistili jsme, Ze oblast absolutni
stability explicitnich metod je zpravidla podstatné mensi nez u implicitnich metod. Pouze

implicitni metody mohou mit neomezenou oblast absolutni stability. Také jsme zjistili, zZe
oblast absolutni stability se obvykle s rostoucim fadem metody zmensuje.

Zbyla ¢ast prace se vénuje tuhym systémum a jejich fesenim v prostfedi MATLAB.
Tuhé systémy nemaji (prozatim) pfesnou definici a k jejich popisu se pouzivaji charakteris-
tické vlastnosti. Nejznaméjsi charakteristika rika, ze u tuhych systému potiebuje metoda
s omezenou oblasti stability mnohonasobné vice krok® nez metoda s neomezenou oblasti
stability. Nasledné jsme se vénovali fyzikalnim a chemickym tlohéam vedoucim na tuhé
systémy. Ulohy jsme Fesili metodami s omezenou i neomezenou oblasti stability a porov-
navali je podle statistik o pritbéhu feseni. V priloze jsou uvedeny pouzité skripty. Piiklad
¢. 3 se nepodarilo vyfesit metodou s omezenou oblasti stability z diivodu nedostatecné
vypocetni techniky, v ostatnich ptikladech potfebovaly metody s omezenou oblasti sta-
bility podstatné vice krokt nez ty s neomezenou pii stejnych pozadavcich na presnost.
Z toho muzeme usoudit, Ze metody s omezenou oblasti stability jsou nevhodné pro feseni
tuhych systémii.
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9. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU
9 Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

ODR obycejna diferencidlni rovnice

EE Eulerova explicitni metoda

IE Eulerova implicitni metoda

TR lichobéznikova metoda

ERK explicitni Rungeova-Kuttova metoda
IRK implicitni Rungeova-Kuttova metoda
RK3 Ralstonova metoda fadu 3

RK4 klasickd Rungeova-Kuttova metoda
RM2 Radauova metoda fadu 2

AB Adams-Bashforthova metoda

AM Adams-Moultonova metoda

BDF metoda zpétného derivovani

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnich ¢isel

Re(z2) realna ¢ast komplexniho ¢isla

Im(2) imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

P, mnozina vSech polynomi stupné nejvyse a
P/ mnozina vSech racionalnich funkci p/q, kde p € P, a ¢ € P
D oblast absolutni stability

I jednotkova matice

det(A) determinant matice A

|- | absolutni hodnota

|- 1] Eukleidovska norma

-] dolni cela cast
(-, ) otevieny interval
(-, ) uzavieny interval
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10 P#ilohy

Priklad ¢. 1
clear; clc; close all;

soustava = Q(x,y) [y(2); —1000%y(1)—1001xy(2)];
yO = [1, —1]; %pocatecni podminky

konec = 5; %koncovy bod intervalu

soll = ode23(soustava ,[0 konec|,y0); %reseni ode23
sol2 = odell3(soustava ,[0 konec],y0); %reseni odell3
sol3 = odelbs(soustava ,[0 konec],y0); %reseni odelbs
sold = ode23t(soustava ,[0 komnec],y0); %reseni ode23t

%pocet kroku pro ode23, odelld, odellbs, ode23t
nsteps = [soll.stats.nsteps, sol2.stats.nsteps,
sol3 .stats.nsteps, sold.stats.nsteps]

Priklad ¢. 2
clear; clc; close all;

funkce = Q(x,y) lxy."2 — y."3 ;

delta = 0.0001 ;

konec = 2/delta; %koncovy bod intervalu

options = odeset (’RelTol’ ,1e—4,’AbsTol’ ,1e—7); %urceni toleranci

soll = ode23(funkce,[0 konec],delta ,options); %reseni ode23
sol2 = ode23t(funkce,[0 konec],delta ,options); %reseni ode23t
nsteps = [soll.stats.nsteps , sol2.stats.nsteps | %pocet kroku
nfevals = [soll.stats.nfevals , sol2.stats.nfevals |

%pocet vyhodnoceni prave strany f

figure
subplot (2,1,1);
plot (soll.x,soll.y,’. ")
title (7ode237)
axis ([0 konec —0.1 1.1])
subplot (2,1,2);
plot(soll (1).x,s0ll(1).y,’.—=")
axis ([1/deltax0.99 1/deltax1.05 1—1.5xdelta 1+1.5xdelta])

figure
subplot (2,1,1);
plot(sol2(1).x,s0l2(1).y,".")
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10. PRILOHY

title (’ode23t’)
axis ([0 konec —0.1 1.1])
subplot (2,1,2);
plot(sol2(1).x,s0l2(1).y,’.—=")
axis ([1/deltax0.99 1/deltax1.05 1—1.5xdelta 1+1.5xdelta])

Priklad ¢. 3

clear; clc; close all;

soustava = Q(x,y) |
—0.04%y(1)+10000%y(2).xy(3);
0.04xy(1)—10000%y (2).xy(3)—3%10"7xy (2).xy(2);
3x10°7T*xy (2).xy(2) |;

J =Q(x,y) [—0.04, 10000xy (3), 10000y (2);
0.04, —10000%y(3)—6+10"T*y(2), —10000%y (2);
0, 6%x10"7xy(2), 0];

%Jacobiho matice
konec = 10°9 ; %koncovy bod intervalu

soll = ode23t(soustava ,[0 konec],[1 0 0]); %reseni ode23t

sol2 = odelbs(soustava ,[0 konec],[1 0 0]); %reseni odel5s
sol3 = ode23(soustava ,[0 konec],[1 0 0]); %reseni ode23
nsteps = [soll.stats.nsteps, sol2.stats.nsteps, sol3.stats.nsteps

%pocet kroku

spektralni_polomer = zeros(1,soll.stats.nsteps);
for i = 1: soll.stats.nsteps+1
xx = soll.x(i); %cas v i—tem kroku

yy = [soll.y(1,i), soll.y(2,i), soll.y(3,i)];
%konentrace v i—tem kroku

Jac = J(xx,yy); %vypocet Jacobiho matice v i—tem kroku
spektralni_polomer (i) = max(abs(eig(Jac)));
%spektralni polomer Jacobiho matice v i—tem kroku

end
figure
plot (soll.x,soll.y(1,:),”—",soll.x,10"4*so0ll.y(2,:)," =",
soll .x,soll.y(3,:), =)
set (gca, ’XScale’, ’'log’, ’Xlim’, [10"—4 1079],
Ylim’, [—0.05 1.05])

xlabel (’Cas’);

ylabel (’Koncentrace ") ;

set (legend ("$y_-1$’,°81074\ cdot y-2%8’,’8y_-3$’), Interpreter ’,
"latex ’, ’FontSize’,12);

39



figure
plot (soll.x,spektralni_polomer)
set (gca, ’XScale’, ’'log’, ’Xlim’, [10"—4 1079],
'Ylim’, [0 10500] )
xlabel (’Cas’);
ylabel (’Spektralni polomer ’);

Priklad ¢. 4
clear; clc; close all;

kl = 1.63 % 10" —16; %reakcni rychlost kil
k2 = 4.66 x 10" —16; %reakcni rychlost k2
c3 = 22.62;

cd = 7.601;

omega = 2xpi/86400;

k3 = Q(t) exp(—c3./sin(omegaxt)).* (sign( sin(omega.xt) )/24+ 0.5 )
%reakcni rychlost k3

k4 = Q(t) exp(—c4./sin(omegaxt)).* (sign( sin(omega.xt) )/24+ 0.5 )
%reakcni rychlost k4

soustava = Q(x,y)

[—klsy (L)*y(2) —  k2xy(1)*y(3) + 2xk3(t)xy(2) + kd(t)*y(3);

—klxy(1)*xy(2) + 2xk2*y(1)xy(3) — k3(t)*xy(2) + kd(t)*y(3);
klsy(1)*y(2) —  k2xy(1)*y(3) — kd(t)*y(3)];

J = aQ(x,y)

[ —klxy(2) — k2xy(3), —klxy(l) + 2xk3(t), —k2xy(1l) + kd4(t);

—klxy(2) 4+ 2xk2xy(3), —klxy(1) — k3(t), 2xk2xy(1l) + k4(t);
klxy(2) — k2xy(3), klxy (1), — k2xy(1l) — k4(t)];

%Jacobiho matice

y0O = [10"1 3.7 % 10716 10°12]; %pocatecni podminky
konec = 24%3600x1.5; %koncovy bod intervalu
options = odeset (’RelTol’ ,1e—4,’AbsTol’ ;1e—6); %nastaveni toleranci

soll = ode23t(soustava ,[0 konec],y0,options); %reseni ode23t

sol2 = odelbs(soustava ,[0 konec],y0,options); %reseni odelbs

sol3 = odell3(soustava ,[0 konec],y0,options); %reseni odell3

nsteps = [soll.stats.nsteps sol2.stats.nsteps sol3.stats.nsteps];
soll.stats %vypsani statistik ode23t

sol2.stats %vypsani statistik odelbs
sol3.stats %vypsani statistik odell3
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10. PRILOHY

spektralni_polomer = zeros(1,nsteps(1l)+1);
for i = 1: nsteps(1)+1
xx = soll.x(i); %cas v i—tem kroku
yy = [soll.y(1,i), soll.y(2,i), soll.y(3,i)];
%konentrace v i—tem kroku
Jac = J(xx,yy); %vypocet Jacobiho matice v i—tem kroku
vle = eig(Jac);
spektralni_polomer (i) = max(abs(vlc));
%spektralni polomer Jacobiho matice v i—tem kroku
end

fprintf (’Spektralni polomwr Jacobiho matice je mezi %f a %f.
\n’ ,min(spektralni_polomer), max(spektralni_polomer))

figure
plot (soll.x, soll.y(1,:))
set (gca, ’YScale’, ’log’, ’Ylim’, [10"—2 10"8])
xlabel (’Cas’);
ylabel (’Koncentrace O’);

Priklad ¢. 5

clear; clc; close all;

my = 1000; %tlumici konstanta

[y (2); myx(1-y(1)"2)xy(2)—y(1)]; %soustva
0, L;
—2s¢my*y (1)*xy(2)—1, —my*(y(1l)"2—1)]; %Jacobiho matice

soustava = Q(x,y)
J=Qa(x,y) |

konec = 3000; %koncovy bod intervalu
y0 = [2 0]; %pocatecni podminky

soll = ode23t(soustava ,[0 konec],y0); %reseni ode23t

sol2 = odelbs(soustava ,[0 konec],y0); %reseni odelbs

sol3 = ode23(soustava ,[0 konec],y0); %reseni ode23

nsteps = [soll.stats.nsteps, sol2.stats.nsteps, sol3.stats.nsteps]
pocet_kroku = zeros (3,4); %tabulka s pocty kroku na intervalech
pocet_kroku (1,1) = length (find(soll.x<5));

pocet_kroku (2,1) = length (find(sol2.x<5));

pocet_kroku (3,1) = length(find (sol3.x<5));

pocet_kroku (1,2) = length(find (soll.x>5 & soll .x<780));
pocet_kroku (2,2) = length(find (sol2.x>5 & so0l2.x<780));
pocet_kroku (3,2) = length(find (sol3.x>5 & so0l3.x<780));
pocet_kroku (1,3) = length(find(soll.x>780 & soll.x<806));
pocet_kroku (2,3) = length(find (sol2.x>780 & sol2.x<806));
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pocet_kroku(3,3) = length(find(sol3.x>780 & sol3.x<806));
pocet_kroku(1l,4) = length(find(soll .x<806));
pocet_kroku(2,4) = length(find(sol2.x<806));
pocet_kroku (3,4) = length(find (sol3.x<806));

pocet_kroku

spektralni_polomer = zeros(1l,nsteps(2)+1);

for i = 1: nsteps(1)+1

xx = soll .x(1i);

yy = [soll.y(1,i), soll.y(2,i)];

Jac = J(xx , yy);

spektralni_polomer (i) = max(abs(eig(Jac)));

%spekralni polomer Jacobiho matice v i—tem kroku

end

figure
subplot (2,1,1)
plot (soll.x,soll.y(1,:))
xlabel (’Cas’);
ylabel (’ Elektricky proud’);
subplot (2,1,2)
plot (soll.x, spektralni_polomer)
set (gca, ’Ylim’, [0 3100])
xlabel (’Cas’);
ylabel (’Spektralni polomer ’);

42



