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Abstrakt 
Tato bakalářská práce se zabývá numer ickým řešením sys témů obyčejných diferenciálních 
rovnic. V práci jsou nejprve zavedeny a popsány jednot l ivé numerické metody určené 
k řešení diferenciálních rovnic, po t é je vyše t řována jejich stabilita. Hlavním cílem je ana
lýza tuhosti vybraných sys témů diferenciálních rovnic, výběr vhodné numerické metody 
a nás ledné řešení v pros t ředí M A T L A B . 

Summary 
This bachelor's thesis deals wi th numerical solution of ordinary differential equations. 
The first part of the thesis introduces and describes the numerical methods for ordinary 
differential equations. The next part is about stability of numerical methods. The aim 
of the thesis is to analyze the stiffness of the systems of differential equations, select a 
suitable numerical method and solve the systems in the M A T L A B . 

K l í č o v á slova 
obyčejné diferenciální rovnice, numerické řešení diferenciálních rovnic, stabilita, t u h é sys
t émy 
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systems 
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1 Úvod 
Mnoho diferenciálních rovnic není řeši telných analyticky nebo je jejich řešení příliš ča
sově náročné , proto se řeší numericky. Př i studiu numerických metod určených k řešení 
soustav diferenciálních rovnic se můžeme setkat se soustavami, jejichž řešení explici tními 
metodami je t éměř nemožné . Tyto soustavy označujeme za tuhé (anglicky stiff systems 
oj differential equations). Hlavním cílem t é t o práce je ana lýza vybraných numerických 
metod a studium tuhých systémů. 

P ráce je s t ruk tu rována následovně. D r u h á kapitola uvádí teoret ický základ obyčejných 
diferenciálních rovnic. T ře t í kapitola je věnována studiu numerických metod určených 
k jejich řešení. Ve č tv r té kapitole analyzujeme stabilitu vybraných numerických metod. 
V kapitole pá t é se seznámíme s p ros t řed ím M A T L A B . Poslední část je zaměřena na cha
rakterizaci tuhých systémů. Dále se v ní řeší t u h é problémy z fyzikálního a chemického 
prost ředí a h ledá se v h o d n á metoda jejich řešení. Součást í práce je C D , na k t e r ém nalez
neme skripty k j edno t l ivým ú lohám. 
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2. OBYČEJNÉ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

2 Obyčejné diferenciální rovnice 
Počátečn í úlohou obyčejné diferenciální rovnice n - t ého ř á d u (ODRn) rozumíme rovnici 

y 
(n) £1 i li (n—1)\ (2.1) 

s p o d m í n k a m i 

y(x0) = m, y'&o) = m, y"(x0) = rj2, 

kde funkce / je definovaná na oblasti G C M n + 1 . 

, y{n-l\xo) Vn-l, (2.2) 

,77„_i] G G, f : G -> 
y{> značí /c-tou derivaci funkce y(x). Řešením počá tečn í úlohy na intervalu I rozumíme 
nalezení funkce y(x), k t e r á je spoj i tá , m á spoji té derivace do ř á d u n, vyhovuje diferenciální 
rovnici ve všech x G / a všem počá tečn ím p o d m í n k á m . 
Speciálně pro n — 1 získáme obyčejnou diferenciální rovnici 1. ř á d u (ODR1) zadanou 
rovnicí a jednou počá tečn í p o d m í n k o u 

y' = f(x,y), y(x0) = y0. (2.3) 

Počá tečn í ú lohou pro soustavu n diferenciálních rovnic prvn ího ř á d u chápeme systém 
rovnic 

y[ = fi(x,yl,y2,...,yn), 

2/2 = h (x, 2/1,2/2, ...,yn), 

y'n = fn(x,yl,y2,...,yn), 

přičemž yi = yi(x), doplněný o n počátečních podmínek 

yi(x0)=r]i, i = l,...,n. 

Úlohu můžeme zapsat ve vektorovém tvaru 

y ' = f ( x , y ) , y ( x o ) = y 0 ; 

kde 
/ fi(x,yi,y2,---,yn)\ 

f2(x,yl,y2,...,yn) 

(2.4) 

I yi(x)\ 

2/2(2;' 

\yn(x)J 

, f(a:,y) yo 

( Vi(x)\ 
r]2{x 

\fn(x,yl,y2,.. .,yn)J 

V ě t a 2.1. Každou obyčejnou diferenciální rovnici n-tého řádu (2.1) s počátečními pod
mínkami (2.2) definovanou na intervalu I lze převést na soustavu n diferenciálních rovnic 
prvního řádu na stejném intervalu. 

Důkaz. Označme yi=y, 2/2 = 2/, 2/3 = 2/", • • •, yn = 2 / ( n _ 1 ) , pak 

v i = 2/2 

2/2 = 2/3 

2/3 = 2/4 

2/n-l — 2/n; 
2/n = f(x,y1,y2,...,yn). 
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2.1. EXISTENCE A JEDNOZNAČNOST 

T í m t o jsme získali soustavu n obyčejných diferenciálních rovnic p rvn ího ř á d u s počá
tečními p o d m í n k a m i yi{x0) = r)0, y2{x0) = r)!, ..., yn-i{xo) = Vn-2, yn(xo) = r)n-i- Po
znamenejme, že první složka sys tému yi(x) je za těchto počátečních podmínek řešením 

Vzhledem k tomu, že numerické metody jsou formulovány předevš ím pro počá teční 
úlohy sys tému O D R 1. ř ádu , m á tato vě ta zásadní v ý z n a m pro řešení úloh s rovnicemi 
n- tého řádu . Jak bude i lustrováno i na příkladech, ř a d a problémů z technické praxe je 
p r imárně modelována rovnicemi vyšších řádů . 

2.1 Existence a jednoznačnost 
Uvažujme úlohu (2.4). Budeme vyšet řovat , zda řešení úlohy existuje a za jakých podmínek 
je určeno jednoznačně . Nejprve mus íme zadefinovat následující pojem. 

Definice 2.2 (Lipschitzovsky spoj i tá funkce). Funkci / : I C K™ 4 R nazveme lipschi-
tzovsky spojitou v p roměnné Xk, jestl iže pro všechny pevně zvolené X\, x2, • • •, Xfc-i, 
Xk+i, • • •, xn 3L > 0 takové, že pro každé a, f3 v okolí Xk p la t í 

...,Xk-i,a, Xk+i, . . . , z n ) - / ( x i , . . . , Xk-i, (3, Xk+i, • • •, xn)\ < L\a - (3\. 

V ě t a 2.3 (Peanova v ě t a ) . Uvažujme počáteční úlohu (2.4)- Jsou-li všechny funkce f i, i = 
1,2,... ,n, spojité v okolí bodu (xo, yo), pak má úloha (2.4) v okolí xq aspoň jedno řešení. 

V ě t a 2.4 (Picardova vě t a ) . Jsou-li splněny předpoklady předcházející věty a všechny složky 
f i,i = 1, 2 , . . . n jsou lipschitzovské v proměnných yi,i = 1,2,... ,n v okolí (xo, yo), pak 
má úloha (2.4) řešení určené jednoznačně. 

Picardova vě ta je silnější než Peanova věta , neboť n á m zaručuje jednoznačnos t řešení. 
Důkaz vět můžeme nalézt v [3]. 

• 
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3. NUMERICKÉ METODY ŘEŠENÍ ODR 

3 Numerické metody řešení ODR 
V té to části se zaměř íme na popis numerických metod určených k řešení počá tečních úloh 
obyčejných diferenciálních rovnic. Základní zdroje pro tuto kapitolu jsou [1], [2], [4] a [8]. 

P ř i numer ickém řešení počá teční úlohy (2.4) h ledáme přibližné hodnoty y(x) v bodech 
xn, n — 0,1,... ,q, k teré dos ta tečně hus tě pokrývaj í interval {a, b). Zavedeme dělení 

a = Xq < X\ < • • • < Xq_i < xq = b 

intervalu {a, b). Body xn označme uzly, délka kroku hn = xn+\ — xn > 0 je vzdálenost 
dvou sousedních uzlů. Je-li dělení intervalu takové, že všechny délky kroků jsou stejné, tj. 
hn = h = (b — a)/q, nazveme dělení rovnoměrné a index n vynecháváme. Dále označme 
y n jako aproximaci přesného řešení y(xn) v b o d ě xn. 

Numerická metoda je algoritmus pro výpočet přibližných hodnot y i , y 2, y 3, • • • ze za
dané rovnice a počátečních podmínek . Numerickou metodu nazveme jednokrokovou, jest
liže pro výpočet y n + i je zapot řeb í pouze předcházející hodnota yn. Potřebujeme-l i pro 
výpočet y n + i více než jednu předcházející uzlovou hodnotu, označíme metodu jako více-
krokovou. Metoda je explicitní, jestliže pro výpočet y n + i m á m e explicitní vzore, v opačném 
př ípadě hovoříme o implicitní me todě . 

3.1 Eulerovy metody 
Eulerova e x p l i c i t n í metoda 

Jednou ze základních numerických metod pro výpočet úlohy (2.4) je Eulerova explicitní 
metoda (EE) , kterou můžeme odvodit následujícím způsobem. Pro přibližný výpočet y(x) 
provedeme aproximaci f (x ,y (x) ) ~ f ( x 0 , y ( x 0 ) ) , x G {x0,Xq + h0) s dos ta tečně malou 
délkou kroku. Integrací rovnice (2.4) v mezích od x0 do X\ = x0 + h0 z ískáme 

y ( ^ i ) = y ( ^ o ) + / f(T,y(r))dr » y 0 + (x i - x0)í(x0,y(x0)). 
J x0 

Jako přibližné řešení y i dos táváme 

y i = yo + h0í(x0,y0). 

Proces můžeme opakovat. Obecný vztah pro Eulerovu explicitní metodu m á tvar 

yn+i = yn + hní(xn,yn), n = 0,1,.... 

Nyní si ukážeme některé vlastnosti Eulerovy explicitní metody. Bude nás za j ímat , za 
jaké p o d m í n k y je metoda konvergentní , tzn. numerická metoda dos ta tečně aproximuje 
přesné řešení, jak rychle metoda konverguje a jaké chyby se při řešení dopouš t íme . K 
tomu využijeme následujícího výrazu známého jako Landauova notace: 

O z n a č e n í . Nechť funkce f(x) je definována na intervalu (a,b). Řekneme, že f(x) e 
0{hp), jestliže existuje C > 0 takové, že pro všechna x G (a, b) p la t í |/(a;)| < Chp. 
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3.1. EULEROVY METODY 

Symbolem le n označme lokální chybu. J e d n á se o chybu, k t e rá vzniká v jednom kroku. 
Eulerovu metodu můžeme zapsat ve tvaru y n + i — [y n + hí(xn,yn)} = 0. Nahrazen ím y^ 
p řesným řešením y(xfc) a rozvinut ím do Taylorova polynomu prvního s tupně získáme 

le„ = y ( x „ + i ) - [y(xn) + hí(xn,y(xn))} 

= [y(xn) + hy\xn) + 0{h2)] - [y{xn) + hy\xn)} = 0(h2) 

Řekneme, že l ibovolná metoda 

y«+i = y(f, h, y 0 , y i , . . . , y „ ) , n = 0 , 1 , . . . , 

kde y je formule konkré tn í numerické metody, je ř á d u p, když 

y(xn+1) - y(í, h, y 0 , y i , . . . , y„ ) = (3.1) 

plat í pro každou analytickou funkci f. Podobně i pro implici tní metody. J inými slovy 
můžeme říct , že metoda je ř á d u p, když dává přesné řešení pro každou polynomiální 
funkci s tupně nejvýše p. R á d metody n á m sděluje informaci o jeho lokálním chování, 
mnohem pods ta tně j š í budou pro nás ale informace o globálním chování metody. Označme 
e n — y{xn) — y n globální chybu, k t e rá vzniká h r o m a d ě n í m lokálních chyb. Globální chyba 
Eulerovy explicitní metody je 0(h) a metoda je tedy prvního řádu . 

Definice 3.1 (Konvergence metody). Metodu prohlás íme za konvergentní , jestl iže pro 
každou počá tečn í úlohu (2.4) s lischitzovskou funkcí a rovnoměrným dělením pla t í 

l im max IleJI = 0. 
h->0+ n=0,l,...,q 

V ě t a 3.2. Eulerova explicitní metoáa je konvergentní. 

Důkaz. Důkaz můžeme nalézt v [4, Theorem 1.1, s. 6]. • 

Pro ilustraci a spoň uvedeme obrázek 3.1 řešení rovnice y' = 5e~x,y(0) = 0 s různou 
délkou kroku. 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

Obrázek 3.1: Řešení Eulerovou explicitní metodou při použi t í různých délek kroků. 
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3. NUMERICKÉ METODY ŘEŠENÍ ODR 

Eulerova i m p l i c i t n í metoda 

Použijeme-li aproximaci í(x,y(x)) ~ f {x\, y{xi)) na intervalu x G (xo,xi), pak po inte
graci (2.4) a úpravě získáme vztah 

yi = yo + ftof(2Ci,yi), (3.2) 

který zobecníme 
Yn+i = yn + hní(xn+l,yn+l), n = 0 , 1 , . . . 

a dostaneme obecný tvar Eulerovy implici tní metody (IE). Eulerova implici tní metoda je 
konvergentní , ř á d u 1 a je prakticky stejně p řesná jako explicitní metoda. Nevýhodou při 
použi t í implici tní metody je nutnost řešit soustavu nel ineárních rovnic, ale naopak velkou 
výhodou je její stabilita, kterou p o d r o b n ě rozebereme v Kapitole 4. Zmíněnou soustavu 
nelineárních rovnic je možné řešit Newtonovou metodou s počá teční aproximací yn. 

L i c h o b ě ž n í k o v á metoda 

Eulerovy metody aproximují í(x,y(x)) na intervalu (xn,xn+i) konstantou, kterou urču
jeme u explicitní metody z levého a implici tní metody z pravého kra jn ího bodu intervalu. 
Pokud zvolíme jako aproximaci p růměr hodnot v krajních bodech, tj. 

í(x,y(x)) « ^[í(xn,y(xn)) + f (xn+l, y(xn+l))], x e (xn,xn+l) 

získáme lichoběžníkovou metodu, zkráceně T R (trapezoid rule), pro kterou pla t í 

y(xn+l) = y(xn) + f (r, y(r))dr « 

y{xn) + \{xn+i - xn) [í(xn,y(xn)) + f (xn+l,y(xn+l))], 

neboli 

Vn+i = y n + ^hn[i(xn,yn) + f ( x n + i , y n + i ) ] . 

Ř á d metody při rovnoměrném dělení odvodíme ze vztahu (3.1) pomocí Taylorova rozvoje 

) - (y(^n) + \h[i(xn,y(xn)) + f ( x n + i , y ( x n + i ) ) ] } 

= {y(xn) + hy'(xn) + \h2y"(xn) + 0(h3)} 

-{y(xn) + \h[y'{xn) + y'(xn) + hy"(xn) + 0(h2)] } = 0{h?). 

Lichoběžníková metoda je již ř á d u 2, je konvergentní a globální chyba je 0(h2). 

3.2 Rungeovy-Kuttovy metody 
E x p l i c i t n í Rungeovy-Kuttovy metody 

Explici tní Rungeovy-Kuttovy metody ( E R K ) vychází z integrace rovnice (2.4) v mezích 
Xn & ^n+l Xn ~\~ ll 

yn+i = yn+ f (r, y(r))dr = yn + h í(xn + hr, y(xn + hr))dr. 
J x„ Jo 



3.2. RUNGEOVY-KUTTOVY METODY 

Integrál můžeme nahradit sumou a získáme obecný tvar E R K s tupně s 

3=1 
n 0,1, 

Koeficienty b\, b2, • • •, bs a c\, c2,..., cs, k teré jsou nezávislé na funkci f specifikují kon
kré tn í metodu. Jelikož ale neznáme hodnoty y v uzlech xn + c\h, xn + c2h,..., xn + csh, 
musíme zavést aproximace. Označme aproximace y(xn + Cjh) jako j = 1,2, . . . , s . 
Položíme-li ci = 0, získáme $,1 = y(xn) = yn. Hlavní myšlenka E R K metody je, že každé 
£j, j — 2, 3 , . . . , s, se d á vyjádři t jako l ineární kombinace f (xn, £i ) , f {xn+c2h, £ 2 ) , . . . , f (xn+ 

Cj-ih, Aproximace £• můžeme urči t předpisem 

Matice A 

£ 2 = y« + ^ 2 , i f ( a : „ , ^ i ) 

£ 3 = y« + ^ Q 3 , i f (xn, £ 1 ) + ha3t2f(xn + c2h, £2) 

C s = y« + h Y%Z\ asJí(xn + Cjh, Šj) 

yn+i = y n + h Y ? i = 1 bif(xn + Cih,£i) , 

( 0 ^ ) ^ = 1 , 2 , . . . , s , se nazývá matice, vektory 

M /Cl\ 
b = 

(3.3) 

\bsj 

C-2 

\CSJ 

jsou RK váhy a uzly. Koeficienty dané R K metody se zapisují do RK tabulky známé 
jako Butcherova tabulka, k te rá je ve tvaru 

A 

Nabízí se otázka , jak vybrat vhodnou R K matici s rozumnými váhami a uzly. Odpověď 
na tuto o tázku n á m může poskytnout rozložení rovnic do Taylorových ř ad a následné 
porovnání . Toto odvození je technicky náročné , lze jej nají t např ík lad v [8]. Z Taylorova 
rozvoje pro ř ád 4 plynou p o d m í n k y 
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3. NUMERICKÉ METODY ŘEŠENÍ ODR 

Ci — + a i j 2 H h a i , i - i , i = 2,3,4, 

&1 + &2 + &3 + &4 = 1, 

&2C2 + &3C3 + &4C4 = § , 

b2c\ + h4 + b4cl = |, 

hc2a3:2 + h(c2a4:2 + c 3 a 4 , 3 ) = | , ( 3 - 4 ) 

b2c\ + h4 + h±cl = \-. 

č>3c |a 3 i 2 + bA(claA)2 + c |a 4 , 3 ) = \ \ , 

&3c2C3a352 + &4(C2ÍÍ4,2 + £ 3 0 4 , 3 ) 0 4 = | , 

&4C2ÍÍ3,2ÍÍ4,3 — 2 V 

Má-li funkce f(x ,y) spoj i té všechny parciální derivace do ř á d u p včetně, pak se d á 
dokázat , že pro s = 1,2,3,4 plat í , že ř ád s-s tupňové R K metody je nejvýše s. J inými 
slovy můžeme říci, že ř ád může být max imá lně srovnate lný se s t u p n ě m R K metody. Pro 
s > 5 již není možné dosáhnout ř á d u p = s. V i z [1] a [4]. 

Metody p r v n í h o ř á d u 

Existuje pouze jedna explicitní R K metoda ř á d u jedna, a to je explicitní Eulerova metoda. 

Metody d r u h é h o ř á d u 

Pro p ř ípad p = s = 2 n á m 2. ř ád metody zajistí p o d m í n k y 

&i + 6 2 = 1, b2c2 = ^ , a 2 , i = c 2 . 

P ros t ř edn ic tv ím parametru 9 lze splnění těch to podmínek zachytit volbou jednot l ivých 
koeficientů v tabulce 

0 

e e 
1 _ j _ JL 

26» 26» 

Zvolíme-li parametr 9 — \, získáme modifikovanou Eulerovu metodu, volbou 0 = 1 ob
držíme druhou modifikaci Eulerovy metody a pro 0 = | dostaneme Ralstonovu metodu 
řádu 2. [2] 

Metody t ř e t í h o ř á d u 

P o d m í n k y pro rovnice t ře t ího ř á d u jsou 

&I + &2 + &3 = 1, &2C2 + &3C3 = &2C2 + &3c| = § , 

hc2as,2 = | , c 2 = a 2 , i , c 3 = a 3 j i + a 3 i 2 , 

což je soustava 6 rovnic o 8 neznámých, tedy soustava se dvěma parametry volnosti. 
Volbou C2 = \ a C3 = I získáme metodu známou jako Ralstonova metoda řádu 3 (RK3) , 
jejíž Butcherova tabulka v y p a d á následovně. 
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3.2. RUNGEOVY-KUTTOVY METODY 

0 
1 1 
2 2 
3 0 3 

4 
0 

4 
2 1 4 
9 3 9 

Metody č t v r t é h o ř á d u 

Pro metody č tv r t ého ř á d u už pla t í p o d m í n k y (3.4). Opě t m á m e soustavu závislou na dvou 
parametrech. Nejvíce využ ívaná R K metoda č tv r t ého ř á d u je klasická Rungeova-Kuttova 
metoda (RK4) , kterou získáme volbou c 2 = c 3 = \ . 

0 
1 1 
2 2 
1 0 1 
2 

0 
2 

1 0 0 1 
1 1 1 1 
6 3 3 6 

Za povš imnut í stojí nuly nacházející se v R K matici, k teré zefektivní proces výpoč tu . 

I m p l i c i t n í Rungeovy-Kuttovy metody 

Hlavní myšlenka implicitní Rungeovy-Kuttovy metody ( IRK) je umožni t vektorovým funk
cím ^ 1 , ^ 2 5 • • • > £ s záviset na sobě obecněji než v p ř ípadě (3.3). I R K můžeme popsat rov
nicemi 

Ši = yn + hJ2s

j=1aidf(xn + cjh,£j), i = 1,2,..., s, 

y „ + i = y n + h Y J

s

i = 1 bif(xn + Cih,£i). 

V tomto p ř ípadě je A = (ajj)jj=i,2,...,s l ibovolná matice na rozdíl od E R K , kde byla 
pouze ryze dolní t ro júhelníková (nuly na diagonále) . Terminologie z E R K ( R K váhy, 
R K uzly, s tupeň metody, atd.) zůs tává stejná. Hlavní výhodou implici tní metody je její 
stabilita, další potenciální výhodou I R K oproti E R K je, že ř ád p může být vyšší než s t upeň 
s. Př i rozenou nevýhodou implici tní metody zůs tává nutnost řešit soustavu nel ineárních 
rovnic. Jako ukázku I R K uvedeme dvě metody d ruhého s tupně , jejichž Butcherova tabulka 
je tvaru 

0 0 0 
1 1 1 

2 2 
1 1 
2 2' 

2 1 _5_ 
3 4 12 

Prvn í uvedená tabulka reprezentuje již známou lichoběžníkovou metodou ř á d u 2, d r u h á 
tabulka charakterizuje metodu nesoucí j m é n o Radauova metoda (RM2) , k t e rá je ř á d u 3. 
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3. NUMERICKÉ METODY ŘEŠENÍ ODR 

3.3 Lineární vícekrokové metody 
Metody popsané v minulé kapitole pa t ř i ly mezi jednokrokové numerické metody. K vý
p o č t u přibl ižného řešení v x n + í využívaly pouze aproximací y n . U vícekrokových metod 
se hodnota y n + i určí pomocí předchozích hodnot y „ , y „ _ i , . . . , y n -( s - i) a odpovídaj ících 
hodnot f (xn, y„) , f (x n_i, y n - i ) , • • • • Obecný tvar l ineární s-krokové metody m á tvar 

aoyn + aiyn+i H \ - a s y n + s = h[bQí(xn,yn) + hí(xn+l, y n + l ) H \ - b s í ( x n + s , y n + s ) } , 

s t ručně 
s s 

^ ] am,yn+m = h ^ ^ 6 m f (xn_|_m, yn+m)i 71 — 0,1, ... , (3-6) 
m=0 m=0 

kde am, bm, m — 0,1,... ,s, jsou konstanty nezávislé na h,n a f. Je-li bs = 0, vícekroková 
metoda je explicitní, v opačném př ípadě je metoda implicitní. Dále budeme předpokláda t , 
že rovnice je v normovaném tvaru, tj. as — 1. Chceme-li použí t s-krokovou metodu, po t ře 
bujeme zná t s s tar tovacích hodnot, k teré ale můžeme určit z počá teční p o d m í n k y uži t ím 
j iné méněkrokové metody. P ř i určování metody hraje důleži tou roli výběr koeficientů am 

a bm, k te ré vyb í ráme tak, abychom získali metodu rozumného řádu . V souladu s definicí 
ř á d u metody v předchozí kapitole můžeme vyslovit následující lemma. 

Lemma 3.3. Lineární vícekroková metoda (3.6) je řádu p > 1 právě tehdy, když 
s s 

^2a™y(x + m h ) ~ h ^ 2 b m y ' ( x + m h ) = o(hp+1), h^řO 
m=0 m=0 

pro všechny dostatečné hladké funkce y. 

Lineární vícekrokovou metodu (3.6) můžeme charakterizovat pomocí dvou po lynomů 

P(u) '•= E l = o a m U m a cr(u) := E ™ = 0

 b ^ m -

V ě t a 3.4. Lineární vícekroková metoda (3.6) je řádu p > 1 právě tehdy, když existuje 
0 takové, že, 

p{u) - a{u) ln(w) = c{u - l)p+1 + 0{\u - l\p+2). 

Důkaz věty můžeme nají t v [4, Theorem 2.1, s. 22]. Vě ta 3.4 je velmi už i tečná pro 
určování ř á d u metody, neboť nejsou p o t ř e b a „speciální t r i ky" a p ros tým dosazením do 
vztahu urč íme řád metody. 

Definice 3.5. (Kořenová podmínka ) Mějme polynom p(x) = Xlľ=o aixTl- Řekneme, že 
polynom p splňuje kořenovou podmínku, jestl iže všechny jeho kořeny leží v komplexní 
rovině v jednotkovém kruhu se s t ř edem v p o č á t k u a každý kořen ležící na hranici je 
jednoduchý. 

V ě t a 3.6. Předpokládejme, že chyba startovacích hodnot y i , y 2 , • • •, y s - i je nulová a h —> 
0 + . Lineární vícekroková metoda (3.6) je konvergentní tehdy a jen tehdy, když je řádu 
p > 1 a polynom p{w) splňuje kořenovou podmínku. 

Důkaz věty nalezneme v [4, Theorem 2.2, s. 24]. Výše zmíněná vě ta se někdy nazývá 
Dahlquistova věta o ekvivalenci a metody, k te ré vyhovují kořenové podmínce , se označují 
jako D-stabilní. Metoda (3.6) závisí na 2s + 1 parametrech. Maximáln í ř ád konvergentní 
s-krokové metody je nejvýše 2|_(s + 2)/2j pro implici tní a s pro explicitní metodu. Tato 
p o d m í n k a je z n á m a jako první Dahlquistova bariéra. 
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3.3. LINEÁRNI VÍCEKROKOVÉ METODY 

3.3.1 Adams-Bashforthovy metody 
Adams-Bashforthova metoda (ABs) je l ineární s-kroková explicitní metoda, k t e rá m á 
obecný tvar 

s - l 

Yn+s — Yn+s-i + h ̂  ] bmí(xn+m,yr (3.7) 
m=0 

kde koeficienty (váhy) bm jsou nezávislé na n a délce kroku h. Váhy bm jsou určeny vztahy 
[10] 

& s _ i + bs_2 + bs-3 H h 6i + &o = 1 

& s _ 2 + 26 s _ 3 + • • • + (s - 2)6i + (s - l)6o = - | 

& s _ 2 + 2 2 6 s _ 3 + . . . + ( * - 2) 2 Ď! + (s - 1) 2 6 0 = ^ 

& s _ 2 + 2( S" 1)6 S_3 + ••• + ( « - 2)( s " 1 )6 1 + (s - l ) ( s - % = ( - l ) ^ - 1 ) ! 

Pro s — 1 obdrž íme Eulerovu explicitní metodu, pro s = 2 získáme 

y n +2 = y n + i + / i 

pro s = 3 dostaneme 

yn+3 = yn+2 + ^ 

^ f ( x n + i , y n + i ) - ^f{xn,yri (3.Í 

23 4 5 
— f ( x n + 2 , y „ + 2 ) - - f ( x n + i , y n + i ) + — f ( x „ , y , 

Snadno ověříme, že Adams-Bashforthovy metody jsou D-stabilní . Pro libovolnou s-
u"-Hu - 1) s - l -krokovou Adams-Bashforthovu metodu m á polynom p(ui) = us — u 

kořeny 0 a 1, př ičemž druhý kořen je jednoduchý, tudíž jsou metody D-stabilní . Ř á d dvou 
výše zmíněných metod můžeme urči t podle věty 3.4. Polynomy charakterizující 2-krokovou 
metodu maj í tvar 

p(oj) = u)2 — u), O~(OJ) 
3 1 

Po dosazení substituce £ := OJ — 1 a zapsání logaritmu pomocí řady, dostaneme výraz 

p(uj) — a (OJ) \ia(u) = (OJ2 — OJ) — (^ou — ̂ ) ln(ou) = 

( ( e + l ) 2 - ( e + l ) ) - ( | ( e + l ) - ^ ) l n ( £ + l ) = 

(e+e) - (i + u) (i - k+i-e + • • •) = u3+^(e)-
Metoda je tedy ř á d u 2, což je v p o d s t a t ě nejvyšší možný ř á d explicitní 2-krokové metody. 
Analogicky můžeme zjistit, že výše zmíněná 3-kroková metoda je t ře t ího řádu . 
N a závěr nutno zmíni t , že k Adams-Bashfo r thovým m e t o d á m existují i implici tní protějšky 
nazývané Adams-Moultonovy metody ( A M ) . 
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3. NUMERICKÉ METODY ŘEŠENÍ ODR 

3.3.2 Metody zpě tného derivování 
Dalš ím typem lineárních vícekrokových metod jsou metody zpě tného derivování. Charak
terist ické polynomy pro s-krokovou metodu maj í tvar 

0 
m=l 

a(u) = í3us, p(u>) = ď - w s " > - l (3.9) 
m=l 

K a ž d á s-kroková metoda zpě tného derivování (BDFs) je implici tní metoda ř á d u s. Nej-
jednodušš í B D F je již z n á m á Eulerova implici tní metoda. Další metody B D F jsou např . 

4 1 _ 2 
s — 2 : y n + 2 — - y n + i + ~yn — g f ( ^ n+2,y n+2); 

18 9 2 _ 6 
yn+3 — — y n + 2 + — y n + i — y y y « — Yi ^ X n + 3 , ^ n + 3 ^ ' s = 3 : 

Odvození je velmi j ednoduché . Dosazením s = 3 do (3.9) získáme 

1) 1 + 2 + 3 

l \ - i 6 6 
T T ' a [ U J ) = Tiu 

PÍ") = T L 
- 1) + ^u>(u> - l ) 2 + ^u>(u> - 1) 

o 18 o 9 2 

V ě t a 3.7 ([4, Theorem 2.4, s. 28]). BDFs je konvergentní právě tehdy, když 1 < s < 6. 

Metody zpě tného derivování budou h r á t významnou roli v řešení t uhých systémů, 
k t e rým je věnována Kapi to la 6. 
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4 Stabilita 
V t é t o kapitole se budeme zabývat stabilitou řešení diferenciálních rovnic. Řešení budeme 
považovat za stabi lní , jestliže po provedení malé změny (poruchy) v zadání získáme řešení, 
k teré se od původn ího řešení liší jen velmi málo . Omezíme se pouze na poruchy v počá teční 
podmínce y 0 , funkci f(x, y) a x0 budeme považovat za pevně určené. Informace jsou 
čerpány ze zdrojů [1], [4] a [7]. 

Definice 4.1. O řešení y$(x) počá teční úlohy (2.4) s počá tečn í podmínkou yo = £ řek
neme, že je stabilní, jestl iže pro každé e > 0 existuje ó > 0 takové, že pro každé řešení yv(x) 
úlohy (2.4) s počá tečn í podmínkou y 0 = r\ splňující — rj\\ < ô p la t í ||y^(x) — y^(x)| | < e 
pro Vx G (x0, oo). Pokud navíc ||y^(x) — (x) 11 —> 0 pro x —> oo, je řešení y^(x) asympto
ticky stabilní V př ípadě , že řešení nesplňuje p o d m í n k y stability, prohlás íme jej za nesta
bilní. 

V ě t a 4.2. Mějme úlohu y' = Ay s počáteční poámínkou y(xo) = r], káe A je čtvercová 
číselná matice. Úloha je asymptoticky stabilní, jestliže všechna vlastní čísla matice A mají 
zápornou reálnou část, tj. Re(\k) < 0, k — 1, 2 , . . . , d. 

V další části budeme uvažovat , že d a n á numerická metoda s kons tan tn í délkou kroku 
h > 0 je apl ikovaná na skalární diferenciální rovnici (Testovací úloha) 

y' = \y, y(0) = l, (4.1) 

kde A G C . Analyt ické řešení rovnice (4.1) je y(x) = ext, pro k teré pla t í , že l im^oo y(x) = 0 
právě tehdy, když Re(X) < 0. Řekneme, že oblast absolutní stability V jsou taková čísla 
hX G C , pro k teré je splněna podmínka stability linin^oo yn = 0. J inými slovy, V je množ ina 
všech hX, pro k teré je Testovací ú loha (4.1) asymptoticky stabilní . 
Nyní můžeme prozkoumat stabilitu jednot l ivých numerických metod, počínaje Eulerovou 
explicitní metodou. Aplikací Eulerovy explicitní metody na Testovací úlohu (4.1) obdrž íme 

yn+l = yn + hXyn = (1 + hX)yn = (1 + /iA) 2 y„_i = ••• = (! + h\)n+l • Vo,n 0,1. 

Posloupnost {yn}n=o,i,... je geometr ická řada , k t e rá konverguje k nule, tj. linin^oo yn -
právě tehdy, když |1 + h\\ < 1. Z toho můžeme usoudit, že oblast absolutn í stability 

D E E = {z G C : |1 + z\ < 1} 

je vni t řek jednotkového kruhu se s t ř edem v z = — 1. 

0 

Obrázek 4.1: Oblast absolutn í stability Eulerovy explicitní metody. 
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4. STABILITA 

Co by se stalo, kdybychom zvolil i délku kroku takovou, že hX G" VI N a tuto o tázku si 
odpovíme následujícím př ík ladem. 

P ř í k l a d č. 1 
Uvažujme počá teční úlohu 

y' = -10y, y(0) 

kterou budeme řešit Eulerovou explicitní metodou s kons tan tn í délkou kroku h\ = 0, 07, 
h,2 = 0,16 , h-3 = 0, 20 a /Í4 = 0, 25. A b y byla splněna p o d m í n k a stability l im n ^oo yn = 0 
musí platit |1 + hX\ < 1. V našem př ípadě A = —10, takže délka kroku h musí splňovat 
nerovnost h < 0,2. N a obrázku 4.2 jsou zakresleny výsledky pro jednot l ivé délky kroků. 

ý = -Wy 
25 

20 

15 

10 

5 

0 

-5 

-10 

-15 

—G~~ h, = 0,25 
— G - h3 = 0,20 
— G - h2 = 0,16 
— G - fti = 0,07 

přesné řešení 

0 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

\ 
\ > 

^ v 
V 

\ 
\ 

/ 
/ 

\ i 
\ i 

o 0.9 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.Í 
x 

Obrázek 4.2: Řešení Eulerovou explicitní metodou při použi t í různých délek kroků. 

Délka kroku h\ (resp. h?) je os t ře menší než 0,2. Numerické řešení se přibližuje k přes
n ý m h o d n o t á m a globální chyba konverguje k nule. Zvolíme-li délku kroku na hranici 
stability, tj. I13 = 0,20, získáme řešení oscilující s kons tan tn í vzdálenost í od y = 0. Po
slední zvolená délka kroku = 0,25 je již větší než povolená hodnota 0,2. Získané 
hodnoty se od přesného řešení vzdalují a globální chyba na růs t á . Z tohoto důvodu je vždy 
nu tné zvolit délku kroku takovou, aby hX G V. 

Dříve než se p řesuneme k další me todě , p rozkoumáme, jak by se situace změnila, kdyby 
Testovací ú loha byla vektorová rovnice 

y ' = A y , y(0) = y 0 , 

kde A je l ibovolná matice d x d. P ředpokláde jme , že matice A m á různá vlas tní čísla, 
t akže j i můžeme diagonalizovat na tvar A = VDV-1, kde V je regulární matice vlas tních 
vektorů a D = diag(X\, A2, • • •, Ad) skládající se z vlas tních čísel A . D á se ukáza t , že 
existují vektory x i , x 2 , . . . , Xd G Cd závisející pouze na yo takové, že 

y „ = 5̂ (1 + hXk)n^k, n 0,1, 

fe=i 
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Předpokláde jme , že analyt ické řešení je asymptoticky stabilní . To se stane tehdy a jen 
tehdy, když Re(Xk) < 0 pro všechna k = 1 ,2, . . . ,d. Abychom napodobili asymptot ické 
chování pomocí Eulerovy explicitní metody, musí platit |1 + h\k\ < l,k = 1,2, ...,d, 
neboli všechny součiny hXk musí ležet v T>EE- TO znamená , že pro zachování stability je 
někdy p o t ř e b a redukovat délku kroku. 
V př ípadě , že m á m e obecný O D R sys tém 

y ' = f ( x , y ) , y ( x 0 ) = y 0 , 

kde funkce f je diferencovatelná vzhledem k y , klademe požadavek, aby v n - t é m kroku 
vlas tní čísla Jacobiho matice Jn = dí(xn,yn)/dy spolu s délkou kroku splňovala 

h\n,i, h\n)2, • • •, hXn)d G T>EE-

Vraťme se ke skalární testovací úloze (4.1) a prozkoumejme stabilitu Eulerovy impl i 
citní metody. Rovnici 

yn+1 =yn + hXyn+1 

uprav íme na tvar 

1 / 1 \ " 
V N + 1 = T^hxyn = • • • = li^hx) y < h » = 0 ' 1 ' - -

Získáme opět geometrickou řadu , k t e rá bude konvergentní právě tehdy, když |1 — hX\ > 1. 
Oblast absolutn í stability Eulerovy implici tní metody 

VIE = {z G C : |1 - z\ > 1} 

je vnějšek jednotkového kruhu se s t ř edem v bodě z — 1. V i z obrázek 4.3. 
Pokraču jme v na šem vyšetřování numerických metod a prozkoumejme stabilitu lichoběž
níkové metody aplikovanou na testovací úlohu (4.1). 

ž/n+l = Vn + ^KVn + Vn+l), 

odtud 

I ^ + 1 = ( T - ^ X U = ...= [T^TJÄ) VO, n = 0 , l , . . . . 

I v tomto př ípadě jsme získali geometrickou řadu , pro níž je p o d m í n k a konvergence 

< 1. Snadno ověříme, že p o d m í n k a stability je sp lněna pro všechna z taková, 1-1 hX 
jejíž reá lná část je záporná , tj. Re(z) < 0. 

VTR = {z G C : Re{z) < 0} 

Oblast absolutn í stability Lichoběžníkové metody je celá zápo rná komplexní polorovina. 
Tato vlastnost je natolik p o d s t a t n á , že si zaslouží pojmenování . 

Definice 4.3. Řekneme, že metoda je A-stabilní, jestl iže 

C " := {z G C : Re(z) < 0} C V. 
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4. STABILITA 

Lichoběžníková metoda a Eulerova implici tní metoda jsou A-stabi lní , za t ímco Eulerova 
explicitní není . Pokud je metoda A-stabi lní , délka kroku není závislá na podmínce stability 
a řídí se pouze požadovanou přesnost í . 

(a) IE (b) T R 

Obrázek 4.3: Oblast absolutn í stability Eulerovy implici tní metody (IE) a lichoběžníkové 
metody ( T R ) . 

4.1 Stabilita Rungeových-Kuttových metod 
V následující kapitole se budeme zabývat stabilitou Rungeových-Kut tových metod. A p l i 
kací implici tní Rungeovy-Kuttovy metody (3.5) na skalární Testovací úlohu (4.1) získáme 

& = V n + h aiáf{xn + Cjh, £,-) = yn + h \ ^ 2 ai,j£j « = 1, 2 , . . . , s. (4.2) 

i=i i=i 

Označme 

i 

w 
pak (4.2) lze zapsat £ = lyn + /iAA£. Řešení tohoto sys tému l ineárních rovnic můžeme 
vyjádři t 

£ = {I-h\A)-1lyn 

za p ředpok ladu , že matice I — hXA je regulární . Aproximace v následujícím uzlu lze pak 
vyjádři t explicitně 

yn+1 =yn + h\ Yfi=i b& = yn + h\ £)-=1 h{I ~ h\A)-llyn = 
= [1 + h\hT(I - h\A)~ll]yn, n = 0 , 1 , . . . . 

Označme P a množinu všech po lynomů s tupně nejvýše a a P Q A g množinu všech racionál
ních funkcí p/q, kde p G P Q a g G P ^ . 

17 



4.1. STABILITA RUNGEOVÝCH-KUTTOVÝCH METOD 

Pro každou implici tní Rungeovu-Kuttovu metodu (3.5) aplikovanou na Testovací úlohu 
(4.1) existuje funkce stability r G P s / S taková, že 

Vr, [r(hX)}ny0: n = 0,1, 

pncemz 
r[z\ l + zhT(I - zA)-1!, z G i 

Inverzní matici (J — zA)-1 můžeme vyjádři t známou formulí 

adj(I — z A) 

(4.3) 

(I-zA)-1 

det(I - zA)' 

kde adj{C) značí adjungovanou matici C. Snadno si ověříme, že zbT(I — zÄ)-1! G P s 

a det(I — zA) G P s , t akže pla t í r G P s / S . Nutno ješ tě p ř ipomenou t , že pokud je metoda 
explicitní, matice A je os t ře dolní t ro júhelníková (hlavní diagonála nulová) , matice I — z A 
m á na diagonále jedničky, proto det(I — z Ä) = 1 a funkce stability je polynom r G P s . 

Lemma 4.4 ([4, Lemma 4.2, s. 60]). Použijeme-li libovolnou Rungeovu-Kuttovu metodu 
na Testovací úlohu (4-1), získáme geometrickou posloupnost yn = [r{h\)]n, = 0,1, 2 , . . . , 
kde r je funkce stability. Pak platí 

VRK = {zeC: \r{z)\ < 1} 

Důsledek lemmatu 4.4 je, že explicitní Rungeova-Kuttova metoda nemůže být A-sta-
bilní. N a obrázku 4.4 jsou znázorněny oblasti absolutní stability vybraných explicitních 
Rungeových-Kut tových metod. 

Nyní si uvedeme lemma, pomocí k te rého budeme moct snadno ověřit, zda implici tní 
R K metoda je A-stabi lní . 

Lemma 4.5 ([4, Lemma 4.3, s. 61]). Nechť r je libovolná nekonstantní racionální funkce. 
Pak \r(z)\ < 1 pro všechna z G C ~ právě tehdy, když všechny póly mají kladnou reálnou 
část a \r(iť)\ < 1 pro všechna í e M . 

Pomocí lemmatu p rozkoumáme stabilitu následujících implici tních metod. Uvažujeme 
metody zmíněné v předchozí kapitole, tj. Radauova metoda a l ichoběžníková metoda, jejíž 
Butcherovy tabulky jsou tvaru 

0 1 1 0 
4 4 

2 1 5 
3 4 12 

1 3 
4 1 

0 0 0 
1 1 1 

2 2 
1 1 
2 2 

Dosazením do (4.3) získáme funkce stability 

ri(z) 
l + \z 

i - ! * + g* 2 

r2(z) 
1+jz 

\-\z 

Oba p ř ípady pos tupně rozebereme. V p rvn ím př ípadě jsou póly v bodech 2 ± \/2i nachá
zející se v pravé komplexní polorovině. Zbývá prověři t , zda |ri(zč)| < l,t G M . 

\n(it)\ 
1 + \it 

i - \ i t + \(ity 

|1 + \it\ 

1 o %~fj r- t 
1 ó 6 1 

< 1, t G 
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4. STABILITA 

(c) R K 4 (d) R M 2 

Obrázek 4.4: Oblast absolutní stability Rungeovy-Kuttovy metody d ruhého ř a d u (RK2) , 
Ralstonovy metody (RK3) , klasické Rungeovy-Kuttovy metody (RK4) a Radauovy me
tody (RM2) . 

Nerovnici uprav íme do ekvivalentního tvaru 

1 + \it 
2 < 1 o r- t 

ó 6 

2 
) 

< ( i - ^ 2 ) 2 + ! t
2 

Nerovnost je splněna pro všechna í e l , metoda je A-stabi lní . N a obrázku 4.4 je zakres
lená oblast absolutní stability. V d r u h é m př ípadě m á m e jediný pól z = \ ležící v pravé 
polorovině a |r2(ží)| = 1 pro všechna í e l , tud íž i tato metoda je A-stabi lní . 
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4.2. STABILITA VÍCEKROKOVÝCH METOD 

4.2 Stabilita vícekrokových metod 
V další části p rozkoumáme stabilitu vícekrokových metod. Budeme vždy p ředpokláda t , 
že všechny s tar tovací hodnoty jsou přesné. Rešíme-li testovací úlohu (4.1) l ineárni více-
krokovou metodou (3.6), získáme vztah 

m=0 m=0 

Rovnici uprav íme do tvaru 

y ^ ( g m - h \ b m ) y m + n = 0. (4.4) 
m=0 

Rovnice (4.4) je p ř ík ladem lineární diferenční rovnice 

m=0 

kte rá m á charakter ický polynom 

_ rn 
m=0 

wm. 

Lemma 4.6. Charakteristický polynom (resp. polynom stability) obecné lineárni vícekro-
kové metody má tvar 

r](z,w) = ^2(am - zbm)wm, z e 
m=0 

a oblast absolutní stability lineární vícekrokové metody je množina 

T^LVM = {z G C : rj(z,w) = 0 =>- < 1} 

Prozkoumejme oblast absolutn í stability Adams-Bashforthovy 2-krokové metody ( 3 i 
aplikovanou na Testovací úlohu (4.1). Charakter i s t ický polynom je tvaru 

VÍ*, v>) = \z ~ ( i + \ * ) w + w<2-' 

jehož kořeny jsou 

tud íž oblast absolutní stability A B 2 je 

1 / 3 / 9 
-Jl + - z ± J l + z + -z* 
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4. STABILITA 

N a první pohled je již zřejmé, že Adams-Bashforthova 2-kroková metoda není A-sta-
bilní. N a obrázku 4.5 je znázorněna oblast absolutn í stability A B 2 a A B 3 . Poznamenejme, 
že oblast absolutní stability ABs se zmenšuje s ros toucím s. 

1 im 

• c 
-1 

1 lit 

(a) A B 2 (b) A B 3 

Obrázek 4.5: Oblast absolutní stability Adams-Bashfor thových metod 

V ě t a 4.7 ([4, Lemma 4.8, s. 66]). Lineární vícekroková metoda (3.6) je A-stabilní právě 
tehdy, když bs > 0 a 

|wi(žť)|, \w2(it)\, \wq(it){iť)\ < 1, í e l , 

kde wi(z),W2(z),... ,wq(z)(z) jsou kořeny r)(z, •). 

V ě t a 4.8. (Schurovo-Cohnovo kritérium) Mějme polynom druhého stupně aw2 + 
bw + c, kde a, b, c G C , a ^ 0. Oba kořeny leží v uzávěru jednotkového komplexního kruhu 
se středem z = 0 právě tehdy, když platí 

c\2 < 0, ( |a| 2 - | c | 2 ) 2 - \ab-bc\2 < 0, c = a ^ 0 | 6 | 2 < 2 | a | . (4.5) 

Důkaz vycházející z Cohn-Lehmer-Schurova kr i tér ia nalezneme v [1]. Pomocí výše zmí
něných kritérii můžeme ověřit, že B D F 1 a B D F 2 jsou A-stabi lní . B D F 1 (neboli Eulerova 
implici tní metoda (3.2)) m á charakter is t ický polynom 

T]{Z,W) 1 - (l-z)w, 

pro jehož jediný kořen 

plat í 

\w{iť)\ = 
1 - i t 

w(z) 

U -it\ 
< i , t e 

V T + T y/2 

Koeficient b\ — 1 > 0, tud íž můžeme metodu podle věty 4.7 prohlási t za A-stabi lní . 
Analogicky prověříme stabilitu B D F 2 . 

x 1 4 ( 2 ' 
^ = - - -w + I 1 - -z | w 
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4.2. STABILITA VÍCEKROKOVÝCH METOD 
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4. STABILITA 

Koeficient 6 2 = | > 0. Zbývá potvrdit , že pro všechna í G M žádný z kořenů 77(zí, 
neopust í j ednotkový kruh. Využi jeme Schurovo-Cohnovo kr i té r ium, pro a = 1 — | z í , b 
— | , c = I z ískáme 

a — c ľ 
2 2 1 2 _ 8 

1 - - i ŕ — 
3 3 9 

+ - ť > o 
9 9 

( M |2\2 |a6 — 6c I 1̂2 l - - i t 
3 

2\ 2 
l - - i ť 

3 

4 \ 4 1 

3 J + 3 ' 3 

16 
í 4 > 0. 

t akže p o d m í n k a (4.5) je splněna a metoda je A-stabi lní . 

Lineární vícekrokové metody (3.6) ř á d u 3 a výše již nemohou být A-stabi lní . Tato 
vlastnost je z n á m á jako Druhá Dahlquistova bariéra. Zaměřme se na obrázek 4.6, z k te rého 
je pa t rné , že metody B D F s , s = 3,4,5 nepa t ř í mezi A-stabi lní , ale pro každou oblast 
stability V existuje a G (0,7r) takové, že nekonečný klín 

Va := {peiíp : p > 0, \p - TT| < a] C CT 

je součást í X>. Pokud všechna vlas tní čísla l ineárního sys tému diferenciálních rovnic leží 
v Va, nezáleží na tom, jak daleko jsou od počá tku , takže není nutno redukovat délku kroku 
pro zachování stability. Metody, pro k teré Va Q "P, nazýváme A (a) -s tab i ln í . Všechny 
metody B D F s , s = 1, 2 , . . . , 6 jsou A(a ) - s t ab i ln í , v následující tabulce jsou ve s tupních 
uvedeny a pro jednot l ivé metody. 

metoda B D F 1 B D F 2 B D F 3 B D F 4 B D F 5 B D F 6 

a 90° 90° 86° 73° 52° 18° 
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5 Implementace metod v prostředí 
MATLAB 

V té to část i se budeme zabývat numer ickým řešením v pros t ředí M A T L A B . Základní in
formace o zmíněném softwaru nalezneme v [9]. V programu je zabudováno osm základních 
funkcí (řešičů) pro numerické řešení počá tečn ího problému. Zaměř íme se na čtyři z nich. 

• ode23 - Explici tní Rungeova-Kuttova metoda, jejíž zák ladem je Ralstonova metoda 
řádu 3. P a t ř í mezi jednokrokové metody s omezenou absolutní oblast í stability. 

• o d e l l 3 - Vícekroková metoda založena na kombinaci explicitní Adams-Bashforthovy 
a implici tní Adams-Moultonovy metody s p r o m ě n n ý m ř á d e m v rozmezí od 1 do 13. 
Metodu řad íme mezi metody s omezenou oblast í absolutn í stability. 

• ode23t - Implementace lichoběžníkové metody. Radí se mezi jednokrokové metody 
s neomezenou oblast í stability. 

• odel5s - Vícekroková metoda založena na m e t o d ě zpě tného derivování proměnl ivého 
ř ádu 1 až 5. P a t ř í mezi a -s tab i ln í metody. 

D é l k a kroku 

Rešiče implementované v programu M A T L A B při řešení počá tečn ího problému (2.3) pou
žívají proměnl ivou délku kroku, k t e r á se zpravidla řídí podle následujících pravidel [2]: 

• Uživatel zadá relat ivní toleranci (relativní přesnost ) er absolutn í toleranci (abso
lutní přesnost ) ea. Defaultní hodnoty jsou er = 10~ 3 a er = 10~ 6. Definujeme 
e = max{ermax{\yn\, \yn+1\},ea}. 

• Program po té určuje délku kroku tak, aby odhadovaná velikost lokální chyby v n-
- t ém kroku | e s í n | byla přibl ižně rovna e. 

• Je-li splněn požadavek \estn\ < e, krok považujeme za úspěšný, v opačném př ípadě 
je krok neúspěšný a výpočet opakujeme s novou redukovanou délkou kroku. 

• Maximáln í povolená délka jednoho kroku je rovna jedné deset ině délky intervalu, 
na k t e r ém je ú loha řešena, tj. h m a x = -^(b — a), min imáln í p ř í p u s t n á délka intervalu 
je závislá na tzv. relat ivní přesnost i aritmetiky počí tače označované emach-

Velmi z jednodušeně řečeno, program se snaží zvolit co nejdelší délku kroku takovou, aby 
řešení bylo v toleranci. Analogicky pro soustavu rovnic. Poznamenejme, že jsme nastínil i 
jen základní pravidla. Podrobnějš í informace lze získat studiem kódů jednot l ivých metod. 

Ř á d metody 

Metody o d e l l 3 a odel5s mohou každou i terací změni t nejen délku kroku, ale také řády 
metody. Algor i tmy s touto vlas tnos t í označujeme V S V O (variable step variable order). 
Naznač íme základní myšlenku řízení délky kroku a ř á d u metody pří řešení počá tečn í úlohy 
(2.3). Přesnější informace můžeme opět získat studiem kódů [2]. 
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5. IMPLEMENTACE METOD V PROSTŘEDÍ MATLAB 

• Předpokláde jme , že jsme vypočí ta l i yn+\ metodou ř á d u k s délkou kroku h. 

• Určíme odhad estk

n lokální chyby v n - t é m kroku pro k-tý řád . 

• Je-li \est*\ < e, j edná se o úspěšný krok, v opačném př ípadě je p o t ř e b a výpočet 
opakovat. 

• Po úspěšném i neúspěšném kroku je p o t ř e b a urči t nový řád a novou délku kroku. 

• V y p o č t e m e odhad lokální chyby a délku kroku pro ř á d k — 1, k a k + 1. 

• Z vypoč tených délek kroku vybereme nejdelší, t í m urč íme nový řád a novou délku 
kroku. 

Ř e š e n í n e l i n e á r n í c h rovnic 

Metody ode23t a odel5s vyžadují řešení soustav nel ineárních rovnic [2]. Uvažujme vekto
rovou rovnici ve tvaru 

y n + i = h-fí(xn+1,yn+1) + ip , (5.1) 

kde 7 konstanta určena metodou a xp je vektor dané metody nezávislý na y n +i- Rov
nici (5.1) budeme řešit z jednodušenou Newtonovou metodou. Počá tečn í aproximaci y^+i 
určíme ext rapolac í z předchozích hodnot. Po té řešíme soustavu 

(I - h-yJXyftP - y W j = h-yf (xn+l, y W j + </> - y ^ , 

přičemž I značí jednotkovou matici a J = dí(xn+i_fc, y n + i_ fc) / i9y je Jacobiho matice, kde 
k je nějaké kladné celé číslo. Označíme 

G = I-h-fJ, ds = y(

n

s^] - y(

n

s)

+1, g s = / i 7 f (xn+1, y(

n

s)

+1) + ip - y ^ 

a řešíme soustavu l ineárních rovnic Gds = gs. Matice G je závislá na délce kroku h, matici 
J a typu metody. Soustavu Gds = g s řešíme pomocí L U rozkladu. Program sám určuje, 
kdy je vhodné p řepoč í t a t Jacobiho matici a provézt nový L U rozklad. 

Statistika o p r ů b ě h u ř e š e n í 

Řešiče implementované v M A T L A B u poskytuj í tyto statistiky o p r ů b ě h u řešení. 

• nsteps - počet úspěšných kroků 

• nfailed - počet neúspěšných kroků 

• nfevals - počet vyhodnocení pravé strany f 

• npds - počet sestavení Jacobiho matice J 

• ndecemps - počet provedených L U rozkladů J = LU 

• nsolves - počet řešených soustav l ineárních rovnic LUds = gs 
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6 Tuhé systémy 
V t é t o kapitole se zaměř íme na t u h é sys témy (neboli t u h é problémy) , způsoby jejich 

řešení a nás ledně se budeme zabývat fyzikálními a chemickými ú lohami , k teré vedou na 
t u h é systémy. Úlohy budeme řešit v pros t ředí M A T L A B . V příloze jsou uvedeny skripty 
k j edno t l ivým př ík ladům. Hlavní zdroje pro tuto kapitolu jsou [1], [2] a [5]. 

Nejprve si vysvět leme, co se skrývá pod pojmem „ tuhý sys tém". V mnohé l i te ra tuře 
zaobírající se numer ickými metodami se objevují definice tuhých systémů, k teré ale nejsou 
příliš rigorózní, t akže mís to korektní definice uvedeme charakter is t ické vlastnosti, k te rými 
se t u h é sys témy vyznačují . 
Mějme počá teční p roblém 

y ' = f ( x , y ) , y ( x 0 ) = y o (6.1) 

Charakteristika 1. [2] Počá tečn í p rob lém (6.1) je tuhý, když počet kroků, k te rý k 
jeho vyřešení s danou přesnost í po t řebuje metoda s omezenou oblast í absolutn í stability, 
je p o d s t a t n ě větší než počet kroků, k t e rý k jeho vyšetření pot řebuje metoda s neomezenou 
absolutní oblast í stability při stejných nárocích na přesnost . 

Charakteristika 2. Počá tečn í úlohu (6.1) nazveme tuhou, jestliže délka kroku vyža
dovaná absolutní stabilitou je menší než délka kroku pro splnění přesnost i . 

N a následujícím př ík ladu budeme ilustrovat analýzu tuhosti za použi t í uvedených 
charakteristik. 
P ř í k l a d č. 1 
Mějme soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru 

y[ = - l O O l y i - 1000y 2 2/i(0) = 1 x e (0,5). 

Ž/2 = Ž/l 2/2(0) = - 1 

Soustavu řešíme s p řednas tavenými tolerancemi. Analyt ické řešení t é t o soustavy je y\ = 
e~ z ,2/2 = —e~x. Soustavu pos tupně necháme řešit v pros t ředí M A T L A B jednot l ivými 
metodami, do tabulky zapíšeme poč ty úspěšně provedených kroků. 

metoda ode23 o d e l l 3 odel5s ode23t 

počet kroků 1839 2967 26 35 

oblast absolutní stability omezená neomezená 

Vidíme, že metody s neomezenou oblast í stability po t řebova ly k řešení úlohy p o d s t a t n ě 
méně kroků než metody s omezenou oblast í stability, což je v souladu se všemi uvedenými 
charakteristikami. Metoda odel5s zdolala interval (0, 5) 26 kroky, za t ímco metoda o d e l l 3 
provedla na s te jném intervalu 2967 kroků. 

Poznamenejme, že úlohu (6.2) jsme řešili na poměrně k r á t k é m intervalu. Mnoho re
álných úloh (např . z oblasti chemické kinetiky) se řeší na intervalu délky 10 1 0 . Pokud 
bychom na takový prob lém použili metodu s omezenou oblast í stability, pak by i modern í 
výpoče tn í stroje nedokázaly vyřešit úlohu v r o z u m n é m čase. 
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6. TUHÉ SYSTÉMY 

Abychom mohli vyslovit další charakteristiku t u h é h o systému, mus íme nejdříve zadefino-
vat pojem spektrální poloměr. 

Definice 6.1. Spektrální poloměr matice A (značíme p(A)) definujeme jako nej větší 
absolutní hodnotu z vlas tních čísel, tj. 

p(A) = m a x { | A i | , | A 2 | , . . . , |A d | } 

Charakteristika 3. [2] P rob l ém je tuhý, jestl iže všechna vlas tní čísla Jacobiho matice 
J(x,y) = dí(xn,yn)/dy maj í zápornou reálnou část a součin spekt rá ln ího po loměru 
Jacobiho matice s délkou intervalu integrace (a,b) je velký, tj. 

max p(J(x,y(x)))(b — a) 3> 1 
x£(a,b) 

P ř í k l a d č. 2 
Uveďme si další př íklad ze série tuhých problémů, a to model šíření plamene při hoření , viz 
[2], [6]. Když zapál íme zápalku, oheň se šíří všemi směry a zvětšuje se, dokud nedosáhne 
kritické velikosti, v níž nas t ává rovnováha mezi množs tv ím dodávaného a spalovaného 
kyslíku. Tento děj můžeme zjednodušeně popsat skalární diferenciální rovnicí 

y' = y 2 - y \ y(0) = ô, x G ( 0 , 2 / ô ) , (6.3) 

kde y(x) reprezentuje poloměr ohnivé koule, výrazy y1 (resp. y3) je úměrný velikosti plochy 
(resp. objemu) koule. Počá tečn í poloměr ö volíme dos ta tečně malý. Děj sledujeme po dobu 
př ímo ú m ě r n o u 1/5. Úlohu budeme řešit v pros t ředí M A T L A B metodami ode23 a ode23t. 
Zvolíme 5 = 10~ 4 , absolutn í přesnost ea = 10~ 7 , re lat ivní přesnost er = 10~ 4 . 

ode23 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 - i 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
x10 4 

1 . 0 0 0 1 - i í T T T T T T T T T T T T T T T T T n T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T n 

1 - 111 IN I 
O.9999 - ''1 FwIIlluIlllIIlM 

0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 
x10 4 

Obrázek 6.1: Úloha (6.3) řešená ode23, nahoře celý výpočet , dole detail 
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ode23t 

0.5 -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
x10 4 

1.0001 -

1 " f 

0.9999 -

0.99 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 
x10 4 

Obrázek 6.2: Úloha (6.3) řešená ode23t, nahoře celý výpočet , dole detail 

Z obrázku 6.1 a 6.2 vidíme, že pro x G (0,9900) je y (x) < 10~ 2 , po té funkce prudce 
roste a v intervalu x G (10030,20000) je y (x) prakticky rovno jedné . Spektrá lní poloměr 
Jacobiho matice je p(J) = \2y — 3y2\. N a intervalu (0,9900) je spekt rá ln í poloměr t éměř 
nulový a výraz \2y — 3?/2|9900 charakterizující tuhost poměrně malý, proto se zde ne jedná 
o t u h ý prob lém a délka kroku je ř ízena požadovanou přesnost í . N a intervalu (9900,10030) 
řešení prudce roste a spekt rá ln í poloměr se zvětšuje. Je n u t n é zkrá t i t délku kroku, aby 
byla zachována přesnost . V poslední části , tj. na intervalu (10030,20000), je spekt rá ln í 
poloměr přibl ižně roven 1, výraz \2y — 3y2\(20000 — 10300) je dos ta tečně velký, j edná se 
o t u h ý prob lém a délka kroku je ř ízena stabilitou. V následující tabulce uvedeme pro jed
notlivé subintervaly a metody stat is t ické úda j nsteps/nfevals (počet úspěšně provedených 
k r o k ů / p o č e t vyhodnocení pravé stany f). 

interval (0,9900) (9900,10030) (10030,20000) (0,20000) 

ode23 48/145 63/204 3967/11907 4078/12256 

ode23t 85/170 100/217 7/12 192/399 

Z tabulky vidíme, že na prvních dvou intervalech byly obě metody prakticky stejně 
úspěšné, zlom ale nastal v poslední části , kde metoda ode23 provedla 3967 kroků, za t ímco 
metoda ode23t stejný interval zdolala jen 7 kroky. Vidíme, že metoda s omezenou oblast í 
stability není v h o d n á pro řešení t uhých systémů. 
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6. TUHÉ SYSTÉMY 

A B, 

B + C % A + C, 

B + B c, 

P ř í k l a d č. 3 
V tomto př ík ladu se budeme zabývat chemickou kinetikou [1]. Uvažujme t ř i chemické 
látky, k te ré označíme písmeny A , B a C, mezi k te rými probíhaj í chemické reakce 

(6.4a) 

(6.4b) 

(6.4c) 

kde ki, i = 1,2,3 značí veličinu reakční rychlost, k t e rá určuje, jak rychle se reaktanty 
přeměňují na produkty. Reakční rychlost je závislá na mnoha parametrech (teplota, tlak, 
světlo, apod.) a určuje se exper imentá lně . Označme 3/1 (í),2/2(í) a Vz(P) koncentrace lá
tek A , B a C v čase t. Rovnice (6.4a) předs tavuje rozpad lá tky A za vzniku B , přičemž 
velikost rychlosti změny koncentrace je rovna k\y\ (koncentrace A klesá, B roste). V dru
hém vztahu, tj. (6.4b), p rob íhá p ř e m ě n a B na A za př í tomnos t i ka ta lyzá to ru C , velikost 
rychlosti změny koncentrace je d a n á součinem k2y2y3. Poslední rovnice (6.4c) popisuje 
vznik lá tky C, jejíž růs t koncentrace je určen vztahem k^y\. Všechny t ř i reakce probíhaj í 
současně, jejich sloučením získáme soustavu diferenciálních rovnic 

y[ = -km + k2y2y3, 

y'2 = hyi - k2y2yz - kzy\, 

y 3 = hyl 

Za předpokladu , že by všechny t ř i reakční rychlosti byly stejného řádu , nejednalo by 
se o nijak složitou úlohu. Komplikace ale nastávaj í , když se hodnoty k\, k2 a ks začnou 
„ e x t r é m n ě " lišit. Zvolíme-li hodnoty reakční ch rychlostí 

fci = 0, 04, fc2 = 10 4 , k3 = 3 • 10 7 

a počá teční p o d m í n k y 

yi(0) = 1, 2/2(0) = 0 , 2/3(0) = 0, 

získáme úlohu, k t e r á je známou jako Robertsonův problém. Jacobiho matice pro Robert-
sonův problém je tvaru 

J(t,y) 

/ - 0 . 0 4 1042/3 1042/2 \ 

0.04 - 1 0 4 2 / 3 - 6 • 1072/2 - 1 0 4 2 / 2 

\ 0 6 • 1072/2 0 / 

Z fyzikální podstaty plyne, že součet koncentrace je v každém okamžiku roven 1 a 
z rovnic (6.4a) - (6.4c) je pa t rné , že koncentrace lá tky C roste, proto 2/1 —> 0, y2 —> 0 
a 2/3 —> 1 pro t —> 0 0 . Toto tvrzení dokládá obrázek 6.3, k te rý znázorňuje jednot l ivé 
koncentrace v závislosti na čase t G (0,10 9 ) . Koncentrace lá tky B je po celou dobu velmi 
malá , pro vizualizaci je v grafu její hodnota zvětšena 10 4 k rá t . 
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Cas 

Obrázek 6.3: Rober t sonův prob lém - koncentrace, ode23t 

Vlas tn í čísla Jacobiho matice v p o č á t k u jsou {0; 0; —0, 04}, pro (ž/i, 2/2, 2/3) -> (0,0,1) 
jsou vlas tní čísla {0; 0; —10000} a spekt rá ln í poloměr p(J) = 10000. N a obrázku 6.4 je 
znázorněn p r ů b ě h spekt rá ln ího po loměru v čase. Můžeme tedy říci, že pro dlouhé intervaly 
se Robe r t sonův prob lém jeví tuhý. 

10000 -

9000 -

8000 -

7000 -
E 
0 
0 

6000 -
Q. 

rá
ln

í 

5000 -

(D 4000 -
CL 

4000 -
C/3 

3000 -

2000 -

1000 -

0 L 

10" 
Cas 

Obrázek 6.4: Robe r t sonův problém - spekt rá ln í poloměr 

Robe r t sonův prob lém jsme řešili metodami ode23t, odel5s a ode23 s p řednas tavenými 
přesnos tmi . Metodou ode23 se n á m problém nepodař i lo vyřeši t , neboť jen na překonání 
intervalu (0,1000) po t řebova la 2 284 054 kroků. Naopak metoda ode23t (resp. odel5s) 
určená k řešení tuhých sys tému zvládla celou úlohu vyřešit 214 (resp. 212) kroky. 
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6. TUHÉ SYSTÉMY 

o + o2 Os, 

o + o 3 2 0 2 , 

0-2 20, 

o 3 0 + 02 

P ř í k l a d č. 4 
V následující úloze navážeme na problematiku chemických reakcí z minulého př ík ladu 
a p rozkoumáme podstatu vzniku ozónu v atmosféře [5]. P ředpokláde jme , že zemská at
mosféra je uzavřená , m á kons tan tn í teplotu a objem, pak vzá jemné působen í volného 
kyslíku O, dvoua tomového kyslíku 0 2 a ozónu 0 3 můžeme popsat reakcemi 

(6.5a) 

(6.5b) 

(6.5c) 

(6.5d) 

Reakční rychlost, k\ resp. k2 můžeme považovat za kons tan tn í , reakce (6.5c) a (6.5d) 
jsou závislé na míře slunečního záření, k teré způsobuje š těpení dvoua tomového kyslíku 
a ozónu. Opě t zaveďme označení yi(t),y2(t) a y3(t) pro koncentrace lá tek O, 0 2 a O3 
v čase t. Zaměříme-li se na urč i tou oblast a tmosféry v dané nadmořské výšce, můžeme 
proces vzniku ozónu zapsat pomocí sys tému diferenciálních rovnic 

y[ = - h y m - h y m +%hy2 +km, 

y2 = - h y m +2k2yxy3 -km +km, 

y'3 = hym -k2ym - h y 3 , 

kde 

fci = 1,63- 1 0 " 1 6 , k2 = 4 ,66- 1 0 " 1 6 . 

Zbylé dvě reakční rychlost závislé na s lunečním svitu modelujeme funkcí času 

m = í e x p ( - Q / s i n ^ ) , s inu; t>0, . = ^ 

I 0, šinut < 0, 

Abychom vhodně napodobili s t ř ídání dne a noci, uvažujeme rovnodennost a volíme 
ui = 2TT/86400 (perioda 24 hodin), c 3 = 22,62, c 4 = 7,601. Počá t ek odpovídá východu 
slunce (šestá hodina rann í ) . Hodnota k3 a k± roste, dokud nedosáhne v čase t = 21600 
(poledne) svého maxima, po t é klesá do nuly, kterou dosáhne v čase t = 43200 (západ 
slunce, šestá hodina večerní) . Do východu slunce dalšího dne jsou hodnoty k3 a k± nulové. 
Pozorováním byly zjištěny počá tečn í hodnoty 

yi(0) = 10 1 , y 2(0) = 3, 7 • 10 1 6 , y3(0) = 10 1 2 . 

Úlohu budeme řešit metodami ode23t, odel5s a o d e l l 3 s p řesnos tmi ea = 10~ 6 , e r = 
10~ 4 na intervalu t G (0,129600) odpovídaj ící délce 1,5 dne. Koncentrace 0 2 a O3 jsou 
po celou dobu prakticky kons tan tn í , naopak koncentrace j ednoa tomového kyslíku O se 
b ě h e m dne mění v závislosti na s lunečním svitu. N a obrázku 6.5 je zobrazen p r ů b ě h 
koncentrace j ednoa tomového kyslíku b ě h e m 1,5 dne. Poznamenejme, že svislá osa grafu 
je v logar i tmickém měř í tku a čas je poč í t án v sekundách. 
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O 2 4 6 8 10 12 14 

Čas x 1 0 4 

Obrázek 6.5: Ozón v atmosféře - koncentrace j ednoa tomového kyslíku O, odel5s 

Během celého v ý p o č t u jsou všechna vlas tní čísla Jacobiho matice záporná , prakticky 
kons tan tn í . Konkré tně A i ~ —6, 03, zbylá dvě vlas tní čísla jsou t éměř nulová. Součin 
spekt rá ln ího po loměru Jacobiho matice a délky intervalu, na k t e r ém problém řešíme, 
je velké číslo, proto můžeme problematiku vzniku ozónu v atmosféře zařadi t mezi t u h é 
problémy. N a závěr uvedeme statistiku pro jednot l ivé řešiče. 

s ta t is t ický úda j ode23t odel5s o d e l l 3 

počet úspěšných kroků 1568 556 385936 

počet neúspěšných kroků 106 54 21909 

počet vyhodnocení pravé stany f 2196 842 793782 

počet sestavení Jacobiho matice 4 5 

počet provedených L U rozkladů 398 118 

počet řešených soustav l ineárních rovnic 2179 812 

Z uvedených dat plyne, že metoda odel5s zvládla danou úlohu vyřešit velmi efektivně, 
naopak metoda o d e l l 3 s omezenou oblast í stability je pro danou úlohu nevhodná . 
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6. TUHÉ SYSTÉMY 

P ř í k l a d č. 5 
V pos ledním př ík ladu p rozkoumáme Van der Polův oscilátor [1]. J e d n á se o oscilátor 
s ne l ineárním t l umen ím modelující oscilační procesy v elektrických soustavách, k t e rý je 
popsán vztahem 

y" + p:{y2-l)y' + y = 0, /z > 0, (6.6) 

kde y značí velikost elektrického proudu procházející obvodem v čase t a /z je konstanta 
udávající t lumení . Rovnici (6.6) zapíšeme jako sys tém dvou diferenciálních rovnic 

2/1 = 2/2, ^ ^ 

y'2 = ~Kví - l)v2 - 2/1, /x > o . 

Př ís lušná Jacobiho matice je tvaru 

J( t ,y) = o 1 
-2/^/12/2 - 1 - M ~ 1) 

Vlas tn í čísla Jacobiho matice jsou nejen závislá na kons tan tě /z, ale mění se i v čase. 
Zvolme \i = 1000, počá teční hodnoty y(0) = 2, y'(0) = 0 a řešme úlohu na intervalu 
(0, 2000) metodami ode23t, odel5s a ode23 s p řednas tavenými tolerancemi. N a obrázku 
6.6 je zakreslen p r ů b ě h elektrického proudu a spekt rá ln ího po loměru v závislosti na čase. 

3 

- 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
Čas 

200 400 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
Čas 

Obrázek 6.6: Van der Polův oscilátor - závislost velikosti elektrického proudu a spektrá l 
ního po loměru na čase, odel5s 
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Van der Polův oscilátor je periodický s periodou T 1612s. Zaměřme se na interval 
(0, 806) odpovídaj ící půlce periody a porovnejme na n ě m jednot l ivé metody z hlediska 
p o č t u kroků. Data zapíšeme do tabulky 

interval (0,5) (5,780) (780,806) (0,806) 

ode23t 31 21 221 273 

odel5s 35 19 210 264 

ode23 5962 565846 2518 574326 

Metody ode23t a odel5s si v p r ů b ě h u celého řešení počínaly prakticky stejně. P rvn í 
část , tj. interval (0,5), překonala metoda ode23t 31 kroky, za t ímco ode23 pot řebova l 5962 
kroků. Velikost elektrického proudu na intervalu (5, 780) klesala velmi pomalu. Metody 
určené pro t u h é sys témy pot řebova ly přibl ižně 20 kroků, naopak metoda ode23 j ich vyža
dovala přes pů l milionu. V pos ledním intervalu (780, 806) nastala p r u d k á změna velikosti 
proudu a délka kroků musela být redukována pro zachování přesnost i . Celkově po t ř ebo 
vala metoda ode23 přibližně 2 000 krá t více kroků než zbylé dvě metody, proto i tento 
problém můžeme označit za tuhý. 
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7. ZÁVĚR 

7 Závěr 
Cílem t é to práce bylo popsat a analyzovat vybrané numerické metody a zaměř i t se na 
numerické řešení t uhých sys témů. Nejprve jsme uvedli teoret ický základ obyčejných di
ferenciálních rovnic a jejich systémů, po t é jsme se zaměřili na popis numerických metod 
učených k jejich řešení. Numerické metody jsme rozdělili na jednokrokové a vícekrokové, 
explicitní a implici tní . Metody jsme pos tupně odvozovali, určovali jejich ř ády a konver
genci. Následně jsme metody zkoumali z hlediska stability. Zjistil i jsme, že oblast absolutní 
stability explicitních metod je zpravidla p o d s t a t n ě menší než u implici tních metod. Pouze 
implici tní metody mohou mí t neomezenou oblast absolutn í stability. Také jsme zjistili , že 
oblast absolutn í stability se obvykle s ros toucím ř á d e m metody zmenšuje. 

Zbylá část práce se věnuje t u h ý m sys t émům a jejich řešením v pros t ředí M A T L A B . 
Tuhé sys témy nemaj í (prozat ím) přesnou definici a k jejich popisu se používají charakteris
tické vlastnosti. Nejznámější charakteristika říká, že u tuhých sys témů pot řebuje metoda 
s omezenou oblast í stability mnohonásobně více kroků než metoda s neomezenou oblast í 
stability. Následně jsme se věnovali fyzikálním a chemickým ú lohám vedoucím na t u h é 
systémy. Úlohy jsme řešili metodami s omezenou i neomezenou oblast í stability a porov
návali je podle statistik o p r ů b ě h u řešení. V příloze jsou uvedeny použi té skripty. Př ík lad 
č. 3 se nepodař i lo vyřešit metodou s omezenou oblast í stability z důvodu nedos ta tečné 
výpoče tn í techniky, v os ta tn ích př íkladech po t řebova ly metody s omezenou oblast í sta
bili ty p o d s t a t n ě více kroků než ty s neomezenou při stejných požadavcích na přesnost . 
Z toho můžeme usoudit, že metody s omezenou oblast í stability jsou nevhodné pro řešení 
t uhých systémů. 
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9. SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 

Seznam použitých zkratek a 
symbolů 

O D R obyčejná diferenciální rovnice 

E E Eulerova explicitní metoda 

I E Eulerova implici tní metoda 

T R lichoběžníková metoda 

E R K explicitní Rungeova-Kuttova metoda 

I R K implici tní Rungeova-Kuttova metoda 

R K 3 Ralstonova metoda ř á d u 3 

R K 4 klasická Rungeova-Kuttova metoda 

R M 2 Radauova metoda ř á d u 2 

A B Adams-Bashforthova metoda 

A M Adams-Moultonova metoda 

B D F metoda zpě tného derivování 

M množ ina reálných čísel 

C množ ina komplexních čísel 

Re (z) reá lná část komplexního čísla 

Im(z) imaginárn í část komplexního čísla 

P A množ ina všech po lynomů s tupně nejvýše a 

PQ,//3 množ ina všech racionálních funkcí p/q, kde p G P Q a q G P ^ 

V oblast absolutn í stability 

I j ednotková matice 

det(A) determinant matice A 

| • | absolu tn í hodnota 

I I • 1 1 Eukleidovská norma 

|_-J dolní celá část 

(•, •) o tevřený interval 

(•, •) uzavřený interval 
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10 Přílohy 
P ř í k l a d č. 1 

c l e a r ; c l e ; c l o s e a l l ; 

s o u s t a v a = @ ( x , y ) [ y ( 2 ) ; - 1 0 0 0 * y ( l ) - 1 0 0 1 * y ( 2 ) ] ; 
yO = [ 1 , —1]; % p o c a t e c n i p o d m í n k y 
konec = 5; % k o n c o v y bod i n t e r v a l u 

s o l i = ode23 
s o l 2 = o d e l l 3 
s o l 3 = o d e l 5 s 
s o l 4 = ode23 t 

( s o u s t a v a , [0 
( s o u s t a v a , [0 
( s o u s t a v a , [0 
( s o u s t a v a , [0 

k o n e c ] , y O ) 
k o n e c ] , y O ) 
k o n e c ] , y O ) 
k o n e c ] , y O ) 

% r e s e n i ode23 
% r e s e n i o d e l l 3 
% r e s e n i o d e l 5 s 
% r e s e n i ode23 t 

%pocet k r o k u p ro o d e 2 3 , o d e l l 3 , o d e l l 5 s , ode23 t 
n s t e p s = [ s o l 1 . st a t s . n s t e p s , s o l 2 . st at s . n s t e p s , 

s o l 3 . s t a t s . n s t e p s , s o l 4 . s t a t s . n s t e p s ] 

P ř í k l a d č. 2 

c l e a r ; c l e ; c l o s e a l l ; 

f u n k c e = @ ( x , y ) l * y . ~ 2 — y . ~ 3 ; 
d e l t a = 0 .0001 ; 
konec = 2 / d e l t a ; % k o n c o v y bod i n t e r v a l u 
o p t i o n s = o d e s e t ( ' R e l T o l ' , 1 e —4, ' A b s T o l ' , 1 e —7); % u r c e n i t o l e r a n c i 

s o l i = ode23 ( funkce , [0 konec ] , d e l t a , o p t i o n s ) ; % r e s e n i ode23 
s o l 2 = o d e 2 3 t ( f unkce , [0 konec ] , d e l t a , o p t i o n s ) ; % r e s e n i o d e 2 3 t 

n s t e p s = [ s o l 1 . st a t s . n s t e p s , s o l 2 . st a t s . n s t e p s ] %pocet k r o k u 
n f e v a l s = [ s o l 1 . st a t s . n f e v a l s , s o l 2 . st a t s . n f e v a l s ] 

%pocet v y h o d n o c e n i p r a v é s t r a n y f 

f i g u r e 
s u b p l o t ( 2 , 1 , 1 ) ; 

p l o t ( s o l l . x , s o l l . y , ' . ' ) 
t i t l e ( ' ode23 ' ) 
a x i s ( [ 0 konec - 0 . 1 1 .1] ) 

s u b p l o t (2 , 1 , 2 ) ; 
p l o t ( s o l l ( l ) . x , s o l l ( l ) . y , ' . - ' ) 
a x i s ( [ 1 / d e l t a *0 .99 l / d e l t a * 1 . 0 5 l - 1 . 5 * d e l t a 1 + 1.5* d e l t a ]) 

f i g u r e 
s u b p l o t ( 2 , 1 , 1 ) ; 

p l o t ( s o l 2 ( l ) . x , s o l 2 ( l ) . y , ' . ' ) 
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10. PŘÍLOHY 

t i t l e ( ' o d e 2 3 t ' ) 
a x i s ( [ 0 konec - 0 . 1 1 .1] ) 

s u b p l o t (2 , 1 , 2 ) ; 
p l o t ( s o l 2 ( l ) . x , s o l 2 ( l ) . y , ' . - ' ) 

a x i s ( [ l / d e l t a * 0 . 9 9 l / d e l t a * 1 . 0 5 l - 1 . 5 * d e l t a 1 + 1.5* d e l t a ]) 

P ř í k l a d č . 3 

c l e a r ; c l e ; c l o s e a l l ; 

s o u s t a v a = @ ( x , y ) [ 
- 0 . 0 4 * y ( l ) + 1 0 0 0 0 * y ( 2 ) . * y ( 3 ) ; 
0 . 0 4 * y ( l ) - 1 0 0 0 0 * y ( 2 ) . * y ( 3 ) - 3 * 1 0 ~ 7 * y ( 2 ) . * y (2) ; 
3 * 1 0 ~ 7 * y ( 2 ) . * y ( 2 ) ] ; 

J = @ ( x , y ) [ - 0 . 0 4 , 1 0 0 0 0 * y ( 3 ) , 
0 . 0 4 , - 1 0 0 0 0 * y ( 3 ) - 6 * 1 0 ~ 7 * y ( 2 ) , 

0 , 6 * 1 0 ~ 7 * y ( 2 ) , 
% J a c o b i h o m a t i c e 

konec = 10~9 ; % k o n c o v y bod i n t e r v a l u 

s o l i = o d e 2 3 t ( s o u s t a v a , [0 k o n e c ] , [ 1 0 0 ] ) ; % r e s e n i ode23 t 
s o l 2 = o d e 1 5 s ( s o u s t a v a , [0 k o n e c ] , [ 1 0 0 ] ) ; % r e s e n i o d e l 5 s 
s o l 3 = o d e 2 3 ( s o u s t a v a , [0 k o n e c ] , [ 1 0 0 ] ) ; % r e s e n i ode23 

n s t e p s = [ s o l 1 . st a t s . n s t e p s , s o l 2 . st a t s . n s t e p s , s o l 3 . st a t s . n s t e p s ] ; 
%pocet k r o k u 

s p e k t r a l n i . p o l o m e r = z e r o s (1 , s o l 1 . st a t s . n s t e p s ) ; 
f o r i = 1: s o l 1 . st a t s . n s t e p s + 1 

x x = s o l l . x ( i ) ; %cas v i—tem k r o k u 
y y = [ s o l l . y ( l , i ) , s o l l . y ( 2 , i ) , s o l 1 . y ( 3 , i ) ] ; 

% k o n e n t r a c e v i—tem k r o k u 
J ac = J ( x x , y y ) ; % v y p o c e t J a c o b i h o m a t i c e v i—tem k r o k u 
s p e k t r a l n i . p o l o m e r ( i ) = max( abs ( e i g ( J a c ) ) ) ; 
% s p e k t r a l n i p o l o m ě r J a c o b i h o m a t i c e v i—tem k r o k u 

end 

f i g u r e 

p l o t ( s o i l . x , s o i l . y ( l , : ) , ' - ' , s o i l . x , l ( T 4 * s o i l . y (2 , : ) , ' - ' , 
s o i l . x , s o i l . y ( 3 ,:) , ' - ') 

s e t ( g c a , ' X S c a l e ' , ' l o g ' , ' X l i m ' , [ 1 ( T - 4 1 ( T 9 ] , 
' Y l i m ' , [ - 0 . 0 5 1 .05] ) 

x l a b e l ( ' C a s ' ) ; 
y l a b e l ( ' K o n c e n t r a c e ' ) ; 
se t ( l e g e n d ( ' $ y _ l $ ' , ' $ 1 0 ~ 4 \ c d o t y _ 2 $ ' , ' $ y _ 3 $ ' ) , ' I n t e r p r e t e r ' , 

' l a t e x ' , ' F o n t S i z e ' , 1 2 ) ; 

1 0 0 0 0 * y ( 2 ) ; 
- 1 0 0 0 0 * y ( 2 ) ; 

o]; 
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f i g u r e 
p l o t ( s o i l . x , s p e k t r a l n i . p o l o m e r ) 
s e t ( g c a , ' X S c a l e ' , ' l o g ' , ' X l i m ' , [ 1 ( T - 4 1 ( T 9 ] , 

' Y l i m ' , [0 10500] ) 
x l a b e l ( ' C a s ' ) ; 

y l a b e l ( ' S p e k t r a l n i p o l o m ě r ' ) ; 

P ř í k l a d č . 4 

c l e a r ; c l e ; c l o s e a l l ; 

k l = 1.63 * 10 '—16; % r e a k c n i r y c h l o s t k l 
k2 = 4 .66 * 10^ —16; % r e a k c n i r y c h l o s t k2 
c3 = 2 2 . 6 2 ; 
c4 = 7 . 6 0 1 ; 
omega = 2 * p i / 8 6 4 0 0 ; 

k3 = @ ( t ) exp(—c3 . / s i n (omega*t ) ) . * ( s i g n ( s i n (omega .* t ) ) / 2 + 0.5 
% r e a k c n i r y c h l o s t k3 

k4 = @ ( t ) exp(—c4 . / s i n (omega*t ) ) . * ( s i g n ( s i n (omega .* t ) ) / 2 + 0.5 
% r e a k c n i r y c h l o s t k4 

s o u s t a v a = (' 
[ - k l * y ( l ) * y 
- k l * y ( l ) * y 

k l * y ( l ) * y 

Kx,y) 
2) - k 2 * y ( l ) * y ( 3 ) 
2) + 2 * k 2 * y ( l ) * y ( 3 ) 
2) k 2 * y ( l ) * y ( 3 ) 

2 * k 3 ( t ) * y ( 2 ) + k 4 ( t ) * y ( 3 ) ; 
k 3 ( t ) * y ( 2 ) + k 4 ( t ) * y ( 3 ) ; 

- k 4 ( t ) * y ( 3 ) ] ; 

J = @ ( x , y ) 
[ - k l * y ( 2 ) - k 2 * y ( 3 ) , - k l * y ( l ) + 2 * k 3 ( t ) , - k 2 * y ( l ) + k 4 ( t ) ; 

- k l * y ( 2 ) + 2 * k 2 * y ( 3 ) , - k l * y ( l ) - k 3 ( t ) , 2 * k 2 * y ( l ) + k 4 ( t ) ; 
k l * y ( 2 ) - k 2 * y ( 3 ) , k l * y ( l ) , - k 2 * y ( l ) - k 4 ( t ) ] ; 

% J a c o b i h o m a t i c e 

yO = [ 1 0 ' 1 3 .7 * 10 ^ 16 1 ( T 1 2 ] ; % p o c a t e c n i p o d m í n k y 
konec = 2 4 * 3 6 0 0 * 1 . 5 ; % k o n c o v y bod i n t e r v a l u 
o p t i o n s = o d e s e t ( ' R e l T o l ' , 1 e —4, ' A b s T o l ' , 1 e —6); % n a s t a v e n i t o l e r a n c i 

s o l i = ode23 t ( s o u s t a v a , [0 konec ] , yO , o p t i o n s 
s o l 2 = ode 15s ( s o u s t a v a ,[ 0 konec ] , yO , o p t i o n s 
s o l 3 = o d e l l 3 ( s o u s t a v a , [0 k o n e c ] , y O , o p t i o n s 

% r e s e n i ode23 t 
% r e s e n i o d e l 5 s 
% r e s e n i o d e l l 3 

n s t e p s = [ s o l i . s t a t s . n s t e p s s o l 2 . st at s . n s t e p s s o l 3 . st a t s . n s t e p s ] ; 

s o l i . s t a t s % v y p s a n i s t a t i s t i k ode23 t 
s o l 2 . s t a t s % v y p s a n i s t a t i s t i k o d e l 5 s 
s o l 3 . s t a t s % v y p s a n i s t a t i s t i k o d e l l 3 
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s p e k t r a l n i _ p o l o m e r = z e r o s (1 , n s t e p s (1) + 1 ) ; 
f o r i = 1: n s t e p s (1) + 1 

x x = s o l l . x ( i ) ; %cas v i—tem k r o k u 
y y = [ s o l l . y ( l , i ) , s o l l . y ( 2 , i ) , s o l 1 . y ( 3 , i ) ] ; 

% k o n e n t r a c e v i—tem k r o k u 
J ac = J ( x x , y y ) ; % v y p o c e t J a c o b i h o m a t i c e v i—tem k r o k u 
v l c = e i g ( J a c ) ; 
s p e k t r a l n i _ p o l o m e r ( i ) = max( abs ( v l c ) ) ; 

% s p e k t r a l n i p o l o m ě r J a c o b i h o m a t i c e v i—tem k r o k u 
end 

f p r i n t f ( ' S p e k t r a i n i p o l o m w r J a c o b i h o m a t i c e j e m e z i % f a %í. 

\ n ' , m i n ( s p e k t r a l n i _ p o l o m e r ) , max( s p e k t r a l n i _ p o l o m e r )) 

f i g u r e 
p l o t ( s o l l . x , s o l l . y ( l , : ) ) 
s e t ( g c a , ' Y S c a l e ' , ' l o g ' , ' Y l i m ' , [ 1 ( T - 2 1 ( T 8 ] ) 
x l a b e l ( ' C a s ' ) ; 
y l a b e l ( ' K o n c e n t r a c e O ' ) ; 

P ř í k l a d č. 5 

c l e a r ; c l e ; c l o s e a l l ; 

my = 1000 ; % t l u m i c i k o n s t a n t a 

s o u s t a v a = @ ( x , y ) [ y ( 2 ) ; m y * ( l — y ( 1 ) " 2) * y (2) — y ( 1 ) ] ; % s o u s t v a 
J = @ ( x , y ) [ 0 , 1; 

— 2 * m y * y ( l ) * y ( 2 ) — 1 , —my* (y ( 1 ) " 2 — 1) ]; % J a c o b i h o m a t i c e 

konec = 3 0 0 0 ; % k o n c o v y bod i n t e r v a l u 
yO = [2 0 ] ; % p o c a t e c n i p o d m i n k y 

s o l i = o d e 2 3 t ( s o u s t a v a , [0 k o n e c ] , y O ) ; % r e s e n i ode23 t 
s o l 2 = o d e 1 5 s ( s o u s t a v a , [0 k o n e c ] , y O ) ; % r e s e n i o d e l ö s 
s o l 3 = o d e 2 3 ( s o u s t a v a , [ 0 k o n e c ] , y O ) ; % r e s e n i ode23 

n s t e p s = [ s o l 1 . st a t s . n s t e p s , s o l 2 . st a t s . n s t e p s , s o l 3 . st a t s . n s t e p s ] 

p o č e t . k r o k u = z e r o s ( 3 , 4 ) ; % t a b u l k a s p o c t y k r o k u na i n t e r v a l e c h 
p o č e t _ k r o k u (1 ,1) = l e n j ; t h ( f i n d > o l l . x < 5 ) ) 
p o č e t _ k r o k u (2 ,1) = l e n j ; t h ( f i n d > o l 2 . x < 5 ) ) 
p o č e t . k r o k u (3 ,1) = l e n j ; t h ( f i n d { s o l 3 . x < 5 ) ) 
p o č e t . k r o k u (1 ,2) = l e n j ; t h ( f i n d 

j s o l i 
.x>5 & s o l l . x < 7 8 0 ) ) ; 

p o č e t . k r o k u (2 ,2) = l e n j ; t h ( f i n d > o l 2 .x>5 & s o l 2 . x < 7 8 0 ) ) ; 
p o č e t . k r o k u (3 ,2) = l e n j ; t h ( f i n d { s o l 3 .x>5 & s o l 3 . x < 7 8 0 ) ) ; 
p o č e t . k r o k u (1 ,3) = l e n j ; t h ( f i n d 

j s o l i 
.x>780 & s o l l . x < 8 0 6 ) ) ; 

p o č e t . k r o k u [2 ,3) = l e n j ; t h ( f i n d > o l 2 .x>780 & s o l 2 . x < 8 0 6 ) ) ; 

41 



p o c e t _ k r o k u (3 ,3) = l e n g t h ( f i n d ( s o l 3 . x>780 & s o l 3 . x < 8 0 6 ) ) ; 
p o c e t . k r o k u (1 ,4) = l e n g t h ( f i n d ( s o l 1 . x < 8 0 6 ) ) ; 
p o c e t . k r o k u (2 ,4) = l e n g t h ( f i n d ( s o l 2 . x < 8 0 6 ) ) ; 
p o c e t . k r o k u (3 ,4) = l e n g t h ( f i n d ( s o l 3 . x < 8 0 6 ) ) ; 
p o c e t _ k r o k u 

s p e k t r a l n i . p o l o m e r = z e r o s (1 , n s t e p s (2) + 1) ; 
f o r i = 1: n s t e p s (1) + 1 
x x = s o l l . x ( i ) ; 
y y = [ s o l l . y ( l , i ) , s o l i . y ( 2 , i ) ] ; 
J ac = J ( x x , y y ) ; 
s p e k t r a l n i _ p o l o m e r ( i ) = max( abs ( e i g ( J a c ) ) ) ; 

% s p e k r a l n i p o l o m ě r J a c o b i h o m a t i c e v i—tem k r o k u 
end 

f i g u ř e 
s u b p l o t ( 2 , 1 , 1 ) 

p l o t ( s o l l . x , s o l 1 . y (1 , : ) ) 
x l a b e l ( ' C a s ' ) ; 
y l a b e l ( ' E l e k t r i c k y p r o u d ' ) ; 

s u b p l o t (2 ,1 ,2) 
p l o t ( s o l l . x , s p e k t r a l n i _ p o l o m e r ) 
set ( g c a , ' Y l i m ' , [0 3100 ] ) 
x l a b e l ( ' C a s ' ) ; 
y l a b e l ( ' S p e k t r a l n i p o l o m ě r ' ) ; 
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