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Abstrakt

Prace je zamérena na generovani hybridni dynamiky dvounohého robota pomoci symbo-
lického toolboxu programu Matlab. Déle se zabyva linearizaci nelinedrniho modelu a op-
timalnim fizenim stavovym reguldtorem. Implementuje objektovy navrh generatoru a si-
mulatoru s vyuzitim jadra Matlab Simulink. Ovladani s vizualizaci vysledku je zprostfedkovano
uzivatelkym GUI.

Summary

This work deals with automatic generation of hybrid dynamics of bipedal robot in Matlab
symbolic toolbox. Next goal is to provide linearisation of nonlinear model and achieve
optimal state space controller. Work implements object model generator and simulator
based on core of Matlab Simulink and visualisation of the results in user friedly GUI.
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1. Uvod

Préace se zabyva sestavenim matematického modelu nohou humanoidniho robota se
3 a 5 stupni volnosti. Tento model 1ze generovat automaticky podle zvolenych kritérii
pomoci Lagrangeovych rovnic 2.druhu a je obdrzen jako sada m-file souborti vhodnych
pro simulaci. Pii generovani je kladen diraz na symbolicky vypocet vSech ¢asti s obsluhou
pres uzivatelské GUL

Simulator vhodny pro hybridni model robota vyuziva jadra programu Matlab Simu-
link pro simulaci mezivysledku kazdého kroku. mdl model pracuje s maticovymi signaly
proménné délky a je navazan na metody tiidy simulatoru.

K dosazeni mezniho cyklu v soustavé je pouzit stavovy regulator. Obsluha simulace je
fesena v GUL



2. Matematicky model
2.1. Popis

2.1.1. Modely zaloZené na principu inverzniho kyvadla

Obrazek 2.1: Inverzni kyvadlo

Na (obr.2.1) je inverzni kyvadlo délky 1 s hmotnosti soustfedénou v hmotném bodé na
konci. Je uchyceno v kloubu bez tfeni. Hmotnost odpovidd hmotnosti torza robota a
kyvadlo jeho noze. Takto si lze predstavit zjednoduseny model chiize po nohach. Pokud
je spodni ¢ast kyvadla povazovana za chodidlo a vrchni ¢ast za kycel, 1ze takto nahradit
nohu kyvadlem s proménnou délkou zavislou na kloubovych soufadnicich [ (q). Jedné se
tak o nejjednoduzsi model chiize s jednou stojnou nohou. [9]

Kyvadlo s linearnim aktorem
Je ve své podstaté model inverzniho kyvadla, ktery je rosifen o fiditelnou délku kyva-
dla. Zménou délky se méni moment setrvacnosti a tak i pohyb kyvadla simulujici chiizi.

Model s vice klouby

Je ekvivalentem kyvadla s linedrnim aktorem. Misto linedrniho prvku zde figuruje
jeden, nebo vice kloubt, které méni moment setrvacnosti soustavy. Tento model uz ma
vice podobu jedné nohy bez chodidla.

Model s chodidly

U modelu se spicatym chodidlem jako u modelu s vice klouby neni moznost kontrolovat
rychlost otaceni ve virtualnim kloubu se zemi. Tato myslenka vede k zavedeni chodidla.
Mize tak byt zménéno misto, kolem néhoz robot rotuje a jeho dopredna rychlost pfidanim
fidictho momentu navic.

S pridavanim stupnu volnosti a moznostmi chodidla je dynamicka chiize fesena pomoci
ZMP (zero moment point), nebo také nazyvany COP (center of pressure). Regulaci polohy



2.1. POPIS

tohoto bodu, ktery urcuje stred rozlozeni tlaku vyvolaného stojnou nohou robota se fidi
v soucasnosti nejpokrocilejsi humanoidni roboti.

Dopredna rychlost nemiize byt regulovana libovolné, jako i u slozitéjsich modelu s
dynamickou chiizi neni mozné tidit bez obezeni z divodu, ze COP lezi vné polygonu
stojné nohy. Rychlost miize byt v omezené mife modifikovana v pribéhu kroku a mezi
jednotlivymi kroky s pomoci diskrétnich udalosti.

1. zménou délky kroku
2. zménou udéalosti
3. premistovanim pozice COP stojné nohy

4. nastavenim rozlozeni sil ve fazi dvojité opory

Vv

5. zménou polohy tézisté naklonem

6. optimalizaci akcénich zasaht

Existuje fada dalsich vice, ¢i méné slozitych modeld s nohami bez vahy, planarni s
rozloZenou vahou, etc.

2.1.2. Model otevieného kinematického retézce

Matematicky model humanoidniho robota je ze své podstaty hybridnim systémem, spojuje
v sobé prvky spojitych i diskrétnich modeli. Pfed samotnym modelovanim je nutné zvazit,
jaké pozadavky na robota klademe, jako jsou chtize, béh, chiize do schodi a poptipadé
dalsi slozitéjsi situace.

Uvazme jednoduchy planarni model s rozlozenou vahou. V piipadé chtize robota je
vhodné modelovat nohy jako otevieny kinematiky fetézec s pevné uchycenym koncem
k zemi. Jednotlivé nohy jsou pak podretézci, z nichz uchycend cast se nazyva stojna
noha a ¢ast s volnym koncem Svihova noha. Zvolenim kloubového prostoru pak mizeme
dosahnout riznych forem modelu, z nichz jsou nékteré jednoduzsi pro fizeni.

Je tieba si zavést omezeni, ktera budou sméfovat k postupu feseni chiize robota :

1. robot krac¢i po idealni roviné

2. stiida faze s jednou a dvémi stojnymi nohami (jedna nebo obé nohy se dotykaji
podlahy)

3. ve fazi opory jednou nohou uvazujme styk s podlahou jako idealni kloub
4. déle uvazujme vsechny klouby a vazby jako idealni, bez ztratového tteni

5. pri narazu nohy na podlahu nedojde k podklouznuti, je uvazovan jako pevny bod



2.1. POPIS

Faze s jednou stojnou nohou (faze zhoupnuti)
Faze zhoupnuti probiha ve chvili, kdy méa robot jednu nohu pevné na zemi a konéi v
okamziku dotyku druhé nohy se zemi.

Faze se dvémi stojnymi nohami (faze narazu)

V okamziku doslapnuti se provede prepocet thli a rychlosti kloubového prostoru podle
impaktniho modelu. Faze narazu ma impulzni charakter a redukuje se tak do jediného
okamziku [1]. Po impulzu se v modelu pfesune pevny bod kinematického fetézce do mista
doslapnuti. Akénimi ¢leny se systém fidi do dalsiho kroku, kde opét dochazi k fazi zhoup-
nuti.

Na (obr. 2.2) je znazornén hybridni model, kde ¢ je vektor stavového prostoru, index
I znac¢i model narazu. K prepnuti mezi modely dochéazi pri piisobeni externiho momentu
M..:, ktery ma impulzni charakter. Index ,,—“ predstavuje limitni stav pifed narazem,
,E£“ limitni stav po narazu nohy o zem. Protoze narazovy model a model zhoupnuti
maji stejnou strukturu, ktera se lisi se jen bodem uchyceni a model narazu se provede
v limitné kratkém case, tthlova ¢ast kloubového prostoru predimpaktnich soufadnic &
a poimpaktnich soufadnic 5?[ predstavuje stejny prostor se stejnou stojnou nohou. Pro
pokracovani do nové faze zhoupnuti je tieba prepocitat kloubovy prostor pifi vymeéneé
nohou jako v (5?) na nové poimpaktové souradnice znacené poimpaktovym ,+.

§+ = w ( [i) ) (tO) Mezt

& =11 (¢7) + a1 (&7)

Obrazek 2.2: Hybridni model



2.2. Znaceni

2.2.

Symbol | Popis
x,y smér v kartézském soufadném systému
i index z rozsahu i € (1,n)
n pocet stuptii volnosti (dof)
m pocet akénich ¢lent (n-1)
ext oznaceni externi veli¢iny
c celkovy (napf. celkova hmotnost, etc.)
g znaceni polohy tézisté
end | konec kinematického fetézce
+ znaceni souradnice pfed impaktem nohy o zem
— znaceni souradnice po impaktu nohy o zem
Tabulka 2.1: Symbolika indexi
Symbol | Jednotka | Popis
x,y [m] soufadnice v kartézském souradném systému
13 stavovy prostor (z divodu pouzitého symbolu x)
p [m] soufadnice bodu
L [N] Lagrangeova funkce
L soucast operatoru Lieovy derivace (z diivodu pouzitého L)
Ey,E, R [J] kineticka, potencialni a ztratova energie
A [J] prace v systému
I [—] jednotkova matice
i [rad] soufadnice kloubového prostoru
Gi [rad.s~'] | rychlost v kloubovém prostoru
Gi [rad.s~2] | zrychleni v kloubovém prostoru
M; [Nm] | moment
J; [kg.m?] | moment setrvac¢nosti
m; [kg] hmotnost
l; [m] délka ¢asti robota
i [—] soucinitel t¥eni

Tabulka 2.2: Symbolika veli¢in

ZNACENI




2.2. ZNACENI
Lagrangeovy rovnice vychézi z optimalizace rozlozeni energie v systému.
Systém s nejmensi energii odpovida hledanému modelu, ktery nezavisi na fyzikalnim

principu.
Lagrangeova funkce je definova jako rozdil potencialni a kinetické energie systému:

L=Eyx—Ep (2.1)

Zvolime-li zobecnéné vychylky a rychlosti jako:

a=[a , @] (2.2)
a=la + . dn ] (2.3)

kde:
n=dof (2.4)

Pak je tvar Lagrangeovych rovnic II. Druhu :

4 (ony oL or_oa s
dt \ 9q dq Oq Oq '

kde: q - vektor zobecnénych vychylek
q - vektor zobecnénych rychlosti

Definujme dalsi vektory a matice vyuzité pfi vypoctech. Soufadnice kloubti véetné

Vv

koncovych bodu a t&zist jednotlivych prvki robota v kartézském souradném systému :

welz] el

Vv

_ Lend _ Leog 2.7
Pend |: Yend :| pcog |: Yeog :| ( )

Vektory x a y soufadnic tézist jednotlivych prvki robota



2.2.

T T
Xg:[xgl Lg2 - Tgn } Yg:[ygl Yg2 - ygn]

Matice hmotnosti a momentu setrvac¢nosti

"ml 0 0 . 0]
0 mQO. 0 0 JQO
m = J =

{0 0 O.mn‘ {

kde: m; - hmotnost i-té ¢asti robota
J; - moment setrvac¢nosti i-té ¢asti robota
My, Jn - hmotnost a moment setrvac¢nosti torza

Vstupni momenty:

M=[M M . M,]"

Mezt = [ Meztl Meth . Meztm ]T

Kinetickou energii uréime jako soucet translaéni a rotacéni energie [7]:

Trop . . . Ty
Ex =3 %, mX, +y,my, +q"Jq]

Ep = Z m;; §Ygi

i=1

A= i M;q;
i—2

kde: FEx - kineticka energie
Ep - potencialni energie
A - prace vykonand v systému
M - vstupni momenty
q - vektor zobecnénych vychylek
q - vektor zobecnénych rychlosti

ZNACENI

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



2.3. DEFINICE KLOUBOVEHO PROSTORU
2.3. Definice kloubového prostoru
2.3.1. Relativni souradnice
DH-transformace je definovana jako:
H = Rot (0), Trans (0,0, d;) Trans (a;,0,0) Rot (o), (2.15)
Zjednodusme si zapis této transformace jako matici H
H = DH (a,a,d, 9) (2.16)

i-ta transformace pak ma tvar:

n

H; = [[H(a:,0,0, ;) (2.17)

i=1

Matice transformace pro ziskdni souradnic t&zist ¢asti robota, které jsou situovany v
poloviné délky dané c¢asti

li
Hgi =DH <§, 0, 0, QZ) Hi—l (218)
Nulta transformace je brana jako jednotkova matice o rozméru 4

Pocatek soutadnic je pevné nastaven na

po — { 8 ] (2.20)

Pi Po
0O [=H;| O (2.21)
1 1

10



2.3. DEFINICE KLOUBOVEHO PROSTORU

1

1

{|I

) X,

Obrazek 2.3: Kinematicky retézec

Zvolenim kloubonych parametri podle DH konvence ziskdme zaroven rovnice piimé
kinematiky. Tabulka DH parametrti pak pro robota pohybujiciho se pouze v 2D prostoru
sagitalni roviny vypada nasledovné:

vazba | a; | o; | d;i| 0
1 { 1 0 0 a1
2 lg 0 0 q2

n-1 ln—l 0 0 qn—1
n l, 010 gn
Tabulka 2.3: DH parametry

(n-1)-ni transformace tabulky 2.3 je poslednim ¢lenem kinematického fetézce. n-ty
prvek je pridan navic jako vazba mezi panvi robota a jeho torzem. Vytvaii tak inverzni
kyvadlo umisténé v ky¢li robota.

2.3.2. Tvarové souradnice

Vychézi z tvaru robota. Jedna soufadnice je zvolena vzhledem k inercialni soustavé.
Ostatni soufadnice jsou pak definovany relativné v zavislosti na soufadnici absolutni.
Definujeme-li vztaznou soufadnici jako tthel natoceni torza robota, pak zbylé relativni

Vv

kloubového prostoru pfi narazu nohy o zem.

11
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2.3. DEFINICE KLOUBOVEHO PROSTORU

(a) 3 dof
Obrézek 2.4: Tvarové souradnice

Soufadnice koncovych bodi pro dof = 3 podle (obr.2.4a)

_To
pO - I O
[ hicos(=5 — a1 — g3)
P1 = . T
| losin(—% — g1 — g3)
_ (2.22)
Py — l sin(g2 + g3) + 11 cos(—% — ¢1 — g3)
| 1 cos(qz + gs) + Iy sin(—5 — g1 — g3)
[ I3 sin(gz) + & cos(—F —q1 — g3)
P3s = : s
| I3 cos(qs) + Iy sin(—% — q1 — q3)
Soufadnice koncovych bodi pro dof =5 podle (obr.2.4b)
_To
pO - I O
[ lhcos(—3—q1— 2 —gs)
P1 = . T
| hsin(—=5 — g1 — @2 — ¢)
i _ _ 2.23
Dy = li cos(—2 —q1 — g2 — g5) + 1 cos(2F — g2 — g5) (2.23)
| hosin(—5—q—q2—qs5) +hsin(3F — g2 — gs)
Dy — [ 11 sin(gs +q5) + 1 cos(—F —q1 — @2 — q5) + 11 cos(3F — g2 — q5)
| 1y cos(gs 4 g5) + 1y sin(—F — g1 — g2 — q5) + 11 sin(3F — g2 — ¢5)




2.4. MODEL ZHOUPNUTI

pis = ly sin(gz +¢5) + 1l COS(_% —q1—q2— (15) +1 (308(377r — Q2 — Q5) + 11 sin(qz + q4 + g5)
ly cos(gs +gs) + 1y sin(—3 —q1 — g2 — q5) + 11 cos(qs + qu+ g5) + la sin@%%—) & — q5)
ps — I5 sin(gs) 4+ 1 cos(—3 — q1 — g2 — q5) + 11 cos(3F — g2 — g5)
I5 cos(gs) + 11 Sin(—% —q1—q2— CJ5) + 10 Sin(377r — G2 — CJ5)

Pro dof = 5 lze prepocet mezi takto definovanymi soufadnicemi a relativnimi soutad-
nicemi snadno odvodit:

Qrel = thv + ¢ (225)
-1 -1 0 0 —1 —z
1 0 0 0 O 0
R=| 0 1 -10 0 6= = (2.26)
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 O —T

2.4. Model zhoupnuti

7 tyzikélniho hlediska je vhodné zapsat model ve tvaru:

D(q)4+C(q4)q+G(q) =B(qu (2.27)

kde: D - matice momenti setrvacnosti
C - Coriolisova a odstiediva matice
G - vektor gravitace
B - matice vlivu vstupnich moment v kloubech
- vektor fidicich momentu
- vektor relativnich uhla
- vektor relativnich thlovych rychlosti
- vektor relativnich uhlovych zrychleni

Hetytolple Ry

K vypoctu matic pouzijme nasledujici rovnici, uvazujme systém beze ztrat:

13
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2.4. MODEL ZHOUPNUTI

d (OE OE, O0E, O0A
— — = — 2.28
dt<3<1) 9q  9q  Oq (2:28)
Zavedme si mezivypocet:
d (OFy OE;,
= (R) 2.29
‘@ ( 94 ) 9 (2:29)
Matice potom ziskdme nasledovné:
Jc
= 2.30
Dl@) = 5 (2.30)
OE,\"
= P 2.31
cla - (%52) 231
D?A [ 01y
= m 2.32
Bla) ~ jomi| 4" | (2.52)
. 10 ..
Clad = 55z(c-D(@q) (2.33)
u =M (2.34)
(2.35)
Matice D3><3 (q)
2 2
Dyy=Ji+ himy  hims (2.36)
2 4
2 —_
Dy = 1 m coslo — g2) (2.37)
4
Diy— I (2limy 4 lyms — I3 ms (;os(ql) —lymy cos(qr — q2)) (2.38)
_ml’ (2.39)
Dsyo = + 2 :
2
— ) 1
Das = T my (cos(qr — o) — 1) (2.40)

4
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2.4. MODEL ZHOUPNUTI

342m I.2m I52m 112my cos(qy — {113 ms3 cos
D373:J3—i— 14 1+143+343_1 1 2((]1 CJz)_13 32 (%)(2‘41)

Matice Csx3 (q,q):

1
Ci2 = <_Z) I sin(q1 — g2) ma (G2 + 43) (2.42)
1 ) ) ) ) ) )
01,3 = <_Z) Iy (Q3 l3ms Sln(Ql) + qo by Sln(Ql - CJz) +dsly my Sln(Ql - QZ>>(2‘43>
I o
Coz = 1 li"mysin(qr — g2) (qn + 43) (2.44)
1 ) ) ) ) ) )
C33 = (Z) li (41 l3ms sin(qr) + 41l my sin(qr — g2) — Q2 iy my sin(qr — ¢o)) (2.45)

Matice Gixs (q):

. Iy ms sin(q; +
Gi1=glimy sin(q + q3) + ghams 2(Q1 as) (2.46)
glymy sin(g + qs3) (2.47)

GQ,l = - 2

Iy sin(q: + [y sin(qs +
Gsy = gmy (1 (q21 qs) _h (Zz CB))

: : : (2.48)
gms (h sm(c;l +a3) U3 81121(%)) L ghm SI;I(ql +g3)
00
B=|10 (2.49)
01

Vyjadieni (2.27) v explicitnim tvaru vhodném pro simulaci:



2.5. IMPAKTNI MODEL

1= q
[ q ] a [ D! (q)[B(qu—C(q,q)q— G(q)] (2.50)

2.5. Impaktni model

Pfi rdzu impulzniho charakteru se v systému projevi ptusobeni vnéjsich mometi, které
pusobi ve vSech ¢astech kinematického Tetézce. Z principu virtualni prace je mozné urcit
tyto vstupni momenty. Protoze vySetfujeme silové i¢inky na koncich fetézce, je potieba
uvolnit stojnou nohu, tedy dodat vztazny bod p:

QI:{E] qr

[ g } (2.51)

Rovnice (2.51) plati za pfedpokladu, Ze p je nezavisly na q, tedy i na ¢ase, proto pfi
prepoctu je vhodné vyuzit pocatku soutadnic pg.

Derivace rozdilu energii podle zobecnéné rychlosti pred a po impaktu je rovna impulz-
nimu externimu momentu [1],[2]:

E E
OB, 0B _p (2.52)
ofsF: ols
t
P = lim / M_,10 (t) dt = My (2.53)
t—td Jio
kde: 9 (t) - diraktv impulz
to - okamzik, kdy se projevi impulz
qf - kloubova rychlost po impaktu v predimpaktovych soutadnicich

Symbol + je pouzit pro oznaceni poimpaktového stavu. Protoze ptfi impaktu dochéazi
ke zméné modelu, méni se i kloubovy prostor. Poimpaktové rychlosti + jsou tedy rychlosti
na stejném modelu, pro ziskani kloubovych proménnych jako pocatecni podminky nové
faze zhoupnuti, je tfeba provést prepocet podle (2.72).

Vyjdéme z obecného vztahu pro vypocet kinetické energie [7],[0]:

e = 3a'D(a)d (2.54)
S = 3(D@d"+ 34D ) (2.55)

16



2.5.

Vyuzijme vlastnosti, Ze matice D (q) je symetricka

D(q)=D(q)"
Kombinaci (2.55) a (2.56)

O, .

e D (q)q

Pak (2.53) lze pfepsat jako

D (qit) qit — Di (qI_) qI_ = Mext

IMPAKTNI MODEL

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Na konci kinematického fetéze vstupuje do systému impulzni sila, kterda ma vliv na
vnitini momenty. Zavedeme-li si malé virtualni posunuti 9, musi podle zadkona zachovani

energie platit [7]

MeTxt 5q1_ = FeTnd 6pend

(2.59)

Pokud jsou posunuti § nekone¢né mala, zavislost lze vyjadrit pomoci jakobianu J

0qy = JOPend
_ apend a;
J(qr) = %

Z rovnic (2.59),(2.60) a (2.61) dostaneme

Mext =J (qf)T Fend

Dosadime (2.62) do (2.58)

Di (q;) & — Di (a7) dr = J (a7) " Fend

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Aby (2.63) platila, nesmi noha pii kontaktu se zemi uklouznout [1]

17



2.5. IMPAKTNI MODEL

‘ F, zend
F, yend

<p (2.64)

kde: Fieng - sila ve sméru osy x pusobici na konci kinematického fetézce pti impaktu
Fyena - sila ve sméru osy y
I - soucCinitel tfeni

Aby byla podminka splnéna, musi byt rychlost na konci nohy po impaktu nulova. Tu
1ze ziskat z kloubovych proménnych [4]:

J(ar) a5 = 021 (2.65)

Kombinaci rovnic (2.65), (2.63) dostaneme soustavu:

LR CUIEAR R

end

{ i }: ({DI (ar) 3 <q;>TD‘1{DI <qf>én‘} (2.67)

Fend J (qI_) 02><2 02><1

Hodnoty q v limitnim case po impaktu:

qjE =q° (2.68)

Poimapaktni hodnoty pro novou fazi zhoupnuti dostaneme podle (obr.2.2):

& =19 (&) (2.69)
¢ = { g ] (2.70)

Pfepoctova funkce (2.69) se muze rozlozit na 2 rovnice pro kloubové thly a jejich
rychlosti. Plati mezi nimi nasledujici linearni zavislost.

18



2.5. IMPAKTNI MODEL
q+ = annqi + i« (271)
o .4
4" = Quxnq (2.72)
kde: Q - matice pfepoc¢tu uthlovych soufadnic mezi modely pfed a po impaktu
IT - vektor konstantnich uhlovych natoceni
gt - vypocitano z (2.51)
Pro tvarové soutadnice podle (obr.2.4) plati:
0. 01
0. 10 0
ann = e e mxl (273)
1 .00
mXm
01><7n 1
I =0y, (2.74)
Pro detekci impaktu nohy o zem je vhodné pouzit podminku:
Yend = 0 nebo Yend S 0 (275>

kde podminka nerovnosti je vhodnéjsi pro simulaci, kde realna cisla nejsou rovny

identicky nule.

19
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2.5. IMPAKTNI MODEL

Matice Djsx3 (q):

Dy =y ey B (2.76)
2 4
Diy = _him cos(gr — o) (2.77)
4
Ditsy = Ly (2Limq + limg — l3mg ZOS(Ql) — lymy cos(q1 — q2)) (2.78)
Do = ~ 1000 + 0] (B + 10o) (2.79)
Dis = Iy sin(q; + q;»,; (2mq + mg) (2.80)
Diysy = m14[12 + (2.81)
Dips = _112 my (COS(Zl — ) —1) (2.82)
Dy = 1M COZ(QZ i) (2.83)
Digs = hm Sin2(Q2 + q3) (2.84)

3hPmy  LPmg  l*mg LPmy cos(qr —ga)  lilsms cos(qr) (2.85)

38 =Jst— 4 4 2

l3ms cos(gs)

Dz’3,4 = 9

l + l +
~ Iy cos(qr + gs) + 1M1 cos(gz + g3) _tams 0032(611 %)86)

2 b

I . I . I .
Diss = lymy sin(q + qs) — 33 sin(gs) oy sin(ge + g3) L a ms 81112(q1 + qi)_).87)

2 2

Diyq =2my + mg (2.88)

Dis5 =2m1 + mg (2.89)



21

2.5. IMPAKTNI MODEL

Matice Ci3x3(q,q):

Cig=

1
(‘Z) L2 sin(qr — g2) ma (4o + 3)

1
4

(
<i) lh*mysin(qr — o) (@1 + ds)
(

Matice G; (q):

= | gm

4+ glims sinlgi+gs)

glymy sin(q1 + g3) 2
__glima sin(ga+g3)

(2.90)

__) I (43 I3 mg sin(qr) + &o Ly my sin(qr — ga) + ¢ by ma sin(qr — g2))2-91)

(2.92)

) I (I3 sin(qr) + a hymy sin(qr — g2) — Gz 1y my sin(qy — ¢2)) (2.93)

2
11 sin(q1+q3) L sin(gz+q3) 11 sin(q1+q3) s sin(q3) gl1 my sin(q14g3)
( : L + gms 5 3 + 2

0
29m1+gm3

&

I
oo
— oo

(2.94)

(2.95)



2.6. Rizeni

2.6. RIZENI

Robot méa n stupni volnosti, ale pouze n-1 ak¢nich ¢lenii. Pro fizeni téchto ¢lent tedy
musi mit n-1 vystupt y fizenych k nule. Tyto vystupy si miizeme definovat jako zadany
uhel torza robota, ktery zajisti moment potfebny pro chiizi robota. Dalsi vystupy slouzi

k regulaci pohybu nohou. Pro dof=3 :
Zavedme ¢ jako stavovy prostor:
£2n><1 = |: 3 :|

Model (2.50) pak lze pfepsat ve formé:

£ =1 () + ) & (Huw
i=1
f a g; jsou hladka vektorova pole.

Lieova derivace funkce h podél f [3] je definovana jako:

Méjme sloupcovy vektor skalarnich funkci h:

h=1[hy hy . hy]"

Lieova derivace nabyde tvar:

. ah7n><1
mxl aanxl

Lsh(§) fonx1 (€)

9 (Lh
L,Leh(E), = Mgmm €)

mam aanXl

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

kde: g=1[g 8 . &n | podle (2.97), g proi=1,2,..,m jsou sloupce matice g.
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2.6. RIZENI

Derivace vyssich fadu lze vyjadiit rekurzivné, rozméry matic nadéle plati podle (2.97),
(2.100), (2.101) a (2.96):

0 (L 'n)

k —
£hh(e) = =7

£ (€) (2.102)

Zavedme si déle, ze vektor y je vystupem soustavy (2.97) a je funkci stavi:

y =h(¢) (2.103)

Postupné derivace vystupu (2.103) ziskame jako:

y=Lh()+Lh(Eu (2.104)
¥ =L+ LLh(u (2.105)
vy = L3 (&) + L,LY Vh(6)u (2.106)

Matice Egﬁﬁf_l)h (&), S€ nazyvd Decoupling matrix a urcuje kiizové vazby mezi
vstupy. Pokud neni tato matice regularni, nelze provést vstupné vystupni linearizaci.

u= (ﬁgﬁgf—”h (g))_l (v—L7h(©)) (2.107)

v=y (2.108)

Vyuzijeme-li téchto poznatkii, mizeme definovat algoritmus, jehoz vystupem jsou rad
r, matice Egﬁ;r_l)h a sloupcovy vektor L%h (§).
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=1

m

j=1

Z E!fﬁffy._ljh ==0

+
()
0§
r o= r+1
LYM = Jf
L,Ly™Vh = g
y = ﬁgf)h
1
.
(r)
i
L, h

(a) Algoritmus linearizace

2.6.1. Linearizace modelu

2.6. RIZENI

Apxu []
B = []
c = i
S R
¥
< i=1 i<n,i=i+1
!
Aver = H‘T z
B* 0rxm
B:‘i =1
-
C* = 0%
Cr 1
C = [C C]
A B,C
D = Opmxm

(b) Algoritmus pro ziskdni matic linedrni né-

hrady

Rozlozenim modelu (2.50) podle (2.97) dostaneme matice f, g:

24
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q

D' (q)[-C(q,q) g — G(q)]

(2.109)



2.6. RIZENI

g(§) = [ ]03”{(;3 ] (2.110)

Vysledny linearizovany model mé pak tvar:

irle = (Az>rm><rmz+(BZ>rm><mV (2111>
y = (C2>m><rmz+(DZ>m><mV (2112>

2.6.2. 3 dof

Vystupni funkce je zvolena podle pozadavkt regulace robota. Pozadavek (hy), zajifuje
fizeni sklonu torza na zadanou hodnotu tak, aby svym naklonem dodavalo ptisobenim
gravitace energii pro chiizi. (hs), klade zadni nohu pred pfedni.

hy (q) = {Zi:gz; } (2.113)

Po provedeni symbolického vypoctu podle (2.5a) je vysledny tad derivace r = 2. M4
tedy shodny fad jako Fad nelinearniho systému (2.50). Kdyby byl fad r mensi, obsahoval
by linearizovany model skrytou dynamiku, u niz by se musela ovérovat stabilita.

Pro zjednodusSeni je vysledny Egﬁ;l)h zapsan s vytknutym délitelem v nasledujicim
tvaru a je k nalezeni (5):

L, () = L,LPn (2.114)

den(q)

T U1
Z:[Zl Z9 23 24] V:|: :|

Vg
[0 1 0 0] 0 0]
0000 10
A, = 000 1 B, = 00 (2.115)
| 00 0 0 0 1|
1.0 0 0] 0 0]
CZ‘_0010_ D. = 0 0|
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2.7. OVERENI LINEARITY DOF=3

2.6.3. 5 dof

Rizeni chiize 5 dof modelu je navrzeno vystupni funkci, kterd udrzuje konstantni thel
torza gs stejné jako v pripadé modelu s dof = 3. Dale je fizen thel v koleni stojné nohy k
nule, aby byla co nejvice natazend, kdyz podminka na tihel g3 tahne volnou nohu dopiedu
pokréenou v koleni o tihel g4..¢. Pi doslapnuti nohy se role g2 a g3 vymeéni.

q1
h; (q) = Zi B Zi; (2.116)
45 — Qsref

2.7. Ovéreni linearity dof=3

Jako ovéfeni linearity modelu uvazme schéma (2.6). Jedné se o linearizovany model blok
zero_dyn a jeho linearni ndhradu linmod. Za predpokladu, zZe se jedna o identické systémy
v nulovych pocatecnich podminkach tak, odezva na jednotkovy skok musi byt v obou
pripadech stejna. Zvolme si pocatecni podminky takové, Ze linedrni nahrada bude zacinat
v Z = 04x1. Vystupy linearizovaného modelu a jejich derivace musi byt stejné, tedy musi
platit pro pocatecni podminky soustavy:

y = Om x1 5’ = 07n>< 1
(2.117)
hQ = Om %1 th = 07n>< 1
Snadno lze pak ziskat pocatec¢ni podminky:
43 = (3ref Q3 = 0 (2 118)

q2 = Qoref G2 = 0
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2.7. OVERENI LINEARITY DOF=3

450
400
350
300

— 250

= 200
150
100

50

T o

Step zero_dyn

linmod

Obrazek 2.5: Schéma ovéfeni linearity

yl
L —Y2 |
v3
—v4
5 10 15 20 25 30
t[s]

Obrazek 2.6: Odezva na jednotkovy skok



2.8. NAVRH REGULATORU

Vystupni funkece y
T T T T T

500
450 | - . . . . . . . . -

400~ . : =

300
E
2. 2501

150 -+

100

yl

50 ¥2 H

y3
- -

20 25 30

Obrazek 2.7: Odezva na jednotkovy skok s konstantou navystupu

Na grafu (obr.2.6) jsou ys, ys4 identické a prekryvajici se vystupni pribéhy linedrni
nahrady y1, y2 jsou pak vystupy linearizované soustavy. Je patrné, ze vystupy soustavy
jsou kvadratické, jak by se dalo ocekavat z odezvy na jednotkovy skok pro dvojity inte-
grator. Zesileni je vSak < 1. Vezmeme-li vystup 4 jako referen¢ni a podélime vystupem
Y1 a Yo ziskdme konstanty zesileni, které jsou zahrnuty v simulaci (obr.3.2). Graf (obr.2.7)
zobrazuje vynasobeny vystup. Drobné odchylky od prubéhu jsou zptisobeny charakterem

e/

musela by se stanovit podminka fesitelnosti.

2.8. Navrh regulatoru

Soustava se po linearizaci stane autonomnim systémem. Chova se jako m na sobé neza-
vislych dvojitych integratorti. Tim je umoznéno fidit kazdy vystup samostatné za pomoci
odpovidajiciho vstupu. Pouziti m regulatori, je jedna moznost. Pouzijeme-li 1 stavovy re-
gulator, mizeme ocekavat, ze bude mit podobu nulové matice s 1 x 2 prvkovymi maticemi
na diagonéle.

Stavovy regulator vyuziva vazby pfimo od stavu a ptisobi na vstupu soustavy. Je tedy
nutné znat stavy, nebo je umét zrekonstruovat pomoci rekonstruktoru stavu. V daném
pripadé neni systém pozorovatelny, obsahuje skrytou dynamiku. Mezi vnitinimi stavy je
ovsem znama zavistlost a 1ze je snadno dopocitat.
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2.8. NAVRH REGULATORU

P<u
v D z
) P &
w v dz S z y y
Constant B z Integrator Cz
K*u——
Az

K*u}(

K

Obrazek 2.8: Stavovy regulator

Pro model ve tvaru (2.126):

z = A,z+B,v
C,z+D,v

<
|

Rozsifenim vystupu o vlastni derivace jsou ziskany nepozorovatelné stavy:

yi=lwm % v2 2 - Ym Gm |

*_
YZ_Z

Stavovy regulator ma tvar:

(2.119)
(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)



2.8. NAVRH REGULATORU

Dosazenim (2.123) do (2.126):

z = (A,-B.,K)z+B,Kw (2.124)
y = (C.-D.K)z+D.Kw (2.125)

Protoze z pozadavku tlohy regulujeme vystup na zadanou hodnotu w = 0,,x1, zméni
se soustava nasledovné:

z = (A, -B.K)z (2.126)
y = C.z (2.127)

K nastaveni regulatoru je mozné pouzit LQR algotimus. Predstavuje kvadratické kri-
térium pro linearni systémy, které charakterizuje rovnice cenové funkce:

Joost = / (zTQz +vIRv + ZTNV) dt (2.128)
0

Hled4ni minima cenové funkce vede na Riccatiho rovnici.

A’P+PA, - (PB.+N)R'(BIP+N")+Q =0 (2.129)

Vyfesenim rovnice (2.129) ziskdme stavovy reguldtor.

K=R"'(B!P+N’) (2.130)

Volba matic Q, R a N zavisi na pozadavcich, které klademe na systém. K feseni
ulohy byly zvoleny Q a R jako jednotkové matice. Matice N = 0,,x,n je nulova, aby
zustal systém i nadale autonomni.

Z%; 0 0 0
0 =~ 0 0 a0
Q — “2max 1 O R = Vimaz 1 (2131)
1
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S konstantami modelu dof = 3

L =1
lh =1
Iz =1
my = 0.1
mg = My
ms = 0.3

2.8. NAVRH REGULATORU

R = 03 kgm?
m
Jo = Ji kg.m?

m
k Jg = Jl kg.TTL2

g @3ref = 0.16m rad
kg q = rad
kg 2ref 6

a natavenim penaliza¢nich matic (2.131)

Zimaz = 0.1
Zomaz = 1.0
Z3maz = 0.1
Z4maz = 1.0

Dostaneme stavovy regulator:

K=

Aby byl systém stabilni, musi vSechny pdly lezet v levé poloroviné ,s“.

rad

rad.s™' Ve = 20 Nm
rad Vomaz = 20 Nm
rad.s™

200 202 0 0

0 0 40 430

A=A, -B,K

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

Vytesenim charakteristického polynomu matice Al ziskdme pdly soustavy, kterd je
stabilni.

|sL, — A% =0
s, = —59.9666
sy = —59.1359
s3 = —10.1461
sy = —2.0011

(2.136)

(2.137)



3. Simulace

3.1. Program

Program se sklada z vice modult. Jsou rozdéleny podle funkce na ¢ast generovani a cast
simulac¢ni. Ty pfedstavuji 2 hlavni tfidy ModelGenerator2 a TBiped. Objektovy model
byl zvolen pro zapouzdfeni vlastnosti robota a metod nad témito vlastnostmi do jed-
noho celku, ke kterému se snadno pristupuje. Tento typ programovani podporuje program
Matlab od verze 2008a.

TBiped.m tfida robota

ModelGenerator2.m tiida urcena pro generovani matematického modelu
biped.m program GUI

shapedof3.m defaultni 3 dof model bez ztrat

shapedof5.m defaultni 5 dof model bez ztrat

constdof3.m konstanty pro 3 dof model

constdof5.m konstanty pro 5 dof model

inicdof3.m pocatecni podminky simulace pro 3 dof
inicdof5.m pocatecni podminky simulace pro 5 dof model
bipedmdl.mdl schéma pro TeSeni solverem sim
constdof{3,5}.m konstanty pro 3, 5 dof model

DH.m Denavit-Hartenbergova transformace
subexpr.m symbolické vytykani z dynamickych rovnic
biped.fig deklarace grafiky GUI

+ soubory modelt

3.2. Generovani modelu

Tiida ModelGenerator2.m slouzi k vygenerovani linearizovaného modelu do m-fild roz-
délenych podle funkce. K vypoctu je pouzit symbolicky toolbox, ktery ve formé vyrazi
pocita prfimou kinematiku. Je zde implementovan model v tvarovych i relativnich soutad-
nicich. Pro generovani je lepsi kloubovy prostor s DH konvenci (obr.2.3), kdy se zménou
poctu stupnu fetézce nastavuje pocet stupni volnosti. Vyslednému modelu tak 1ze gene-
rovat libovolny pocet kolen na nohou. Od relativnich soufadnic bylo ovSem upusténo z
divodu slozitéjsiho fizeni a prepocitavani poipaktovych soufadnic. Model v relativnich
soufadnicich 1ze stale vygenerovat, ale bez fizeni. Tato moznost vSak neni podporovana z
GUL

7 rovnic primé kinematiky se ziskaji derivovanim podle casu rychlosti kartézskych
soufadnicich jednotlivych kloubd a koncovych bodi. Vypoétem potencialni (2.14) a ki-
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3.2. GENEROVANI MODELU

netické energie (2.54) téchto bodu se sestavi Lagrangeovy rovnice (2.28). Tento postup je
proveden pro model faze zhoupnuti a pro impaktni model zv1ast.

7 duvodu, ze symbolicky toolbox nepodporuje derivaci funkce zavislé na parametru
jako je napriklad q, je tfeba obejit tento problém, chceme-li derivovat, aniz by toolbox
vyhodnotil vyraz jako konstantu. Prvni pristup je zadefinovat nazvy proménnych s para-
metrem casu napiiklad ¢; (t). Pak vysledek derivace dostaneme dif f (¢; (t),t), ktery se
poté piikazem subs nahradi za dq; (t), popfipadé po dokonceni vSech derivovani se ¢asové
proménné nahradi ¢; (f) — ¢;. Tento postup je bezpeény a podava korektni vysledky,
dokud pracuje se stejnou verzi programu Matlab. Jadro symbolického toolboxu je tvofeno
programem Maple. Jeho verze se mezi verzemi Matlabu lisi. Forma zapisu vyssich deri-
vaci se lisi zcela. Pouzity zapis kédu v tfidé generatoru modelu ModelGenerator.m byl
podporovan verzi Matlab R2009a a vyssi.

Druha moznost, jak fesit danou ulohu, je pouziti jakobianu, kde vektorovou funkci
zavislou na q poderivujeme podle q a vysledek vynasobme g.

Gt = Sa-t@a 3.1)

Zde q neni konkrétni hodnota, ale obecné proménnad jako dq. Druha derivace je ovsem
zavisla na prvni, proto je tieba zohlednit:

Gtlaa =2y 4] (32)

Vygenerovany model miize byt mit dosazené konstanty pti generovani. Vyhodou byla
vétsi rychlost generovani, byla-li inverze matice D (q) pocitana symbolicky. Tento postup
je prilis dlouhy a neefektivni. Vysledek generovani pro dof = 5 vyda svym zapisem
na desitky stran formatu A4 i po provedeni vicetroviiového vytykani a navic se pocita v
kazdém kroku, ze podstatné vyhodnéjsi postup je pocitat inverzi v kazdém kroku simulace,
pricemz se provani inverze nad matici realnych ¢isel s rozmérem 5 x 5, coz je jisté rychlejsi,
nez prepocitana inverze symbolicky.

Model se tedy generuje s nedosazenymi kostantami, které lze pfi simulaci ménit v
souboru i za béhu simulace a zptsobit tak poruchu v soustavé. Nazev vystupniho souboru
s modelem je mozné v GUI nastavit. Defaultni modely zachovavaji konvenci:

shape{ dof}{postfiz}.m

kde postfix urcuje, k ¢emu slouzi dany modul modelu:
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3.2. GENEROVANI MODELU

imp - prepocet poimpaktového stavu (2.67)
lin - linearizace modelu (2.107)

Zlin - linedrni nahrada (2.111)

control - regulator (2.130)

Y - vystupni funkce (2.103)

Zapis do souboru je zvolen z praktickych duvodi. Je mozné ukladat vysledky do
souboru typu .mat, ale tento postup nese nevyhody, jako naptiklad potreba programu
Matlab na zobrazeni obsahu souboru, poptipadé nelze zavolat jako funkci. Nékteré soubory
jako funkce psané nejsou. Jsou vytvoreny jako skript a vkladaji se na misto pouziti jménem
souboru. Tyto soubory bylo mozné do mat-file zapsat, ale vzhledem vybrané formé zapisu
jsou vSechny moduly modelu ukladany do souboru. Zapis matic je ve tvaru:

NazevMatice(i,j)=hodnota

kvuli vystupnimu formétu funkce char() pro argument symbolické matice. Vystup je
nekompatibilni s programem Matlab a je tedy nutné prevadét kazdy prvkek matice zv1ast.
Vzhledem k tomu, ze matice obsahuji velké mnozstvi nul, jsou vypisovany jen nenulové
prvky dosazené do nulové matice patficného rozméru.

Trida ModelGenerator?2 umoznuje zapis kazdého modulu samostatné, coz je vyhoda
pti ladéni programu. Metody této tfidy jsou popsany v nasledujici tabulce:

ModelGenerator2(n) konstruktor tf¥idy
write_matrix(matrix) zapis matice do souboru
[A,B,C,D] = lin(obj,r) vypocet linearni ndhrady

write_latex_matrix(matrix) zapis do latexu
generate generovani modelu
write_control zapis regulatoru

out = write_out zapis vystupni funkce

out = write_imp zapis impulzniho modelu

out = write_Zlin zapis linearni nahrady

out = write_lin zapis lineariza¢ni funkce

out = write_fcn zapis dynamiky

out = write_auto automatické generovani
set_dof(n) nastaveni po¢tu stuptii volnosti
set_fcn_name(fen name) nastaveni vystupniho jména
set_const(bool) prepinac¢ k dosazeni konstant
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3.3. Simulator

3.3. SIMULATOR

Ttida TBiped.m predstavuje objektovy model simuldtoru pro vygenerovany model. Vy-
uziva svych metod k nastaveni pocatecnich podminek, poctu kroki k ujiti etc. Hlavnim
ukolem této tiidy je zajistit spousténi Simulinkového modelu pro kazdy krok robota s
poskytnutim pocatecnich podminek a impaktni dynamiky mezi kroky. Na konci simulace
jsou v instanci tfidy ulozeny vysledky sestavené postupnym pfidavanim po kazdém kroku.
Tyto vysledky si dale pfebira GUI ke zpracovani. Data ze simulace jsou poskytnuty jak

Vv

pro spusténi animace. S opétovnym spusténim simulace se data predchozi ztraci.
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Metody ttidy T'Biped.m
init (qO 7q07M0>

[treal, dreal] =~ = interp_result(t,q)
TBiped(dof)
v = controler(q)
u = lin(q)
y = output(q)
value
[ isterminal ] = events(t,q)
direction
out = fun(q)
p = a2p(q)
out = cog(q)
out = cogs(q)
draw(q)
walk
[y, 4] = switch.mod(q)

Pomocné metody:

inicializace robota

interpolace vysledkii na redlny cas pii Ty # konst
konstruktor t¥idy TBiped

regulator R (obr.3.1)

vstupné-vystupni linearizace

funkce vystupu z robota

volitelna funkce obsahujici dynamiku robota
pifimé kinematika robota

Vvev

Vv

vykresleni robota podle kloubovych soutadnic
spusti simulaci chtize robota
prepocet souradnic v impaktni fazi

set_Ts(Ts) perioda vzorkovani
set_tsim(t_sim) ¢as simulace

set_tstep(t_step) max Cas simulace na 1 krok
set_steps2go(steps2go)  pocet kroku k ujiti

set_q0(q0) vektor inicializa¢nich thla
set_dq0(dq0) vektor inicializacnich rychlosti

set_dof(dof,q0,dq0,M0) nastaveni dof s inicializaci
set_torzoref(torzoref)  Zadand hodnota thlu torza

set_endqref(endqref) zddand hodnota uhlu volné nohy vzhledem k torzu
set_kneeref(kneeref) zddand hodnota thlu v kolenu

set_fen(fen) nastaveni fukce k simulaci

set_SW _interp(bool) zapinani interpolace - 1, vypnuto - 0



3.3. SIMULATOR

Jadro programu Matlab Simulink je volano s lokalnim workspace. V metodach lin,
fun, controler, output jsou volany moduly modelu ze simulinku. Zde je zastoupena jako
Matlab Function. Funkce pak obsahuje napf.:

eval ([char (obj.fen) 'Zlin'])

Timto zptisobem je mozné libovolné ménit volané funkce z jendoho mdl souboru. K
maticovym signalim proménné velikosti je zajisténa spoluprace s dynamickou zmeénou
volanych funkci v blocich regulatoru R, linearizace, dynamiky robota a vystupni funkce.
Impaktni dynamika se v Simulinku nevyhodnocuje.

Simula¢ni schéma (obr.3.1) pfedstavuje regulaéni smycku s reguldtorem R. Je zde
pouzita saturace na srazeni momentovych impulzl, coz je patrné z vysledkt simulace
(obr.3.7). Tento skok se objevuje i na ostatnich pribézich.

2 gl

MATLAB | 2 2 2 2

-1
4 Function M 2> K s
R I Saturation zero_dyn
2 Derivative
2 2
4 5| du/dt €

P dy

Obréazek 3.1: Simula¢ni schéma

Blok zero_dyn obsahuje linearizovany model robota a podle zadané vystupni funkce
y (q) prestavuje nulovou dynamiku systému. Vstupni momenty M Fidi vystupy y k nule.
7 divodu potieby pozorovatelného systému pro LQR regulaci jsou vystupni hodnoty
derivovany jako ¢ a tak jsou ziskdny nepozorovatelné stavy systému (2.111). Cisla u signalii
jsou rozméry signalovych vektort. Tyto rozméry odpovidaji pro simulaci s dof = 3.
Schéma je vytvofeno s dynamicky ménitelnym rozmérem stavového prostoru, proto je
mozné pouzit stejny model pro simulaci s dof = 5.
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2 2
» [ePhe_pl matas |2 ) Ty »
Function | @ y

v lin

robot

| -
£
4

Obrazek 3.2: Blok zero_dyn

7 vystupniho vektoru bloku biped, ktery obsahuje dynamiku robota, vychéazi druhé
derivace kloubovych proménnych. Integraci se ziskavaji jednotlivé vektory stavi, jejichz
casové pribéhy se vraci do workspace po ukonceni simulace.

MATLAB dda g 1 |34y 1 [81q

Function |3 s | d§ s | q 3 »a
dynamics Integrator | ddntegrator1

y! g dnteg : »ldq

events

5
q
MATLAB 2
Function
Constant out y

Obréazek 3.3: Blok robot

Blok events vyhodnocuje poruchy jako je pad robota na zem, nebo impakt nohy. Vy-
uziva stejnou metodu tiidy TBiped.m, jako pii pouziti solveru bez programu Simulink.
Stop bloky zastavuji simulaci pii detekci prislusné udalosti. Pro zjisténi impaktu nohy
je pouzita podminka (3.4.1). Vyhodnocovani doteku se zemi vyzaduje vytvorit pasmo
necitlivosti v okoli poc¢atku, aby se pri mijeni nohou nevyhodnotila chybna udalost. Na-
opak tato necitlivost miize zptsobovat pozdni detekci, coz se projevi odskoky nebo vice
smyckami na fazovych trajektoriich.
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<=0

MATLAB | 3
. >=0
Function
MATLAB Fcn

Obréazek 3.4: Blok events

3.4. Grafické rozhrani

GUI se spousti prikazem biped.

Nastaveni solveru zajistuje rozhrani programu Simulink pfimo v modelu bipedmdl.mdl.
Miize se pouzit algoritmus s pevnym i proménnym krokem simulace s definovanim abslout-
nich a relativnich toleranci vypoctu. Pokud je pouzita metoda s nekonstantnim krokem,
vysledky dil¢ich simulaci jsou prevzorkovany s periodou T, kterou lze zvolit v GUL Je
nutné vsak pouzit volbu interpolate. Priibéhy se interpoluji polynomem pomoci knihovni
funkce interp1. Pievzorkovani probihd soucastné nad celymi maticemi vysledkt kloubo-
vych soufadnic, momentl etc. V zdkladnim nastaveni je zvolena metoda konstantnim
krokem Runge Kutta 4.fadu.

3.4.1. Chuze

V rezimu Walk je jednou provedena simulace podle zadanych nastaveni a spusti se animace
na zakladé simulacnich vysledkt. Po spusténi se na informacnim panelu ve spodni ¢asti
zobrazi text bézi. Text se nezobrazi ihned z divodu, ze simulace bere vykon procesoru a
GUI je obslouzeno v mezicase. Pro béh simulace nemusi byt mdl soubor otevien, pfesto je
vhodné pii vétsim poctu kroki pozorovat probihajici vypocet tim, ze pii kazdém spusténi
solveru se na stavové listé modelu objevi progress bar kompilace modelu.

Doba vypoctu se mize lisit v zavislosti na poc¢tu krokt, které ma robot ujit Steps a
periodé vzorkovani Ts. P1i volbé malé periody je vysledna doba simulace delsi a vysledky
presnéjsi. Pokud je vybran solver s proménnou délkou kroku, je tfeba uvazit, ze pro
hodnoty T > 0,1s je po pfevzorkovani interpolovanych pribéht na konstantni délku
vyrazné snizena presnost. Pro T, < 0,01s je rozmér vystupnich dat vyrazné zvysovan. Je
tfeba na pockat, nez se simulace dokonci. Je-li vybrana volba animace, pak se ihned po
dokonceni vypoctu zobrazi animace chiize robota v hornim grafu. Na zavér je do grafu

Se zvolenym malym 7, vyslednd animace zjemni krok a znatelné zpomali. Aby se
predeslo cekani, muze se prubéh zastavit tlacitkem Stop a zménit hodnotu Drop. Ta
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slouzi pro redukci zobrazenych kroku a je defaultné nastavena na 10, vykresli se tedy jen
kazdy 10. prvek vystupnich vektort. Toto nastaveni plati pouze pro animaci, ne pro grafy.
K opétovnému prehrani slouzi tlacitko Play. Naopak pokud je animace velmi rychla, je
vhodné nastavit mensi 7%, nebo mensi Drop.

S vybranym parametrem show figs se zobrazi grafy veli¢in kloubovych proménnych q,
rychlosti kloubovych proménnych ¢, fidicich momentd M, vstupnich momenti robota u
a vystupni funkce y. Tyto grafy lze vyvolat také po kliknuti na prislusné tlacitko. Graf u
se zobrazuje zaroven s grafy M.

Tlacitkem q orb jsou vykresleny fazové trajektorie ihli q a jejich rychlosti q. Soucasné
s nimi se objevi Poincarého mapy, které ukazuji asymptotickou konvergenci k meznimu
cyklu.

Stisknutim Gait je vygenerovan fez animaci chtize v externim okné, kromé toho je
zobrazen ve spodnim grafickém poli.

Reset view resetuje okno animace a inicializuje robota do vychozi polohy podle poli
q0 a dq0.

Pole q0 je zvlastni svym nastavenim. Pozaduje vstup ve tvaru vektoru se zavorkami
tento tvar mize byt pro dof = 3:

[Ch*l?i Q2 * Pl %*Pi] nebo [Ch q2 CJ3]

Je interpretovany, tudiz nezalezi na tom, jestli zde Tetézec pi figuruje, nebo ne. V
obou pfipadech je vstup chapan jako nasobek 7 [rad|. Dilezity rozdil je, ze pro dof = 3
je vstupni vektor vyhodnocovéan jako tvarové soufadnice (obr.2.4), zatimco pro dof =5
jako relativni soufadnice (obr.2.3). Tato zvlastnost je zptusobena nepiijemnou vlastnosti
tvarovych soufadnic, chceme-li nastavit pozadovany tvar robota, kdy thel mezi stojnou
nohou a zemi je zavisly na ¢y, ¢ a ¢5. V relativnich soutadnicich je vsak dany kol snadny
a po prepoctu podle (2.25) se nastavi jako pocate¢ni podminka pro simulaci.

Vektor rychlosti dq0 je piimo v [rad.s~], jak pro dof = 3, tak pro dof = 5. Diilezita
je pouze forma zadani v fadkovém vektoru se zavorkami a rychlosti jsou jen pro tvarové
soutadnice.

Input box tstep nastavuje maximélni dobu simulace pro 1 krok. Je vyhodny pii ové-
fovani linearity linearizovaného modelu. Pokud je ovSsem doba Tsim kratsi nez tstep,
simulace kon¢i. Tato podminka je jednou z udalosti events v metodé tridy TBiped a
vyhodnocena v bloku events (obr.3.4).

Pokud je vygenerovanych vice modelti, je mozné zménit typ modelu ve vstupu model.
Vyhodnocuje se jako ukazatel na funkci. Podle jeho nazvu se pak hledaji moduly modelu
s pfidanymi postfixy podle (3.2).

Zobrazeni animace
Pro zobrazeni kloubonych soutfadnic do kartézskych je pouzita prima kinematika.

Vv
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Z mipgi

Pcog = i:1n (33)

Vv

i=1

- t8zisteé i-té Casti robota
- hmotnost i-té ¢asti robota

3.4.2. Generate

Generovani modelu pomoci GUI. Vybranim poc¢tu dof se nastavi druh vystupniho modelu.
Volba Subezxpresion méla smysl pfi generovani tiidou ModelGenerator nyni je ponechana
pro pripad, ze se vyskytne slozity vyraz s potiebou symbolického zjednoduseni. V poli
Output m-file se zadava jméno hlavniho souboru vysledného modelu. K tomuto jménu se
pak pridavaji postfixy podle patficného modulu modelu (3.2).
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gshape
qrel

Vybrané funkce GUI:

qorb_Callback
gait
rel2shape(qrel)
shape2rel(gshape)
in_dof_Callback
draw_dq

draw_q

draw_y

draw_M

draw_u
draw_phase'diag
draw

CoG
start_Callback
reminder
init_draw
biped_OpeningFcn

vykresli orbity meznich cykli kloub. proménnych
zobrazi chiizi robota

prepocet soufadnic

prepocet soufadnic

zména poctu dof, reinicializace qg, qo
vykresleni tthlovych rychlosti
kloubové soutadnice

vykresleni vystupi a fazovych map
vykresleni fidicich momenti
vykresleni vstupnich momenti
vypocet fazového diagramu
vykresleni animace

zavadé¢ simulace)

zvukové upozornéni

prekresleni robota

inicializace GUI
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Obrazek 3.5: Vzhled GUI
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3.5. Grafy 3 dof

Simulace 10 krokt provedena metodou Runge Kutta 4.7adu, Ty = 1ms,

g =1[0,93r 0,847 0,16 | ¢o=[0,27 —0,03 0,00 |

Biped robot gait

2._

B Y5/ 8/ 5/ 818/ /2NN . .
TS IR HfY A Y/ Y/ Y/ AV o
3 '

0 H

| | | | | | | | | | J

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x[m]
Obrazek 3.6: Chuze robota
M
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Obréazek 3.7: Prubéh fidicich momentt M
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Kloubove souradnice ¢

tls]

Obrazek 3.8: Prubéh kloubovych souradnic ¢ ()

Rychlosti kloubovych souradnic ¢

Obrazek 3.9: Prubéh rychlosti kloubovych soufadnic ¢ ()
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Orbit ¢

GRAFY 3 DOF
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Obrézek 3.10: Rez stavovym prostorem

Poincareho mapa q;
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Obrazek 3.11: Poincarého mapa pro tihel ¢;
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Obrézek 3.12: Rez stavovym prostorem

Poincareho mapa ¢
T T T T T T T T
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Obrazek 3.13: Poincarého mapa pro thel ¢
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Obrézek 3.14: Rez stavovym prostorem

Poincareho mapa g3
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Obrézek 3.15: Poincarého mapa pro thel g3
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Fazovy portret f (z3,24)
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Obrazek 3.16: Fazovy diagram
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4. Z.avér

Program simulace chiize svounohého robota je slozen ze 3 casti, které jsou na sobé
zavislé a vyviji se proto soucasné.

1. Generacni (3.2)
2. Simula¢ni (3.3)
3. GUI (3.4)

Trida ModelGenerator2 predstavuje generacni ¢ast programu, mé na starosti sym-
bolické vypocty. Generuje z piimé kinematiky otevieného kinematického fetézce energie
E,, E, a A, ze kterych jsou metodou Lagrangeovych rovnic vypocitany pohybové rovnice
systému. Vysledny model je preveden do tvaru typickém pro mechanické systémy (2.27).
Protoze dvounohy kracejici robot je ze své povahy hybridnim systémem (obr.2.2) sklad4 se
ze spojitého modelu a diskrétnich udalosti. V ptipadé jednoduchého robota bez kolen ma
pouze 2 stridajici se faze. Zhupova faze se opakuje pii kazdém zhoupnuti nohy a druha,
narazova faze, probéhne v Case limitné jsoucimu k nule v okamziku razu nohy o zem.
Kazdou z téchto fazi popisuje vlastni model. Model zhupové faze je ¢isté modelem tvore-
nym na zakladé pfimé kinematiky otevieného kinematického fetézce s pevné uchycenym
koncem. Model pro narazovou fazi se lisi 2mi stupni volnosti navic v ose x,y, které jsou
zahrnuty do stavového prostoru, tim je robot uvolnén v prostoru pro symbolicky vypocet.
P1i vyhodnocovani modelu v simulaci jiz tento bod umistény do pocatku soutadnic py.
tomto bodé py je nulova a neni tfeba s ni dale pracovat. Matice obou modeli jsou pouzity
pri generovani funkei zépisem do souboru. Generovani spustitelnych funkci bylo zvoleno
z praktickych davodi.

Model se tfemi stupni volnosti ma pouze 2 stupné volnosti aktuované. Ve zvolenych
tvarovych soufadnicich (2.4) jsou Fizeny thly torza gs a nohy go. Uhel q; zlistava bez
fizeni. Sklon torza je jako jedinad soutfadnice kloubového prostoru definovana absolutné
vzhledem k okolnimu prostfedi. Ostatni thly jsou zadefinovany relativné k torzu. P¥ima
kinematika je vyjadiena vzhledem k pocatku (2.20) v zavislosti na q.

Tento model je linearizovan vstupné-vystupni linearizaci (2.6.1) pro dosazeni nulové
dynamiky systému, zndmé také pod nézvem virtudlni vazby. Rizeni robota pak zavisi
na tvaru vystupni funkce (2.103). UdrZovani torza pod konstantnim sklonem zajistuje
prekonani faze s nedostateénym fizenim s pomoci gravitace se dodava moment hybnosti
pro pohyb robota.

S pouzitim stavového regulatoru (2.123) je dosazeno mezniho cyklu v systému. Vzhle-
dem k tomu, ze uhel torza ¢z je regulatorem udrzovan velmi pfesné v malém rozsahu
hodnot, neni jeho fazovy portrét nazorny tak, jako pro thel ¢, reprezentovany vystupem
Y2 a tedy soufadnicemi z3, z4 (3.16) linearni nahrady (2.115).

Poincarého mapy (3.11), (3.13), (3.15) nejsou mapy s analyticky zjisténou zivislosi
(¢i)ps1 = P ((¢;),,). Piedstavuji nalezené priise¢iky mezniho cyklu s polopfimkou, které
jsou patrné na prislusnych cyklech podle hlové souradnice (3.10), (3.12) a (3.14). Poin-
carého mapa pro linedrni systém by méla znazortiovat 2 piimky. Blizi-li se vyvoj P* ((¢;),)
k priseciku, existuje mezni cyklus a systém je stabilni.
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V tomto pfipadé se pfimky ptiblizuji a v oblasti kolem P (giref) = gires se vytvoii
oblast, odkud se uz trajektorie nedostane. I zde je patrné, ze podle Poincaré-Bendinxonova
teorému je systém stabilni.

Na pribézich momenti M (3.7) je poznat vliv saturace (obr.3.1), ktera simuluje ome-
zeny akéni zasah.

V simulaci s dof = 5 modelem se nepodatilo dosdhnout mezniho cyklu. Nejvyse nékolik
krokti s naslednym padem. Model je linearizovan obdobnym zptsobem, jako systém s
dof = 3. Pti ovéfeni linearity vykazuje nestabilitu matice £,L¢h (§).

I zjednodusené matice zhupového a impaktniho modelu jsou piili§ rozsahlé vypsani.
Jsou k nalezeni ve vygenerovanych souborech modelu shapedof5 a v jeho ptislusnych
modulech.
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5. Vysledky

Matice D (q) a C(q,q) jsou symetrické, vypsény jsou jen prvky na diagondle a nad
diagonalou, chybéjici indexy znaci nulové prvky v maticich.
LyL fl)h* je symetrickd matice, prvky na diagonale a pod diagonalou jsou nasledujici:

LgL}c il = 4[127711 (4 Jl cos(q1 — QQ> —2 112 mi — 112 ms — 4 Jl + 112 mi cos(q1 — QQ>;
+ 11 I3 ms cos(qr — ¢2) cosEqi”

LQL}‘hT,Z =2 (32 J12 +3 114 7TL12 + 2 114 myms — 114 7TL12 COS(2 q1 — 2 QQ> + 24 Jl 112 7?129
+ 8 Jy 11 7mis

LgL}c ;72 = 4[127711 (4 Jl cos(q1 — QQ> —2 112 my — 112 ms — 4 Jl + 112 my cos(q1 — q2>;
+ 11 l3mg cos(q1 — ¢2) cosgqﬁg

den(q) = —32 1211 my cos(q — q2) +48 12 11 my + 16 J 2 11% ms — 32 1,2 11 I3 ms cos(qy)
+16 J12 15 mg + 64 J3 J12 — 8 J1 [  ma® cos(qu — q2)° + 16 J1 [ s
+ 8 Jl 114 mimsz — 8 Jl 113 13 myq ms cos(q1 — QQ> COS(Q1> -8 Jl 113 13 myqms COS(Q1>
+12 0 L2 12 myms — 4 J0 12 152 ms? cos(qr)? + 4 01 12 152 mig?
+48 J3 Jy 112 my + 16 J3 J1 112 ms — LA 52 ma 2 ms cos(q1 — qg)2
+ 2044 52 mi2 ms — LA 1% my ms? (:08((]1)2 + 114 132 my ms?
—4J5 L my 2 cos(qr — g)® + 8 Ty i my 2+ 4 T3 1 mymy
(5.4)
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L?h;l = 32,22 1% my sin(q — q2) — 32 112G 12 my sin(q — o)

o1

+16 J1 42 1 my? sin(qr — q2) — 8 J1 63 L ma® sin(gr — g2)

+ 8 @20 my? sin(qn — go) — 64 117 gl ms sin(gz) + 24 J1 g 11® ma® sin(qr + g3)
— 16 J1 gli® mi® sin(qz + g3) +4 1 & L ma® sin(2 g1 — 2s)

— 41430 m? sin(2q1 — 2¢2) + 8J1 g’ my® sin(qr — 22 — gs)

+16 J1 g 13 mi? sin(2qr — g2 + q3) + 128 J12 g1y my sin(qy + g3)

— 64,2 glymy sin(qe + q3) + 64 J,% g1y ms sin(qy + g3)

— G215 lsmi®ms sin(2q1 — q2) — @3 L% I3 ma? ma sin(2qr — ¢o)

— 4T, B 1217 my? sin(2q1) — 294 I3 my ms® sin(gz) — 391" I3m® ms sin(gs)
+gh*lzmi®mg sin(2q1 — 2o + g3) + 64 117 d1 43 1% my sin(qr — g2)

—64.J:% 42 43 1> my sin(qr — q2) + 32 J1 4w Gs 1t ma® sin(gr — g2)

—16J1 4243 114 m12 Sin(fh - Q2) +8J; (ﬁ l14 myms Sin((h - CI2)

+ 8142 L mymg sin(qr — go) + 8J1 gli* Iy ms® sin(2q1 + g3)

—nt I3 myms® sin(2qy) + 294" I3 my ms® sin(2q1 + ¢3)

+3gLYlsmi®ms sin(2q1 + q3) — gl lsmy® m3 sin(2 g2 + g3)

+8.J1 42 11% I3 ms? sin(qr) + 8 Jy 43 11° I3 ma® sin(qr)

+16 Jy g 11> myms sin(qy +q3) — 8 J1 g 113 myms sin(qa + ¢3)

+ 22115 I3myms? sin(qr) + 33 1,° I3 my® my sin(q1) + 2 a2 1,° I3 my m3?® sin(q;)
+3 (51:2’, I l3mi® mg sin(q1) + qg 11 I3 ma® my sin(ga) + q% I lsma® mg sin(qz)
+8 i sl mi? sin(2qp —2q5) — 8 Jyda iz it my® sin(2qp — 2¢y)

+8J1 gL mymy sin(2q1 — go + g3) + A7 11 Iy my® my sin(qr — 2a)

+ 2 1,° I3my® mg sin(qr —2qa) + 32 J1° 1y lymg sin(qy) — 8 J1 g 11”13 m3? sin(gs)
—32.J1 g1i* lsmimg sin(gs) — 22 G311 ls ma® ma sin(2q1 — go)

+16 J1 G s i mams sin(qr — q2) + 16 J1 glh? l3my mg sin(2 1 + gs)

+16 J; Gy a3 11® I3 ms? sin(qy) + 24 J1 42 1% I3 my my sin(q1)

+16.J; q§ 1.3 13 my ms sin(qy) +4 J i@ 113 13 my ms sin(q2)

+ 4143 1° lymyms® sin(qr) + 6 s b I3 me® my sin(q)

+242q3 115 l3 m12 ms SiU(Q2) +241 43 ll5 l3 m12 mg Sin(Ql —2 Q2)

—4J, 213 lsmyms sin(2qy — o) — 8 J1 A3 17 lsmy my sin(2q; — g2)

+ 64 0,21 d by I mg sin(q) + 48 Jy G Gz 1% I my mg sin(qq)

+ 8.1 Go 4 11 I3 my mi sin(gz) — 8 Jy o di3 11 I3 ma mg sin(2q1 — ¢o)

(5.5)



L?h;l =1im (g 1% 13> ms? sin(2 —q2+Q3) 22 11 I3ms? sin(qy) — 23 L 13 ms” sihbeh)
—64.J;1 J3gsin(qa +q3) —4 1 q1 I3my sin(2q — 2¢p) — 4J; ¢ q2 I3 my sin(2q1 — 2 o)
-8 J1 Q3 Li°my sin(2q — 2¢2) — 4 J5¢ q2 P my sin(2q1 — 2 ¢z)
— 4 J5¢ q3 L3my sin(2q1 — 2¢2) — 8 J1 gl my sin(qr — 2 ¢z — q3)
+16 J1 gl my sin(2q1 — g2 + g3) + 81 glh” ms sin(2q1 — g2 + g3)
+16 J390°my sin(2q1 — g2 + q3) + 8Jsgll m3 Sln(2 Q1 — G2+ q3)
+32 .y J3di ly SID(Q1 —q2) + 321 J5¢ q3 Iy Sln(Ql — @)+ ail’ l3 mg? Sln(Ql + q2)
+ q3 20017 m3 sin(qr + ¢2) + qll I3* my® Sln(Qz —q3) — 4317 15° m3 sin(gz)
+ q1 T1° 15 mg? sin(q — @) + Q3 12 157 my? sin(gr — o) + 2951 I3 m3” sin(gs)
+gl* 1 m3 sin(2q1+q2+q3) +16 Jy ¢ q1 11° my sin(gr — g2) + 8 J1 ¢ q2 1:* my sin(q — ¢2)
+24.J;¢ Q3 1:* my sin(q1 — g2) + 8 J1 G} l1 mg sin(qr — ga2) + 16 J3 ¢ q1 1:* my sin(q — ¢2)
+ 81 3 1,° m3 sin(q; — q2) + 16 J3 ¢ q3 L3 my sm(q1 —q2) +8J56 q1 I3 m3 sin(q; — ¢2)
+8J3¢3 11 ms3 sin(q, — CI2) + Q3 20U 1P ms® sin(2q1) — 29 0° lsms” sin(2q1 + ¢3)
— gli% 15 ms? sin(qo + q3) — @3 172 13° ms® sin(2q1 — q2) — 24 J1 g 12 my sin(q; + g3)
—16 Jy g b2 my sin(ga + q3) — 16 J1 g 11> ms sin(qy + ¢3) — 8 Jy g 1> m3 sin(ga + g3)
— 16 J391:* my Sln(Qz +q3) — 16 J1 gl3* mg sin(gz + Q3) — 8 J5 911" mg sin(qz + g3)
— 513 I3* my ms s1n(2 G —2¢) — a3 4° 157 ml mg sin(2q; — 2 qy)
— 4143 11t I3 g Sln(Ql) — 341 L  lsmymg Sln(Ql) — 331" I3 my mg sin(qy)
— GE 1, I3 myms sin(qe) — 63 1" I3 my mg sin(ga) + 4g1,% 15> myms sin(2q; — g2 + q3)
— 811 dsh’my sin(2q1 —2¢2) —8.J1 G2 s l1 my sin(2q — 2 q2)
— 8 J382d3 11> my sin(2q1 — 2¢2) + 8.J1 ¢ 11 l5% mg sin(q1 — ¢2)
+8J1d3 1 I3* my sin(qr — q2) + 16 J1 g1 I3 m3 sin(gz) — 8 J1 gll I3 ms sin(q1 — g2 — q3)
+64 J1 J3 1 ds 1y sin(q _QQ)+2 a1 s 1 15> ms” sin(qi+q2) — a7 ! I3 my mg sin(gr—2 go)
— a3t m1 mg sin(qy — 2q2) + 16 J; gl1 I3 mg sin(q1 + g2 + g3)
—4J,¢ q1 L% 13 mg sin(2q — q2) — 8 J1 63 12 I3 ms s1n( G — Qo)
- 4J3 Q3 1% l3mg sin(2q1 — g2) + 2011 as 1 13° m3® sin(q1 — o)
+ QQ l1 l3myms3 sm(2 q1 — Q2) + Q3 ll l3mym3 s1n(2 q1 — Q2)
+ 42 1% 5% mymg sin(qy — q2) + 443 13 15% myms sin(qr — q2) + 3 g11° I3y m3 sin(gs)
—glL®lzmymg sm(2 G — 22+ q3) +32J1 1 a3 1> ma sin(qr — o)
+ 16 J1 42 4 11° my sin(qr — g2) + 16 Jy & Gz 1° m3 sin(q1 — o)
+ 32 J3d1 Gz 1i® ma sin(gr — g2) + 16 J3¢1 Gz 1 ° mg sin(qr — ¢2)
—8J1glyl3mg sin(qr — qo + q3) — 3913 13 my m3 sm( @+ q3)
+ gl l3mymg sin(2¢o + q3) — 4 g1, 13> mymg sin(ga + q3) — 8 J; ¢ q1 1,213 myg sin(qy)
+ 12, P 1% Isms sin(qQ) + 8.1 5 L2 13ms sin(gy) — 4 J3 43 1,213 ms sin(gz)
—2Q24q3 l1 13 mymsg s1n(2 g — 2 (I2) —641q3 11 l3mym3 Slﬂ(Ql)
— 22 3 11t I my mag sin(gz) + 16 J1 Gy Gs 1y 13> ms sin(q1 — ¢o)
— 21 Gzl lsmyms sin(qr — 2g2) — 8 Jy 1 3 11 I3 m3 sin(2 g1 — go)
+202 A3 1 Ismy ma sin(2 g —qa2) +8 Ay s 1 13> my my sin(q1—ga) — 16 Jy G é3 1 I m sin(qr)
+ 24 J; G143 117 I3 sin(go))
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den(q) = (—2) (—32 J2 12 my cos(qr — qo) + 48 T2 1P my + 16 J12 1,2 mg
— 32121y lsmg cos(q1) + 16 J12 152 ms + 64 J5 J12 — 8 Jy 1y  my? cos(q1 — ¢2)°
+ 16 Jy it my® + 8 Jy it my mg — 8 J1 113 I3 my ms cos(q — g2) cos(qy)
—8J1 13 I3 myms cos(q1) + 12 /4 12152 mymg — 4 J1 112 132 ms? cos(q1)2
+ 40012052 ms + 48 J3 J1 P my 4+ 16 J5 Jy 12 ms — L 132 my 2 mg cos(q1 — qg)2
+ 202152 mi 2 ms — 1152 my ms? (:08((]1)2 + 1,1 132 my ms?
— 4 J31;  my? cos(qy — qQ)2 +8Js it mi2 +4 T3 L1 my mg)
(5.7)
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