UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

BAKALARSKA PRACE

Univerzalni Feigenbaumovy konstanty

Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky

Vedouci bakalarské prace: prof. RNDr. dr hab. Jan Andres, DSc.
Vypracoval(a): Rostislav Abraham

Studijni program: B1103 Aplikovana matematika

Studijni obor: Matematika — ekonomie se zaméfenim na bankovnictvi/pojistovnictvi
Forma studia: prezenc¢ni

Rok odevzdani: 2022



BIBLIOGRAFICKA IDENTIFIKACE

Autor: Rostislav Abraham

Nazev prace: Univerzalni Feigenbaumovy konstanty

Typ prace: Bakalarska prace

Pracovisté: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky
Vedouci prace: prof. RNDr. dr hab. Jan Andres, DSc.

Rok obhajoby prace: 2022

Abstrakt: Cilem je rekonstrukce vypoctu univerzalnich Feigenbaumovych
konstant u standardnich dynamickych modelu (logisticky model, Verhulstav
model, atd.). Na historickém pozadi by méla byt naznacena podstata od-
vozeni dynamickych modeli, proces zdvojovani periody na cesté k determi-
nistickému chaosu a role Feigenbaumovych konstant popisujicich ,rychlost®
k mezni bifurka¢ni hodnoté, reprezentujici prahovou hodnotu pro chaos.

Klicova slova: Feigenbaumova konstanta, bifurkace, bifurkacni diagram, lo-
gistickd rovnice, Verhulstiiv model

Pocet stran: 41
Pocet priloh: 1
Jazyk: c¢esky



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Rostislav Abraham
Title: Universal Feigenbaum constants
Type of thesis: Bachelor’s

Department: Department of Mathematical Analysis and Application of
Mathematics

Supervisor: prof. RNDr. dr hab. Jan Andres, DSc.
The year of presentation: 2022

Abstract: The goal of this thesis is to reconstruct calculations of Fei-
genbaum constants in standard dynamical models (logistic model, Verhulst’s
model, etc.). On historical background there should be indicated the princi-
ple of deriving dynamical models, the process of period doubling on the way
to deterministic chaos and the role of Feigenbaum constants that represent
“speed” to its limiting bifurcation value, representing the threshold value for
chaos.

Key words: Feigenbaum constant, bifurcation, bifurcation diagram, logistic
equation, Verhulst’s model

Number of pages: 41
Number of appendices: 1

Language: Czech



Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem bakalarskou praci zpracoval samostatné pod vedenim

pana prof. RNDr. dr hab. Jana Andrese, DSc. a vSechny pouzité zdroje jsem
uvedl v seznamu literatury.

V Olomouci dne ...



Obsah

Uvod
1 Zivotopisné informace
1.1 Mitchell Jay Feigenbaum . . . . . . . ... ... ... .. ...
1.2 Pierre Francois Verhulst . . . . . ... ... ... .. ... ..
2 Historie Feigenbaumovych konstant
3 Modely
3.1 Jupyter Notebook . . . . . . . ... ... ... ... .. ... .
3.2 Dulezité pojmy . . . . ...
3.3 Algoritmus vypoCtia . . . . . ...
3.4 Pivodni Feigenbaumem zkoumana kvadraticka rovnice . . . .
3.4.1 Rovnovazné body . . . . .. ... .. ...
342 2-cykly ...
343 Dalsicykly . .. ..
3.5 Logistickda rovnice . . . . . .. ..o
3.5.1 Rovnovazné body . . . . .. ... ... ... ... ...
352 2-—cykly ...
353 Dalsicykly . ... ... oo
3.6 Verhulstav model . . . . . . . .. ... 0o
3.6.1 Rovnovazné body . . .. ... ... ... ... ...
3.6.2 2-cykly . ...
3.6.3 Dalsicykly . ... ... ... ...
Zaveér
Seznam obrazki a grafi
Seznam tabulek
Prilohy
Literatura

10
11

13
13
14
17
18
19
20
22
24
24
27
29
30
31
32
34

36
38
38
39

40



Podékovani

Rad bych podékoval vedoucimu své bakalaiské prace prof. RNDr. dr hab.
Janu Andresovi, DSc. za trpélivost, ochotu, vstiicnost a profesionalitu na
konzulta¢nich hodinach a za cenné rady pii psani této prace. Dale bych rad
podékoval RNDr. Jifimu Fiserovi, Ph.D. za pomoc s vypocetni strankou pro-
blematiky a za pomoc se sazecim editorem TEX.



Uvod

K riznym odvétvim matematiky se nékdy vazi znama ¢isla, kterd jsou pro
tato odvétvi dulezita a casto se napiiklad objevuji ve vypoctech. Tato ¢isla
maji néjaké specifické vlastnosti a jsou vzdy néjakym zptisobem krasna. Tato
krasa mtze byt podminéna tim, Ze mohou byt napf. iracionalni (maji neu-
konc¢eny neperiodicky desetinny rozvoj), popiipadé nékdy i transcendentni
(nejsou TeSenim rovnice s racionalnimi koeficienty). V geometrii to je napii-
klad Ludolfovo ¢islo m = 3,14159.. ., které vyjadiuje vztah mezi obvodem
a prumérem kruhu, v diferencidlnim a integralnim poctu to je Eulerovo ¢islo
e =2,718..., které se da definovat napiiklad limitou a je zakladem pfiroze-
ného logaritmu. V pfirodé také miizeme pozorovat zlaty fez ¢ = 1,618...,
ktery urcité dobfe znaji nejen nadsenci pro umeéni a fotografové.

Na konci 20. stoleti se ale vynorila dalsi, do té doby neznama, konstanta. Tuto
konstantu poprvé objevil Mitchell Feigenbaum a jeji krasa spociva v univer-
zalité napfic¢ riznymi diskrétnimi dynamickymi modely. Oznacil ji symbolem
0 a jeji hodnota je 4,6692. . ..

V této préci si uvedeme, co tato konstanta predstavuje a pokusime se spocitat
pribliznou hodnotu této konstanty. Omezime se na vySetfovani tif modeld.
Vice jich volime samoziejmé proto, abychom mohli pozorovat jiz zminénou
univerzalitu (stejné hodnoty nap#i¢ riznymi a ¢asto velice odlisnymi modely).
Ukézeme si, co tato konstanta predstavuje a jak by se dala spocitat. Existuje
i Feigenbaumova konstanta «, které je také univerzéalni. Té se ale v této praci
vénovat nebudeme. Pozornost bude samoziejmé vénovana i dvéma osobnos-
tem spojenym s problematikou dynamickych systému a také kratké historii

Feigenbaumovy konstanty.



Kapitola 1

Zivotopisné informace

V prvni kapitole si predstavime objevitele konstant Mitchella Jay Feigenbauma
a uvedeme nékolik informaci o jeho pusobeni ve védecké sféfe. Zminime se
i 0 jeho prvnim modelu, diky kterému pozdéji zacal pozorovat univerzalitu
téchto svych konstant.

Predstavime také Pierra Frangois Verhulsta, belgického matematika a statis-
tika, ktery predstavil diskrétni dynamicky systém popisujici vyvoj populace
— Verhulsttiv model. Ve své dobé ale Verhulst jesté netusil, ze o vice nez sto-
leti pozdéji povede dalsi studium jeho modelu ke vzniku nového védeckého

odvétvi, kterym je teorie chaosu.



1.1. Mitchell Jay Feigenbaum

Mitchell J. Feigenbaum (1944-2019) byl americky fyzik a matematik, ktery
prinesl mnoho novych objevil do rtiznych oblasti védy od kardiologie az po
kartografii. Narodil se 19. prosince 1944 v pensylvanské Filadelfii a zemitel
v New Yorku 30. ¢ervna 2019 na infarkt myokardu ve véku 74 let. Byl vyucu-
jicim na nékolika americkych univerzitach (Cornell ve mésté Ithaca, Virginia
Tech v Blacksburgu a Rockefeller v New Yorku). Vedle ostatnich uspéchi
byl jednim z prvnich, ktery objevil, Ze mnoho fyzikalnich systému vykazuje
zdvojovani period, které vede k chaosu, ¢imz se spolupodilel na vzniku védy,
ktera se nyni oznacuje jako teorie chaosu (viz napf. [1]). Popularni formou je
osobnost M. J. Feigenbauma a jeho vlivu popsana v knize [2].

Toto pozorovani ucinil v roce 1978 ve své studii kvadratickych funkei ve tvaru
fu(x) =1— px? pro x € [-1;1] a p € [0;2] a objevil pozoruhodné konstanty
a a §. Pozdéji dokazal, Ze se tyto konstanty véazi ke vSem 1-rozmérnym ne-

linedrnim unimodalnim zobrazenim (s jednim maximem) (viz napt. [3],[4]).

Obrazek 1.1: Mitchell Feigenbaum, fyzik a prukopnik teorie chaosu [1]



1.2. Pierre Francois Verhulst

Pierre F. Verhulst (1804-1849) byl belgickym matematikem a statistikem,
ktery se zabyval predevsim popula¢nimi dynamikami a prinesl do této oblasti
mnoho novych poznatki. Narodil se 28. f{jna 1804 v Bruselu a zemfel 15.
tnora 1849 v Bruselu ve véku 44 let. Narodil se do bohaté rodiny, diky
¢emuz dosahl kvalitniho vzdélani na prestiznich skolach. Jeho spoluzakem byl
Joseph Plateau (dalsi znamy belgicky fyzik a matematik), s kterym Verhulst
vedl rozsahlé matematické diskuze (viz napf. [5]).

V roce 1844 predstavil v Mémoires de 1’Académie sviij model pro populaci
s omezenymi zdroji za predpokladu nulové emigrace i imigrace. Uéelem jeho
prace bylo odhadnout, jak se bude vyvijet mlada belgickd populace a jaka je

hranice pro jeji velikost s uréitymi omezenymi zdroji (viz napft. [6]).

Obrazek 1.2: Pierre Verhulst, belgicky matematik a statistik [5]
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Kapitola 2

Historie Feigenbaumovych
konstant

Feigenbaumovo zkoumani iteraci funkei zacalo okolo roku 1975, kdy své vypo-
¢ty provadeél jesté na kalkulacce. Zakladni myslenka byla jednoduché. Zvolit
parametr p, poc¢ateéni hodnotu xy a iterovat funkci pz(1l — x). Feigenbaum
takto zacal tvorit iteracni grafy. Zacal si v8imat i zdvojovani period, a proto
sestrojil bifurka¢ni diagram. Zaznamenal, Ze bifurka¢ni hodnoty se fidi néja-
kym pravidlem, a dopocital se k hodnoté 4,669 . ... Prekvapujici pro néj byl
ale fakt, Ze ke stejné hodnoté se dostal i iterovanim jiné funkce. Tuto funkci
zminil jeho piitel Paul Stein, ktery si vSiml, Ze ke zdvojovani periody nedo-
chéazi jen u logistické rovnice, ale i u dalsich funkci s jednim maximem na
tsecce. A tak zacal Feigenbaum zkoumat funkcei sin(z). Hodnoty nebyly jen
podobné, Feigenbaum se vzdy dostal ke stejné hodnoté (4,669...) (viz [7]).
V pribéhu nékolika tydnu objevil, Ze ¢islo § se zda byt univerzalni pro vSechny
funkce s jednim maximem. Feigenbaum zacal cestovat po svété a prezentovat
svoje vysledky, védecka komunita byla ale skeptick4. Neexistoval totiz dikaz,
ktery by potvrzoval univerzalitu této konstanty. Pokusil se svoje vysledky
poslat do védeckych casopist, ale neuspél. Nebylo to ale moc prekvapujici,
jelikoz tato ¢ast matematiky nebyla v té dobé moc zkouména a nové objevy

byly ¢asto odmitany (viz [7]).
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A7 v roce 1977 Feigenbaumuv piitel Joel Lebowitz, ktery byl editorem pro
Journal of Statistical Physics, souhlasil s publikaci Feigenbaumovych vy-
sledkt, pfestoze jim moc nerozumél. Feigenbaum pokracoval v cestach po
svété, ale védeckd komunita byla stale skepticka. V roce 1977 nezavisle na
Feigenbaumovi pozorovali tuto konstantu § i Grossmann a Thomas a v 1été
roku 1979 ji pozoroval i Albert Libchaber v Pafizi, ktery oznamil vysledky
fyzikalntho pokusu tykajiciho se turbulenci v tekutém héliu. Libchaber po-
zoroval zdvojovani periody a stejnou hodnotu, jakou vypocital Feigenbaum
(4,669...). Feigenbaumova konstanta se nyni neobjevovala pouze v mate-
matickych systémech, ale i v redlnych fyzikalnich experimentech (viz napf.
3L.[7])-

Feigenbaum se brzy stal zndmou osobnosti. Byly mu nabizeny velice dobré
podminky prace a v roce 1982 se vratil na univerzitu Cornell jako profesor
fyziky. Matematickd komunita ale stale nebyla uspokojena, jelikoZz neexis-
toval diikaz univerzalnosti. Kompletni dikaz univerzéalnosti Feigenbaumovy

konstanty ¢ byl publikovan aZ o celou dekadu pozdéji (viz napft. [7]).

Obrazek 2.1: Mitchell Feigenbaum ve stari v New Yorku |[7]
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Kapitola 3

Modely

Existuje velké mnozstvi riaznych jednodimenzionalnich i vicedimenzionalnich
modelti dynamickych systémi, avSak zde se budeme vénovat pouze tém dis-
krétnim jednodimenzionalnim, které budou popsany kvadratickymi unimo-
déalnimi funkcemi. U téchto modelu lze pozorovat bifurkace (v nasem piipadé
zdvojovani periody), spo¢itat bifurkaéni hodnoty a také vypocitat uréité po-
méry rozdili téchto hodnot. Posloupnost téchto poméri by se méla blizit

k Feigenbaumové konstanté 9.

3.1. Jupyter Notebook

Vs8echny vypocty a grafy byly zpracovany v prostiedi Jupyter Notebook,
které je jednim z programovacich produkti vytvorenych neziskovou organi-
zaci Project Jupyter. Vyuzito bylo programovaciho jazyku Python 3, Jupy-
ter podporuje ale i dalsi jazyky, mezi které patii naptiklad Julia, R, Ruby
a dalsi. Hlavni vyhodou Jupyter Notebooku je to, ze neni potieba stahovat
zadny program a vSe bézi pres internetovy prohlize¢. Pokud byste chtéli ale
pracovat i offline, tak samoziejmé neni problém program stdhnout a vypo-
¢ty pobézi lokalné, vypocetni vykon ale bude zalezet na specifikacich vaseho

piistroje (viz [8]).
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Existuji i dalsi webova prostiedi, néktera jsou placend (Casto ziskate vétsi vy-
pocetni vykon), jina jsou zadarmo. Mezi nejznaméjsi patii naptiklad Binder

¢i Kaggle.

3.2. Dilezité pojmy

Na zacatek této kapitoly je dulezité si definovat nékolik zékladnich pojmi,

jelikoz je v pribéhu prace budeme ¢asto pouzivat.

Definice 1 (k-ta iterace). Necht f, : I — I, kde I C R znaci interval,
je spojita funkce proménné x s redlnym parametrem pu. Jeji k-tou iteraci
ziskame tak, Ze funkci f, sloZzime k-krat samu se sebou:

fﬁ:fuo"'ofu-

k—krat
Necht z;, = f[f(mo) znaci k-tou iteraci funkce f, v bodé z.
Definice 2 (periodicky a pevny bod funkce (viz napft. [13])). Bod z je peri-
odicky bod funkce f s periodou n (n—periodicky bod), jestlize:

f"@)=aAfi(x) £z pro0<j<n

(n je nejmensi perioda).

Periodickym bodtam s periodou 1 (f(z) = x) fikdme pevné body.

Pozndmka 1. Pevné body funkce f,(x) najdeme jako feSeni rovnice f,(z) =
x. Periodické body funkce f,(x) s periodou n najdeme jako feseni rovnice
f;}(:v) = x, kde f] oznacuje n—tou iteraci funkce f,, pricemz je potfeba

overit, ze n je minimalni perioda.

Definice 3 (n-cyklus (viz napf. [13])). Posloupnost bodu {z, f(z), f*(x),. ..,
f"1(x)} pro n—periodicky (kde n je nejmensi perioda) bod x funkce f na-
zveme n—cyklus. Cislo n oznacuje pocet riznych bodi, které n—cyklus obsa-

huje.
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Definice 4 (rovnovazny bod (viz napf. [11])). Bod z* budeme nazyvat rov-
novdzny bod diferen¢ni rovnice x,11 = f,(z,), jestlize je pevnym bodem

zobrazeni f,, tj. f.(z*) = z*.

Definice 5 (unimodélni zobrazeni). Unimoddlnim zobrazenim nazveme zob-

razeni, které nabyva lokadlniho maxima pouze v jednom bodé.

Definice 6 (bifurkace (viz napt. [13])). Necht f, : I — I, kde I C R
je spojita funkce proménné x s redlnym parametrem . Rekneme, 7e doslo
k bifurkaci, pokud dojde k nahlé kvalitativni zméné v chovani orbit (cykl)
funkce. Hodnotu parametru pu, ve které dojde k i—té bifurkaci, oznacime
wi,i € {0,1,...} a nazveme ji i-tou bifurkaéni hodnotou. Specidlnim pii-
padem bifurkace je proces zdvojovani periody, kdy dojde k vyskytu nového
2% cyklu pro k € N.

Definice 7 (bifurkaéni diagram). Bifurkaéni diagram je grafickym znazor-

nénim procesu bifurkace.

Definice 8 (Feigenbaumova konstanta ¢). Necht f, : I — I, kde I C R je
spojita funkce proménné x s realnym parametrem pu. Necht jeji bifurkacni
hodnoty (v tomto piipadé jsou mysleny bifurkace typu zdvojovéani periody)
jsou ¢isla pg, pi1, - . . . Fetgenbaumovu konstantu ¢ definujeme jako pomér délek
po sobé jdoucich intervalt, na kterych ma funkce asymptoticky stabilni 2"

a 2"t cyklus pro n — oo. Limitou to lze zapsat nasledovné:

lim Hnot ZHn=2 5 46602

n—=oo fn = Hn-1
Definice 9 (stabilni a nestabilni bod (viz napt. [11])). (a) Rovnovazny bod
x* rovnice f,(x,) = Tn41 je stabilni, jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0
takové, Ze |zo—*| < d implikuje | f;* (7o) —2*| < € pro vSechna n > 0. Jestlize
x* neni stabilni, potom jej nazyvame nestabilni.
(b) Bod x* nazyvame pritazlivy, jestlize existuje n > 0 takové, ze

*

|zg — 2*| < n implikuje lim x, = z™.
n—oo

15



(c) Bod z* je asymptoticky stabilni rovnovdzny bod, jestlize je stabilni a pii-

tazlivy.

Uvedeme si i nékolik dilezitych vét, které v pribéhu prace nékolikrat vyuzi-

jeme:

Véta 1 (viz napf. [11, Véta 3.1]). Necht z* je rovnovdzngm bodem diferencni
rovnice Tni1 = fu(z,), kde f, je spojité diferencovatelnd v x*. Potom jsou
pravdivé ndsledujici vyroky:

(i) Jestlize |f, (x*)| < 1, potom je x* asymptoticky stabilni.

(i) Jestlize |f, (x*)| > 1, potom je x* nestabilni.

Véta 2 (viz napt. [11, Véta 4.4]). Necht {xo, 1, ...,xx_1} je k—cyklus spojité
diferencovatelné funkce f,. Potom jsou pravdivé ndsledujici vijroky:

(1) k—cyklus je asymptoticky stabilni, jestliZe:
|fu(@o) fu (1) - -+ filzn—1)] <1
(i1) k—cyklus je nestabilni, jestliZe:

[f(zo) fu() - - - [l > 1

Véta 3 (viz napt. [11, Véta 3.2|). Piedpoklddejme, Ze rovnovdziny bod z*
diferencni rovnice xni1 = fu(w,) md f,(z*) = 1. Potom plati ndsledujici
turzeni:

(i) Jestlize f)/(z*) # 0, potom je x* nestabilni.

(i) Jestlize f)/(x*) =0 a f'(z*) > 0, potom je x* nestabilni.

(i1) Jestlize f,;(x*) = 0 a f;'(z*) <0, potom je x* asymptoticky stabilni.

16



3.3. Algoritmus vypocti

Pro jednotlivé modely vzdy pocitame nékolik bifurka¢nich hodnot. Neni jich
mnoho, protoZze obtiZnost vypoctu nartusta s rostouci periodou bodi cyklu
a zvySuje se potfebny pocet desetinnych mist. Prvni dvé bifurka¢ni hodnoty
jsou vzdy spocitany analyticky, zbytek byl vypocitan pomoci opakované ite-
race.

U modelu (3.2) a (3.4) se vzdy zvolila néjaka pocatecni hodnota p (o néco
vétsi nez predchozi bifurkaéni hodnota), spo¢italo se uré¢ité mnozstvi iteraci
a ovetilo se, zda cyklus obsahuje 2" periodické nebo 2"+ -periodické body
(podle definice 2 pro periodické body). Pokud cyklus obsahoval 2"—periodické
body, tak se o néjakou malou hodnotu navysil parametr p a proces pokracoval
znova, dokud nebyla splnéna podminka, Ze cyklus obsahuje 2"*1-periodické
body. Hodnota piislusného p potom byla oznacena jako bifurka¢ni hodnota.
Vypocet pro model (3.3) byl o néco sofistikovanéjsi a pocitalo se pomoci me-
tody fungujici na principu bisekce. Nejdrive jsme odhadli asponn hrubé hod-
noty pomoci metody stejné jako pro ostatni modely. Potom jsme vzali dvé
hodnoty parametru u, pro prvni (mensi) byly body 2"—periodické a pro dru-
hou (v&tsi) 2" -periodické. Potom jsme spoéitali pramér téchto u a provedli
iteracni proces. Pokud pro primérné p vznikly 2"—cykly, tak jsme nahradili
primérnou hodnotou g hodnotu prvntho (menstho) u, pokud vznikly 21—
cykly, tak jsme nahradili druhou (vétsi) hodnotu u. Takto jsme se priblizovali
bifurka¢ni hodnoté do doby, nez prvni u bylo dostatecné blizko k druhému
i (pozadovana vzdalenost se ruzni pro ruzné cykly). Tento postup prispél k
razantnimu zvysSeni rychlosti vypoctu. VSechny tyto postupy lze konkrétné

dohledat v kédu v piiloze na CD.
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3.4. Puvodni Feigenbaumem zkoumané kvadra-
tickd rovnice

Mitchell Feigenbaum ve své publikaci The Universal Metric Properties of
Nonlinear Transformations z roku 1979 [9], zkoumajici dynamické chovani

funkce

fur(@)=1—plz|"z e R,peR,r €N, (3.1)

pozoroval zdvojovani period (typ bifurkace) a postupné si zacal v§imat uni-
verzality této konstanty, ktera popisuje rychlost, kterou se parametr p blizi
hrani¢ni hodnoté ji,, pro vSechna jednorozmérné unimodalni zobrazeni (viz
napf. [10]).

My budeme déle uvazovat funkci (3.1) jen pro r = 2 (té se zprvu Feigenbaum

vénoval nejvice), tudiz:

Interval pro nezavislou proménnou z je zvolen tak, aby funkce zobrazovala
interval [—1; 1] sam do sebe, a tudiz aby iteracni proces ,neutekl do neko-
necna’.

[teracni proces lze znézornit napiiklad tak, zZe na vodorovné ose bude hod-
nota ¢, kterd predstavuje poradové ¢islo iterace, a na svislé ose vypiSeme
hodnoty x;. Na obrazku 3.1 je v grafu zvoleno y = 0,7, poc¢ateéni hodnota

xo = 0,8 a bylo vypocitano 250 iteraci.
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Obrazek 3.1: Model (3.2), 1 = 0,7, o = 0,8, 250 iteraci

3.4.1. Rovnovazné body

Mizeme videét, Ze iterac¢ni proces se na obrazku 3.1 po chvili ustali a konver-
guje k jedné hodnoté (rovnovaznému bodu rovnice), které je priblizné 0,68.
Jde vlastné o pevny bod zobrazeni, které definuje danou rovnici. Pfesnou
hodnotu pro obecné p muzeme vypocitat z rovnice x = f,(x). Pro funkci
(3.2) to tedy bude

r=1— pr?
Upravime do tvaru kvadratické rovnice
2 —
pr®+x—1=0,

spocitame diskriminant

D=1+ 4u

a muzeme lehce dopocitat koreny

kde podle nastaveni rovnice (3.2) ma byt x € [—1;1] a p € [0;2].
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Hodnotou x5 se nebudeme zabyvat, protoze na nami zkoumaném intervalu
p € [0;2] nabyva hodnoty, kterd by nélezela intervalu [—1; 1], jen pro hod-
notu parametru p = 2 (zoy = —1), kterd je vétsi nez kritickd hodnota fie..
Hodnota x5 je proto pro nase tucely nezajimava.

Dosazenim p = 0,7 do vzorce pro x; ziskdme hodnotu x; = 0,678, kterd
odpovida odhadnuté hodnoté ziskané z grafu znazornujictho itera¢ni proces.
Otéazkou ztstava, pro jaké p je bod x; jesté asymptoticky stabilni a kdy do-
chazi k prvni bifurkaci (kdy se bod z; stava nestabilnim).

K ziskani odpovédi na tuto otazku nam pomize véta 1, na jejiz pouziti po-
tfebujeme znat pevny bod funkce a jeji derivaci. Vime, Ze pevnym bodem
je kofen rovnice (x1) a derivaci lehce vypocitame a zjistime, Ze je rovna

fi(x) = —2pz. Dile postupujeme podle zminéné véty 1 nésledovné:

|f;:(x1)’ < 17
—1+\/4,u+1‘ 1
241 ’

E

)1— ~/4u+1\ <1,

c(_L3
H 1)
Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme pouze p € [0;2], tak hledany interval pro

3

i, kde se nachézi 1—cyklus, bude [0; %), a k prvni bifurkaci dochazi pro p = 7.

Tuto hodnotu si pro dalsi pouziti oznacime vyrazem .

3.4.2. 2—cykly

V predchozi podkapitole jsme dosli k zavéru, ze l-cyklus je stabilni pro
e [0; %) To potvrzuje i graf iterace funkce f,(z) =1 — ux® (obrazek 3.2),
kde je tentokrat zvoleno = 0,8 a ostatni hodnoty (po¢éateéni hodnota a po-
Cet iteraci) jsou ponechany stejné jako v predchozim grafu (obréazek 3.1),

jelikoz nyni pozorujeme uz po nékolika desitkéich iteraci rozdilné chovani.
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Itera¢ni proces pro rovnici X, 41 =1 — 0,8x7

(L] e ———— -

08

L]
(]

04

03

Obrazek 3.2: Model (3.2), u = 0,8, xy = 0,8, 250 iteraci

Nyni muzeme pozorovat oscilaci mezi dvémi hodnotami, které jsou rovny

priblizné 0,35 a 0,91, a vznikaji 2 jiz zminéné 2—cykly. Pfesné hodnoty bude

//////

tého stupné. Hledéni periodickych bodt pro obecné p v pripadé 2—cykli bude
vychazet z rovnice z = f2(z). Pro funkci (3.2) to tedy bude

r=1—p(l— pz??
Upravime do tvaru kvartické rovnice
it — 2Pt . — 1+ p=0,
podélime rovnici vyrazy (r — 1) a (z — x2) a ziskdme kvadratickou rovnici
pra? —pr+1—p=0.
Poté spocitame diskriminant
D = 41° — 37
a dopoc¢itdme a upravime koreny

1+ A =3
X34 = T

21



Dosazenim parametru p = 0,8 ziskdme dvé hodnoty. Prvni vychézi priblizné
0,905 a druha vychazi 0,345, coz jsou zase hodnoty odpovidajici hodnotam
ziskanym z obrazku 3.2.

Zmovu se pokusime zjistit, na jakém intervalu budou body x3 a x4 asympto-
ticky stabilni a kdy dochéazi k druhé bifurkaci, tj. kdy vznikaji 4—cykly.
K tomu nam pomiize tentokrat véta 2, kde derivace funkce bude zase f/ (v) =
—2px a rovnovazné body jsou x3 a z4. Dale budeme postupovat podle zmi-

néné véty 2 nasledovné:

|f(s) fu(za)] <1,

1—4p—3
ST

‘_QMH— V=3 (—2)

2p
’(1+M) (1—\/4u7—3)(<1,

[1—(4p=3)] <1,

c (3.5
HE\T1)

Vidime, ze 2-cykly najdeme na intervalu p € (%; %) a ze k druhé bifurkaci

dochazi pro pu = %. Tuto hodnotu oznac¢ime p;.

3.4.3. Dalsi cykly

Pri zvétsovani parametru p dochézi k dalsim bifurkacim a bifurkaéni dia-
gram se rozvétvuje na dalsi 2"-cykly az do nekonec¢na a nakonec nastava
chaos, coz muzeme pozorovat na obrazku 3.3. Analyticky vypocet periodic-
kych bodi rovnice a bifurka¢nich konstant se stava tézsim kvili nutnosti
vypocitat kofeny polynomi vyssich stupni a proto se tyto hodnoty hledaji
numericky. V nésledujici tabulce 3.1 uvadim mnou vypocitané bifurkacni
hodnoty a poté podily rozdili téchto hodnot. Tento podil by se mél pro

n — oo rovnat Feigenbaumové konstanté §, ktera je rovna ¢islu 4,6692. . . .
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Bifurka¢ni diagram funkce f,(x) = 1 — Lx2

Obrazek 3.3: Model (3.2), p € [0;2], z € [-1;1,1]

i | Perioda vzniklého cyklu i ST
0 2 0,75

1 4 1,25

2 8 1,36809334 | 4,2339
3 16 1,39403976 | 4,5514
4 32 1,39962860 | 4,6425
S 64 1,40082777 | 4,6606
6 128 1,40108498 | 4,6622

Tabulka 3.1: Bifurka¢ni hodnoty modelu (3.2) a jejich poméry

V poslednim sloupci tabulky mizeme pozorovat, ze se hodnota pfiblizuje
k Feigenbaumové konstanté §. Vysledek naseho zkouméani muzeme shrnout
do nasledujiciho kratkého zavéru:

Zavér 1: Nase numericky ziskané odhady pro funkci f,(x) =1 — pa?,

x € [—1;1],p € [0;2], se zdaji byt v souladu s teorii. Odhadnutd hodnota
4,6622 se od skutecné hodnoty Feigenbaumovy konstanty o lisi pouze v Tddu

tisicin.
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3.5. Logisticka rovnice

Dalsi a nejspis i nejznamnéjsi rovnici, na které se da také pozorovat bifurkace,
je logisticka diferen¢ni rovnice. Lze ji vyuzit k modelovani populacnich dy-
namik, coZ znamena, Ze popisuje zmény populace v prubéhu ¢asu (viz napf.

[12]). Funkéni pfedpis tohoto modelu mizeme zapsat v nasledujicim tvaru:
fulw) = a1 — o), € [0;1], p € [034). (33)

Intervaly pro neznamou x a parametr p jsou zase zvoleny tak, ze jsou pozi-
tivné semiinvariantni vzhledem k f,(z). Nyni se podivame na iterace funkci
pro rizné zvoleny parametr y a odvodime si vzorce pro pevné a pozdéji i pro
periodické body logistické funkce. V nasledujicim grafu byl zvolen parametr
@ = 2,3, pocateéni hodnota zy = 0,9 a iterovano bylo pouze 50krat, ale
i takto maly pocet (narozdil od iterace funkce z predchoziho modelu) byl

dostatecny na ustaleni hodnot.

Iteraéni proces pro rovnici Xp +1 = 2,3Xp(1 — Xp)

09

08

a7

L

Xi

05

04

03

a2

1

Obrazek 3.4: Model (3.3), u = 2,3, zo = 0,9, 50 iteraci

3.5.1. Rovnovazné body

Z obrazku 3.4 vidime, ze x; konverguje itera¢nim procesem piiblizné k hod-

noté 0,56. Pfesnou hodnotu pro obecné p mizeme znovu ziskat feSenim rov-
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nice z = f,(z). Pro funkei (3.3) to bude
r = px(l — ).
Kvadraticka rovnice tentokrat bude
pr(l—z) —a =0,
coZz mizeme pievést na soucinovy tvar
z(p(l—x)—1)=0.
Rovnice se nam rozpadne na dvé jednoduché rovnice
1 =0Vpu(l—ay)—1=0,

z kterych dopocitame koreny zminéné kvadratické rovnice

—1
[L’1:0\/$2:/JJ—.

Regenim rovnice pro 1-cyklus jsou 2 kofeny. Zbyva jen dopocitat, na jakych
intervalech budou tyto body asymptoticky stabilni, k ¢emuz nam znovu po-
miize véta 1. Nejdiive si spocitdme prvni derivaci, kterd v tomto modelu bude
rovna f,(r) = p(1 — 2z). Dile pokracujeme podle véty 1. Pro bod z;:
|z < 1,
(1 —2-0)] <1,
| <1,

pe (—1;1).
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Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme pouze p € [0;4], tak vidime, Ze bod z; je

asymptoticky stabilni pro p € [0;1). Pro bod x5 bude postup obdobny:

[z < 1,

—1

()
W

=2 =) <1,

p e (1;3).

<1,

Bod x5 bude asymptoticky stabilni na intervalu p € (1;3). Pro g = 3 dochéazi
k prvnimu zdvojeni periody a hodnotu 3 ozna¢ime symbolem .

Otéazkou je, co se bude dit pro p = 1, jelikoz neni obsaZzeno ani v jednom
z intervali. K tomu nam pomitze véta 3, pro jejiz pouziti musime vypocitat
druhou derivaci. Ta je rovna f;(x) = —2u, v naSem pifpadé tedy f)'(0) = —2.
Podle véty 3 by byl bod z = 0 pro i = 1 nestabilni, protoze druha derivace
je nenulova.

Musime ale myslet na to, Ze nds model uvazuje pouze nezédporné hodnoty
x (pfesngji x € [0;1]). A pravé v levém okoli bodu x = 0 je bod asymptoticky

2 m4 oba ¢leny zaporné a n-ta iterace

nestabilni, jelikoz funkce fi(z) =z —=
T, v bodé xg by pron — oo byla rovna —oo. Na druhé strané v kladném okoli
je bod x = 0 asymptoticky stabilni, jelikoz dostatecné dlouhym iterovanim
funkce fi(z) = x — 2? a dosazenim pocatecni podminky zy z pravého okoli
nuly (zaroven plati zo < 1) ziskdme x, = 0 (pro velké n).

Dokézali jsme tedy, ze bod x = 0 pro u = 1 je na pravém (kladném) okoli
nuly asymptoticky stabilni, a jelikoz uvazujeme jenom nezaporné z, tak je
bod asymptoticky stabilni na celém intervalu [0; 1]. Kdybychom uvazovali celé

(levé i pravé) okoli nuly, tak bychom bod nazvali asymptoticky semistabilnim

zprava.
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Na zavér podkapitoly jesté ovérime, zda dosazenim do vzorce pro kofen x,
dostaneme priblizné stejnou hodnotu, jakou jsme vycetli z grafu iterace na
zacatku podkapitoly o 1-cyklu (obréazek 3.4). Parametr p byl zvolen jako 2,3,
dosazenim do vzorce pro kofen x5 (protoze 2,3 € (1;3)) ziskavame ¢islo 0,565,

coZ je priblizné stejna hodnota, jaka byla odhadnuta (0,56).

3.5.2. 2—cykly

V predchozi podkapitole jsme zjistili, Zze pro u > 3 se bod x5 stava asympto-
ticky nestabilnim a vznikaji 2—cykly. Toto chovani miizeme pozorovat na

grafu iterace logistické funkce, kde je tentokrat parametr p = 3,25.

[teracni proces pro rovnici Xp +1 = 3,25%,(1 — Xxp)

ne

0.8

')

L

Xi

1]

04

03

a2

i
Obrazek 3.5: Model (3.3), u = 3,25, xy = 0,9, 50 iteraci
Dle o¢ekavani pozorujeme, ze nyni z itera¢niho procesu ziskdvidme dva peri-
odické body. Ty jsou rovny pfiblizné 0,5 a 0,8. Znovu mizeme najit vzorce,

které nam presné urc¢i hodnotu téchto nezndmych 2-periodickych bodu pri

obecném parametru p. Budeme tesit rovnici

v = (1 — )1 — (1 - ),
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kde prava strana rovnice odpovida f2(x). Funkei f,(z) je tentokrat funkce

(3.3). Rovnici upravime do tvaru kvartické rovnice
pra(l—z)(1 - pr(l —x)) -2 =0,

podélime ji vyrazy (x — x1) a (x — x3), upravime a ziskdvame kvadratickou
rovnici

e = p(p+ D+ 14 p =0.

Poté spocitame diskriminant
D = p* —2u® — 31

a dopocitame kofeny rovnice

$34:u+li\/(u+1)(u—3)'

2

Dosazenim p do vzorce ziskame koteny x3 a x4. V nasem piipadé pro p =
3,25 to bude z3 = 0,812 a x4 = 0,495, coz koresponduje s odhadnutymi
hodnotami. Zbyva zjistit, na jakém intervalu miizeme hledat 2—cykly, a kdy
dochézi k druhé bifurkaci a vznikaji 4—cykly. Pouzijeme pfi tom zase vétu 2.
Pro pouziti potiebujeme znét derivaci logistické funkce. Ta je rovna f/(z) =

1 — 2px. Vétu 2 aplikujeme nésledujicim zptisobem:

| f(s) [ (za)] < 1,

<1
20 2u ’

(u_Quu+1+\/(u+1)(u—3)) (M_2uu+1—\/(u+1)(/~b—3)>

(14 Vi D0 =3) (1= VT D -3))| <1,
1® = 2p — 4] < 1,
ue (3;1+¢6).
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7 piedchoziho vypoctu vidime, ze k druhé bifurkaci dochazi pro p = 14+v/6 ~
3,44949 a pro vétsi p dochazi ke vzniku 4—-cykla. Bifurka¢ni hodnotu tentokrat

oznacime symbolem fu;.

3.5.3. Dalsi cykly

Bifurka¢ni diagram znovu vykazuje stejné chovani — dochézi ke zdvojovani
periody a pro p1 > fiee &~ 3,57. .. (viz napf. [11]) dochazi ke vzniku determi-

nistického chaosu. To mizeme pozorovat na nésledujicim grafu (obrazek 3.6).

Bifurkacni diagram funkce f,(x) = ux(1 — x)

Obrazek 3.6: Model (3.3), u € [0;4], z € [0;1]

Stejné jako u predchoziho modelu by bylo mozné skladanim logistické funkce
a upravami odvodit obecny vzorec pro periodické body dalsich cykla, bylo
by to ale velice obtizné. Periodické body v bifurka¢nim diagramu jsou proto
pouze odhadnuty opakovanou iteraci. V tabulce 3.2 najdeme odhadnuté bi-

furka¢ni hodnoty a poméry jejich rozdili.
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Pro logisticky model bylo vypoc¢itano vice iteraci a lze vidét, Ze posledni slou-

pec se vice priblizil k hodnoté § = 4,6692 ... nez v pfedchozim modelu.

i | Perioda vzniklého cyklu L %
0 2 3

1 4 3,4494897428

2 g 3,5440809822 | 4.7515
3 16 3,56644071280 | 4,6562
4 32 3,5687593706 | 4,6682
5 64 3,56696915933 | 4,6687
6 128 3,56698912543 | 4,6690
7 256 3,56699340171 | 4,6690
8 512 3,0699431759 | 4,6690

Tabulka 3.2: Bifurka¢ni hodnoty modelu (3.3) a jejich poméry

Vysledek naseho zkouméani mizeme shrnout do nésledujiciho kratkého za-
véru:

Zavér 2: Nase numericky ziskané odhady pro funkci f,(x) = px(l — z),
x € [0;1],u € [0;4], se zdaji byt v souladu s teorii. Odhadnutd hodnota
4,6690 se od skutecné hodnoty Feigenbaumovy konstanty 0 lisi pouze v 7ddu

desetitisicin.

3.6. Verhulstiv model

Dalsim modelem je model Verhulsttv a stejné jako predchozi logisticky model
modeluje popula¢ni dynamiky (viz napf. [6]). Funkéni predpis Verhulstova
modelu je velice podobny tomu logistickému. Jeho rovnice vypadé nasledovné
(viz [13]):

fu(@) = (14 p)z — pa®, x € [0;1,4], 1 € [1,5; 3]. (3.4)
Meze pro = a u jsou znovu zvoleny tak, aby funkce zobrazovala sama do sebe.
I pro Verhulstiv model se daji vypocitat pevné a periodické body. Ukazeme si
graf itera¢niho procesu, kde je u = 1,8, poc¢atecni hodnota je rovna xg = 1,2

a iteraci bylo vypocitano 50.
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s o s _ _ 2
Iterac¢ni proces pro rovnici X, 41 = 2,8Xx, — 1,8x;

1.2

09

08

i
Obrazek 3.7: Model (3.4), = 1,8, xy = 1,2, 50 iteraci

3.6.1. Rovnovazné body

Miuzeme vidét, Zze tentokrat se iterac¢ni proces ustélil na hodnoté 1. Nyni si
odvodime vzorec pro rovnovazné body pro obecné i a to z rovnice z = f,(z).

Pro funkci (3.4) to tedy bude
= (14 p)z — pr’
Kvadraticka rovnice bude
(14 p)x — pz* —x =0,

coz lze zapsat v soucinovém tvaru jako

px(l —z) = 0.
Zbyva jen dopocitat kofeny rovnice

1 =0Vaxy=1.

Zjistili jsme, ze existuji dva pevné body, konkrétné z; = 0 a x5 = 1. Nyni

musime zjistit, pro jaké p budou tyto body asymptoticky stabilni. K tomu
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vyuzijeme vétu 1, na jejiz pouziti musime vypocitat prvni derivaci funkce.
Ta je rovna f,(r) = 1+ pu — 2pux. Pro bod z; vypoéitame interval pro p na-

sledovné:
|fu(@1)] <1,
14+ p—2p-0] <1,
1+ pf <1,
e (—2;0).

Interval (—2;0) viibec neuvazujeme, proto se bodem z; nebudeme dale za-
byvat. Zajimavéjsi ale bude bod x5, pro ktery musime interval pro p jesté

spocitat:
Fie) < 1,
1+p—2un-1] <1,
‘ _IU/_'_ 1’ < 17
pe (0;2).

V modelu uvazujeme pouze pu € [1,5;3], proto bude bod x5 asymptoticky
stabilni pro p € [1,5;2). Dosazeni do vzorce pro s je trividlni a hned vidime,
ze x5 = 1, coz koresponduje s predchozim grafem (obréazek 3.7).

Hodnotu p = 2 oznac¢ime symbolem iy, jelikoz pravé v ni dochazi k prvni

bifurkaci a poté ke vzniku 2-cykli.

3.6.2. 2—cykly

Pokud budeme graficky znézoriovat iteracni proces pro p o trochu vétsi nez
2, tak zjistime, Ze se ndm graf rozvétvi a budeme mit 2 2-periodické body. To
nam ukazuje i néasledujici graf, kde je u = 2,2, pocate¢ni hodnota xq = 0,95

a je iterovano 100krat.
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[teradni proces pro rovnici X, +1 = 3,2X, — 2,2X2

1.2

08

Obrazek 3.8: Model (3.4), u = 2,2, xy = 0,95, 100 iteraci

Hodnoty téchto periodickych bodi jsou ptiblizné 1,16 a 0,75. Pfesné vzorce

NV veiv s

pro obecné pu v pripadé 2—cykli bude vychazet z rovnice x = fi(a:) Pro funkci

(3.4) to tedy bude
z=(1+p)((1+pz — pa?) — p((1+ p)z — pa®)?,
Rovnici poté podélime vyrazy (x — x1) a (z — x2) a upravime do tvaru
pra? — p(p+2)z + 2+ p =0,

dopocitame diskriminant
D = :U’2<:u’2 - 4)7

ktery vyuzijeme k dopocitani kofenti rovnice

p+2%/(n+2)(p—2)

T34 = 2,u .

V naSem piipadé je p = 2,2 a dosazenim do vzorcu pro kofeny nam vychazi
x3 = 1,163 a x4 = 0,746. Vypoctené hodnoty potvrzuji predeslé pozorovani
k obrazku 3.8. Nyni jen zbyva s vyuzitim véty 2 spocitat, kdy dochéazi k druhé
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bifurkaci a kdy se body z3 a x4 stavaji nestabilnimi. Dosazenim do véty 2

dostavame:

[f(s) fr(za)| < 1,

F24 /2 —4 v2— /24
‘(1+u—2,u” QMM )(Hu—zu“ a )

2

<1,

‘(HM) (1—@)‘<1,

u® =5 < 1,
ne (2;\/6).

Vypocitali jsme, Zze body s periodou 2 jsou asymptoticky stabilni na intervalu

1 € (2;4/6) a ze k druhé bifurkaci teda dochazi pro ju; ~ 2,44949.

3.6.3. Dalsi cykly

Bifurkaéni diagram funkce fi,(x) = (1 4 u)x — ux?

S u

Obrazek 3.9: Model (3.4), u € [1,5;3], x € [0;1,4]
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Pro vétsi p déle dochézi ke zdvojovani periody az do chvile, kdy nastane
chaos. To lze pozorovat i na bifurka¢nim diagramu (obrazek 3.9).
Uvadime znovu i tabulku 3.3 s odhadnutymi bifurka¢nimi hodnotami a po-

meéry jejich rozdila, které se zase blizi k hodnoté 4,6692. ...

i | Perioda vzniklého cyklu I “M‘:—L“_IQ
0 2 2

1 4 2,44948974

2 8 2,54401989 | 4,7550
3 16 2,56438281 | 4,6423
4 32 2,56875209 | 4,6605
) 64 2,56968940 | 4,6615
6 128 2,56989053 | 4,6602

Tabulka 3.3: Bifurka¢ni hodnoty modelu (3.4) a jejich poméry

Vysledek naseho zkoumani mtizeme shrnout do nésledujiciho kratkého za-
veru:

Zavér 3: Nase numericky ziskané odhady pro funkci f,(x) = (1+p)x — pa?,
x € [0;1,4], u € [1,5;3], se zdaji byt v souladu s teorii. Odhadnutd hodnota
4,6602 se od skutecné hodnoty Feigenbaumovy konstanty & 117 pouze v Tddu

tisicin.
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J.Aver

Cilem bakalarské préace bylo sezndmit ¢tenafe se zakladnimi diskrétnimi dy-
namickymi modely a popsat princip vypoc¢tu dilezitych hodnot v téchto mo-
delech. Sestrojeno bylo také nékolik bifurka¢nich diagramii. Toto mélo ¢tenéri
slouzit jako tivod do problematiky teorie chaosu.

V praci jsme se omezili jen na jednu dimenzi (R), ale modely samoziejmé
existuji i vice-dimenzionalni. Nejzndméjsim je nejspis Lorenztuv model, coz
je soustava obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic o tfech neznamych. Zkoumal ho
americky matematik a meteorolog Edward Lorenz jakozto model popisujici
zménu pocasi a déni v atmosféfe (viz napt. [3]).

Duraz byl kladen na univerzalitu konstanty ¢, kterou se préce snazi mate-
maticky podpofit. Pokud se podivame na posledni hodnotu poméru rozdila
bifurka¢nich hodnot u vSech modeli tak miizeme pozorovat, Ze vSechny hod-
noty se shoduji v prvnich dvou mistech po desetinné ¢arce a lisi se tedy
jenom v Tadu tisicin. V piipadé logistického modelu je odchylka od skute¢né
hodnoty Feigenbaumovy konstanty ¢ pouze v fadech desetitisicin.

Veéri se, ze konstanty « a d jsou transcendentni, tato domnénka ale zatim ne-
byla ani potvrzena, ani vyvracena. Stale se pocitaji presnéjsi hodnoty téchto
konstant, Feigenbaumova konstanta 0 je nyni spocitdna na 1018 mist za de-

setinnou ¢arkou. Se stejnou piesnosti je spocitana i konstanta a (viz [3],[10]).
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Pridanou hodnotou z mé strany je mimo jiné tvorba grafii, vypocet bifur-
ka¢nich hodnot a pomért jejich rozdili a v neposledni fadé i vypocet vzorct
pro pevné a periodické body a intervaly parametru pu, na kterych jsou tyto
body asymptoticky stabilni. Vypocty a grafy jsem tvoril v prostredi Jupyter
Notebook. Zdokonalil jsem také své matematické znalosti a znalosti sazeciho

editoru TEX.
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Prilohy

K praci je prilozeno 1 CD, které obsahuje koéd z programovaciho prostiredi
Jupyter Notebook. Kéd slouzi k vygenerovani obrazki 3.1 - 3.9 a k vypoctu
bifurka¢nich hodnot a poméru jejich rozdilt u jednotlivych modelu.

39



Literatura

1]

2|

13l

4]

[5]

6]

17l

THE ROCKEFELLER UNIVERSITY. Celebrating and remem-
bering Mitchell Feigenbaum, physicist who pioneered chaos
theory. The Rockefeller University |online]. 2019, 2019 |[cit.
2022-04-01]. Dostupné z: https://www.rockefeller.edu/news/
26289-mitchell-feigenbaum-physicist-pioneered-chaos-theory-died/

GLEICK, J. Chaos: Vznik nové védy. Prelozil Jaroslav SEDLAR, pre-
lozila Renata KAMENICKA. Brno: Ando Publishing, 1996. ISBN 80-
86047-04-0.

DEBNATH, L. A Brief History of the Most Remarkable Numbers 7 , g
and ¢ in Mathematical Sciences with Applications. International Journal
of Applied and Computational Mathematics [online|. 2015, 1(4), 607-638
[cit. 2022-04-01]. ISSN 2349-5103. Dostupné z: doi:10.1007/s40819-015-
0038-6

FEIGENBAUM, M. J. Quantitative Universality for a Class of Nonlinear
Transformations. Journal of Statistical Physics [online]. 1978, 19(1), 25-
52 [cit. 2022-04-01]. Dostupné z: doi:10.1007/BF01020332

O’CONNOR, J. J., ROBERTSON, E. F. Pierre Francois Verhulst.
MacTutor |online]. 2014 [cit. 2022-04-02]. Dostupné z: https://
mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Verhulst/

PASTIJN, H. Chaotic Growth with the Logistic Model of P.-F. Verhulst.
AUSLOOS, M., DIRICKX, M., ed. The Logistic Map and the Route
to Chaos |online|. Berlin/Heidelberg: Springer-Verlag, 2006, s. 3-4 [cit.
2022-04-01]. Understanding Complex Systems. ISBN 3-540-28366-8. Do-
stupné z: doi:10.1007/3-540-32023-7_1

Mitchell Feigenbaum (1944-2019), 4.66920160910299067185320382. .. .
Stephen Wolfram Writings |online|. 2019 [cit. 2022-04-01]. Dostupné
z: https://writings.stephenwolfram.com/2019/07 /mitchell-feigenbaum-
1944-2019-4-66920160910299067185320382/

40



8]

19]

[10]

[11]

[12]

13

[14]

[15]

[16]

[17]

Project Jupyter |online|. [cit. 2022-04-14]. Dostupné z: https://
jupyter.org/

FEIGENBAUM, M. J. The Universal Metric Properties of Nonli-
near Transformations. Journal of Statistical Physics |online|. 1979,
21(6), 669-706 [cit. 2022-04-01]. ISSN 0022-4715. Dostupné z:
doi:10.1007/BF01107909

WEISSTEIN, E. W. Feigenbaum constant. Wolfram MathWorld [on-
line|. [cit. 2022-04-01]. Dostupné z: https://mathworld.wolfram. com/
FeigenbaumConstant.html

RACHUNKOVA, L., FISER, J. Dynamické systémy 1. Olomouc: Uni-
verzita Palackého v Olomouci, 2014. ISBN 978-80-244-4338-6.

The Logistic Map. Hamilton |online|. [cit. 2022-04-04]. Dostupné z:
https://www.hamilton.ie/cs416/logisticmap.htm

ANDRES, J., FISER, J., RYPKA, M. Dynamické systémy 3: Uvod do
teorie deterministického chaosu a fraktdlni geometrie. Olomouc: Univer-
zita Palackého v Olomouci, 2015. ISBN 978-80-244-4646-2.

Deterministic Chaos: 6.N. Period-Doubling Scaling and the Fe-
igenbaum Constant - The Feigenbaum Alpha Constant. Yale
University: Department of Mathematics |online|. [cit. 2022-04-01].
Dostupné z: https://users.math.yale.edu/public_html/People/
frame/Fractals/Chaos/Feigenbaum/FeigenbaumAlpha.html

KARTOFELEV, D. Lecture 11: Feigenbaum’s analysis of period doub-
ling, superstability of fixed points and period-p points, renorma-
lisation, universal limiting function, discrete time dynamics analy-
sis methods, Poincaré section, Poincaré map, Lorenz section, attrac-
tor reconstruction. Tallinn University of Technology [online]. 2021
[cit. 2022-04-01]. Dostupné z: https://www.ioc.ee/ dima/YFX1520/
LectureNotes_11.pdf

ALLIGOOD, K. T., SAUER, T. D., YORKE, J. A. Chaos: An In-
troduction to Dynamical Systems. 2nd printing. Berlin: Springer, 1997.
ISBN 978-35-407-8036-6.

BRIGGS, K. A Precise Calculation of the Feigenbaum Constants.
Mathematics of Computation [online]. 1991, 57(195), 435-439 |cit. 2022-
04-01]. ISSN 0025-5718. Dostupné z: doi:10.2307/2938684

41



