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U vo d 

K r ů z n ý m odvě tv ím matematiky se někdy váží z n á m á čísla, k t e rá jsou pro 

tato odvětv í důleži tá a čas to se např ík lad objevují ve výpočtech . Tato čísla 

maj í nějaké specifické vlastnosti a jsou vždy ně jakým způsobem krásná . Tato 

krása může být p o d m í n ě n a t ím, že mohou být např . iracionální (mají neu­

končený neper iodický deset inný rozvoj), popř ípadě někdy i t r anscenden tn í 

(nejsou řešením rovnice s racionálními koeficienty). V geometrii to je např í ­

klad Ludolfovo číslo 7T = 3,14159. . . , k teré vyjadřuje vztah mezi obvodem 

a p r ů m ě r e m kruhu, v diferenciálním a in tegrálním p o č t u to je Eulerovo číslo 

e = 2 ,718 . . . , k teré se dá definovat např ík lad l imitou a je zák ladem přiroze­

ného logaritmu. V př í rodě také můžeme pozorovat z la tý řez 0 = 1,618.. . , 

k te rý urči tě dobře znají nejen nadšenci pro umění a fotografové. 

N a konci 20. stolet í se ale vynoři la další, do té doby neznámá , konstanta. Tuto 

konstantu poprvé objevil Mitchel l Feigenbaum a její k rása spočívá v univer­

zalitě např íč různými diskrétními dynamickými modely. Označil j i symbolem 

5 a její hodnota je 4,6692 . . . . 

V t é t o práci si uvedeme, co tato konstanta představuje a pokus íme se spočí ta t 

přibl ižnou hodnotu t é t o konstanty. Omezíme se na vyšetřování t ř í modelů . 

Více j ich volíme samozřejmě proto, abychom mohli pozorovat již zmíněnou 

univerzalitu (stejné hodnoty např íč různými a často velice odl išnými modely). 

Ukážeme si, co tato konstanta představuje a jak by se dala spočí ta t . Existuje 

i Feigenbaumova konstanta a, k t e rá je také univerzální . T é se ale v t é t o práci 

věnovat nebudeme. Pozornost bude samozřejmě věnována i dvěma osobnos­

tem spo jeným s problematikou dynamických sys témů a také k rá tké historii 

Feigenbaumovy konstanty. 
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Kapitola 1 

Životopisné informace 

V první kapitole si p ředs tav íme objevitele konstant Mitchel la Jay Feigenbauma 

a uvedeme několik informací o jeho působení ve vědecké sféře. Zmíníme se 

i o jeho p rvn ím modelu, díky k t e r ému později začal pozorovat univerzalitu 

těch to svých konstant. 

P ředs t av íme také Pierra Frangois Verhulsta, belgického matematika a statis­

tika, k t e rý představi l d iskrétní dynamický sys tém popisující vývoj populace 

- Verhuls tův model. Ve své době ale Verhulst ješ tě netuši l , že o více než sto­

letí později povede další studium jeho modelu ke vzniku nového vědeckého 

odvětví , k t e r ý m je teorie chaosu. 
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1 . 1 . Mitchell Jay Feigenbaum 

Mitchel l J . Feigenbaum (1944-2019) byl americký fyzik a matematik, k te rý 

přinesl mnoho nových objevů do různých oblas t í vědy od kardiológie až po 

kartografii. Narodi l se 19. prosince 1944 v pensylvánské Filadelfii a zemřel 

v New Yorku 30. června 2019 na infarkt myokardu ve věku 74 let. B y l vyuču­

j ícím na několika amerických univerzi tách (Cornell ve měs tě Ithaca, Vi rg in ia 

Tech v Blacksburgu a Rockefeller v New Yorku) . Vedle os ta tn ích úspěchů 

byl j edn ím z prvních, k t e rý objevil, že mnoho fyzikálních sys témů vykazuje 

zdvojování period, k teré vede k chaosu, čímž se spolupodílel na vzniku vědy, 

k t e rá se nyní označuje jako teorie chaosu (viz např . [1]). Popu lá rn í formou je 

osobnost M . J . Feigenbauma a jeho v l ivu p o p s á n a v knize [2]. 

Toto pozorování učinil v roce 1978 ve své studii kvadra t ických funkcí ve tvaru 

fn(x) = 1 — A*2-2 P r o x E [—1; 1} a E [0; 2] a objevil pozoruhodné konstanty 

a a S. Později dokázal, že se tyto konstanty váží ke všem 1- rozměrným ne­

l ineárním un imodá ln ím zobrazením (s j edn ím maximem) (viz např . [3],[4]). 

O b r á z e k 1.1: Mitchel l Feigenbaum, fyzik a p růkopník teorie chaosu [1] 
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1.2. Pierre Prangois Verhulst 

Pierre F . Verhulst (1804-1849) byl belgickým matematikem a statistikem, 

k te rý se zabýval předevš ím populačními dynamikami a přinesl do t é t o oblasti 

mnoho nových pozna tků . Narodi l se 28. ř í jna 1804 v Bruselu a zemřel 15. 

února 1849 v Bruselu ve věku 44 let. Narodi l se do b o h a t é rodiny, díky 

čemuž dosáhl kval i tního vzdělání na prest ižních školách. Jeho spolužákem byl 

Joseph Plateau (další z n á m ý belgický fyzik a matematik), s k t e r ý m Verhulst 

vedl rozsáhlé ma tema t i cké diskuze (viz např . [5]). 

V roce 1844 představi l v Mémoires de 1'Académie svůj model pro populaci 

s omezenými zdroji za p ředpok ladu nulové emigrace i imigrace. Účelem jeho 

práce bylo odhadnout, jak se bude vyvíjet m l a d á belgická populace a jaká je 

hranice pro její velikost s u rč i tými omezenými zdroji (viz např . [6]). 

O b r á z e k 1.2: Pierre Verhulst, belgický matematik a statistik [5] 
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Kapitola 2 

Historie Feigenbaumových 
konstant 

Feigenbaumovo zkoumání i terací funkcí začalo okolo roku 1975, kdy své výpo­

čty prováděl ješ tě na kalkulačce. Základní myšlenka byla j ednoduchá . Zvolit 

parametr /x, počá tečn í hodnotu xo a iterovat funkci fix(l — x). Feigenbaum 

takto začal tvoři t i terační grafy. Začal si vš ímat i zdvojování period, a proto 

sestrojil bifurkační diagram. Zaznamenal, že bifurkační hodnoty se řídí něja­

k ý m pravidlem, a dopočí ta l se k hodno tě 4,669 . . . . Překvapující pro něj byl 

ale fakt, že ke stejné hodno tě se dostal i i terováním j iné funkce. Tuto funkci 

zmínil jeho pří te l Paul Stein, k te rý si všiml, že ke zdvojování periody nedo­

chází jen u logistické rovnice, ale i u dalších funkcí s j edn ím maximem na 

úsečce. A tak začal Feigenbaum zkoumat funkci sin(x). Hodnoty nebyly jen 

podobné , Feigenbaum se vždy dostal ke stejné hodno tě (4 ,669. . . ) (viz [7]). 

V p r ů b ě h u několika t ý d n u objevil, že číslo ô se zdá být univerzální pro všechny 

funkce s j edn ím maximem. Feigenbaum začal cestovat po světě a prezentovat 

svoje výsledky, vědecká komunita byla ale skeptická. Neexistoval to t iž důkaz, 

k te rý by potvrzoval univerzalitu t é t o konstanty. Pokusil se svoje výsledky 

poslat do vědeckých časopisů, ale neuspěl . Nebylo to ale moc překvapující , 

jelikož tato část matematiky nebyla v té době moc zkoumána a nové objevy 

byly čas to o d m í t á n y (viz [7]). 
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Až v roce 1977 Feigenbaumův pří tel Joel Lebowitz, k t e rý byl editorem pro 

Journal of Statistical Physics, souhlasil s publikací Feigenbaumových vý­

sledků, přestože j i m moc nerozuměl . Feigenbaum pokračoval v cestách po 

světě, ale vědecká komunita byla stále skeptická. V roce 1977 nezávisle na 

Feigenbaumovi pozorovali tuto konstantu ô i Grossmann a Thomas a v létě 

roku 1979 j i pozoroval i Alber t Libchaber v Paříži , k t e rý oznámil výsledky 

fyzikálního pokusu týkajícího se tu rbulenc í v t e k u t é m héliu. Libchaber po­

zoroval zdvojování periody a stejnou hodnotu, jakou vypočí ta l Feigenbaum 

(4 ,669. . . ) . Feigenbaumova konstanta se nyní neobjevovala pouze v mate­

mat ických systémech, ale i v reálných fyzikálních experimentech (viz např . 

[3],[7]). 

Feigenbaum se brzy stal známou osobností . B y l y mu nabízeny velice dobré 

p o d m í n k y práce a v roce 1982 se vrát i l na univerzitu Cornell jako profesor 

fyziky. Matemat i cká komunita ale stále nebyla uspokojena, jelikož neexis­

toval důkaz univerzálnost i . Komple tn í důkaz univerzálnost i Feigenbaumovy 

konstanty ô byl publikován až o celou dekádu později (viz např . [7]). 

O b r á z e k 2.1: Mitchel l Feigenbaum ve s tář í v New Yorku [7] 
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Kapitola 3 

Modely 

Existuje velké množs tv í různých jednodimenzionálních i vícedimenzionálních 

modelů dynamických systémů, avšak zde se budeme věnovat pouze t ě m dis­

k ré tn ím jednodimenzioná ln ím, k teré budou popsány kvadra t ickými unimo-

dálními funkcemi. U těchto mode lů lze pozorovat bifurkace (v našem př ípadě 

zdvojování periody), spočí ta t bifurkační hodnoty a t aké vypoč í t a t urči té po­

měry rozdílů těchto hodnot. Posloupnost těch to p o m ě r ů by se měla blížit 

k Feigenbaumově kons tan tě ô. 

3 . 1 . Jupyter Notebook 

Všechny výpoč ty a grafy byly zpracovány v pros t ředí Jupyter Notebook, 

k teré je j edn ím z programovacích p r o d u k t ů vytvořených neziskovou organi­

zací Project Jupyter. Využi to bylo programovacího jazyku Py thon 3, Jupy­

ter podporuje ale i další jazyky, mezi k te ré pa t ř í např ík lad Julia, R, Ruby 

a další. Hlavní výhodou Jupyter Notebooku je to, že není p o t ř e b a stahovat 

žádný program a vše běží přes in terne tový prohlížeč. Pokud byste chtěli ale 

pracovat i offline, tak samozřejmě není p roblém program s t áhnou t a výpo­

čty poběží lokálně, výpoče tn í výkon ale bude záležet na specifikacích vašeho 

př ís t roje (viz [8]). 
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Existuj í i další webová pros t ředí , něk te rá jsou placená (často získáte větší vý­

poče tn í výkon) , j i ná jsou zadarmo. Mez i nejznámější pa t ř í např ík lad Binder 

či Kaggle. 

3.2. Důležité pojmy 

N a začá tek t é t o kapitoly je důležité si definovat několik základních po jmů, 

jelikož je v p r ů b ě h u práce budeme často používat . 

Definice 1 ( k - t á iterace). Nechť : / —> I, kde I C U. značí interval, 

je spoj i tá funkce p roměnné x s r eá lným parametrem /x. Její k-tou iteraci 

získáme tak, že funkci f^ složíme k - k r á t samu se sebou: 

k-krát 

Nechť Xk = /k(xo) značí k-tou iteraci funkce v b o d ě XQ. 

Definice 2 (periodický a pevný bod funkce (viz např . [13])). B o d x je peri­

odický bod funkce / s periodou n (n-periodický bod), jestliže: 

fn(x) = x A P{x) x pro 0 < j < n 

(n je nejmenší perioda). 
Per iodickým b o d ů m s periodou 1 (f(x) = x) ř íkáme pevné body. 

Poznámka 1. Pevné body funkce f^(x) najdeme jako řešení rovnice fn(x) = 

x. Periodické body funkce fn(x) s periodou n najdeme jako řešení rovnice 

fJZ(x) = x, kde / " označuje n - tou iteraci funkce f^, př ičemž je p o t ř e b a 

ověřit, že n je min imáln í perioda. 

Definice 3 (n-cyklus (viz např . [13])). Posloupnost b o d ů {x, f(x),f2(x),..., 

/ n _ 1 ( x ) } pro n -pe r iod ický (kde n je nejmenší perioda) bod x funkce / na­

zveme n-cyklus. Číslo n označuje počet různých b o d ů , k teré n-cyklus obsa­

huje. 
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Definice 4 (rovnovážný bod (viz např . [11])). B o d x* budeme nazývat rov­

novážný bod diferenční rovnice xn+\ = fn(xn), jestl iže je p e v n ý m bodem 

zobrazení f^, t j . f^x*) = x*. 

Definice 5 (un imodáln í zobrazení ) . Unimodálním zobrazením nazveme zob­

razení, k te ré nabývá lokálního maxima pouze v jednom bodě . 

Definice 6 (bifurkace (viz např . [13])). Nechť : I —> J , kde J C M 

je spoj i tá funkce p roměnné x s r eá lným parametrem \x. Řekneme, že došlo 

k bifurkaci, pokud dojde k náhlé kval i ta t ivní změně v chování orbit (cyklů) 

funkce. Hodnotu parametru /z, ve které dojde k i - té bifurkaci, označíme 

/t/j,i G { 0 , 1 , . . . } a nazveme j i i - tou bifurkační hodnotou. Speciálním pří­

padem bifurkace je proces zdvojování periody, kdy dojde k výsky tu nového 

2 f c -cyklu pro k G N . 

Definice 7 (bifurkační diagram). Bifurkační diagram je grafickým znázor­

něn ím procesu bifurkace. 

Definice 8 (Feigenbaumova konstanta ô). Nechť : / —> I, kde i" C M je 

spoj i tá funkce p roměnné x s r eá lným parametrem /x. Nechť její bifurkační 

hodnoty (v tomto př ípadě jsou myšleny bifurkace typu zdvojování periody) 

jsou čísla no, A*i, • • • • Feigenbaumovu konstantu ô definujeme jako poměr délek 

po sobě jdoucích intervalů, na k te rých m á funkce asymptoticky stabi lní 2 n 

a 2 n + 1 - c y k l u s pro n —> oo. L imi tou to lze zapsat následovně: 

l im / X " - 1 ~ / X " - 2 = ^ = 4,6692. . . 
n->oo Hn - Hn-1 

Definice 9 (stabilní a nes tabi ln í bod (viz např . [11])). (a) Rovnovážný bod 

x* rovnice f^{xn) = x n + í je stabilní, jestliže pro každé e > 0 existuje ó > 0 

takové, že |xo — x*\ < ó implikuje \ fJ}(xo) — x*\ < e pro všechna n > 0. Jestl iže 

x* není stabilní , potom jej nazýváme nestabilní. 

(b) B o d x* nazýváme přitažlivý, jestliže existuje r\ > 0 takové, že 

|xo — x*\ < r] implikuje l im xn = x*. 
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(c) B o d x* je asymptoticky stabilní rovnovážny bod, jestl iže je s tabi lní a při­

tažlivý. 

Uvedeme si i několik důležitých vět, k te ré v p r ů b ě h u práce několikrát využi­

jeme: 

V ě t a 1 (viz např . [11, V ě t a 3.1]). Nechtx* je rovnovážným bodem diferenční 

rovnice x n + í = f^{xn), kde f^ je spojitě diferencovatelná v x*. Potom jsou 

pravdivé následující výroky: 

(i) Jestliže \ f'n(x*)\ < 1, potom je x* asymptoticky stabilní. 

(ii) Jestliže \f^(x*)\ > 1, potom je x* nestabilní. 

V ě t a 2 (viz např . [11, V ě t a 4.4]). Nechť{xo, xi,..., Xk-i} je k-cyklus spojitě 

diferencovatelné funkce f^. Potom jsou pravdivé následující výroky: 

(i) k-cyklus je asymptoticky stabilní, jestliže: 

\f'fl(x0)f'fl(x1)---f'fl(xk.1)\<l 

(ii) k-cyklus je nestabilní, jestliže: 

\f'fl(x0)f'fl(x1)---f'fl(xk.1)\>l 

V ě t a 3 (viz např . [11, V ě t a 3.2]). Předpokládejme, že rovnovážný bod x* 

diferenční rovnice xn+\ = f^Xn) má f'^(x*) = 1. Potom platí následující 

tvrzení: 

(i) Jestliže f^(x*) 0 ; potom je x* nestabilní. 

(ii) Jestliže f'^(x*) = 0 a f^'(x*) > 0, potom je x* nestabilní. 

(iii) Jestliže f'ú(x*) = 0 a f'ú'(x*) < 0, potom je x* asymptoticky stabilní. 
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3.3. Algoritmus výpočtů 

Pro jednot l ivé modely vždy poč í t áme několik bifurkačních hodnot. Není j ich 

mnoho, protože obt ížnost v ý p o č t u n a r ů s t á s rostoucí periodou b o d ů cyklu 

a zvyšuje se p o t ř e b n ý počet deset inných míst . P r v n í dvě bifurkační hodnoty 

jsou vždy spoč í tány analyticky, zbytek byl vypoč í t án pomocí opakované ite­

race. 

U modelu (3.2) a (3.4) se vždy zvolila nějaká počá tečn í hodnota fj, (o něco 

větší než předchozí bifurkační hodnota), spočí talo se urči té množs tv í i terací 

a ověřilo se, zda cyklus obsahuje 2 n -pe r iod ické nebo 2 n + 1 - p e r i o d i c k é body 

(podle definice 2 pro periodické body). Pokud cyklus obsahoval 2 n -pe r iod i cké 

body, tak se o nějakou malou hodnotu navýšil parametr \i a proces pokračoval 

znova, dokud nebyla splněna podmínka , že cyklus obsahuje 2 n + 1 - p e r i o d i c k é 

body. Hodnota př ís lušného \x potom byla označena jako bifurkační hodnota. 

Výpoče t pro model (3.3) byl o něco sofistikovanější a počí ta lo se pomocí me­

tody fungující na principu bisekce. Nejdříve jsme odhadli aspoň h r u b ě hod­

noty pomocí metody stejné jako pro os t a tn í modely. Potom jsme vzali dvě 

hodnoty parametru //, pro p rvn í (menší) byly body 2 n -pe r iod i cké a pro dru­

hou (větší) 2 n + 1 - p e r i o d i c k é . Potom jsme spočítal i p růměr těch to \x a provedli 

i terační proces. Pokud pro p r ů m ě r n é \x vznikly 2 n - cyk ly , tak jsme nahradili 

p r ů m ě r n o u hodnotou \x hodnotu prvního (menšího) /z, pokud vznikly 2 n + 1 -

cykly, tak jsme nahradili druhou (větší) hodnotu /z. Takto jsme se přibližovali 

bifurkační hodno tě do doby, než p rvn í \x bylo dos ta tečně blízko k d r u h é m u 

fj, (požadovaná vzdálenost se různí pro různé cykly). Tento postup přispěl k 

r azan tn ímu zvýšení rychlosti výpoč tu . Všechny tyto postupy lze konkré tně 

dohledat v kódu v příloze na C D . 
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3.4. Původní Feigenbaumem zkoumaná kvadra­
tická rovnice 

Mitchel l Feigenbaum ve své publikaci The Universal Metric Properties of 

Nonlinear Transformations z roku 1979 [9], zkoumající dynamické chování 

funkce 

U,r(x) = 1 - n\x\r, x e R, /x e R, r e N , (3.1) 

pozoroval zdvojování period (typ bifurkace) a pos tupně si začal vš ímat uni­

verzality t é t o konstanty, k t e rá popisuje rychlost, kterou se parametr /x blíží 

hraniční hodno tě /XQO, pro všechna j ednorozměrná un imodá ln í zobrazení (viz 

např . [10]). 

M y budeme dále uvažovat funkci (3.1) jen pro r = 2 (té se zprvu Feigenbaum 

věnoval nejvíce), tudíž: 

U(x) = 1 - /xx 2 , x e [-1; 1], /x G [0; 2]. (3.2) 

Interval pro nezávislou p r o m ě n n o u x je zvolen tak, aby funkce zobrazovala 

interval [—1; 1] sám do sebe, a tud íž aby i terační proces „neutekl do neko­

nečna". 

I te rační proces lze znázorni t např ík lad tak, že na vodorovné ose bude hod­

nota i, k t e rá předs tavuje pořadové číslo iterace, a na svislé ose vypíšeme 

hodnoty Xj. N a obrázku 3.1 je v grafu zvoleno /x = 0,7, počá tečn í hodnota 

XQ = 0,8 a bylo vypoč í t áno 250 iterací. 

18 



Iteracní proces pro rovnici Xn + i = 1 — 0,7 

O b r á z e k 3.1: Model (3.2), u = 0,7, x0 = 0,8, 250 iterací 

3.4.1. Rovnovážné body 

Můžeme vidět , že i teracní proces se na obrázku 3.1 po chvíli us tá l í a konver­

guje k jedné hodno tě (rovnovážnému bodu rovnice), k t e rá je přibl ižně 0,68. 

Jde vlas tně o pevný bod zobrazení , k teré definuje danou rovnici. P řesnou 

hodnotu pro obecné /z můžeme vypoč í t a t z rovnice x = f^(x). Pro funkci 

(3.2) to tedy bude 

x = 1 — \xx2. 

Uprav íme do tvaru kvadrat ické rovnice 

fix2 + x — 1 = 0, 

spoč í t áme diskriminant 

D = 1 + Afi 

a můžeme lehce dopoč í ta t kořeny 

Xl2 — • 
2fjL 

kde podle nas tavení rovnice (3.2) m á být x G [—1; 1] a /x G [0; 2]. 
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Hodnotou %2 se nebudeme zabývat , protože na námi zkoumaném intervalu 

\i G [0; 2] nabývá hodnoty, k t e rá by náležela intervalu [—1; 1], jen pro hod­

notu parametru \i = 2 (x 2 = —1), k t e r á je větší než krit ická hodnota fico-

Hodnota x 2 je proto pro naše účely nezaj ímavá. 

Dosazením \i = 0,7 do vzorce pro X\ získáme hodnotu X\ = 0,678, k t e rá 

odpovídá o d h a d n u t é h o d n o t ě získané z grafu znázorňujícího i terační proces. 

Otázkou zůstává, pro jaké \x je bod x\ j eš tě asymptoticky stabi lní a kdy do­

chází k p rvn í bifurkaci (kdy se bod X\ s tává nes tab i ln ím) . 

K získání odpovědi na tuto o tázku n á m pomůže vě ta 1, na jejíž použi t í po­

t řebujeme zná t pevný bod funkce a její derivaci. Víme, že p e v n ý m bodem 

je kořen rovnice [x\) a derivaci lehce vypoč í t áme a zjistíme, že je rovna 

f'fiix) = — 2/xx. Dále postupujeme podle zmíněné věty 1 následovně: 

\f'M)\ < 

- 1 + 
2// 

1 - v ^ / x + l 

< 1 , 

< 1 , 

ne 
1 3 
4' 4 

Vzhledem k tomu, že uvažujeme pouze \i e [0;2], tak h ledaný interval pro 

fi, kde se nachází 1-cyklus, bude [0; | ) , a k p rvn í bifurkaci dochází pro fi — |-

Tuto hodnotu si pro další použi t í označíme výrazem fiQ. 

3.4.2. 2-cykly 

V předchozí podkapitole jsme došli k závěru, že 1-cyklus je s tabi lní pro 

\x e [0; | ) . To potvrzuje i graf iterace funkce f^ix) = 1 — \ix2 (obrázek 3.2), 

kde je t en tok rá t zvoleno \i = 0,8 a os t a tn í hodnoty (počáteční hodnota a po­

čet i terací) jsou ponechány stejné jako v předchozím grafu (obrázek 3.1), 

jelikož nyní pozorujeme už po několika desítkách i terací rozdílné chování. 
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Iteracní proces pro rovnici Xn + i = 1 — O p Sx^ 

O b r á z e k 3.2: Model (3.2), /z = 0,8, x0 = 0,8, 250 iterací 

Nyní můžeme pozorovat oscilaci mezi dvěmi hodnotami, k teré jsou rovny 

přibližně 0,35 a 0,91, a vznikají 2 již zmíněné 2-cykly. Přesné hodnoty bude 

obtížnější vypoč í t a t , pro tože se budeme snaži t naj í t kořeny polynomu čtvr­

t ého s tupně . Hledání periodických b o d ů pro obecné \x v p ř ípadě 2-cyklů bude 

vycházet z rovnice x = f2 (x). Pro funkci (3.2) to tedy bude 

x = 1 — /x(l — fix2)2. 

Uprav íme do tvaru kvartické rovnice 

\ŕx^ - 2 / x V + x - 1 + n = 0, 

poděl íme rovnici výrazy (x — X\) a (x — X2) a získáme kvadratickou rovnici 

/rx2 — fix + 1 — \x = 0. 

Po té spoč í t áme diskriminant 

D = Afŕ — 3/x2 

a dopoč í t áme a uprav íme kořeny 

£3,4 
1 ± V 4 y U - 3 

2/x ' 
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Dosazením parametru \i = 0,8 získáme dvě hodnoty. P r v n í vychází přibl ižně 

0,905 a d r u h á vychází 0,345, což jsou zase hodnoty odpovídaj ící h o d n o t á m 

získaným z obrázku 3.2. 

Znovu se pokus íme zjistit, na j a k é m intervalu budou body x3 a x 4 asympto­

ticky s tabi lní a kdy dochází k d ruhé bifurkaci, tj. kdy vznikají 4-cykly. 

K tomu n á m pomůže t en tok rá t vě ta 2, kde derivace funkce bude zase /^(x) = 

—2fix a rovnovážné body jsou x3 a x 4 . Dále budeme postupovat podle zmí­

něné věty 2 následovně: 

I / > 3 ) / ; M I < i , 

2/x y 2/i 

( l + y/Afl ~ 3) ( l - V V - 3 

< 1, 

< 1 

l - ( 4 / x - 3 ) | < l 

MÉ 
3 5 
4 ' 4 

Vidíme, že 2-cykly najdeme na intervalu \x G ( | ; | ) a že k d ruhé bifurkaci 

dochází pro /z = | . Tuto hodnotu označíme 

3.4.3. Další cykly 

Př i zvětšování parametru \x dochází k dalš ím bifurkacím a bifurkační dia­

gram se rozvětvuje na další 2 n - c y k l y až do nekonečna a nakonec nas tává 

chaos, což můžeme pozorovat na obrázku 3.3. Analyt ický výpočet periodic­

kých b o d ů rovnice a bifurkačních konstant se s tává těžš ím kvůli nutnosti 

vypoč í t a t kořeny po lynomů vyšších s tupňů a proto se tyto hodnoty hledají 

numericky. V následující tabulce 3.1 uvád ím mnou vypoč í t ané bifurkační 

hodnoty a po t é podí ly rozdílů těchto hodnot. Tento podí l by se měl pro 

n —> 00 rovnat Feigenbaumově kons tan tě ô, k t e rá je rovna číslu 4,6692 . . . . 

22 



Bifurkační diagram funkce f^(x) = 1 — \1X2 

O b r á z e k 3.3: Mode l (3.2), /z G [0;2], x G [-1; 1,1] 

i Perioda vzniklého cyklu Hi-l ~Hi-2 

Mi -

0 2 0,75 
1 4 1,25 
2 8 1,36809334 4,2339 
3 16 1,39403976 4,5514 
4 32 1,39962860 4,6425 
5 64 1,40082777 4,6606 
6 128 1,40108498 4,6622 

Tabulka 3.1: Bifurkační hodnoty modelu (3.2) a jejich poměry 

V posledním sloupci tabulky můžeme pozorovat, že se hodnota přibližuje 

k Feigenbaumově kons tan tě S. Výsledek našeho zkoumání můžeme shrnout 

do následujícího k rá tkého závěru: 

Závěr 1: Naše numericky získané odhady pro funkci f^x) = 1 — fix2, 

x G [—l;l],/x G [0;2], se zdají být v souladu s teorií. Odhadnutá hodnota 

4,6622 se od skutečné hodnoty Feigenbaumovy konstanty ó liší pouze v řádu 

tisícin. 
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3.5. Logistická rovnice 

Další a nejspíš i nejznámnější rovnicí, na které se dá také pozorovat bifurkace, 

je logistická diferenční rovnice. Lze j i využít k modelování populačních dy­

namik, což znamená , že popisuje změny populace v p r ů b ě h u času (viz např . 

[12]). Funkční předpis tohoto modelu můžeme zapsat v následujícím tvaru: 

Uix) =fix(l-x),xe [0 ; l ] , /xe [0;4]. (3.3) 

Intervaly pro neznámou x a parametr \x jsou zase zvoleny tak, že jsou pozi­

t ivně semiinvariantní vzhledem k fn(x). Nyní se pod íváme na iterace funkcí 

pro různě zvolený parametr \x a odvodíme si vzorce pro pevné a později i pro 

periodické body logistické funkce. V následujícím grafu byl zvolen parametr 

\i = 2,3, počá tečn í hodnota xo = 0,9 a i terováno bylo pouze 50krát , ale 

i takto ma lý počet (narozdíl od iterace funkce z předchozího modelu) byl 

dos ta t ečný na us tá lení hodnot. 

fterační proces pro rovnici Xfí + i = 2 , 3 x n ( l — Xn) 
o e -

*.s -

Q7 • 

ftů • 

as -

0.4 -

0.3 -

03 -
1 1 1 1 1 1— 
0 I 30 40 50 

í 

O b r á z e k 3.4: Model (3.3), fi = 2,3, x0 = 0,9, 50 iterací 

3.5.1. Rovnovážné body 

Z obrázku 3.4 vidíme, že Xi konverguje i te račním procesem přibližně k hod­

notě 0,56. P řesnou hodnotu pro obecné \x můžeme znovu získat řešením rov-
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nice x = f^x). P ro funkci (3.3) to bude 

x = fix(l — x). 

Kvadrat ická rovnice t en tok rá t bude 

lix{l — x) — x = 0. 

což můžeme převést na součinový tvar 

x(fi(l-x) - 1) = 0. 

Rovnice se n á m rozpadne na dvě j ednoduché rovnice 

xx = 0 V / / ( l - x2) - 1 = 0, 

z k terých dopoč í t áme kořeny zmíněné kvadrat ické rovnice 

X\ = 0 V X2 = . 

Řešením rovnice pro 1-cyklus jsou 2 kořeny. Zbývá jen dopoč í ta t , na jakých 

intervalech budou tyto body asymptoticky stabi lní , k čemuž n á m znovu po­

může vě ta 1. Nejdříve si spoč í t áme prvn í derivaci, k t e rá v tomto modelu bude 

rovna f'^(x) = /x(l — 2x). Dále pokračujeme podle věty 1. Pro bod X\\ 

< 1, 

| M l - 2 - 0 ) | < 1 , 

\Ŕ < 1, 

^ e ( - i ; i ) -
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Vzhledem k tomu, že uvažujeme pouze \i G [0;4], tak vidíme, že bod x\ je 

asymptoticky stabi lní pro /z G [0; 1). Pro bod x<i bude postup obdobný: 

B o d x 2 bude asymptoticky stabi lní na intervalu \i G (1; 3). Pro [/, — 3 dochází 

k p rvn ímu zdvojení periody a hodnotu 3 označíme symbolem /x 0. 

O tázkou je, co se bude dít pro \i = 1, jelikož není obsaženo ani v jednom 

z intervalů. K tomu n á m pomůže vě ta 3, pro jejíž použi t í mus íme vypoč í t a t 

druhou derivaci. Taje rovna f^(x) = — 2/x, v na šem př ípadě tedy f "(O) = —2. 

Podle věty 3 by byl bod x = 0 pro \i = 1 nestabi lní , pro tože d r u h á derivace 

je nenulová. 

Musíme ale myslet na to, že náš model uvažuje pouze nezáporné hodnoty 

x (přesněji x G [0; 1]). A právě v levém okolí bodu x = 0 je bod asymptoticky 

nestabi lní , jelikož funkce fi{x) = x — x2 m á oba členy záporné a n - t á iterace 

xn v bodě XQ by pro n —> oo byla rovna —oo. N a druhé s t raně v k ladném okolí 

je bod x = 0 asymptoticky stabi lní , jelikož dos ta tečně d louhým i terováním 

funkce fi (x) = x — x2 a dosazením počá tečn í p o d m í n k y x 0

 z p ravého okolí 

nuly (zároveň p la t í XQ < 1) získáme xn = 0 (pro velké n). 

Dokázali jsme tedy, že bod x = 0 pro \x = 1 je na p ravém (kladném) okolí 

nuly asymptoticky stabilní , a jelikož uvažujeme jenom nezáporné x, tak je 

bod asymptoticky stabi lní na celém intervalu [0; 1]. Kdybychom uvažovali celé 

(levé i pravé) okolí nuly, tak bychom bod nazvali asymptoticky semis tabi ln ím 

zprava. 

I / > 2 ) I < 1 

2(/x 1)| < 1 

2 fj,\ < 1, 

/ i e ( l ; 3 ) . 
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N a závěr podkapitoly ješ tě ověříme, zda dosazením do vzorce pro kořen X2 

dostaneme přibližně stejnou hodnotu, jakou jsme vyčetl i z grafu iterace na 

začá tku podkapitoly o 1-cyklu (obrázek 3.4). Parametr \i byl zvolen jako 2,3, 

dosazením do vzorce pro kořen x 2 (protože 2,3 G (1; 3)) získáváme číslo 0,565, 

což je přibližně s te jná hodnota, j aká byla odhadnuta (0,56). 

3.5.2. 2-cykly 

V předchozí podkapitole jsme zjistili , že pro \i > 3 se bod x<i s tává asympto­

ticky nes tab i ln ím a vznikají 2-cykly. Toto chování můžeme pozorovat na 

grafu iterace logistické funkce, kde je t en tok rá t parametr \i = 3,25. 

Iterační proces pro rovnici Xfí + i = 3,25x^(1 — Xn) 
o e -

o s • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

07 

* * 

06-

>< 
• • -. " + + + + + + + + + + + + + + + + + + 

<M • 

03 -

02 • 
1 1 1 1 1 1— 
o m js * 50 

i 

O b r á z e k 3.5: Model (3.3), /z = 3,25, x0 = 0,9, 50 iterací 

Dle očekávání pozorujeme, že nyní z i teračního procesu získáváme dva peri­

odické body. T y jsou rovny přibližně 0,5 a 0,8. Znovu můžeme naj í t vzorce, 

k teré n á m přesně určí hodnotu těchto neznámých 2-per iodických b o d ů při 

obecném parametru /z. Budeme řešit rovnici 

X = fJ,(fJ,x(l — x))(l — [XX (1 — x)), 
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kde pravá strana rovnice odpov ídá f2(x). Funkcí f^x) je t en tokrá t funkce 

(3.3). Rovnici uprav íme do tvaru kvartické rovnice 

/rx(l — x)(l — fix(l — x)) — x = 0. 

poděl íme j i výrazy (x — X\) a (x — x2), up rav íme a získáváme kvadratickou 

rovnici 

f/x2 - / / ( / / + l)x + 1 + fi = 0. 

Po té spoč í t áme diskriminant 

D — /ŕ — 2fr — 3/x2 

a dopoč í t áme kořeny rovnice 

_ /x + l ± v / ( / x + l ) ( / x -3 ) 

Dosazením \i do vzorce získáme kořeny £ 3 a 1 4 . V našem p ř ípadě pro /z = 

3,25 to bude x3 = 0,812 a x 4 = 0,495, což koresponduje s o d h a d n u t ý m i 

hodnotami. Zbývá zjistit, na j akém intervalu můžeme hledat 2-cykly, a kdy 

dochází k d ruhé bifurkaci a vznikají 4-cykly. Použijeme při tom zase vě tu 2. 

Pro použi t í po t řebu jeme zná t derivaci logistické funkce. Ta je rovna f^(x) = 

\i — 2/xx. V ě t u 2 aplikujeme následujícím způsobem: 

\ a ^ ) a ^ ) \ < 1, 

/ i + l + V ( / i + l)(/x-3)\ / / / + ! - V ( / Í + 1)(/Í-3) 
^ 2 / X 2^ J ^ - 2 / X 27 

(l + + 1X//-3)) (l - v/(/x+l)(/x-3)) < 1. 

| / x 2 - 2 / x - 4 | < 1, 

^ e (3; 1 + VěV 
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Z předchozího v ý p o č t u vidíme, že k d ruhé bifurkaci dochází pro /z = l+y/6 ~ 

3,44949 a pro větší /z dochází ke vzniku 4-cyklů. Bifurkační hodnotu t en tokrá t 

označíme symbolem /z i . 

3.5.3. Další cykly 

Bifurkační diagram znovu vykazuje stejné chování - dochází ke zdvojování 

periody a pro /z > / z^ ~ 3 ,57 . . . (viz např . [11]) dochází ke vzniku determi­

nistického chaosu. To můžeme pozorovat na následujícím grafu (obrázek 3.6). 

Bifurkační diagram funkce f^(x) = IJX(1 — x) 

x 

O b r á z e k 3.6: Model (3.3), /z e [0;4], x e [0; 1] 

Stejně jako u předchozího modelu by bylo možné sk ládáním logistické funkce 

a úpravami odvodit obecný vzorec pro periodické body dalších cyklů, bylo 

by to ale velice obt ížné. Periodické body v bifurkačním diagramu jsou proto 

pouze odhadnuty opakovanou iterací. V tabulce 3.2 najdeme o d h a d n u t é bi­

furkační hodnoty a poměry jejich rozdílů. 

29 



Pro logistický model bylo vypoč í t áno více i terací a lze vidět , že poslední slou­

pec se více přiblížil k hodno tě S = 4,6692 . . . než v předchozím modelu. 

i Perioda vzniklého cyklu Hi IH-l — IH-2 
M i — 

0 2 3 
1 4 3,4494897428 
2 8 3,5440899822 4,7515 
3 16 3,5644071280 4,6562 
4 32 3,5687593706 4,6682 
5 64 3,5696915933 4,6687 
6 128 3,5698912543 4,6690 
7 256 3,5699340171 4,6690 
8 512 3,5699431759 4,6690 

Tabulka 3.2: Bifurkační hodnoty modelu (3.3) a jejich poměry 

Výsledek našeho zkoumání můžeme shrnout do následujícího k rá tkého zá­

věru: 

Závěr 2: Naše numericky získané odhady pro funkci f^x) = / / x ( l — x), 

x G [0;l],/x G [0;4], se zdají být v souladu s teorií. Odhadnutá hodnota 

4,6690 se od skutečné hodnoty Feigenbaumovy konstanty ó liší pouze v řádu 

desetitisícin. 

3.6. Verhulstův model 

Dalš ím modelem je model Verhuls tův a stejně jako předchozí logistický model 

modeluje populační dynamiky (viz např . [6]). Funkční předpis Verhulstova 

modelu je velice p o d o b n ý tomu logistickému. Jeho rovnice v y p a d á následovně 

(viz [13]): 

f^x) = (1 + n)x - HX2,X G [0; 1,4],/x G [1,5; 3]. (3.4) 

Meze pro x a \x jsou znovu zvoleny tak, aby funkce zobrazovala sama do sebe. 

I pro Verhuls tův model se dají vypoč í t a t pevné a periodické body. Ukážeme si 

graf i teračního procesu, kde je fi — 1,8, počá tečn í hodnota je rovna x0 — 1,2 

a i terací bylo vypoč í t áno 50. 
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Iterační proces pro rovnici Xn + ± = 2 , 8 x n - l , S ^ 

i.. • 

1.0 -

11 I-

1 

O b r á z e k 3.7: Model (3.4), /i = 1,8, xQ = 1,2, 50 iterací 

3.6.1. Rovnovážné body 

Můžeme vidět , že t en tokrá t se i terační proces ustáli l na hodno tě 1. Nyní si 

odvodíme vzorec pro rovnovážné body pro obecné \x a to z rovnice x = fn(x). 

Pro funkci (3.4) to tedy bude 

což lze zapsat v součinovém tvaru jako 

lix{l — x) — 0. 

Zbývá jen dopoč í ta t kořeny rovnice 

X\ = 0 V X2 = 1 • 

Zjist i l i jsme, že existují dva pevné body, konkré tně x\ — 0 a X2 — 1. Nyní 

musíme zjistit, pro jaké \i budou tyto body asymptoticky stabilní . K tomu 

Kvadrat ická rovnice bude 
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využijeme vě tu 1, na jejíž použi t í mus íme vypoč í t a t p rvn í derivaci funkce. 

Ta je rovna f (x) — 1 + fj, — 2fix. P ro bod x\ vypoč í t áme interval pro \i ná­

sledovně: 

l / > i ) l < l , 

11 + /x — 2/x • 0| < 1. 

|1 + /x| < 1, 

fjLE ( -2 ;0 ) . 

Interval (—2; 0) vůbec neuvažujeme, proto se bodem x\ nebudeme dále za­

bývat . Zajímavější ale bude bod x2, pro k te rý mus íme interval pro /x ješ tě 

spočí ta t : 

l í ( ^ ) | < 1, 

|1 + /x - 2/x • 1| < 1, 

| - / x + 1| < 1, 

/ie(0;2). 

V modelu uvažujeme pouze /z G [1,5; 3], proto bude bod x 2 asymptoticky 

stabi lní pro /x G [1,5; 2). Dosazení do vzorce pro x^ je t r iviální a hned vidíme, 

že X2 — 1, což koresponduje s předchozím grafem (obrázek 3.7). 

Hodnotu /x = 2 označíme symbolem /xo, jelikož právě v ní dochází k první 

bifurkaci a po t é ke vzniku 2-cyklů. 

3.6.2. 2-cykly 

Pokud budeme graficky znázorňovat i terační proces pro / i o trochu větší než 

2, tak zjistíme, že se n á m graf rozvětví a budeme mít 2 2-per iodické body. To 

n á m ukazuje i následující graf, kde je \i = 2,2, počá tečn í hodnota xo = 0,95 

a je i terováno lOOkrát. 
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Iterační proces pro rovnici Xn + i = 3,2xn — 2,2x^ 

O b r á z e k 3.8: Model (3.4), /x = 2,2, x0 = 0,95, 100 iterací 

Hodnoty těch to periodických b o d ů jsou přibližně 1,16 a 0,75. Přesné vzorce 

bude složitější odvodit, ale pro 2-cykly to je ješ tě zvládnute lné . Jejich hledání 

pro obecné /x v p ř ípadě 2-cyklů bude vycházet z rovnice x = f2 (x). Pro funkci 

(3.4) to tedy bude 

x — (1 + A0((1 + fi)x - / x x 2 ) - /x( ( l + fx)x - / x x 2 ) 2 . 

Rovnici po t é poděl íme výrazy (x — X\) a (x — x 2 ) a uprav íme do tvaru 

/ x V - /x(/x + 2)x + 2 + /x = 0, 

dopoč í t áme diskriminant 

D = / x 2 ( / x 2 - 4 ) , 

kte rý využijeme k dopoč í tán í kořenů rovnice 

X3A 
/x + 2 ± v / ( / x + 2 ) ( / x - 2 ) 

2/x 

V našem př ípadě je /x = 2,2 a dosazením do vzorců pro kořeny n á m vychází 

x3 = 1,163 a £ 4 = 0,746. Vypočtené hodnoty potvrzuj í předešlé pozorování 

k obrázku 3.8. Nyní jen zbývá s využ i t ím věty 2 spočí ta t , kdy dochází k d ruhé 
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bifurkaci a kdy se body £ 3 a £ 4 stávají nestabi lními . Dosazením do věty 2 

dos táváme: 

l / > 3 ) / > 4 ) | < 1, 

1 + n - 2/i 
+ 2 + v/ 

2// 
1 + /x - 2(i 

+ 2 - v / 
2// 

< 1. 

< 1, ( l + v / Ž ^ 4 ) ( l - >/Í*=t) 

| / x 2 - 5 | < 1. 

n e (2; Vě) • 

Vypočítal i jsme, že body s periodou 2 jsou asymptoticky stabi lní na intervalu 

fi G (2; v6) a že k d ruhé bifurkaci teda dochází pro / / i ~ 2,44949. 

3.6.3. Další cykly 

Bifurkační diagram funkce f^[x) = (1 + fj)x — [IX 2  

O b r á z e k 3.9: Model (3.4), /z e [1,5; 3], x e [0; 1,4] 
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Pro větší JJL dále dochází ke zdvojování periody až do chvíle, kdy nastane 

chaos. To lze pozorovat i na bifurkačním diagramu (obrázek 3.9). 

Uvádíme znovu i tabulku 3.3 s o d h a d n u t ý m i bifurkačními hodnotami a po­

měry jejich rozdílů, k te ré se zase blíží k hodno tě 4,6692 . . . . 

i Perioda vzniklého cyklu fJ>i Mí-l— W-2 
f-í— tH-1 

0 2 2 
1 4 2,44948974 
2 8 2,54401989 4,7550 
3 16 2,56438281 4,6423 
4 32 2,56875209 4,6605 
5 64 2,56968940 4,6615 
6 128 2,56989053 4,6602 

Tabulka 3.3: Bifurkační hodnoty modelu (3.4) a jejich poměry 

Výsledek našeho zkoumání můžeme shrnout do následujícího k rá tkého zá­

věru: 

Závěr 3: Naše numericky získané odhady pro funkci f^x) = (l + [/,)x— \xx2, 

x G [0; 1,4], \i G [1,5; 3], se zdají být v souladu s teorií. Odhadnutá hodnota 

4,6602 se od skutečné hodnoty Feigenbaumovy konstanty ó liší pouze v řádu 

tisícin. 
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Závěr 

Cílem bakalářské práce bylo seznámit č tenáře se základními diskrétními dy­

namickými modely a popsat princip v ý p o č t u důležitých hodnot v těch to mo­

delech. Sestrojeno bylo také několik bifurkačních d iagramů. Toto mělo č tenář i 

sloužit jako úvod do problematiky teorie chaosu. 

V práci jsme se omezili jen na jednu dimenzi (IR), ale modely samozřejmě 

existují i v íce-dimenzionální . Nejznámějším je nejspíš Lorenzův model, což 

je soustava obyčejných diferenciálních rovnic o t řech neznámých. Zkoumal ho 

americký matematik a meteorolog Edward Lorenz jakožto model popisující 

změnu počas í a dění v atmosféře (viz např . [3]). 

Důraz byl kladen na univerzalitu konstanty ô, kterou se práce snaží mate­

maticky podpoř i t . Pokud se pod íváme na poslední hodnotu p o m ě r u rozdílů 

bifurkačních hodnot u všech modelů tak můžeme pozorovat, že všechny hod­

noty se shodují v prvních dvou místech po deset inné čárce a liší se tedy 

jenom v ř á d u tisícin. V př ípadě logistického modelu je odchylka od skutečné 

hodnoty Feigenbaumovy konstanty ó pouze v řádech desetit isícin. 

Věří se, že konstanty a a ô jsou t ranscenden tn í , tato domněnka ale za t ím ne­

byla ani potvrzena, ani vyvrácena . Stále se počí ta j í přesnější hodnoty těchto 

konstant, Feigenbaumova konstanta ô je nyní spoč í t ána na 1018 míst za de­

setinnou čárkou. Se stejnou přesnost í je spoč í t ána i konstanta a (viz [3],[10]). 
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P ř i d a n o u hodnotou z mé strany je mimo j iné tvorba grafů, výpočet bifur-

kačních hodnot a p o m ě r ů jejich rozdílů a v neposlední ř adě i výpočet vzorců 

pro pevné a periodické body a intervaly parametru /z, na k terých jsou tyto 

body asymptoticky stabilní . V ý p o č t y a grafy jsem tvořil v pros t ředí Jupyter 

Notebook. Zdokonalil jsem také své ma tema t i cké znalosti a znalosti sázecího 

editoru Tj^X. 
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