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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva fesenim autonomnich diferencialnich rovnic. Pozornost
je vénovana zakladnim matematickym modelim ristu jednodruhové populace. Je zde
uveden Malthustiv model, model s vnitrodruhovou konkurenci a dale rozebran model
ristu populace pod predacnim tlakem. Ziskané poznatky jsou aplikovany na konkrétnich
matematickych modelech rybolovu. Jsou rozliseny piipady, kdy rybolov je konstantni
a zavisly na velikosti populace. Dale je zkouman model lovu sardinek se specialni ristovou
funkci. V kazdém modelu je feSena otazka stability stacionarnich feseni.

Abstract

This bachelor’s thesis is concerned with solution of autonomous differential equations.
Attention is devoted to the basic mathematical models of population growth of single
species. It is here mentioned Malthus model, model with intraspecific competition and
analyzed the model of population growth under predation. The acquired knowledge is
applied to specific mathematical models of fisheries. Here are distinguish cases where
fishing is a constant and depends on the size of the population. Moreover, it is studied
the model of fishing of sardines with special growth function. In each model is dealt with
the question of stability of stationary solutions.
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1 Uvod

Diferencialni rovnice jsou velmi dilezité z hlediska jejich castych aplikaci. PTi matema-
tické formulaci mnohych problémi z fyziky, biologie a rtznjch technickych obort totiz
dochéazime k rovnicim, v nichz se vyskytuje neznama funkce a jeji derivace. Diferencialni
rovnice se v matematice poprvé objevily v pracich G. W. Leibnitze (1646-1716) a I. New-
tona (1642-1727), ktery pomoci nich zkoumal pohyby planet slune¢ni soustavy. V 18. stol.
nasledoval prudky rozvoj teorie diferencialnich rovnic, o ktery se zaslouzili A. Clairaut
(1713-1765), J. d’Alembert (1717-1783), J. L. Lagrange (1736-1813) a zejména L. Euler
(1707-1783), ktery pii feseni uloh z mechaniky zavedl dnesni analyticky zpisob zapisu
a pochazi od néj mnohé objevy v oblasti diferencialnich rovnic. Pozdéji se jesté studovaly
rizné existencni otazky, vlastnosti feseni, singularni pripady, numerické metody feseni
atd.

Casto se setkavame se specidlnim piipadem diferencialni rovnice, ve které nefiguruje
nezavisla proménnd, obvykle ¢as. Jde o autonomni rovnice (systémy), popisujici jevy,
pfi kterych se s ¢asem neméni podminky jevu. Autonomni rovnice (systémy) maji za-
sadni vyznam v praktickych modelech (nap¥. radioaktivni rozpad, model ristu lidské
populace, model dravec—kofist). J& jsem se ve své praci omezila na autonomni rovnice
a tedy na modely ristu jednodruhové populace.

Uvodni kapitoly této préace jsou vénovany obecné teorii diferencialnich rovnic 1. fadu —
zékladnim definicim, problému jednoznacnosti feseni a rovnicim se separovanymi promeén-
nymi. TTeti kapitola obsahuje teoreticky zaklad pro analyzu autonomnich rovnic véetné
stability feseni. Ve ¢tvrté kapitole jsou rozebrany zakladni modely popisujici rist jed-
nodruhové populace. Nakonec jsou ve paté kapitole ziskané poznatky aplikovany v kon-
krétnich modelech, vyuzivajicich se v praxi.
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2 Zakladni pojmy
Bud D podmnoZina euklidovského prostoru R? a f redlnd funkce definovana na D. Rovnice
= f(t,z), (2.1)

se nazyva diferencidlni rovnice 1. tddu.

Definice 2.1. Resenim této rovnice nazyvame kazdou funkci x(t), ktera je diferenco-
vatelnd v néjakém intervalu I a spliuje podminky

t,z(t)) e D a 2'(t) = f(t,z(t)) prokazdétel.
Graf feseni se nazyva integrdlni krivka.

Pi#iklad 2.2. Refenim dif. rovnice 2/ = a, kde a je dany parametr (D je nezdporna
polorovina t > 0) je kazd4 funkce z = at + k, t > 0 a k je néjaka realna konstanta.

Definice 2.3. Necht [tg, 7o) je libovolny bod z oblasti D. Uloha uréit feseni rovnice
(2.1), které vyhovuje poc¢ateéni podmince

z(to) = o, (22)
se nazyva pocdtecni uloha (pocdtecni problém nebo také Cauchyho iloha).
Priklad 2.4. Jestlize je [to, 9] bodem poloroviny ¢ > 0, pak je funkce x = at + (¢ —
aty), t > 0 feSenim pocatecéni ulohy
/

¥ =a, xz(ty) = wo.

Definice 2.5. Uplné feseni pocateéniho problému (2.1), (2.2) je takové, které neni z-
zenim zadného jiného feseni. Existuje-li iplné feseni tohoto poc¢atecéniho problému takové,
7e kazdé jiné Teseni tohoto problému je jeho ztzenim, budeme fikat, ze dany problém ma
praveé jedno feseni.

Obecnym tesenim rovnice (2.1) budeme rozumét funkci zavisejici na jednom parame-
tru C takovou, Ze specialni volbou C' lze ziskat FeSeni kazdého pocate¢niho problému (2.1).

Priklad 2.6. Obecnym feSenim rovnice =’ = a je funkce x = at + C, C' € R.
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2.1 Existence a jednoznacnost reseni

Nyni se budeme zabyvat existenci a jednoznac¢nosti poc¢atecni tlohy (2.1), (2.2).

Priklad 2.7. Vezméme si napi. diferencialni rovnici

¥ =2Vr, x(ty) = .

Tato rovnice mé obecné feseni dano implicitné rovnici
Vr=t+C,
a po dosazeni pocatecni podminky
x(t):{ 0 pro t < (to — \/Zo)
(t — to + /T0)*> prot > (to — /7o)
Rozeberme si nyni existenci a jednoznac¢nost feseni tohoto pocatec¢niho problému v zavis-
losti na pocatec¢ni podmince:

1. Bud x = 0, tedy bude zadana poc¢ateéni podminka napt. (0) = 0. Resenim tako-
vého pocatecniho problému je funkce z(t) = 0 pro t € R, a také y(t) = ¢?, pticemz
x(t) # y(t) pro t > 0. V tomto ptipadé tedy neni pocatecni problém jednoznacéné
fesitelny.

2. Pro zo > 0, napf. z(0) = 1, ziskdme dosazenim FeSeni z(t) = (¢ + 1)?, ktera je pro

t > —1 jednoznacnym fesenim této pocatecni tilohy.

3. Mé&jme z¢ < 0 a tedy pocate¢ni podminku nap¥. z(0) = —1. ReSeni takového poca-
tecniho problému neni definovano, protoze pro zaporné hodnoty x neni definovana
odmocnina na pravé strané zadané rovnice.

Z uvedenych piikladu plyne, Ze ne kazda pocate¢ni tiloha (2.1), (2.2) je fesitelna na da-
ném intervalu, resp. ma jediné feseni. Nasledujici véty nam déavaji dostate¢né podminky
zarucujici jednoznac¢nou fesitelnost resp. fesitelnost pocatecni tlohy (2.1), (2.2).

Véta 2.8. (Picardova.) Necht funkce f(t,x) definovand v D € R? je spojitd v dvou-
rozmérné uzaviené oblasti R

E:{(t>x):t0_a§t§to+a, xo—b§x§x0+b},

kde (tg,9) € D a a,b € Rt a spliiuje Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné x,
tzn.
3L >0, Ze |f(t,l’1)_f(t,l’2)| SL|':El_':[”2|

pro libovolnou dvojici (t, z1), (t,z5) € R. Potom existuje pravé jedno feseni pocatecniho
problému (2.1), (2.2), které je definované na intervalu (xy — §,xo + §), kde

d= mm(a,a),

pricemz
m = max|f(t, ).
R
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Véta 2.9. (Peanova.) Necht je funkce f(t,x) definovana v D a ke kazdému bodu
(to,x0) € D existuji takova cisla a > 0, b > 0, Ze f je spojita v dvourozmérné uzaviené
oblasti R

R={(t,z):ty—a<t<ty+a, zo—b<z <xo+Db}

Pak existuje alesporl jedno feseni poc¢atecniho problému (2.1), (2.2), které je definované
na intervalu (zg — 0,20 + &), kde § je ddno vztahem § = min(a,2) (a m vztahem
m > |f(t,z)| v R).

2.2 ProdluZzovani reseni

Uvazované FeSeni se dé ale ¢asto zobecnit na $irsi interval nez je (z¢ — §,z + 0), specifi-
kovany v predchozich vétach.

Necht f : © — R je spojitd v oblasti 2 C R2. Bud z feSeni rovnice (2.1), které
je definované na intervalu I. Existuje-li feSeni y rovnice (2.1) definované na intervalu
J D I takovém, 7e J — I # () a plati-li na I y(t) = x(t), nazyva se fefeni y prodlouzenim
feSeni = (na interval J). Maji-li navic intervaly I, J stejné levé krajni body, mluvime
o prodlouzeni feSeni x napravo; v pripadé stejnych pravych krajnich bodi intervalt I, J
mluvime o prodlouzeni feseni x nalevo.

Pfipomenme, Ze FeSeni x rovnice (2.1), které neni zizenim zadného jiného feseni této
rovnice, se nazyva uplné.

Regenim z, které nelze prodlouzit napravo se naz§va w-uplné a feseni x, které nelze
prodlouzit nalevo se nazyva a-uplnée.

Véta 2.10. (O existenci aplného FeSeni.) Bud f : Q@ — R funkce spojita v oblasti
Q C R2. Je-li z libovolné feseni rovnice (2.1), pak je bud tiplné, nebo existuje uplné feseni
y, které je prodlouzenim feseni x.

2.3 Rovnice se separovanymi proménnymi

Specialnim typem diferencialni rovnice , jejiz vlastnosti budeme pozdéji vyuzivat, je rov-
nice

' = g(t)h(z), (2.3)

ktera se nazyva rovnice se separovanymi promenniyms.
Nejprve se budeme zabyvat specidlnim tvarem rovnice (2.3)
' = h(x). (2.4)

Véta 2.11. Necht h € C%c,d) a pro kazdé x € (c,d) je h(x) # 0. Pak m4 pro
Vag € (¢,d) a ty € R pocatecni problém (2.4), (2.2) pravé jedno feseni. Toto feSeni je

urc¢eno vzorcem
z(t) dU
=ty + / v
x  P()
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Nésledujici véta ndm udava jak se chovaji feseni rovnice (2.4) v okoli nulového bodu
funkce h.

Véta 2.12. Bud h € C%c,d), h(z) # 0 pro x € (¢,d) a h(d) = 0. Necht

lim //\ﬂ
| ] h)

Pak ma pocatecni tloha (2.4), (2.2) pro kazdé ty € R, zo € (¢, d) pravé jedno reseni.

= 0

Piiklad 2.13.
1. ReSme rovnici

¥ =(1-ux).
Funkce h(z) =1 — z je spojita na celé ¢iselné ose a h(x) =0 pro z = 1.
Plati \
d
lim / v :lim‘—ln|1—)\|‘:oo,
A—1 1—wv A—1

a podle predchozi véty tedy kazdym bodem [to, o] prochazi pravé jedno feseni, definované
pro vSechna t € R, které je pro xy # 1 urceno rovnici

T dv
t:t0+ :to—ln
wo L — 0

1—2x

Y

1—1)0

odkud vyjadfime x
=1+ (x9—1)-elo™D

Tento vzorec zahrnuje vsechna feseni véetné x = 1.

2. Méjme rovnici
¥ =v1-2
jejiz prava strana je spojita pro x < 1 a nulova pro z = 1.
A dv
Vi—x
z ¢ehoz podle véty 2.12 vyplyva nejednoznacnost feseni.

Skutecné Teseni je implicitné dano rovnici

T odv
t:t0—|—/ :tO—Q\/l—{L’—l—Q\/l—{L’O
2z V1I—

lim
A—1

= lim | -2-VI-X=0# 0

A

odkud )
$:$0+(t—t0)'\/1—$0—Z(t—t0)2.

Toto Feseni je definovano na intervalu t € (—oo,tg+2v/1 — 2¢) a zfejmé neni tplné, nebot
uvazovana rovnice méa také feseni x = 1. Uplné feseni ma tedy tvar

~f mo+ (t—to)VT — w0 — (t —t0)? pro ¢ <to+2y/1— 0
T = :
1 pro t >1to+ 21— 29

Na pfimce z = 1 je porusena jednoznacnost feseni.
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Obecné se pocatecni uloha pro rovnici se separovanymi proménnymi da feSit na za-
kladé nasledujici véty.

Vé&ta 2.14. Necht g € C%a,b), h € C°(c,d) a pro kazdé x € (c,d) je h(x) # 0. Déle
necht ty € (a,b), xg € (c,d) jsou libovolné body. Pak ma pocatecni problém

¥ =g(t)h(z), z(ty) = o

pravé jedno reseni x definované na néjakém intervalu I. Toto feseni je urc¢eno vzorcem

(t) ¢
/ — = / g(u)du  pro kazdét € I.
zo

to

3 Autonomni rovnice

Autonomni rovnici nazyvame diferencidlni rovnici

dx

E = f(l’), (31)

kde funkce f je definovana na néjaké mnoziné G C R. Jedna se o specialni ptipad rovnice
se separovanymi proménnymi. Budeme predpokladat, Ze f je spojita funkce a Ze pocatecni
problém (3.1) s podminkou z(ty) = 2o ma jediné feSeni pro libovolné [ty,zo] € R x G.
Resenim budeme rozumét tplné feseni. Mnozina G se nazyva fdzovy prostor, proménnou
t nazyvame cas.

Refeni © = (t) rovnice (3.1) Ize interpretovat budto jako graf funkce x = (t)
v prostoru R x G, nebo jako kiivku v mnoziné G danou parametricky rovnici = = ¢(t).
Ve druhém piipadé se takova kiivka nazyva trajektorie rovnice (3.1). Je to kolmy pramét
grafu © = ¢(t) z R x G do fazového prostoru G. Smér plynuti ¢asu se na trajektorii
vyznacuje Sipkami.

Véta 3.1. Bud'z = ¢(t) feSeni rovnice (3.1) spliujici poc¢dtec¢ni podminku p(to) = xo.
Pak pro kazdé ¢ € R je téz x = ¢(t) := ¢(t + ¢) feSenim (3.1) a sphiuje podminku
Yt —¢) = xo. Je-li ¢ definované na intervalu (ti,ts), je 1 definované na intervalu
(tl —C, tz — C).

Pozndamka. Bez Gjmy na obecnosti mizeme tedy kazdou trajektorii rovnice (3.1) urcit
pocatecni podminkou v case ty = 0.

Véta 3.2. Jsou-li p, ¢ feSeni rovnice (3.1), pak jejich trajektorie budto splyvaji, nebo
nemaji ani jeden bod spolecny.

Definice 3.3. Bod x( se nazyva singuldrni bod (kriticky bod, staciondrni bod, dege-
nerovand trajektorie) rovnice (3.1), jestlize f(xo) = 0.
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Véta 3.4. Autonomni rovnice (3.1) mize mit obecné trajektorii dvojiho typu:

1. Singularni body. Odpovidaji konstantnim fesenim.

2. Trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

Priklad 3.5. Hledejme obecné FeSeni autonomni rovnice 2’ = z(x — 2). Jednd se
o obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi. Za predpokladu
x # 0, x # 2 dostavame
dx

z(r —2)

Integrant na levé strané rozlozime na parcialni zlomky a feSime integraci.

[t - o

_9
ln(x ) = 2+Wn|C|, CEeR, C#0

= dt.

2

Mimo toto FeSeni ma rovnice dvé konstantni feseni

r=0 a x=2.

AN

0,5 1,0
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Vsimnéme si, Ze feseni x = 2 lze zahrnout do obecného feseni volbou C' = 0, avsak feseni
x = 0 nelze v tomto tvaru ziskat zZadnou volbou C' (jedna se tedy o vyjimecéné feseni).
Vsechna feseni uvazované rovnice jsou tedy tvaru

l’(t):ﬁ, CER, z = 0.
Chovani nékterych feseni v okoli singularnich bodi je znazornéno na Obr. 1.

Fazovym prostorem je pfimka z. Singularni trajektorie ndm rozdéli obor hodnot = na
3 podintervaly. Pro x € (—00,0) U (2,00) jsou TFeSeni rostouci a jejich trajektoriemi jsou
polopfimky orientovany v kladném sméru, naopak pro z € (0,2) jsou feSeni zadané rov-
nice klesajici a tedy jejich trajektorie je isecka orientovana v zaporném sméru. Trajektorie
singularniho feseni je jednobodova mnozina. Zobrazeni trajektorii ve fazovém prostoru je
znazornéno na nasledujicim obrazku.

.
.
8

Obr. 2

3.1 Stabilita reseni

Definice 3.6. Reseni z rovnice (2.1) se nazyvé stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 a
t1 > to existuje 6 = d(e,t1) > 0 tak, ze kazdé feSeni x rovnice (2.1) vyhovujici podmince
|z(t1) — xo(t1)| < & existuje pro t > t; a spliiuje pro tato ¢ nerovnost |x(t) — zo(t)| < &;
neni-li feseni stabilni, nazyva se nestabilni.

Definice 3.7. Reseni x, rovnice (2.1) se nazyvéa stejnomérné stabilni, kdyz ke kaz-
dému £ > 0 existuje § = d(¢) > 0 tak, ze pro kazdé t; > ty vSechna FeSeni = rovnice
(2.1) spliujici podminku |z(t1) — x0(t1)| < 0 existuji pro vSechna t > ¢; a spliuji pro né
nerovnost |x(t) — xo(t)| < e.

Pozndamka. Je-li rovnice (2.1) autonomni a je-li xy konstantni feSeni této rovnice, pak
feseni xg je stejnomérné stabilni prave tehdy, kdyz je stabilni.

Definice 3.8. Reseni o rovnice (2.1) se nazyvéa asymptoticky stabilni (atraktivni),
kdyz je stabilni a kdyz ke kazdému t; > ty existuje § = 0(¢;) > 0 takové, ze pro kazdé
feSeni x rovnice (2.1) splilujici nerovnost |z(t;) — xzo(t1)| < 0 plati

tlim |z(t) — xo(t)| = 0.

Véta 3.9. Konstantni feSeni o rovnice (3.1) je stabilni pravé tehdy, kdyz f'(xz¢) < 0
a nestabilni pokud f'(xzg) > 0.

Piiklad 3.10. Vratme se k piikladu 3.19. Rovnice 2’ = z(z — 2) ma dvé singularni
feseni, x = 0 a x = 2. Zjistéme nyni, které z nich je stabilni. Pravou stranu zderivujeme,
tedy f' = 2x—2, a dosadime piislusné stacionarni body, tj. f(0) = =2 < 0a f'(2) =2 > 0.
Tedy stacionarni feseni z = 0 je stabilni a naopak Teseni x = 2 je nestabilni. Tento zavér
mizeme intuitivné vytusit i z obrazku fazového prostoru trajektorii dané rovnice.
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4 Matematické modely ristu jednodruhové populace

Nejruznéjsi biologické procesy muzeme popsat pomoci matematickych modeli, které jsou
zapsany ve tvaru diferencialnich rovnic.

Ozna¢me x(t) velikost urcité populace v ¢ase t. Populaci nemusime myslet pouze
spolecenstvo lidi ¢i zivocichi, ale také souhrn organismi ¢i ¢astic, které se za prihodnych
podminek pfirozené mnozi, napi. bakterie, viry, dfevni hmotu rostouciho stromu, nebo
tfeba také souhrn radioaktivnich atomu latky.

Necht a(t,z) je mira rustu, tzn. néjakd rychlost mnoZzeni populace (vztazena bud
na jednotku ¢asu nebo na jednotku velikosti populace). Podobné bud b(¢, ) mira vymirani.

Za predpokladu, ze a(t, x), b(t, x) jsou spojité nezaporné funkce a ze velikost populace
x = z(t) je diferencovatelnd funkce, mtzeme rychlost zmény velikosti populace popsat
diferencialni rovnici

dx
== (t,x) -z, (4.1)

kde pu(t,z) = a(t,x) — b(t,z). Funkce u(t,z) je tzv. specifickd mira ristu, kterd obecné
miiZze zaviset nejen na t a x, ale na fadé dalsich proménnych a parametri. Matematickym
modelem tedy nazyvame rovnici (4.1) spolu s podminkami a predpoklady, kladenymi
na specifickou miru rastu p(t, z).

4.1 Malthusav model rustu populace Zivych organismi

Zabyvejme se nyni ristem populaci mikroorganismui nebo lidi.
Nejjednodussim modelem je tzv. Malthusiv model, kdy specifickd mira ristu pu(t, z) =
a(t,x) — b(t,z) = a — b = konst. nezavisi na velikosti populace x, tedy

¥ = Ku. (4.2)

Regenim této rovnice je x(t) = x(0)e®®, kde z(0) je pocatecéni stav populace. Cili pokud
a > b, populace exponencialné roste, zatimco kdyz b > a, vymira. Malthustv model se
pomérné dobie shoduje se statistickymi udaji, pokud zkoumame kratsi ¢asovy interval a
neni-li populace prilis velka.

Priklad 4.1. V roce 1997 byl odhadovan pocet lidi na Zemi asi na 5,85 miliard.
Primérny ro¢ni prirtistek obyvatelstva v letech 1995-2000 byl 1,3%. Mame tedy to = 1997,
K = 0,013 a poc¢ateéni podminku x(1997) = 5850026000. Po dosazeni do (4.2) dostavame
model naristu lidské populace ve tvaru

x(t) = 5850026000 - ¢2:013(:-1997)

Pokud vykreslime tuto exponencialni kiivku do jednoho grafu (viz. Obr.3) spolecné se
skutecnymi hodnotami poc¢tu obyvatel v jednotlivych letech, zjistime, Ze v ¢asovém roz-
mezi 1995-2000 se opravdu pocty obyvatel priblizné shodovaly s nasi kifivkou, zatimco
pro delsi ¢asovy horizont se uz vyrazneé lisi.
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Obr. 3: Malthustiv model
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4.2 Model rustu s vnitrodruhovou konkurenci

Pro vétsi populace uz Malthustiv model vhodny neni a je tieba ho modifikovat. Predpo-
klada totiz, ze populace poroste neomezené, coz je dosti nerealné - po néjaké dobé musi
dojit ke zlomu. Organismy za¢nou soupefit o omezené zdroje, tzn. dochazi k vnitrodruhové
konkurenci. Tato konkurence zptisobuje zvétseni imrtnosti nebo zmenseni porodnosti za-
visejici na poc¢tu soupeficich jedinct. Dochézi tak ke zpomaleni ristu — specifickd mira
rustu p(z,t) je klesajici funkei velikosti populace.

Nejjednodussi takova funkce je linearni, tj. © = a—bx, kde a a b jsou kladné konstanty.

Dosazenim dostavame rovnici
/

' = (a—bx)x. (4.3)
Tato rovnice se nazyva Verhulstova nebo logistickd; graf jejiho feseni pak logistickd krivka.

Resme rovnici (4.3) s poc¢atetni podminkou
2(0) = 2 > 0. (4.4)

Resend: Danou rovnici lze upravit vydélenim 22 na tvar

x a
2 70
a Tesit ji jako Bernoulliovu rovnici substituci v = %, resp. u' = —m% -
—u' = au-—"b
!/
u
= -1
au — b
1 *
—Inflau—0b = —t+C
a
au—b = C-e ™
C-e ™ +b
v = —

coz po zpétném dosazeni za u je
a
z(l) = =———.
®) C-e @ +1D
Dosadime-li po¢atecni podminku z(0) = zy > 0 do obecného TeSeni, ziskdime C' = = — b.
Regeni poc¢atecniho problému (4.3), (4.4) je tedy tvaru
a azxo

t) = = .
z(t) (%)e—“t +b  bro+ (a—bxg)e

Tato rovnice ma dva stacionarni body, pro néz je dx/dt = 0, ato x = 0 a x = a/b.
Stav x = 0 je nestabilni, nastane pouze pokud xy = 0. Pokud zy > 0, pak se pro t — oo
populace blizi k druhému, tentokrat stabilnimu stavu, tedy lim; .., z(¢) = a/b. Pfitom
je funkce x pro zy € (0,a/b) rostouci, pro zo > a/b klesajici a pro o = a/b konstantni,
tj. (t) = a/b. Uvedené priubéhy lze interpretovat tak, ze pokud na zacatku sledovaného
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procesu ristu néjaci jedinci z uvazované populace existovali, pak se velikost populace
ustali na hodnoté a/b. Pokud neexistovali, populace se neobjevi.

Vsimnéme si jesté rozdilu v prabéhu funkce z(t) pro xy > a/2b a ¢ < a/2b. Hodnota
x = a/2b je totiz inflexnim bodem logistické kiivky, protoze

2 =a—bx+z(=b)=0 T=—.
+2(=b) - 5
Tedy pro z¢ > a/2b logisticka kfivka roste monoténné, ale v p¥ipadé, ze x¢ € (0,a/2b), je
logisticka kfivka esovité prohnuta.

Jind funkce, ktera klesa v celém intervalu (0, 00), je napf. dana specifickou mirou ristu
pu=—aln(zr/K), kde a, K jsou redlné parametry. Pro tuto funkci plati: lim,_o, p(x) = oo.
To znamena, Ze se mala populace brani vyhynuti stupniovanou reprodukéni aktivitou nebo
7e nékolik jedincii z uvazované populace se v novém prostiedi zacne velice rychle mnozit
(funkce tedy muzeme vyuzit napiiklad pfi modelovani rakovinného bujeni).

Méame tedy rovnici

/

x
= —axln — 4.5
x azln - (4.5)

s pocatecni podminkou (4.4), kde xy > 0. Jeji graf se nazyva Gompertzova kiivka.
Budeme tedy hledat feseni této rovnice.

, T
¥ = —axln I
Ly
Inx —In K -
T
In|In | = —at+InC
r = K-ef"

Z pocatecni podminky o > 0 dostaneme C' = In 72, a hledané feSeni rovnice (4.5) je

_at Zo
z(t) = K -exp(e™ - In K).

Pravou stranu Verhulstovy rovnice (4.3) lze pfi oznaceni b = a/K povaZzovat za apro-
ximaci pravé strany rovnice (4.5) v okoli bodu K. Proto zde podobné jako u logistické
rovnice existuje jeden stabilni stav z(t) = K, tj. hodnota, na niz se velikost populace
po ¢ase ustali. Podobné je také tato funkce x pro z¢ € (0, K) rostouci, pro o > K kle-
sajici a pro xop = K konstantni, tj. 2(t) = K. Gompertzova kiivka ma téz jeden inflexni
bod, jehoz druha souradnice je

a pro o € (0, K/e) ma tedy esovity tvar.

Priklad 4.2. Vyjdéme nyni z dat v piikladu 4.25, ale aplikujme je na Verhulstovu (lo-
gistickou) rovnici. Specifickd mira rastu nyni bude pu(t,z) = a(t,x) —b(t,z) = a — bz, kde

21



hodnota koeficientu a byla odhadnuta na 0,029. Mame tedy pocatecni cas ty = 1997, spe-
cifickou miru rastu naméfenou v roce 1997 u(t, z) = 0,013 a (1997) = 5850026000. Para-
metr b snadno dopo¢itame z rovnice pro specifickou miru ristu, tj. b = (a —p)/2(1997) =
(0,029 — 0,013) /5850026000 = 2,735 - 10~'2. Logisticka kiivka bude mit tvar

. 0,16965 - 10°
" 0,016 1 0,013 - (—0.020(+57,913) "

()

Jestlize nyni vykreslime logistickou kifivku spolu se skuteéné naméfenymi daty (Obr. 4),
vidime, Ze se priblizné shoduji i v Sirsim casovém horizontu.

7000+
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5000+
pocet v miliardach
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T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
rok

Obr. 4: Verhulsttiv model
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4.3 Model ristu populace pod preda¢nim tlakem

Vratme se zpét k logistické rovnici. Vyvoj velikosti populace v ¢ase byl popsan rovnici
(4.3), ktera méla FeSeni x definované na intervalu (0, co) takové, ze lim; o z(t) = a/b.

Uvazujme nyni populaci, kterd se vyviji v prostiedi, v némz se vyskytuji i jeji pre-
datori. Tato populace ovsem netvoii jediny zdroj potravy pro populaci predatora. Jako
priklad si vezméme néjaky druh hmyzu, zivici se rostlinnou potravou, napt. listim, jehoz
predatori jsou ptaci. Uvazujme model, kde se bude hmyzi populace bez pritomnosti pre-
déatora vyvijet podle logistické rovnice (4.3). Pokud na ni ovSem zacne pusobit populace
predatora, jeji rist se prirozené zpomali. To mizeme popsat rovnici

' = (a—bx)x — q(x). (4.6)

Hodnota a, resp. b, a > 0, b > 0, predstavuje konstantu rtstu, resp. vymirani populace
hmyzu, hodnotu a/b budeme nazyvat nosnd kapacita neboli uZivnost prostredi, tzn. je to
néjaka velikost populace, kterou je dané prostiedi schopno uzivit a je zavisla na mnozstvi
dostupné potravy.

Funkce ¢ popisuje zpomaleni ristu v disledku pritomnosti populace predatori. Vyja-
diuje pocet jedinci populace hmyzu, které predatori zkonzumuji za jednotku casu. Na-
jdéme vhodnou funkci popisujici predaci. Hledana funkce bude zfejmé rostouci — ¢im veétsi
populace bude, tim 1épe ji predator najde a vice ulovi. Pokud je ale populace hodné velka,
predace uz se dale zvétsovat nebude z diivodu nasyceni populace predatori. Existuje tedy
néjaka hodnota o > 0, na které se funkce ¢ ustali, tedy lim, .., g(z) = a. Dulezitou vlast-
nosti funkce ¢ je, Ze od urcité prahové hodnoty hmyzi populace zacne rychle rist a blizit
se k hodnoté nasyceni o > 0, zatimco pokud je uvazovana populace mald, je pro preda-
tory snazsi hledat si jiny zdroj obzivy a tedy pro x — 0 funkce g vyrazné klesa. Pokud se
v prostredi zadny jedinec uvazované populace nevyskytuje, musi byt také predace nulova,
tj. ¢(0) = 0. Z téchto vlastnosti vyplyva, ze funkce ¢ ma esovity prubéh. Nejjednodussi

takova funkce je
ax?

r) = —-—>,
1) = 2
kde a, 3 jsou kladné konstanty. Vyvoj uvazované populace se tedy bude fidit rovnici

2
, ox

r =(a—br)r — —. 4.7
(0= ba)e = (.7
Tato rovnice ma ¢tyfi parametry a, b, a, 3. Kazda z téchto konstant ma jinou jednotku.
Pro dalsi rozbor rovnice (4.7) je ale vhodné pouZzit bezrozmérné parametry a rovnici tedy
transformovat pomoci substituce

N af a o
v=—, e=—, K=— 71=-=t
B o bj B
na bezrozmérny tvar
dv v v?
dr 5”( K) T e k) (4.8)

Tato rovnice obsahuje pouze dva parametry € a K, pricemz € je primo tmérné mife ristu a
a K je pfimo tmérné nosné kapacité a/b.
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Singularnimi body ziskané rovnice (4.8) jsou FeSenim rovnice
fv;e, K) =0.

Jedno staciondrni feseni je jasné y = 0, které je vzdy nestabilni, protoze f(v;e, K) je v
bodé 0 rostouci. Dalsi stacionarni feseni, pokud existuji, spliuji rovnici

5(1 - %) - ﬁ (4.9)

Tuto kubickou rovnici nebudeme fesit analyticky z divodu slozitych algebraickych tprav,
navic nas ani nezajima presné feSeni, ale pouze pocet kofent. Proto je vhodné zjistit
existenci TeSeni v zavislosti na parametrech ¢, K graficky.

Oznacme levou stranu rovnice (4.9) g(v; €, K), jeji pravou stranu h(v). Grafem y = h(v)
je funkce vychazejici z poc¢atku [0,0], nabyvajici svého maxima v bodé |1, %] a pro v — oo
sméiujici k nule. Tato kiivka mé jeden inflexni bod [v/3, ?]

Grafem levé strany y = g(v;e, K) je pfimka prochazejici volenymi parametry ¢, K.
Priseciky této piimky s kiivkou A(v) ndm daji feSeni. Budeme vySetfovat pocet FeSeni
pro rostouci parametr ¢, kdyz parametr K polozime pevny (mozno provést i pro pevnou
hodnotu € a proménnou hodnotu K).

Vezméme si piimku prochézejici inflexnim bodem kiivky y = h(v), ktera je navic jeji
te¢nou. Tato tecna ma rovnici

Ozna¢me koeficienty této rovnice £* = V27 /8, K* = V27.

Zvolme nejdrive libovolné pevné K tak, aby K > K* napr. K = 10. Pak v zavislosti
na volbé ¢ mize piimka y = g(v; e, K) protinat kiivku y = h(v) v jednom nebo ve tiech
bodech a dokonce byt jeji tetnou. K¥ivka y = h(v) ma dvé teény. Pro pevny parametr
K = 10 se parametr ¢ tecny vypocita ze vztahu

- 273
- (7,2 + 1)2’
kde r je dano kubickou rovnici
P(r)y=2r" = Kr* + K = 2r° — 10r* + 10 = 0.
Tato rovnice mé t¥i kofeny, r; o > 0, r3 < 0. Nas zajimaji kladné hodnoty, tedy pro K = 10
je po zanedbani malé imaginarni ¢asti r, = 4, 7813, r, = 1, 1378. Po dosazeni ziskame dvé
rizné hodnoty parametru e: £; = 0, 3840, £, = 0, 5595.
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a) V pfipadé, ze &, < € < &, tedy pfimka y = g(v;¢, K) lezi mezi te¢nami a protina
kiivku y = h(v) ve tfech bodech.

0,5

0,4 -

0,3 1

h(v)

0,2 —

0,1+

Obr. 5

b) Pokud Z; nebo &, pak je piimka y = g(v; e, K) tecnou ke kiivce y = h(v) a navic ji
v jednom bodé protina.

0,5
0,4
0,3
h(v)

0,2 —
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c) Pokud € < & nebo & < ¢, tedy ptimka y = g(v;e, K) lezi pod nebo nad te¢nou
a protina kiivku y = h(v) pouze v jednom bodé.

0,6
0,5
0.4
h(v) 0,31
0,2
0,1 1

0 T T T T T T T T T !
2 4 6 8 1N
h v

Obr. 7

Z grafického TeSeni jsme zjistili, Ze rovnice (4.9) muze mit tii jednoduché kofeny, nebo
dva koteny, z nichz jeden je dvojnasobny, nebo jeden kofen v zavislosti na € pfi pevné
hodnoté K (popf. naopak). Diferencidlni rovnice (4.8) tedy mize mit dvé, t¥i, nebo &tyfi
stacionarni FeSeni v zavislosti na hodnoté parametru € (popf. K'). Pokud méa rovnice (4.8)
CtyTi stacionarni feseni, pak v = 0 a v = vy jsou nestabilni, naopak v = v; a v = v3 jsou
stabilni. Pokud ma rovnice (4.8) méné nez ¢tyfi stacionarni feseni, pak je stabilni pouze
jedno z nich.

Nyni vezméme za pevnou hodnotu parametru K < K*. V tomto piipadé protina
pfimka y = g(v; e, K) kifivku y = h(v) pouze v jednom bodgé, at K je jakékoli. Diferencialni
rovnice (4.8) méa tedy pouze dvé stacionarni FeSeni: v = 0 je opét nestabilni a dalsi feSeni
je tedy stabilni (asymptoticky).

Z analyzy tohoto modelu vyplyva, ze se velikost populace v prostiedi, kde je pritomny
predator, ustali na mensi hodnoté, nez bez predace. To ovSem neni nijak prekvapivy zaver.
Zajimavosti tohoto modelu je spiSe pfipad a), v némz se muze populace ustalit na dvou
riznych velikostech.
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5 Praktické modely

V nasich tvahach jsme vychéazeli z nejjednodussiho modelu a postupné uvazovali dalsi
podminky. Tak bychom mohli pokracovat dale, model by se stale vice blizil realité, ale

V praktickych situacich se ale ¢asto vyuzivaji pouze tyto jednoduché modely prave
proto, ze jejich vyjadieni lze jednoduse popsat a pritom davaji informaci o zméné populace
pod ur¢itym vlivem.

Jedna ze situaci, vyuzivajici popula¢ni modely, je strategie ,tézby“ (napf. rybolovu)
obnovitelnych zdroji (napi. ryb). Drzme se tedy tohoto modelu rybolovu. Rybar chce mit
samoziejmé co nejvétsi zisk, ale pokud by byl ,,chamtivy“ prilis, brzy by nemél co lovit.
Otazka tedy zni, jak lovit co nejvétsi mnozstvi, ale pritom ,nevyhladit® populaci ryb.

5.1 Populace vystavena konstantnimu rybolovu

V prvnim modelu uvazujme stalé mnozstvi ulovenych ryb nezavislé na velikosti rybi po-
pulace v danou chvili. Takovy model miizeme popsat rovnici

' = (a —bx)r — p,

kde p > 0 je konstantni. Pfepiseme ho do vhodnéjsiho tvaru

x'za(l—%)x—p, (5.1)
kde a je konstanta ristu a § = K vyjadiuje kapacitu prostfedi (tj. kolik jedincii resp.
jakou hustotu populace dané prostiedi uzivi). Hodnota p vyjadiuje mnozstvi ulovenych
ryb za jednotku ¢asu (tato funkce tedy zahrnuje intenzitu rybafeni urc¢enou také kvalitou
lodi, rybarského nacini atd.).

Pro nas bude dutlezité najit stacionarni body rovnice (5.1), tedy hodnoty, na kterych
se dana populace ma snahu ustalit. Funkce na pravé strané je kvadraticka, budeme tedy
analyzovat pocet a stabilitu feseni rovnice

f(x)za(l—%)x—pzo.

V zavislosti na jejim diskriminantu

D:az—E.p

mohou tedy nastat tii ptipady:

1. D >0,tj.p< % = grafem funkce f(z) je parabola, protinajici osu x ve dvou
bodech.
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f(x)

Obr. 8

Rovnice (5.1) ma tedy dvé stacionarni feseni

LS RN R SRS SN O
x1—2 aK |’ %_2 aK |’

pficemz %, x5 € (0, K).

Z obrazku vidime, ze funkce f(x) je v prvnim stacionarnim bodé rostouci, z7 je tedy
vzdy nestabilni, naopak stacionarni feseni x} je vzdy stabilni, nebot funkce f(x) je
v tomto bodé klesajici.

.
.
8

Obr. 9

Z fazového portrétu a obrazku plyne nasledujici interpretace:

a) Jestlize velikost rybi populace = € (0,z7), pak f(z) < 0, tj. velikost rybi
populace klesa. Prirozeny rist populace nedokaze vyrovnat ztraty zptisobené
rybolovem a populace vymfte.

b) Pro xz € (23, 23) je f(x) > 0, tj. rybi populace roste. Tedy pfirozeny rist popu-
lace o velikosti z je dostatecny k tomu, aby pokryl ztraty zptisobené rybolovem
a velikost populace se bude blizit stacionarnimu bodu z3.

c) Pokud = > x3, pak je opét f(z) < 0, tj. populace klesd k z3 jednak diky
rybolovu, jednak kvili omezené kapacité prostiedi.

2. D = 0 = vrchol paraboly f(z) se dotykd osy = v bodé z* = K/2 a konstanta
rybolovu je v tomto piipadé rovna p = %.
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1)

Obr. 10

Funkce f(z) je tedy stale zaporna mimo stacionarni bod z* = K/2. To znamena, ze
od okamziku vychyleni stavu populace z hodnoty z* bude populace klesat. Situace,
kdy bychom udrzovali mnozstvi ulovenych ryb stejné jako polovina kapacity daného
prostredi, je pomérné nerealna. Proto je pravdépodobnost, Ze by tato situace nastala,
velmi mala.

3. D<O0,tjp> % = parabola f(z) osu x neprotne. Funkce f(x) je stale zaporna,
tj. mnozstvi vylovenych ryb je prilis velké, populace se tedy nestaci regenerovat
a vymira.

Zavér: V praxi chceme co nejvétsi hodnotu p. Abychom dosahli maximalni vytéznosti,

musime lov udrzovat nizsi nez p = % a pritom sledovat, zda populace neklesne pod

hodnotu z3. V opacném ptipadé by zacala populace vymirat, ¢emuz by jsme zabranili
pouze zménou strategie (sniZzenim rychlosti lovu, resp. podpofenim rozmnozovani).

5.2 Populace vystavena rybolovu imérnému velikosti populace
Dalsi model, vyuzivajici se v praxi, je popsan rovnici
' = (a —bx)r — 7z,

kde v > 0. Tuto rovnici miiZzeme piepsat do tvaru

x'za(l—%)x—vx:f(x). (5.2)

Funkce ,rybolovu“ vyx zde neni konstantni, ale zavisi na velikosti populace.
Hledejme nyni stacionarni feseni rovnice (5.2). Stacionarni body najdeme tak, ze levou
stranu rovnice polozime rovnu nule, tj. f(z) = 0. Tim ziskdme rovnici

(1-%)e-
a I T ="x.

Tu mizeme tesit analyticky, anebo graficky najit feseni jako prisecik dvou kiivek, z nichz
prvni bude parabola popsana rovnici na levé strané a druhé pfimka urcena pravou stranou.
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Obr. 11
Stacionarni body rovnice (5.2) jsou tedy dva

x1=0 a xS=K(1—1>,
a
pokud v < a, anebo pouze jeden x* = 0, pro v > a. V tomto piipadé je stacionarni
bod z* = 0 stabilni. Dtlezité je tedy udrzovat mnozstvi ulovenych ryb na hodnoté, ktera
nepiesahne mnozstvi narozenych, jinak populace ryb vymira.
Pokud je splnéna podminka v < a, je bod x7 = 0 nestabilni, naopak druhy stacionarni
bod z3 je stabilni. Z redlného hlediska tedy mohou nastat dvé situace:

a) Pokud = < z¥, velikost populace roste dostatecné na to, aby doplnila i ztraty zpu-
sobené rybolovem a konverguje k hodnoté z3.

b) V pripadé, ze x > x}, je populace omezovana nejen rybolovem, ale i UzZivnosti
2
prostiedi, a klesa proto opét k hodnoté x3.

f(x)

Obr. 12
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Zamysleme se nyni nad tim, kdy je uzitek lovu maximalni, tj. budeme fesit maximalizacni
ulohu

Y(v) =vay =K (1 — 1) — max.
a

Funkci Y () tedy zderivujeme a polozime rovnu nule, tj.
K—-——vy=0
a

Maximalni vytéznost je tedy pro v = a/2, pfi¢emz populace ryb bude konvergovat k hod-
noté x5 = K/2. Vytéznost rybolovu je v tomto piipadé Y (§) = %, tj. stejnd jako muze
dosédhnout pfi konstantni rychlosti rybolovu, ale narozdil od pfedchoziho modelu je z3
stabilni. To miZeme ovéfit zderivovanim pravé strany rovnice (5.2) a dosazenim za 7.

Dostaneme
2ax

a

2 K

coz pro x = x5 = K/2 je rovno —a/2 < 0, derivace pravé strany je tedy zaporna. Proto
pokud se populace vychyli z rovnovazného stavu x5, bude se do néj vzdy vracet zpatky.

"
' =

Zavér: 7 matematického hlediska je tento druhy model pro strategii rybolovu vyhod-
néjsi. Je ale potfeba si uvédomit, ze zde potirebujeme znat v kazdém casovém okamziku
t velikost rybi populace x, coz prakticky neni mozné zmérit. Z toho divodu se spise
uziva kombinace téchto dvou strategii. Oba modely jsou samoziejmé velice zjednodusené,
do skutecné strategie rybolovu bychom méli zahrnout i ekonomické aspekty tj. vynalozené
usili, ndklady atd. Tato problematika ale uz spada do jiné oblasti a pfesahuje ramec této
préace.

5.3 Model sardinky

Kromé zakladnich dvou modeli se pii rybolovu vyuziva jesté dalsi model — a to pfi lovu
sardinek. Podle zkusenosti je lepsi modelovat u sardinek stfedni rychlost riistu vyrazem

w(x) = (a — bx)x.

Pak dostavame model

7' = (a — br)z? — vz

neboli v upraveném tvaru

r=a (1 — %) r? — . (5.3)

Stacionarni feseni ziskame podobné jako v pfedchozim prikladé z rovnice

a (1 - %) 2% = . (5.4)

Tu jsem opét fesila graficky. Grafem levé strany bude tentokrat kubicka kiivka, grafem
pravé strany opét primka prochazejici pocatkem.
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f(x)

Obr. 13

Z Obr. 13 vidime, ze rovnice (5.3) muZze mit t¥i stacionarni body, pokud pfimka kiivku
protina, nebo dva stacionarni body, pokud je jeji te¢nou, nebo pouze jeden stacionarni
bod z* = 0. Pfitom bod z* = 0 je pro vSechny tfi pfipady stabilni, jelikoz z”(0) = —y < 0,
coz je dosti nepriznivy fakt. Populace ma tedy sklon vymirat. Proto musime najit jesté
jiné stabilni stacionarni feseni.

Rozeberme si nyni jednotlivé kazdy pripad, v zavislosti na hodnoté diskriminantu

_ 2 4ay.
D=aq e

1. D >0, atedy v < % = grafem funkce f(z) je kiivka, ktera protne osu x kromé
pocatku ve dvou bodech.

f(x)

Obr. 14
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Rovnice (5.3) ma v tomto piipadé tii stacionarni FeSeni

. ., K 4~y ., K 4~
,171:0, 1'2:? 1— 1_a—K N ,1’3:? 1+ 1—a— .

Prvni stacionarni bod je vzdy stabilni, =3 je nestabilni a stacionarni feseni 73 je
opét stabilni pro v < %.

I II II1
. . . €T
3 5 3
Obr. 15

Podle velikosti populace tedy mohou nastat tii pripady:

a) Jestlize x € I, pak velikost rybi populace neni dostate¢na k tomu, aby rozmno-
zovanim doplnila rybolov a klesa tedy k nule, tzn. vymira.

b) Pokud x € II, je populace natolik velka, Ze pfestoze ji redukujeme rybolovem,
stale roste a konverguje ke stabilnimu stavu.

c) V piipadé, ze x € III, nesta¢i uz dané prostiedi takovou populaci uzivit a ta
navic klesa rybolovem.

2. D = 0 = vrchol kubické kiivky f(x) se dotykad osy = v bodé z* = K/2 a funkce
f je tedy kromé stacionarniho bodu stale zaporna. V okamziku vychyleni z tohoto
bodu bude velikost populace klesat a blizit se ke stabilnimu stavu zj = 0, tj. bude

vymirat. Navic je dosti nepravdépodobné, ze konstantu rybolovu udrzime rovnu

_ aK
7=

f(x)

Obr. 16

3. D<O0,tjp> % = kfivka f(x) osu x viibec neprotne.
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f(x)

Obr. 17
Funkce f(z) je stale zaporna, populace se nesta¢i rozmnozovanim pokryt pfilis velky
rybolov a blizi se k jedinému stabilnimu stavu =] = 0, proto vymira.

Pouze v prvnim pfipadé nemé populace sklon vymirat, dilezité je proto udrzovat
lov na hodnoté v < %. Zbyva jesté spocitat maximalni vytéznost pii lovu sardinek, tj.

maximum z funkce
. K 4y
Y('y):'yx3:75 <1+”1_a_>'

Optimalni uzitek z rybolovu je tedy pii v = 22X a populace sardinek se p¥itom blizi

9
stabilnimu stavu 23 = 2K.
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6 Zavér

V této bakalarské praci byly vyuzity zakladni znalosti diferencialnich rovnic, které maji
zésadni vyznam pri feSeni mnoha fyzikalnich, biologickych a technickych problému. Auto-
nomni diferencialn{ rovnice (systémy) jsou specialnim typem diferenciélnich rovnic. Casto
se vyuzivaji pravé pfi modelovani redlnych situaci v prirodé (popula¢ni rist, mezidruhové
vztahy atd.). Tyto déje musi byt nezavislé na case, abychom ze zjisténych vysledki mohli
vytvorit matematicky model, ktery dostatecné popisuje chovani biologického spolecenstva
a predpovida tak jeho dalsi vyvoj.

Tato bakalarska prace je zaméfena na rist jednodruhové populace v rtiznych situacich.
Vychéazi se z nejjednodussiho Malthusova modelu a postupné se uvazuji dalsi vlivy, které
bylo seznamit se s jednotlivimi zdkladnimi matematickymi modely a jejich vlastnostmi,
a posléze udélat analyzu konkrétnich modelt. V praxi se Casto setkdvame s matema-
tickymi modely ,rybolovu®; jsou zde popsany rtzné modely tohoto typu. Rozebirana je
otazka stability Feseni, vypoctena ,hodnota lovu“, od které feseni konverguje k nule (tedy
populace ,,vymird“), stanovena vytéznost, tj. hodnota, kdy je uzitek lovu maximalni. Srov-
nan je model vystaveny konstantnimu rybolovu a rybolovu timérnému velikosti populace.
Ke kazdému modelu je napsana interpretace dané situace. Cela prace je doplnéna grafy,
vytvorenymi v softwaru Maple.
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