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ABSTRAKT 
Práce se věnuje zavedení matematické notace kvantových stavů, následně pak hlubšímu 
porozumění jejich reprezentace. V práci je uvedeno rozšíření klasické hry dvou hráčů 
Vězňova di lematu o kvantové strategie. Jsou pozorovány změny rovnovážného stavu hry 
oproti hře nekvantové. 
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ABSTRACT 
Th is thesis presents introductuion to mathemat ical notat ion of quantum states, further
more foucuses on deeper understanding of their representation. W e broaden a clasical 
game of two players Prisoners di lema by adding quantum strategies. A n d we observe 
changes of equil ibrium in comparison to clasical game. 
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Úvod 
V dnešn ím světě se stále častěji začínají objevovat zmínky o kvantových počí tačích. 

Už v roce 2019 Google publikoval své výsledky na t é m a kvantové nadřazenos t i . K d y 

je d á n a s te jná výpoče tn í ú loha kvantovému počí tač i a velice výkonému klasickému 

počí tači . Google tvrd í , že algoritmus na jejich kvantovém počí tač i dokončil výsledky 

za 200 sekund, za t ímco odhad t rván í v ý p o č t u stejné úlohy by nej rýchlej Šímu počí tači 

na světě trval přes 10 000 let. Toto tvrzení bylo později zpochybněno firmou I B M , 

k te rá tvrd í , že po optimalizaci klasického algoritmu, by výpoče t trval pouze několik 

dní. S t ím, j aký zájem mají kvantové počí tače v prostoru technologických gigantů, 

je pouze logické očekávat jejich další rozvoj. Není proto od věci zaměř i t se na pocho

pení zák ladů kvantových algori tmů. N a prvn í pohled p a t r n ý m rozdílem klasického a 

kvantového algoritmu je jejich způsob práce s informacemi. Zat ímco klasický poč í tač 

bere v potaz pouze diskré tní hodnoty 1 a 0 chceme-li pravda a nepravda. Kvantový 

počí tač pracuje s celým spektrem hodnot mezi pravdou a nepravdou, a o konkré tn ím 

v ý s t u p u rozhoduje až finální pozorování. Toto se ve fyzických kvantových počí ta

čích děje, za pomoci částic kvantové fyziky a jejich vlastnosti superpozice. K d y 

částice jsou zdánlivě ve více stavech zároveň, a až pozorováním (měřením) , dochází 

ke kolapsu do jednoho ze s tavů. Tento fakt reprezentujeme za pomoci konstrukce 

kvantových b i tů ' qub i tů ' jako p rvků komplexních vektorových pros torů , jak uvidíme 

dále. S tavíme tedy paralely mezi světy: běžné výpoče tn í techniky, kvantové fyziky 

a kvantových počí tačů . 
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1 Matematický formalismus 

1.1 Zavedení qubitu 

Abychom mohli mluvit o teorii her v kvantovém světě, mus íme si nejprve stanovit 

jasný komunikační rámec . O hrách můžeme mluvit jako o algoritmech, a abychom 

mohli popisovat kvantové algoritmy, mus íme nejprve poznat jejich doménu nad kte

rou pracují tedy data. V t rad ičn í výpoče tn í technice využíváme k uchování informace 

takzvané bity. Binárn í jednotku informace uloženou ve formě 1 nebo 0, chcete-li prav

da/nepravda. A le ty pro popis kvantových s tavů nestačí . A proto zavádíme takzvané 

qubity jako prvky C 2 následovně: 

Q :={<?= ^ j , 9 1 , 9 2 e C U š i l = 1 j, 

kde \\q\\ definujeme jako zobrazení z C 2 do R s následujícím předpisem: 

|| • || := C 2 ->• R Vqe C 2 : \\q\\ = V 9 i 9 l + 

kde q je číslo komplexně sdružené. 

T í m t o jsme si definovali qubit, což je základní informační jednotka, při popisu 

kvantových algor i tmů. O b d o b n ě jako v b iná rn í výpoče tn í technice, m á m e základní 

stavy 0 a 1, m á m e pro tyto stavy obdoby i na qubitech. Vyberme si tedy jednu z 

mnoha bází C 2 , jejíž vektory označíme 0 a 1, a nazvěme j i Kanonickou: 

o = ( 1 + 0 " V r = / o + o - A 

\0 + 0-i) \l + 0-i) 

Libovolný 1-qubit pak můžeme sestrojit takto: 

qe{a-6+b-l | a,beC \\a\\2 + \\b\\2 = 1}. 

Tato báze však není j ed iná se kterou budeme pracovat. Zmiňme zde proto aspoň 

některé další, př ičemž k jejich p o d r o b n é m u popisu se dostaneme později . Budeme 

je nazývat ± báze a její prvky jsou: 

+ = ^ . o - + ^ . í , - = ^ . 0 - ^ . 1 
2 2 ' 2 2 

a ±i báze s prvky: 

+ l = — -0 + — - , = _ . o - — , . i 

17 



1.1.1 Diracova notace 

Obvykle, pro popisování kvantových s tavů používáme Diracova zápisu. Je to jen j iný 

způsob notace vektoru, k t e rý n á m ale zápis zpřehlední , a výpoč ty opticky zjednoduší . 

Sloupcový vektor a nazýváme ' keť a zapisujeme následovně: 

' - ( : ) - * 
Řádkový vektor nazýváme 'bra' a značíme takto: 

(Pl,P2) = (p|-

Př ičemž mějme f zobrazení , mezi prostory ' k eť vektorů a 'bra' vektorů . Takové že 

plat í : 
(p|t = \q) <^ p i = č[[ A p2 = 02-

Jasně vidíme, že zobrazení výše je pouze t ransponován í vektoru spolu s komplexní 

konjugací jeho složek. A to ukažme na př íkladu: 

*(Pro snadné zapamatování, můžeme nad zápisem vektorů uvažovat jako nad psaním 

závorek neboli 'brackets'. Pokud bychom slovo rozdělili foneticky napůl, dostaneme 

bra a ket, a máme jasnou nápovědu jak který vektor nazvat.) 

1.1.2 Zavedení operací na qubitech 

Pro jednoduchost uvádíme př ík lady na 1-qubitech, ale veškeré operace, lze j ednoduše 

zobecnit na n-qubit. 

Sčí tání ® 

Uvědomme si, že prostor qub i tů netvoři vektorový prostor. Klasická operace sčítání 

na vektorech by proto na prostoru qub i tů nedávala smysl, navíc n e m á m e k dispozici 

nulový vektor. A proto na qubitech nezavádíme sčítání, stejně jako na obvyklých 

vektorových prostorech po složkách, ale se změnou a to takovou, že vždy vynu

t íme , aby byl výsledek považován za qubit. Tedy po každém klasickém součtu ješ tě 

výsledek normalizujeme: 

P ® 9 ~ I I P + ? T 

kde + značíme t rad ičn í součet po složkách. Důleži té je poznamenat, že můžeme 

sčí tat pouze bra vektory s bra vektory a očekávat výsledek opět jako bra vektor. 

Stejně pak s ket vektory. 

18 



Skalární součin ( , ) ~ ( | ) 

Pro vyjádření skalárního součinu, za pomoci Diracovy notace, po t řebu jeme nejprve 

odkáza t na adjungované prostory. Konkré tně nás zajímají prostory všech l ineárních 

zobrazení z C 2 do C. Tedy zobrazení z prostoru ket vektorů do komplexních čísel. 

Mějme l ineární zobrazení ( / | z prostoru C 2 do C. 

(/I : C 2 ^ C. 

N a prostoru C 2 značíme obecný prvek \q) př ičemž, ten získáváme lineární kombinací 

bázových p rvků (|0), |1)} tohoto prostoru následovně: 

\q) = a\0)+P\l), a,(3eC A | | a | | 2 + ||/3|| 2 = 1. 

Pak díky l inearitě zobrazení ( / | plat í : 

</lff> = </|0> - « H- </|l> - /3-

Vidíme, že pro jednoznačné určení l ibovolného zobrazení (x\ s tačí urči t hodnoty v 

bázových vektorech. Definujme nyní zobrazení (0| , (1| pomocí báze prostoru ket 

vektorů indexované takto: 

010 
1 i — j 

I i , i , e {0,1} 
0 iyéj 

Je vidět , že tato zobrazení jsou l ineárně nezávislá. Mějme libovolné zobrazení ( / | a 

vektor \x) pak plat í : 

(fix) = </|(|0><0| + | l ) ( l | ) | x ) = </|0)<0|x) + ( / | l ) ( l | x ) = flXl + f2x2, 

kde |0)(0| + |1)(1| je identické zobrazení . Dokonce z předchozího vztahu výše vyplývá, 

že zobrazení {(0|, (1|} tvoř í bázi prostoru, ad jungovanému prostoru ket vektorů. 

Tento prostor, pak nazveme prostorem 'bra' vektorů. Př ičemž každý bra vektor 

můžeme vyjádři t jako l ineární kombinaci bázových bra vektorů: 

( / | = / i ( 0 | + / 2 ( l | . 

N a druhou stranu výpočet hodnoty komplexního skalárního součinu ve zvolené 

bázy můžeme zapsat takto: 

(\p)Aq))=ä-1 + l3-5 = <p. 

kde 

b ) = a | 0 ) + / 3 | l ) , |g) = 7 |0)+<J|l), a , / 3 , 7 , č e C , | | a | | 2 +| | /3 | | 2 = | | 7 H 2 + 

19 



Celkově tedy vidíme, že ve zvolené bázi můžeme definovat komplexní skalární součin 

pomocí Diracovy notace jako: 

i\p), \q)) = \pY\q) = (p\q) 

Dále pak pro libovolný ket vektor \q) vidíme jasnou souvislost skalárního součinu a 

normy vektoru: 

což pokud \q) G Q považujeme za qubit musí splňovat p o d m í n k u normality: 

Tenzorový součin 

Rozebírání t ř íd t enzorů a detai lní popis fungování jejich součinu, je mimo možnost i 

t é t o bakalářské práce . Avšak poznamenejme zde, jak funguje tenzorový součin vek

to rů ket x ket ~ |g) |p), a ket x hra ~ \q) (p\. Za t ímco se u skalárního součinu hra x ket 

dimenze redukuje na skalár, bude se při tenzorovém součinu dimenze navyšovat . A 

to např ík lad tak, že budeme l i násobi t ket vektor \d) dimenze 4 s ket vektorem \b) 

dimenze 2 dostaneme ket vektor \h) dimenze 8. Př ičemž vektory zapíšeme takto: 

(?i?> = (i?>,i?» = n?ir = i -

Pro úplnost ješ tě označme prostor 'bra' vektorů: 

Qt : = h q \ = (q1,q2),q1,q2 e C qxqx + q2q2 = 1 } 

(ho\ 

\d) 

(do\ 

di 

d2 

w 

\h) 

hi 

h3 

h/i 

h 

h6 

\h7J 
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Chceme zjistit jak tenzorové násobení zpracovává jednot l ivé souřadnice vektorů, 

vyjádřeme indexy k jako b iná rn í čísla: 

0 00 

1 01 . _ 0 0 

2 10 3 ~ 1 1 

3 11 

i \J 
0 00|0 

1 00|1 

2 0110 

= 3 0111. 

4 10|0 

5 10|1 

6 1110 

7 1111 

Vš imněme si, že indexy i,j jsou jakoby schovány v indexu k. Nyní tedy po t řebujeme 

index k vyjádři t pomocí indexů i a j, a to provedeme následovně: 

k = dim{\b)) • i + j. 

Konečně definujeme součin \d) x \b) = \h) tak, že pro hk plat í : 

hk = bi-dji—> k = dim(\b)) • i + j | i = 0 ,1 ,2 ,3 j = 0,1 k = 0 , 1 , 6 , 7 

Vš imněme si že tato operace není komuta t ivn í vůči výsledku samotnému , ale pro

hození pořad í násobení zachová typ výsledného vektoru. Také poznamenejme, že 

násobení bra x bra bude fungovat naprosto obdobně , tedy ho jen sh rňme př íkladem: 

(u| = —(01 + —(II (v| = —(001 + —(011 + —(101 + —(111 \ i 1 3 \ l ^ 1 3 \ l \ l 1 0 \ l ^ 1 0

N ' ^ 1 0 X 1 10 X 1 

(w\ = (u\ x (v\ = ( — (01 + —(II) x (—(001 + —(011 + —(101 + —(111) = \ i \ i \ i v 1 3 \ i 1 3 \ \j v 1 Q \ i 1 Q \ i 1 Q \ i 1 Q \ \j 

= — — (01(001 + — — (01(011 + — — (01(101 + — — (01(111 + 
1013 X I X 1 1013 X I N 1 1013 X I N 1 1013 V I X 1 

1 1 9 ^ 1 9 ^ 1 9 7 1 9 

+ — — <1|<00| + — — (1|(01| + — — (1|(10| + — — (1|(11| = 
1013 X I X 1 1013 V I X 1 1013 X I X 1 1013 X I X 1 

5 , , 25 , , 25 , , 35 , 
= 000 + 001 + 010 + (011 + 

130X 1 130X 1 130X 1 130X 1 

12 . . 60 . . 60 . . 84 . 
+ (100 + (101 + (110 + (111 . 

130X 1 130X 1 130X 1 130X 1 

Zde poprvé vidíme plnou sílu způsobu značení kanonické báze pomocí b inárn ího 

vyjádření indexu nenulového prvku. Totiž nad operací (10|(1| nemusíme příliš pře

mýšlet a rovnou píšeme (1011. 

Poslední varianta, kterou jsme ješ tě neprozkoumali je násobení vektorů způsobem 

ket x bra. Což díky tenzorovému součinu jde také , a v las tně in tui t ivně. Pokud jsme 

21 



to t iž postupem bra x ket dimenze ztráceli , tak nyní je bude nabýva t zpět . Dovolím 

si zde poměrně př ímočaré zjednodušení , ale pro naše potřeby, bude vyhovující. Tedy 

součin vektorů \q){p\ kde dim((p\) = m a dim(\q)) = n n á m dá matici ř á d u m x n. 

Př ičemž konkré tn í postup násobení definujme následovně: 

(Pl = (: Pl P2 Pm—1 Pm j • I ? ) 

(ql \ 

92 

Qn-1 

V 9n J 

\q){p\ :--

Pi • 9 i 

Pi • 92 

P2 • 9i 

P2 • 92 

pi • qn-i p2 • qn-i 

\ Pl • 9n P2- 9n 

Pm-1 • 9 l 

Pm-1 • 92 

Pm • 9 l 

Pm • 92 

Pm—1 ' qn—1 Pm ' 9n—1 

Pm—1 ' qn Pm ' qn J 

1.1.3 2-qubit a n-qubity 

Až doposud jsme se věnovaly zavedení 1-qubitu. Pokud ale chceme qubity využí t 

jako s tavební k á m e n pro algoritmy, mus íme být schopni uk láda t větší množs tv í infor

mací než je ekvivalent jednoho bitu. Začněme tedy zavedením 2-qubitů (čteme "dva 

kjůbitů"). Obecně jsou 2-qubity prvky vektorového prostoru C 4 , opět s omezením 

jejich velikosti na 1. Všechny 2-qubity tedy můžeme popsat jako tuto množinu: 

\q2) G Q 2 := H00) + /3|01) + 7|10) + | | | a | | 2 + \\/3\\2 + ||7||2 + !}• 

Kde vektory 100), |01), 110) a |11) tvoří o r tonormáln í bázi prostoru dimenze čtyři 

nad polem C. 

|00) 

Všimněme si zde "binárního"způsobu označení vek torů kanonické báze. Neboli vektor 

mající na nu l t ém mís tě (indexujeme od nuly) číslo 1 a na os ta tn ích nuly, značíme 

b inárně nula. Vektor mající na p r v n í m mís tě číslo jedna, a všude jinde nuly, značíme 

b inárně jedna a tak dále. Toto označení , n á m přijde vhod, obzvláště s p ř ih lédnut ím 

k fungování tenzorového součinu. 

(1\ (0\ (0\ 

0 
0 , loi) = 

1 
0 , |io> = 

0 
1 , lll> = 

0 
0 

loj loj w 
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2 Základy kvantového počtu 

2.1 Měření stavů 

P r o z a t í m jsme byl i schopni klást qubity do paralely s bity v klasické informatice. 

Nyní se však budeme věnovat p rob lému měření kvantových s tavů. U t radičních b i tů 

je měření , něco nad čím se příliš nepozastavujeme. Pokud hodnotu bi tu zjistíme, ta 

zůstává s te jná a jeho stav se nemění . Avšak zde m á m e prvn í důvod qubity nazývat 

kvantovými bity. A to proto, že stav qubitu může být libovolný mezi |0) a |1). Takže 

mluvíme o hodno tě p ravděpodobnos t i , že qubit při měření zkolabuje do jednoho 

ze s tavů, a my tuto hodnotu naměř íme . Tuto dualitu můžeme nejlépe chápa t jako 

paralelu s fyzikálním Youngovým pokusem. Tedy že chování e lektronů se mění v 

závislosti na tom, jestli jsou a nebo nejsou při p růchodu š tě rb inami pozorování. 

Označme kolaps obecného stavu \q) do stavu \x) jako h - K Pak p ravděpodobnos t , že 

obecný kvantový stav reprezentovaný qubitem \q) při měření zkolabuje do stavu \x), 

určíme následovně: 

P(\q) ^ \x)) = \\(x\q)f 

Pokud si vezmeme libovolnou or tonormáln í bázi C 2 prostoru qubi tů : 

i > i ) , |a;2>} 

oproti k teré budeme měři t stav \q), naměř íme příslušné prvky báze s následujícími 

p ravděpodobnos tmi : 

P{xx) = P(\q) H. 1*!» = U t o p i l 2 P(x2) = P(\q) H. |S 2» = \\(x2\q)\\2 

3=1 
Uveďme př ík lad pro objasnění: 

1 Í2 + 3i 
\a) -

2 + 3 S > + 4 ± i | i ) . 
'30 + ' ° ' v/30 ' ' v/30 

Měření pro bázi ( |0), |1)} pomocí zápisu vektorů po složkách: 

P ( » ^ | o ) ) = |l<ok<)"" 1 

P ( | a ) ^ | l ) ) = | | ( l |a) 
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Za pomoci Diracovy notace: 

P( |a) h+ | 0 » = ||<0| ( ^ f |0} + ^ g | l ) 

2 + « . - 4 + í . 0 

2 + 3 í ( 0 | 0 ) + ^ L ( 0 | l ) 
30 30 

'30 V30 

W ^ I I » = ||<II(̂ IO> + ^ ř i i > 

2 + 3« 2 ||2 + 3«| | 2 13 

y/30 30 ~~ 30 

2 + 3« 

30 l|0> + 4 ť ( l | l > 30 

2 + 3« 

30 
0 + 

- 4 + i - 4 + i 2 | - 4 + i | | 2 17 

\/3Ď \/3Ď 30 30 

Měření se za pomoci Diracovy notace, zdá být zdlouhavější. Ale to pouze proto, že 

je pro názornost postup rozepsáno krok po kroku. Pokud ale m á m e qubit zapsaný 

za pomoci báze kterou měř íme, můžeme j ednoduše využít její ortonormality. Tedy 

pokud bychom obecný qubit zapsali jako: 

\q) = a\0)+m , H | 2 + ||/3|| 2 = 1. 

Pak díky postupu výše vidíme, že: 

P ( | g > ^ | 0 » = H 2 P(\q) H> | 1 » = | |/3| | 2. 

Měření pro bazi ( |+) , |-)} pomocí zápisu vektorů po složkách: 

P ( | a > ^ | + » = ||(+|a> 
2 + 3« 

A / 2 ' VŽW3Ô V - 4 + i 

(2 + 3«) + ( - 4 + i) 

V 2 ^ 3 Ô 

P(\a) ^ \-)) = \\(-\a)\\2 = 

(2 + 3«) - ( - 4 + « 

1 - 1 . 

- 2 + 4 i | | ' 

60 

2 + 3« 

20 _ 1 

60 ~ 3 

y/2' y/2 V 3 Ô V - 4 + i , 

2 II6 + 2ÍII 2 

V / 2 ^ 3 0 60 

40 _ 2 

60 ~ 3 

2.2 Blochovsky podobné vektory 

Z toho jak jsme výše popsali měření qub i tů , je pa t rné , že měření rozhodně není 

jednoznačné . Rovnou uveďme i lustrační příklad. Vektory |0) a ^ ( 1 + «)|0) rozhodně 

nejsou to tožné , naměř íme však p ravděpodobnos t vzá jemného kolapsu 1: 

y/2 
( 1 + i ^(i+*)<o|o>||2 = | | ^ ( i + * ) - i | | 2 = ^ ( i + o ^ ( i - 0 = i . 
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Uvažujme tedy nad t ím, zda by mohlo měření kvantových s tavů dělit prostor qu-

b i tů do t ř íd ekvivalence. Prostor, k te rý je pak tvořen zás tupci těchto t ř íd nazvěme 

Blochovou sférou, př ičemž zás tupce můžeme vyjádři t ve tvaru: 

M = c o s ( ^ ) | 0 ) + e ^ s i n ( ^ ) | l ) 9 e [0, T T ] , 0 e [0, 2 T T ] . 

Blochově sféře jako takové se budeme věnovat ješ tě o kapitolu později ,nyní se však 

pokusme popsat důvod její existence. Začněme rovnou tvrzen ím, že vektory jsou 

na Blochově sféře rozeznatelné za pomoci vzá jemného měření . Myšleno ve smyslu, 

že j ed iná dvojice vektorů u k te ré n a m ě ř í m p ravděpodobnos t kolapsu 1, je dvojice 

to tožných vektorů. Avšak toto rozhodně nepla t í pro celý prostor qubi tů . 

Uvažujme tedy množinu všech takových vektorů, k te ré kolabují k pevně zvole

nému vektoru \q) s p ravděpodobnos t í 1: 

\ : = ( b ) G Q : | | ( p | g ) | | 2 = 

Taková množ ina vždy obsahuje min imálně generující prvek \q), jak ale zjistíme záhy, 

není to prvek jediný. Dále definujme množinu Aq pro každý vektor \q) jako množinu 

všech vektorů , k te ré jsou na něj kolmé, následovně: 

V = { | A > e Q : | | ( A | g > | | 2 = o}. 

Zaveďme označení , že vektory \p) a \q) jsou si Blochovsky p o d o b n é jestliže nejsou 

rozeznatelné za pomoci měření jejich skalárního součinu neboli: 

ii<pi?>ir = i 

Což také znamená : 

3=3 

Nyní uveďme tvrzení , že vektory si jsou Blochovsky p o d o b n é mají-li stejné množiny 

A . 

L e m m a 1 (Parametrizace Aq). Pro každý qubity \q) = qi\0)+q2\l) můžeme sestrojit 

Aq s následující parametrizací: 

A , 

Důkaz. Zaměřme se na popis množin A pomocí zápisu: 

l l (A |g) i r = o. 
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Je asi zřejmé, že pokud m á být norma komplexního čísla rovna nule, musí oním 

komplexním číslem být právě nula. Zápis tedy můžeme zjednoduši t na : 

(X\q) = 0. 

A nyní tento zápis rozepišme podrobně . 

(A|g) = 0 

(Ai A 2 ) 
9 I 

,92, 
0 

Ai<?i + A 2 g 2 = 0 

Pokud q1 j£ 0 : 

Aig i = - A 2 g 2 => Ai 
02 

9i 
A 9 

Pokud gi = 0 : 

\2q2 = 0 ^ A 2 = 0 A A i G C : | A i | 

M á m e tedy pa ramet r i cký předpis pro to, jak v y p a d á množ ina Aq s j edn ím komplex

n ím parametrem. T í m je důkaz komple tn í . • 

L e m m a 1. Všechny vektory \p), pro které platí: Ap = Aq, můžeme vyjádřit za pomoci 

vektoru \q) = qi\0) + g 2 | l ) následovně: 

\P) = { < 

s = f, leC | |s | | 2 | | / | | 2 + | | / | | 2 = 1 q i ^ 0 

leC, \\l\ 9i = 0 

Důkaz. P ředpokláde jme tedy Aq = Ap a vy jádřeme všechny vektory \p), k teré by 

takovou A p generovali, v závislosti na vektoru \q). 

Pokud ql Ý 0 : 

(X\p) = 0 

Pl 

\P2, 
o 

o tpi+ tp2 
9i 

Pi +P2 = 0 
9i 

t 0 

92 
P2 = —Pl 

9i 
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Pro os t a tn í p ř ípady pak: 

Pokud qi = 0 : 

(X\p) = 0 

tpi + 0p2 = 0 =>• tpi = 0 =>• pi = o 

Čímž je lemma dokázáno. • 

V ě t a 1 (Dvoji tá kolmost). Vektory \p) a \q) mají totožné množiny A, právě tehdy 

když, maji totožné množiny 3. 

A = A <í=> 3=3 

Důkaz. Za p ředpok ladu Av = Aq, m á m e z lemma výše pa ramet r i cký vztah mezi \p) 

a \q). Rozveďme tedy detailněji jejich vzájemné měřen í | ( p | g ) | 2 . 

qi = 0, pi = 0 : 

\\{p\q)\\2 = (p\q){q\p) = (o p2~) í J j (o j = piq2p2qi = pip-i^q-i = 1 

<?1 / O, p2 = — Pl ^P2 = —Pl = —Pl • 
Qi Qi Qi 

\{p\q)\ = (p\q){p\q) = (p\q){q\p) 

= (^J ( í i 92J ^ J = (pi?i + —Pi) (qiPi + —Pi 

= i b i i ľ i k i i ľ + 2 i i g 2 i r i b i i r + ^ i b i i r 

IIP: " 2 'i 
kill 2 

|g i |r + 2 | | g i | r | | g 2 | ľ + H&I 

I I P I I I 2 / , , „2 2\2 b i l l 2 

9 I | | 2 + l k 2 | | 2 ) ' 
ii9 v i i i 1 ř í z 11 / M M . - , 

<?i| | v 7 M M 

Nyní ukažme, že výraz | ^ ! L je roven jedné . K tomu využijeme vztah odvozený výše 
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P2 ^Pi a fakt, že vektory \p) \q) reprezentuj í qubity, a jsou tedy normované. 

2 
i - | b I2 = l l r f 

i - l b i l ľ 
\Qa\ 

-Pi 

\Qi\ 
•\\pi 

| r f | | g i 
l l í i l l 2 

+ lb i 92 
:lbl 

9i 
Ibi 

i Ibi 2 

k + l b i l ľ 

Il9i| 
Ibi 

+ lb i 

l 9 i | | 2 l b i 

9i 9i 
+ lb i 

|9i| 
I b i l l + l b i 

Ibi 

m\ 
A t í m je vě ta dokázána . 

Povš imněme si, že díky parametrizaci p2 

• 
^fpi , kterou můžeme přepsa t na 

^ = ^ , m á m e jasně definovaný deskriptor t ř ídy ekvivalence, ve smyslu měření 

ska lárn ím součinem. A to právě onen poměr ^ k te rý jasně definuje tyto množiny, až 

na výj imku kdy q\ = 0. Pro tento p ř ípad tedy zaveďme a rb i t r á rn i značení oo. Tedy 

m á m e jednoduchý způsob, jak urči t , zda jsou si vektory Blochovsky podobné . 

V ě t a 1 (Zaplněnost Blochovské sféry). Všechny možné třídy ekvivalence mají na 

Blochově sféře svého zástupce, a žádné jiné prvky, krom těchto zástupců Blochova 

sféra neobsahuje. 

Důkaz. Z vět a důkazů výše vidíme, že každou t ř í du ekvivalence můžeme dobře 

definovat pomocí koeficientu ^ = a G C U oo. K t e r ý pokud uprav íme , jak je dob rým 

zvykem, tak aby komplexní člen nebyl ve jmenovateli dostaneme výraz: 

a 
02 
9i 

92 9l 92gl ||92gl|| 
Il9i | | 2 ||929T||2 

92<?i 929i 
|9i|| Il9i|| ||929i|| Il929i|r \m\\ 

Vidíme, že beze změny hodnoty koeficientu jsme ho z p o m ě r u dvou komplexních 

čísel transformovat do tvaru součinu jednoho normal izovaného komplexního čísla 

a jednoho k ladného reálného koeficientu. Nyní uveďme konvenci zápisu obecného 

kvantového stavu reprezentovaného na Blochově sféře: 

| i) e e [ O , T T ] , 0 e [ O , 2 T T ] . 

a vy tvořme pro něj koeficient Blochovsky podobných vektorů. Po úpravách dosta-

c o s ( - ) | 0 > + e**sin(-

neme: 
í£2 sin 

cos 
(cosó + i sine sin; 

cos 

(cos ó + i sin ó) tan 
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Našli jsme tedy kompat ib i ln í tvar koeficientu. Díky tomu, že funkce tangens zobra

zuje interval (0; | ) na interval (0; oo), m á m e pokry tý celý rozsah reálného parametru 

výše. M á m e tedy jasně ukázanou platnost toho, že pro každý prvek Blochovy sféry 

existuje právě jedna množ ina J ^ , a opačně . Pro úplnost p o u k a ž m e ješ tě na následu

jící výjimky. K d y qi = 0 pak a = oo a množinu Blochovsky podobných vektorů n á m 

na Blochově sféře zastupuje vektor |1). P o d o b n ě v př ípadě kdy q<i = 0 pak a = 0 a 

vektor jež na Blochově sféře zastupuje množinu Blochovsky podobných vektorů je 

|0>. • 

Koncem t é t o kapitoly se sluší podotknout, že byť tomuto faktu nebývá často 

věnována pozornost. Je důležité při náv rhu kvantových a lgor i tmů dbá t na to aby 

výs tupn í stavy, k te rými chceme reprezentovat různé výsledky, nebyli Blochovsky 

podobné . 

2.3 Vizuální reprezentace Blochovy sféry 

Už několikrát jsme narazili na to j aký objekt qubity tvoří a jak ho znázorni t . Vzhle

dem k tomu, že n e m á m e mimo j iné nulový prvek nemohou qubity tvoři t kompletn í 

vektorový prostor, jsou pouze podmnož inou prostoru C2™ (kde n je rozměr qubitu). 

Proto př icházíme se zápisem jednot l ivých kvantových s tavů ve formátu: 

M = coe (? ) |0> + e * s i n ( ? ) | l ) 

Kde 0 G [0, 2n] popisuje re la t ivní fázi kvantového stavu a 9 G [0, ir] určuje pravdě

podobnost naměřen í kanonických s tavů |0) , |1). Tedy : 

P ( | ^ ) ^ | 0 ) = c o s ( ^ ) 2 P ( | ^ | l > = s i n ( ^ ) 2 

Díky vyjádření všech měřen ím rozeznatelných qub i tů za pomoci dvou p a r a m e t r ů , 

můžeme množinu pozorovatelných kvantových s tavů vyjádři t jako dvouparametric-

kou plochu v t ro j rozměrném prostoru. Jak už název napov ídá Blochova sféra je 

sféra: 

B := {(x, y, z)T G R 3 | x2 + y2 + z2 = 1} 

na niž můžeme každému reprezentantu t ř ídy ekvivalence prostoru qubitu př i řad i t 

právě jeden bod. A to následovně: 

/sin(#) cos(0)\ 

sin(#) sin(0) 

V cos(č) J 
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Obr. 2.1: Vizualizace Blochovy sféry, v programu GeoGebra 

Naše známé vektory pak zobrazujeme takto: 

|0) : 9 = 0 libovolné 

l + > : 0 
7V 

7 T 

2 
7 T 

2 

/ 0 \ 

0 

W 

/ i \ 
0 

w 

1 

w 

|1) : 6 = n 

7V 

2 

libovolné 

(-1) 
0 

w 

(o) 
o 

V - V 

Ti 

i) : 6 
7 T 

2 
3TT 

Y 

/ 0 \ 

- 1 

N a Blochově sféře je pak dobře viditelné kolabování qubitu při měření . P ro tože 

ho zde reprezentujeme j e d n o d u c h ý m pootočením. Což n á m dává možnost vizuálně 

reprezentovat i fenomén superpozice. Tedy kdy stav leží mezi dvěma stavy a kolabuje 

do jednoho z nich až při měření . Př ičemž toto vidíme právě na úhlech, k teré spolu 

vektory na Blochově sféře svírají. 

Vš imněme si, že existence Blochovy sféry je o d ů v o d n ě n a pouze způsobem za

vedení měření qubi tů . Což n á m tedy vysvětluje proč je Blochova sféra v l i te ra tuře 

používána jako množ ina všech pozorovatelných kvantových s tavů. Jestl iže existují i 
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j iné kvantové stavy než ty na Blochově sféře, stejně př i měření splynou s něk te rým, 

k te rý na ni je. Jsou tedy pozorováním neodliši telné. 

2.4 Logické brány 

Pokud jsme se za t ím věnovali způsobu zápisu kvantových s tavů z důvodu abychom 

na n im mohli s tavět algoritmy, je na mís tě se nyní zaměř i t na hlavní hybatele oněch 

algor i tmů. O b d o b n ě chceme-li klasické bity využít k výpoč tu , mus íme je nechat pro

jí t sys témem logických bran, tak i my používáme kvantové logické brány. Tyto b rány 

jsou obyčejnými zobrazeními z prostoru qub i tů zpět do prostoru qubi tů . Tedy přiro

zeně, tak jako chápeme qubity jako vektory, můžeme tyto b r á n y chápa t jako matice 

t ransformací . Ovšem m á m e zde pá r omezení pro to aby n á m jejich transformace 

dávaly smysl. Tedy hlavně to, že matice musí být un i tá rn í . 

Uni tárn í matice 

Uni tá rn í mat ic í rozumíme jakoukoli čtvercovou matici , nad komplexními čísly, pro 

kterou plat í : 

UxU* = l, 

kde 1 je mat ic í identity, přesněji: 

1 i = j 
1 := Wj Uj = 

0 i ^ j 
i, j = !,-••,n j n — dim(l). 

Značením f v ho rn ím indexu matice transformace pak rozumíme matici Hermitovsky 

sdruženou. Což je matice t r ansponovaná a komplexně sdružená k matici výchozí. 

Neboli: 

A 
« 0 0 

A* = AT 

\ « n 0 ' ' ' d-nnf 

« 0 0 « n 0 \ 

\ « 0 n • • • « n n J 

« 0 0 

\ « 0 r . 

« n 0 

Tato vlastnost n á m zaručí , že při t ransformacích neopus t íme prostor qubi tů . Obecně 

je pak můžeme říci, že každá un i t á rn í matice, je i mat ic í o r tonormáln í . Ukažme, že 

definice un i t á rn í matice: 

AxA^ = l | l:=J2\i)(i\, (2-1) 

př ímo implikuje následující vlastnosti: 

a) Pro všechny ř ádky matice plat í , že jejich eukleidovská norma je rovná 1. 

b) Všechny ř ádky jsou, b rány jako vektory, na sebe kolmé. 
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Toto odvoďme př ímo roznásobením matic: 

iei jel sel tel 

( E E ^ X i l ) x ( E E ^ X * ! ) 
íe/ je/ se/ íe/ 

(2.2) 

E E M O I E E ^ X * ! ] 
íei" jel sel tel 

(2.3) 

E E E E ° y l*> 0' 1««* 1*) (sl 
íe / jsi" se/ íe/ 

(2.4) 

E E E E a ^ í N ) 0 1 í ) ( s l 
íe / je/ se/ íe/ 

(2.5) 

E E E E a ^ N ) 0 ' l i ) ( s l 
íe/ je/ se/ íe / 

(2.6) 

íe/ je/ sel 
(2.7) 

(2.2) i—y (2.3) i—y (2.4) : Dis t r ibut ivi ta mat icového součinu. 

(2.4) i—y (2.5) : Komutat iv i ta násobení skalárem. 

(2.5) i—y (2.6) : Mějme or tonormáln í bázi , indexovanou množinou indexů I pak : 

Vj,s G / : (j\s) — 0 •<->• j s Tedy vyřazujeme všechny takové sčí tance, k teré jsou 

nulové, a nahrazujeme index s značením j. 

(2.6) i—y (2.7) : Využijeme vlastnosti normality báze, a veškeré n a h r a d í m e 1, 

kterou pak můžeme při násobení zanedbat. Následně také odebereme přebytečné 

sčí tání přes , již sečtený index. 

1 = EN)^I = £ £ £ a ý ' a s i N ) ( s l 
iei iei jel sel 

->• V i , s G / A i = s : E E a * i ^ i l s ) ( s l = £K)(*I 
se/je/ íe/ 

=4> V S G J : E a * Í ^ Í = ( a s : | « s : ) = \\0-s :\\2 = 1 a ) 
je/ 

^ V Í , S e J A í ^ S : E a *j«sj = E ^sj^ij = (os: |Oi :) = 0 6) 
jel jel 

Přičemž, pro dokázání výroků a) a b) pro sloupce mís to ř ádků provedeme stejný 

důkazový postup, jen s obraceným po řad ím násobení . Což můžeme protože: 

A x A] = t 

Ax A] x A = A 

A'1 x A x A* x A = A'1 x A = 1 

=> A x A* = x A = 1. 
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2.4.1 Brány na 1-qubitech 

Nyní tedy už můžeme uvést základní brány, tedy takové transformace jež mají smysl 

na jednom qubitu. B r á n u N O T zapíšeme jako: 

0 1 

1 o, 
|0)(1| + |1)(0|. 

A používáme takto: 

0 1 

1 0, 

0' 
^10) + II |0) = |0)(1|0) + |1)(0|0) = |1) 

Pokud se pak pod íváme na reprezentaci qub i tů za pomoci Blochovy sféry, vš imneme 

si, že při aplikaci ax dochází k rotaci okolo X-ové osy o n. Můžeme tedy uvést další 

brány, k teré budou provádět obdobné rotace. 

O, 
1 0 

.0 - 1 . 
| 0 ) ( 0 | - | 1 ) ( 1 | . 

Je rotací okolo z o ir, nebo také přehození fáze, tedy přechod od |+) k |—) a zpět . 

^ I+ ) = ( | 0 ) ( 0 | - | 1 ) ( 1 | ) ^ - ( | 0 ) + |1)) 

V2 
2 

V2 
2 

|0) (0 |0) - |1) (1 |0) + |0) (0 |1) - |1) (1 |1) 

| 0 ) 1 - |1)0 + | 0 ) 0 - |1)1 

Rotaci okolo osy y, pak můžeme vyjádři t obdobně : 

i 0 
l(JXOy. 

Opět rotujeme o i na Blochově sféře, měníme jak hodnotu bitu, tak i fáze a pře

cházíme od | + i) k | — i) a zpět . Speciální pozornost si pak zaslouží b r á n a zvaná 

Hadamardova, tato b r á n a n á m tot iž slouží nejen k přechodu mezi bázemi {|0), |1)} 

a (|+), |—)}, ale také n á m p o m á h á tvoři t reprezentaci t akzvaného entaglmentu, jak 

uvidíme později. 

H 
V2.fl 1 
T l l - 1 

y/2 
(|0)(0| + |0)(1| + | 1 ) ( 0 | - | 1 ) ( 1 | ) . 
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Brány na 2-qubitech 

Typickým př ík ladem logické p rány pro 2 bity je b r á n a O R , tuto b r á n u však, ne

považujeme za b r á n u aplikovatelnou pro kvantové výpočty. Jednak nejde zapsat za 

pomoci matice, k t e r á by splňovala naše kr i tér ia výše, a také protože při její aplikaci 

dochází ke z t r á t ě informace, chceme l i dimenze. Proto používáme b r á n u C N O T , jež 

se d á slovy popsat jako kontrolovatelný exkluzivní O R , přičemž první z qub i tů je 

bitem kontrolním, a d ruhý pak nese logický výsledek brány. C N O T pak zapisujeme 

takto: 

A 0 0 0\ 

0 1 0 0 
CNOT 

0 0 0 

\0 0 1 

1 

0/ 

|00)(00| + |01)(01| +110> <111 + |11)(10| 

Působen í C N O T brány, značené pomocí 

vostní tabulky: 

), pak můžeme vyjádři t i pomocí pravdi-

input output 

X y x x © y 

0 0 0 0 

0 i 0 1 

1 0 1 1 

1 i 1 0 

2.4.2 Entaglment 

Entaglment, už z p řek ladu z n a m e n á provázanost , nebo zamotanost. A je to přesně 

ta vlastnost, k t e rá dělá kvantovou logiku zaj ímavou ke studiu. Obecně ř íkáme, že 

2-qubit \4>)AB reprezentuje entaglované stavy A a B , jestliže nemůže vzniknout 

součinem dvou qubi tů : 

$\<P)A,\6)BeQ x \0)B = ty) AB-

Bellovy stavy 

Běhovými stavy rozumíme čtyři 2-qubity, k te ré jsou max imá lně entaglované, a tvoří 

v las tn í bázi prostoru C 4 . 

K ° ) : = Í ( | 0 0 ) + |11)) Ir" 1) : = ^ ( | 0 1 ) + |10)) 
' ,10\ . _ V2, hr>:=f(ioo> — |n>) 

Obecný Bellův stav pak můžeme zapsat takto: 

| ^ ' ' > = ( 1 ® < 7 J 0 J ) | ^ » ) 

! ( | o i > - | i o » 
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Ukažme nyní využi t í Hadamardovy b rány ke konstrukci Bellových s tavů: 

\Í])AB 

|0 0) 

|01) 

|10) 

111) 

(HA®lB)\ij)AB 

í ( | 0 0 ) + |10)) 
f (|0 1> + | U » 

f (|0 0> - | 1 0 » 

f (|0 0 > - | 1 0 » 

f (|00> + | l l » = |O 
CNOTA B K 

> ^ ( | 0 1) + |10)) = | ^ 1 ) 

^ ( i o o > - i n » = h n 

f (|0 1 ) - | 1 0 ) ) = | ^ 1 ) 

Př ičemž operaci 0 chápeme jako tenzorové násobení matic následovně: 

H 

H-l H • 0 

H-0 H-l 2 

(l 1 0 0 \ 

1 - 1 0 0 

0 0 1 1 

Vo o i -v 
nebo v Diracově notaci: 

HA®U = ^ ( | 0 ) ( 0 | + |0)(1| + |1)(0| - |1)(1|)A(8)(|0)(0| + |1)<1|)B 

V2 
( | 0 > A | 0 > B ( 0 | A ( 0 | B + | 0 > A | 0 > B ( 1 | A ( 0 | B + 

+ | 1 ) A | 0 ) b ( 0 U ( 0 | b - | 1 ) A | 0 ) b ( 1 U ( 0 | b + 

+ | 0 > A | 1 > B ( 0 | A ( 1 | B + | 0 > A | 1 > B ( 1 | A ( 1 | B + 

+ | i ) A | i ) B ( o U ( i | B - | i ) A | i ) B ( i U ( i | B ) 

^ ( | 0 0 ) ( 0 0 | + |00)(10| + |10)(00| - |10)(10| + 

+ |01)(01| + |01)(11| +111><011 - |11)(11|) AB • 
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3 Kvantové hry 

3.1 Hry 

V matematice nechápeme hry v t r ad i čn ím slova smyslu dětských her. H r a je z ma

temat ického pohledu pevně s tanovený sys tém pravidel a hodnocení s tavů. Akt ivní 

členy hry nazveme hráče , a j i m umožn íme konat pouze konkré tn í akce neboli tahy. 

Soubor takových t a h ů provedených za sebou pak nazveme strategií . V rámci sys tému 

hodnocení stavu hry jsme pak u některých her schopni hledat op t imáln í strategii. 

V ě z ň o v o dilema 

Vězňovo dilema je j ednoduchá hra pro dva hráče . Každý hráč m á k dispozici pouze 

jeden možný tah. Tedy pro provedení obou dvou t a h ů hra končí. Název je zvolen 

podle analogie t é to hry vykreslované v p o d o b ě p ř íběhu dvou podezřelých zločinců 

Adama a Barbory. Policie však n e m á př ímé důkazy, a proto pot řebuje aspoň jed

noho př imět k výpovědi . Zločinci tak dostávají na výběr zradit toho druhého ,a nebo 

nevypovída t .V př ípadě , kdy A d a m zradí Barboru ale ta se rozhodne nevypovída t 

odchází A d a m bez trestu do ochrany svědků, a Barbora dostává pě t let vězení. S t ím, 

že j e d n o s t r a n n á zrada funguje symetricky, zradí-li tedy Barbora Adama i ona m á 

možnost odejít bez trestu, a nechat Adama pě t let ve vězení. Když se rozhodnou oba 

zradit odejdou každý s t ř í l e tým trestem, s p ř ih lédnu t ím k tomu že spolupracovali s 

policií. Nakonec pokud nezradí ani jeden dostanou oba trest v rozsahu jednoho roku 

za kladení odporu při za týkání . 1 Pokud bychom si zapsali tyto výs tupy do tabulky 

dostaneme: 

A d a m \ Barbora Zradí Nezradí 

Zradí (3,3) (0,5) 

Nezradí (5,0) (1,1) 

Vidíme tedy, že pokud hráč n e m á informace o tom, jak hraje p ro t ih ráč n u t n ě je 

logickou úvahou veden zvolit zradu. M á tot iž při z radě celkem šanci na t ro jnásobné 

prodloužení trestu nebo prominut í . V př ípadě mlčení pak pě t inásobnou nebo běžnou 

délku trestu. Vidíme tedy, že motivací zavést to hry kvantování , je snaha zohlednit 

ve hře sociální hladinu vztahu mezi hráči . Což dosahujeme za pomoci entaglmentu. 

1 C h t ě l bych pouze k r á t c e podotknout , že ta to p r á c e se n e z a b ý v á m o r á l k o u t a k o v é h o p r á v n í h o 

s y s t é m u , an i neklade d ů r a z na r ea l i s t i čnos t i l u s t r a č n í h o p ř í b ě h u . 
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3.2 Kvantové vězňovo dilema 

V t r ad ičn ím vězňovu dilematu mus íme provést několik změn, abychom ho mohli 

nazývat kvantovým. P ř e d n ě je t ř eba zavést proces entaglování, což je hlavní fak

tor definující rozdíly, mezi klasickou a kvantovou hrou. Ten provádíme za pomoci 

ope rá to ru J , k t e r ý m na začá tku transformujeme stav hráčů . Př ičemž stav h ráčů re

prezentujeme 2-qubitem. Následně, necháme každého z hráčů , zah rá t svoji strategii, 

za pomoci logické brány, kterou značíme A respektive B. Konečně qubity odentaglu-

jeme, pomocí Hermitovsky sdruženého ope rá to ru J', a měř íme výsledek. Proces hry 

můžeme vyjádři t i diagramem: 

j 

B 

J t -HV>/) 

Tedy při zápisu celého procesu hry do tenzorových operací , dostaneme formuli, pro 

finální stav hry: 

\il>f) = J(A®B)J\ýi). 

Kde označuje počá tečn í stav a \ipf) stav finální ve formátu 2-qubitu. Nyní 

detailněji zaveďme operá to r J , tak abychom mohli regulovat mí ru entaglovanosti. 

J = exp{i—ax <g> (Jx} 7 6 [ 0 , - ] 

Př ičemž v ý z n a m matice v exponentu chápeme, v p ř ípadě čtvercové matice, jako zo

becnění exponenciální funkce. A př i použi t í Maclaurinova polynomu můžeme funkci 

p řepsa t do tvaru: 

OO 1 
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Díky tomuto poznatku pak můžeme lépe pracovat s ope rá to r em J jako s mat ic í . 

7 
J = exp{i-ax 

k = 0 

k — sudé 

íl 0 0 0\ 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

\0 0 0 1} 

+ E 
k = 0 

/c — liché 

1 /«7\fc 

oo 2 

fc=0 ^ 

/o 0 0 l \ 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

\ i o o oj 

í /o 0 0 1\ k 

. 7 0 0 1 0 

0 1 0 0 

V 0 0 oj ) 

íl o o o\ 

2^2k\^c?J 
k=0 

vy 

2 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

Vo o o ij 
íl o o o\ 

+ E 
Í7s(2fe+1) 

/O 0 0 l \ 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

V i o o oy 

cos 
7 0 1 0 0 

0 0 1 0 

Vo o o i) 

+ i sin 7 

/O 0 0 l \ 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

V i o o oy 

K d y pro 7 = f dos táváme max imáln í entaglovanost. A tedy tvar ope rá to ru J : 

J 
V2 
2 

íl 0 0 i\ 

0 1 i 0 

0 i 1 0 

V ž o o 1/ 

Naopak nulovou entaglovanost m á m e při 7 = 0, kdy operá to r J nabývá tvaru: 

J 

íl 0 0 0\ 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

Vo o o 1) 

Což je jasné , protože je to tvar matice identity. Jak už jsme komentovali výše, 

v kapitole logických bran, abychom lineární transformaci mohli za logickou b r á n u 

považovat, musí být un i tá rn í . Tedy všechny možné strategie pro Adama či Barboru 

můžeme obecně zapsat jako: 

U(0,a,P) 
e H s in; 

sin I e t a cos 2 

9 e [0 ,7r], a, (3 e [-71-, 71-]. 

39 



Jako př íklad v l ivu parametru 9 uvažujme všechny strategie U(9,0, 0). Ukažme, že 

popisují urč i tou kombinaci mezi přehozením bitu, a ident ickým zobrazením. K d y 

míru p ravděpodobnos t i , zda dojde nebo nedojde ke změně stavu, určuje právě 9: 

cos | sin 2 

sin | cos 2 

|0) = cos^|0) + s i n ^ | l ) = |g) 

| |(0|g)|| 2 = | | ( 0 | ( c o s - | 0 ) + s i n - | l ) 

1/ i . | i Q .i ^ I I D 
c o s - 0 ) = cos - = cos -

2 1 / n " 2 1 2 
( l |g ) | | 2 = | | ( 0 | ( c o s - | 0 ) + s i n - | l 

2' ' 2 ' 
2 II „ - 0 112 ( l | s i n - | 0 ) | | 2 = | | s i n - s in 2 

Z př ík ladu výše vidíme, že k přehození b i tu dojde s p ravděpodobnos t í s in 2 | a kom

p lementá rně pak s p ravděpodobnos t í cos 2 | ke změně nedojde. 

Ze všech možných s t ra tegi í se budeme zabývat t řemi , a to: £7(0,0,0), £7(7r,0,0) 

a £ 7 ( | , | , 0 ) . Takže pokud bychom do hry vstupovali se stavem 100) reprezento

vaným oboustrannou zradou, pak strategie £7(0,0,0) = ^ je s t ra tegi í zradit 

oponenta, strategie £7(ir, 0, 0) = ^ je s t ra tegi í nezradit oponenta, a strategie 

£7( | , f, 0) = ^ ^ ^ , je s t ra tegi í popisovanou jako Eisertův zázračný tah, k te rý 

n á m umožní naplno využí t potenciá lu entaglovanosti hráčů . 

Chceme-li nějak výsledek hry kvantifikovat, mus íme použí t tabulku t res tů , s níž 

jsme ilustrovali, klasické vězňovo dilema. Tabulku reprezentujme mat ic í s prvky T j j , 

např ík lad na pozici T 0 j i bude trest pro hráče , k te rý zradil , a zároveň zrazen nebyl. 

Tedy z konkré tn ího p ř í p a d u výše: 

-TAdam I i -^Barbora I I • 

V5 v v° v 

Strategie u kvantových her budeme hodnotit p o d o b n ě jako u těch klasických. Chceme 

určit hodnotu rizika, jaké kvůli vybrané strategii podstupujeme. Takže vezmeme 

pravděpodobnos t každého výs tupu , znásobíme j i s jemu př ís lušným trestem, a tyto 

hodnoty sečteme. Takže pokud při Adamově strategii A, a Bář ině strategii B, m á m e 
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výs tup \ipf), pak riziko pro Adama urč íme následovně: 

Riziko = T A d a m [ oo] | | (00 |^ / ) | | 2 + T 4 d a m [ o i ] | | ( 0 1 | « / ' / ) | | 2  

+ TAdam[w]\\(10\ipf) I I 2 + 

Vidíme tedy, že rizikovost Adamovi strategie, závisí nejen na strategii samotné , kte

rou si vybere, ale i na strategii Báry, k t e rá hru ovlivňuje stejně. Z toho pak vychází 

opt imal izační postup za pomoci min imaxového kri tér ia . K d y A d a m si volí takovou 

strategii, k t e r á ho min imálně poškodí , v p ř ípadě kdy Barbora zvolí strategii co mu 

uškodí maximálně . A d a m tedy efektivně volí cestu nejmenšího zla, k te ré na něm 

může být vykonáno. 

Dále se tedy budeme věnovat výhodnos t i hráčovi strategie v závislosti na strategii 

pro t ihráče . Rozepišme si tedy všechny možné kombinace strategi í , k teré h r á č ů m 

poskytujeme, a vy tvořme pro mě logickou b r á n u hry. 

1. A d a m i Barbora zradí 

2. A d a m zradí Barboru, k t e rá kooperuje 

3. A d a m zradí Barboru, k t e rá hraje miracle strategii 

4. Adam, k te rý kooperuje, je zrazen Barborou 

5. A d a m i Barbora kooperují 

6. A d a m volí strategii kooperace a Barbora miracle strategii 

7. A d a m použije miracle strategii a je zrazen Barborou 

8. A d a m použije miracle strategii a Barbora kooperuje 

9. A d a m i Barbora použijí miracle strategii 
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A 

A 

A 

A 

A 

1 0 

0 1 

1 0 

.0 1 

a B 

0 1 

1 0 

0 1 

1 0 

A 
iy/2 (l 1 

A 

2 \ 1 - 1 

iy/2 (l 1 
2 1 - 1 

a B 

a B 

i\f2 íl 

a B 

a B 

1^2 íl 
2 1 

a B 

a B 

2 1 - 1 

1 0 

0 1 

0 1 

1 0 

1 0 

0 1 

0 1 

1 0 

1 

- 1 

1 0 

0 1 

0 1 

1 o 

A = i V 2 ( l l ) a B , V 2 / 1 1 
2 \ 1 - 1 

, pak Li 

, pak L2 

, pak L3 

, pak L 4 

, pak L 5 

, pak Lg 

, pak Ľj 

, pak Lg 

,pak Lg 

(l 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

\0 0 0 

/o 0 1 

0 0 0 

1 0 0 

\0 1 0 

(1 

iVž o 
~2~ 1 

Vo 
/o 1 0 

1 0 0 

0 0 0 

\0 0 1 

/o 0 0 

0 0 1 

0 1 0 

o\ 
0 

0 

iy 
o\ 
1 

0 

oy 
0 1 

1 0 

0 - 1 

1 0 

o\ 
0 

1 

l \ 
0 

0 

o \ 
1 

0 

- V 

\1 0 0 0/ 

(0 1 0 1 \ 

1 0 1 0 
2 0 1 0 - 1 

Vi 0 --1 0 / 

h 1 0 0 \ 

«V2 i - 1 0 0 
2 0 0 1 1 

\o 0 1 - V 
(0 0 1 1 \ 

«\/2 0 0 1 - 1 
2 1 1 0 0 

Vi - 1 0 0 / 

/ i 1 1 1 \ 

- 1 i • -1 1 - 1 
~2~ i 1 

1 

- 1 
1 

- 1 
1 
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Naším cílem je nyní pozorovat výsledky možných her v závislosti na parametru en-

taglovanosti 7 . Proveďme tedy vyhodnocení her pro každý scénář 1-9, s ponechán ím 

parametru 7 jako neznámé, až k finálnímu stavu.\ipfk) = J^L^JlOO) k = 1 , . . . , 9 

\M = |oo> = 

( c o s 2 i 

1^/3) = i4 

o 
o 

w 

l - s in 2 $ \ 

0 

v 
1 

-li 

l t ó = | l l > = 

( c o s 2 i 

s \ sin 

0 

0 

W 
— sin 2 

V 

o 
\—2i cos ^ sin | y 

/ 1 

V 

'cos \ — i sin | ) 2 

'cos \ — i sin ^ ) 2 

1 / 

\M = l01> = 

l^/4> = |10> = 

( 

1 
o 

M 
0 

1 

W 
o 

cos 2 ^ — s in 2 ^ 

—2i cos ^ sin ^ 

v 1 y 
/ o \ 
—2% cos I sin I 
cos 2 I — s in 2 7; 

V 1 y 

Nyní proveďme zhodnocení jednot l ivých her za pomoci výp la tn í funkce, chceme-li 

funkce trestu. Změřme tedy p ravděpodobnos t i , kolapsu finálních s tavů k bázovým, 

a znásobme výsledky měření tresty z hráčovy tabulky pos t ihů . Neboli: 

r-^^o f c = T ^ ^ I K O O I ^ M I 2 + ^ [ 0 1 ] | |<01|^ / f c>|| 2 + ^ [ 1 0]||<10|V/ f e>|| 2 + ^ n j i K i i i ^ ) ! ! 1 
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kde k , 9 označuje index hry. Adamova rizika: 

riziko! = 3|| <00|00> H 2 + 0||(01|00)|| 2 + 5|| (10|00) | | 2 + 1||(11|00)||2 

r iz iko 2 = 3||(00|01)|| 2 + 0||(01|01)|| 2 + 5|| (10|01) | | 2 + 1||(11|01)||2 

riziko-? 

3 

0 

-(3(cos 2 - - s in 2 - ) 2 + 5 + 4 cos 2 - s i n 2 -
2y y 2 2J 2 2' 

r iz iko 4 = 3||(00|10)|| 2 + 0||(01|10)|| 2 + 5||(10|10)|| 2 + 1||(11|10)|| 2 = 5 

r iz iko 5 = 3||(00|11)|| 2 + 0||(01|1)|| 2 + 5||(10|11)|| 2 + 1||(11|11) 

rizikoß = 

riziko7 = 

rizikos = 

- ( 5 - 4 c o s 2 - s i n 2 - + l ) 

1 lol 2 7 • 2 7 \2 i A 2 7 • 2 7 N 

-(3(cos sin —) + 4 c o s - s i n — 
2y y 2 2} 2 2' 
Í ( 5 ( c o s 2 | - s i n 2 | ) 2 + l ) 

rizikog = - ( 3 + 5 (cos 2 ^ + s in 2 
3 + 5 + 1 

4 v v 2 2 , 4 

Riz ika Barbory: 

riziko! = 3||(00|00)|| 2 + 5||(01|00)|| 2 + 0|| (10|00) | | 2 + 1||(11|00)||2 

r iz iko 2 = 3||(00|01)|| 2 + 5||(01|01)|| 2 + 0|| (10|01) | | 2 + 1||(11|01)||2 

riziko3 fof 2 7 - 2 7 \2 i A 2 7 • 2 7 N 

-(3(cos — — sin w 1 1 ' 
1 

2['""~ 2 
r iz iko 4 = 3||(00|10)|| 2 + 5||(01|10)|| 2 + 0||(10|10)|| 2 + 1||(11|10)||2 

, + 4 cos — sin" 
2' 2 2' 

r iz iko 5 = 3||(00|11)|| 2 + 5||(01|11)|| 2 + 0||(10|11)|| 2 + 1||(11|11) 
1 

3 

5 

0 

1 

rizikoß 

riziko7 

rizikos 

rizikog 

2 7 
2 (5(cos :

 2 

• 2 7 \2 i i\ 
srn - ) +1) 

2 7 
srn 

7^ 
2 (3(cos :

 2 

^ ( 5 - 4 c o s 2 ^ s i n 2 | + l ) 

^(3 + 5 ( c o s 2 ^ + s i n 2 ^ ) 2 

A 2 7 - 2 
4 cos 

. 7 -srn — 
2 2' 

3 + 5 + 1 

Následně uspořáde jme r iz ika do tabulky, podle toho jakou strategii hráči zvolí. 

A d a m \ B a r b o r a Zradí Nezradí Miracle 

Zradí r izikoi riziko2 riziko3 

Nezradí riziko4 rizikos riziko6 

Miracle riziko7 rizikos rizikog 

Nyní použijeme minimax kr i té r ium. Z Adamova pohledu minimax spočívá v minima

lizaci r izika, k t e r ý m jej ohrožuje Barbora. Tedy z každého sloupce tabulky vybereme 

největší ohrožení, a z nich pak vybereme to nejmenší. Uvažujeme tot iž způsobem, 

kdy hráči hraj í proti sobě. Obdobnou analýzu rizik provedeme i z pohledu Barbory, 
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jen s rozdílem, že maxima vyb í ráme z řádků . Vzhledem k tomu, že jsou naše rizika 

závislá na parametru entaglmentu 7 je snazší porovnávání provádět v grafech. 

Adamova rizika v závislosti na 7 

Obr. 3.1: Graf rizik hráče A , v závislosti na parametru entaglovanosti 7 , vykresleno 

programem M A T L A B . 

Rizika Barbory v závislosti na 7 

0.2 0.4 0.6 0.8 

Obr. 3.2: Graf rizik hráče B , v závislosti na parametru entaglovanosti 7 , vykresleno 

programem M A T L A B . 
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V grafech můžeme pozorovat změny rizikovosti jednot l ivých s t ra tegi í v závislosti na 

parametru entaglovanosti 7 . Pokud budeme hledat nejlepší strategie hráčů , mus íme 

začít volbou výběrového kri tér ia . 

Nejprve zvolme algoritmus maxmin. Tedy pokud bychom chtěli vybrat strategii 

pro Adama, vezmeme strategie dle Barboř iny volby, k teré Adamovi nejvíce uškodí, 

a z nich vyberme ty, k teré uškodí nejméně. 

Stejně pak postupujeme i při volbě Barboř iny strategie, jen s rozdílem že trans

ponujeme tabulku rizik. P ř i výbě ru z grafů tak začneme p ředvýbě rem maxima z 

všech s t ra tegi í vykreslených s te jným druhem čáry, kde h ledáme nej horší variantu 

jakou může p ro t ih ráč uškodi t . Z tohoto p ředvýběru katastrofických scénářů, pak 

vybereme minimum, abychom riziko co nejvíce snížili. Pro Adama tak dos táváme 

předvýběr jako r i z iko^ riziko§ 4 5 a riziko3, ze k te rého jasně vychází jako mini

máln í rizikog —> 5. Tedy A d a m by nejprve voli l strategii 8, nás ledně by by pak s 

narůsta j íc í 7 přešel ke strategii 5. Neboli hrá l by miracle, a chtěl by aby Barbora 

hrá la kooperaci, a posléze by hrá l kooperaci. Stejně tak Barbora dostane strategie 

mezi nimiž mění . Barboře však před změnou vychází strategie volit miracle a nechat 

Adama h rá t kooperaci. Konečně pak po změně strategie i Barbora dojde ke strategii 

kooperace kooperace. 

Nyní pozorujme, jak se změní vybrané strategie pokud změníme algoritmus vý

běru rizika. Ten tokrá t volíme algoritmus minmax, tedy p řehod íme pořad í uspořá

dání . Př ičemž myšlenka je taková, že si vyb í ráme min imálně škodlivé strategie, z 

nichž si pak p ro t ih ráč volí takové aby maximalizoval náš postih. Adamovu úvahu 

nad riziky, pak můžeme zapsat následovně: 

Tady pak pro Adama vychází přechod dvou strategi í , z rizika7 k rizikus a to v bodě 

jejich průn iku . Pro Barboru n á m t í m t o postupem výběru vyjdou stejné křivky se 

s tejnými průsečíky jako u Adama, jen s rozdílem, že přechází od rizika3 k rizikus. 

Znovu zde tedy vzniká konsensus až po přechodu u přechodných rizik. 

Vid íme tedy, že pro vyhodnocení r iz ika můžeme provést několika způsoby, a vždy 

je t ř e b a uvažovat nad t ím, k t e r ý m směrem nás zvolený postup výbě ru vede. 

Adamova volba. •maxmin 

max{rizikoi,riziko±riziko7} 
min < max{riziko2,riziko5rizikos} ' 

jnax{riziko3, riziko6riziko9} t 

Adamova volba-, 'minmax 

min{rizikoi,riziko2riziko3} 
max < min{rizikoi,riziko5rizikoQ} > 

min{riziko-j, rizikosrizikog} t 
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Závěr 
V práci se věnuji převážně pochopení problematiky kvantového poč tu . Je do detailu 

rozebrána reprezentace qubitu, i to proč si vyb í ráme Blochovu sféru jako množinu 

pro reprezentaci všech kvantových s tavů. Prezentuji zde své vlas tn í odvození toho. 

z j akého důvodu Blochovu sféru zavádíme, a dokazuji že je tvořena reprezentanty 

jednot l ivých t ř íd ekvivalence. Cíle pochopení a ozřejmění jsou tedy naplněny. Dále 

jsou zde spoč teny finální stavy pro vězňovo dilema v závislosti na parametru en-

taglovanosti. Což umožňuje sledovat strategie, ne jen z pohledu tabulek, ale i v 

jejich p r ů b ě h u v závislosti na míře entaglovanosti hráčů . Je zde mnoho prostoru, 

pro zkoumání dalších možných strategii vězňova dilematu, i pro objasnění faktu, že 

pro každou kvantovou strategii existuje v h o d n á kvantová anti-strategie, k t e rá je vůči 

ní výherní . Toto jsou směry, k te rými by se mohly vydávat další práce ve s tejném 

t éma t i ckém okruhu. Navíc je zde postaven dobrý základ pro popis a tvorbu kvanto

vých algor i tmů. Vid ím tedy potenciá l navázat na základní popis logických bran pro 

qubity a věnovat se rozboru např ík lad Shorova algoritmu pro prvočíselný rozklad. 
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