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ABSTRAKT

Prace se vénuje zavedeni matematické notace kvantovych stavil, nasledné pak hlubsimu
porozuméni jejich reprezentace. V praci je uvedeno rozsiteni klasické hry dvou hraci
Véznova dilematu o kvantové strategie. Jsou pozorovany zmény rovnovazného stavu hry
oproti hfe nekvantové.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

This thesis presents introductuion to mathematical notation of quantum states, further-
more foucuses on deeper understanding of their representation. We broaden a clasical
game of two players Prisoners dilema by adding quantum strategies. And we observe
changes of equilibrium in comparison to clasical game.
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Uvod

V dnesnim svété se stale castéji zacinaji objevovat zminky o kvantovych pocitacich.
Uz v roce 2019 Google publikoval své vysledky na téma kvantové nadirazenosti. Kdy
je dana stejna vypocetni tiloha kvantovému pocitaci a velice vykonému klasickému
pocitaci. Google tvrdi, Ze algoritmus na jejich kvantovém pocitaci dokoncil vysledky
za 200 sekund, zatimco odhad trvani vypoctu stejné tlohy by nejrychlejsimu pocitaci
na svete trval pres 10 000 let. Toto tvrzeni bylo pozdéji zpochybnéno firmou IBM,
ktera tvrdi, ze po optimalizaci klasického algoritmu, by vypocet trval pouze nékolik
dni. S tim, jaky zdjem maji kvantové pocitace v prostoru technologickych giganti,
je pouze logické ocekavat jejich dalsi rozvoj. Neni proto od véci zamérit se na pocho-
peni zédkladt kvantovych algoritmiti. Na prvni pohled patrnym rozdilem klasického a
kvantového algoritmu je jejich zptisob prace s informacemi. Zatimco klasicky pocitac
bere v potaz pouze diskrétni hodnoty 1 a 0 chceme-li pravda a nepravda. Kvantovy
pocitac pracuje s celym spektrem hodnot mezi pravdou a nepravdou, a o konkrétnim
vystupu rozhoduje az findlni pozorovani. Toto se ve fyzickych kvantovych pocita-
¢ich déje, za pomoci castic kvantové fyziky a jejich vlastnosti superpozice. Kdy
C¢astice jsou zdanlivé ve vice stavech zaroverl, a az pozorovanim (mérenim), dochazi
ke kolapsu do jednoho ze stavi. Tento fakt reprezentujeme za pomoci konstrukce
kvantovych bitt ’qubitid’ jako prvka komplexnich vektorovych prostori, jak uvidime
dale. Stavime tedy paralely mezi svéty: bézné vypocetni techniky, kvantové fyziky
a kvantovych pocitaci.
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1 Matematicky formalismus

1.1 Zavedeni qubitu

Abychom mohli mluvit o teorii her v kvantovém svété, musime si nejprve stanovit
jasny komunikacni rdmec. O hrach muzeme mluvit jako o algoritmech, a abychom
mohli popisovat kvantové algoritmy, musime nejprve poznat jejich doménu nad kte-
rou pracuji tedy data. V tradi¢ni vypocetni technice vyuzivame k uchovani informace
takzvané bity. Binarni jednotku informace ulozenou ve formé 1 nebo 0, chcete-li prav-
da/nepravda. Ale ty pro popis kvantovych stavii nestaci. A proto zavadime takzvané

qubity jako prvky C? nasledovné:

Q= {(7: (q1> y 41,42 S C ”(j” = 1}’
az

kde ||q]| definujeme jako zobrazen{ z C? do R s nésledujicim predpisem:

I-=C"=RVY7eC : ||d] = V& + @&

kde G je ¢islo komplexné sdruzené.

Timto jsme si definovali qubit, coz je zakladni informacni jednotka, pii popisu
kvantovych algoritmti. Obdobné jako v bindrni vypocetni technice, mame zakladni
stavy 0 a 1, mame pro tyto stavy obdoby i na qubitech. Vyberme si tedy jednu z

mnoha bazi C2, jejiz vektory oznacime 0 a 1, a nazvéme ji Kanonickou:

G (1+0 o (040
S \o+o0-i)7 7 \1+0-i)°

Libovolny 1-qubit pak mizeme sestrojit takto:

ge{a-0+b-1 | abeC  |a|*+|b|* = 1}.

Tato baze vsak neni jedina se kterou budeme pracovat. Zminme zde proto aspon
nékteré dalsi, pricemz k jejich podrobnému popisu se dostaneme pozdéji. Budeme

je nazyvat £+ baze a jeji prvky jsou:

LV2 L V2 LOV2 2 V2 -
FoV2 G V2 V2 5 V2
2 2 2 2
a +1i baze s prvky:
+i=%;-0+%;r1, —i:%;-O—%;%l
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1.1.1 Diracova notace

Obvykle, pro popisovani kvantovych stavi pouzivame Diracova zapisu. Je to jen jiny
zpusob notace vektoru, ktery nam ale zapis zpiehledni, a vypocty opticky zjednodusi.

Sloupcovy vektor a nazyvame 'ket’ a zapisujeme nasledovneé:

q= (ql) = |g).
q2

Radkovy vektor nazyvame "bra’ a znacime takto:

(p1,p2) = (Pl

Pricemz méjme T zobrazeni, mezi prostory 'ket’ vektor a "bra’ vektorii. Takové ze
plati:

=l & m=GaAp=0
Jasné vidime, Ze zobrazeni vyse je pouze transponovani vektoru spolu s komplexni
konjugaci jeho slozek. A to ukazme na prikladu:

V3 | V3,
R —5 + 57 St V3 V3. V3
|®=a=(oiéi),0ﬂ=a=<—§~—3m0+§ﬂ.

*(Pro snadné zapamatovant, muzeme nad zdapisem vektori uvazovat jako nad psanim
zavorek neboli “brackets’ Pokud bychom slovo rozdelili foneticky napil, dostaneme

bra a ket, a mdme jasnou napovédu jak ktery vektor nazvat.)

1.1.2 Zavedeni operaci na qubitech

Pro jednoduchost uvadime piiklady na 1-qubitech, ale veskeré operace, 1ze jednoduse

zobecnit na n-qubit.

Scitani ®
Uvédomme si, ze prostor qubitl netvori vektorovy prostor. Klasicka operace sc¢itani
na vektorech by proto na prostoru qubitii nedavala smysl, navic nemame k dispozici
nulovy vektor. A proto na qubitech nezavadime sc¢itani, stejné jako na obvyklych
vektorovych prostorech po slozkach, ale se zménou a to takovou, ze vzdy vynu-
time, aby byl vysledek povazovan za qubit. Tedy po kazdém klasickém souctu jesté
vysledek normalizujeme: o

p+q

7'+ qll”
kde + znacime tradicni soucet po slozkach. Dilezité je poznamenat, Ze miiZzeme

Peq=

sCitat pouze bra vektory s bra vektory a ocekavat vysledek opét jako bra vektor.

Stejné pak s ket vektory.
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Skalarni soucin (-, -) ~ (-|-)

Pro vyjadreni skalarniho soucinu, za pomoci Diracovy notace, potfebujeme nejprve
odkazat na adjungované prostory. Konkrétné nas zajimaji prostory vsech linearnich
zobrazeni z C? do C. Tedy zobrazeni z prostoru ket vektorti do komplexnich &isel.

Méjme linedrni zobrazeni (f| z prostoru C? do C.
(f]: C> = C.

Na prostoru C? zna¢ime obecny prvek |q) pficemz, ten ziskdvame linedrni kombinaci

bazovych prvku {|0),|1)} tohoto prostoru nasledovné:
) =al0)+8]1), a,B€C A o> +]8]* =1.
Pak diky linearité zobrazeni (f| plati:

{flg) = (F10) -a+ (f]1) - 5.

Vidime, ze pro jednoznacné urceni libovolného zobrazeni (x| staci ur¢it hodnoty v
bazovych vektorech. Definujme nyni zobrazeni (0|, (1| pomoci béaze prostoru ket
vektort indexované takto:
L L i=y o
{gli) = i ed{0,13
0 i#]
Je vidét, Ze tato zobrazeni jsou linedrné nezavisla. Méjme libovolné zobrazeni (f| a

vektor |z) pak plati:

(flz) = (F130)O0 + [1)(AN]z) = (F10)(0lz) + (FI1)(A]x) = frzs + faxa,

kde |0)(0|+|1)(1] je identické zobrazeni. Dokonce z predchoziho vztahu vyse vyplyva,
ze zobrazeni {(0], (1|} tvori bazi prostoru, adjungovanému prostoru ket vektoru.
Tento prostor, pak nazveme prostorem ’bra’ vektorti. Pricemz kazdy bra vektor

miizeme vyjadrit jako linearni kombinaci bazovych bra vektort:

(fI = f1(0] + fo(1].

Na druhou stranu vypocet hodnoty komplexniho skalarniho soucinu ve zvolené

bazy muzeme zapsat takto:

(Ip).lg)) =a-y+3-6 =¢.
kde

p) = al0)+811), la) =10)+d]1), «.B,v,6€C, lal+]BI° = [VI*+]d]* = 1.
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Celkove tedy vidime, zZe ve zvolené bazi muzeme definovat komplexni skalarni soucin

pomoci Diracovy notace jako:

(Ip). |a)) = Ip)'1a) = (Plg)

Déle pak pro libovolny ket vektor |g) vidime jasnou souvislost skalarniho souéinu a

normy vektoru:

(alg) = (o). 1a)) = 11711,

coz pokud |q) € Q povazujeme za qubit musi splnovat podminku normality:

(alg) = (la).1a)) = 1711 = 1.

Pro tplnost jesté oznac¢me prostor 'bra’ vektoru:

ot = {<Q| = <Q1,Q2)>Q1>Q2 €C @ +qp= 1}-

Tenzorovy soucin

Rozebirani tiid tenzort a detailni popis fungovéani jejich soucinu, je mimo moznosti
této bakalarské prace. Avsak poznamenejme zde, jak funguje tenzorovy soucin vek-
toru ket X ket ~ |q)|p), a ket xbra ~ |q)(p|. Zatimco se u skaldrniho soucinu bra x ket
dimenze redukuje na skalar, bude se pri tenzorovém soucinu dimenze navysovat. A
to naptiklad tak, ze budeme li ndsobit ket vektor |d) dimenze 4 s ket vektorem |b)

dimenze 2 dostaneme ket vektor |h) dimenze 8. P¥icemz vektory zapiseme takto:

ho

hy

do ha

dy bo hs
=10 |b>_(b1> =
ds hs

he

h7
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Chceme zjistit jak tenzorové néasobeni zpracovava jednotlivé souradnice vektort,

vyjadieme indexy i, j, k jako binarni cisla:

il
00[0
00|1
01/0
01|1.
10(0
10[1
11]0
111

w NN = O
—
o
<
|
—
—
™
|
N S Ot e W NN = O

Vsimnéme si, ze indexy 1,7 jsou jakoby schovany v indexu k. Nyni tedy potiebujeme

index k vyjadrit pomoci indexti ¢ a 7, a to provedeme nésledovné:
k = dim(|b)) - i + 7.
Koneéné definujeme soucin |d) x |b) = |h) tak, Ze pro hy plati:
hiy =0b;-dj «— k=dim(|b))-i+j | i=0,1,2,3 j=0,1 k=0,1,..,6,7

Vsimnéme si Ze tato operace neni komutativni vié¢i vysledku samotnému, ale pro-
hozeni poradi nasobeni zachova typ vysledného vektoru. Také poznamenejme, ze

nasobeni bra x bra bude fungovat naprosto obdobné, tedy ho jen shriime ptikladem:

(al = 20+ 01 (vl =75 (00] + 2 (01] + £-(10] + 7-(11
(1] = (u] x (6] = (3001 + T 411) x (55 (00] 4+ T (01] 4 = (10] + (1)) =
= T (01400] + (0101 + = 2 O)(10] + - 0] (11}
s T 00] 4 2 (OT] 4 2 (11{10] 4 o 22 (1]{11] =
= 2 {000] + 2 (001] + - {010] + (011 ]+
-+i§%(100|+—f§%(101|+—f§%(110|+—f§%(111y

Zde poprvé vidime plnou silu zptusobu znaceni kanonické baze pomoci binarniho
vyjadreni indexu nenulového prvku. Totiz nad operaci (10|(1| nemusime piilis pte-
myslet a rovnou piseme (101].

Posledni varianta, kterou jsme jesté neprozkoumali je ndsobeni vektori zptisobem

ket x bra. Coz diky tenzorovému soucinu jde také, a vlastné intuitivné. Pokud jsme

21



totiz postupem bra x ket dimenze ztraceli, tak nyni je bude nabyvat zpét. Dovolim
si zde pomérné primocaré zjednoduseni, ale pro nase potreby, bude vyhovujici. Tedy
soucin vektoru |q)(p| kde dim({p|) = m a dim(|q)) = n ndm d4a matici fadu m x n.

Pricemz konkrétni postup nasobeni definujme néasledovné:

a1
qz
W= p2 - s pm), =] i |,
dn—1
Gn
P11 p2-q1 - Pm-1-q1 Pm -1
P1-4q2 P2-42 -+ Pm-1-q2 Pm - Q2
q)(p| = : : ' : :
P1°Gn-1 P2°Gn-1 °°* Pm—-1°"Gn-1 Pm  Qqn-1
P1-Gn P2:Gn - Pm-1"Qn Pm - dn

1.1.3 2-qubit a n-qubity

A7 doposud jsme se vénovaly zavedeni 1-qubitu. Pokud ale chceme qubity vyuzit
jako stavebni kdmen pro algoritmy, musime byt schopni ukladat vétsi mnozstvi infor-
maci nez je ekvivalent jednoho bitu. Zacnéme tedy zavedenim 2-qubitu (¢téme "dva
kjiibitii"). Obecné jsou 2-qubity prvky vektorového prostoru C?%, opét s omezenim

jejich velikosti na 1. VSechny 2-qubity tedy mtzeme popsat jako tuto mnozinu:
42) € 9% = {a]00) + B101) +110) + 8J11) | [lad>+ 18] + 112 + [I]2 = 1).

Kde vektory [00),|01),|10) a |11) tvori ortonormdlni bazi prostoru dimenze ¢tyfi

nad polem C.

|00) = , |01) = , 110) = , |11) =

o O O
o O = O
o = O O
_ o O O

Vsimnéme si zde "binarniho'zpisobu oznaceni vektori kanonické baze. Neboli vektor
majici na nultém misté (indexujeme od nuly) ¢islo 1 a na ostatnich nuly, znacime
binarné nula. Vektor majici na prvnim misté ¢islo jedna, a vsude jinde nuly, znac¢ime
binarné jedna a tak dale. Toto oznaceni, nam prtijde vhod, obzvlasté s prihlédnutim

k fungovani tenzorového soucinu.
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2 Zaklady kvantového poctu

2.1 Méreni stavi

Prozatim jsme byli schopni klast qubity do paralely s bity v klasické informatice.
Nyni se vsak budeme vénovat problému meéreni kvantovych stavii. U tradi¢nich bita
je méreni, néco nad ¢im se prilis nepozastavujeme. Pokud hodnotu bitu zjistime, ta
zustava stejnd a jeho stav se neméni. Avsak zde mame prvni duvod qubity nazyvat
kvantovymi bity. A to proto, ze stav qubitu muze byt libovolny mezi |0) a |1). Takze
mluvime o hodnoté pravdépodobnosti, ze qubit pri méreni zkolabuje do jednoho
ze stavi, a my tuto hodnotu nameérime. Tuto dualitu muzeme nejlépe chapat jako
paralelu s fyzikdlnim Youngovym pokusem. Tedy Ze chovani elektronti se méni v
zavislosti na tom, jestli jsou a nebo nejsou pfi prichodu stérbinami pozorovani.
Oznac¢me kolaps obecného stavu |¢) do stavu |z) jako —. Pak pravdépodobnost, ze
obecny kvantovy stav reprezentovany qubitem |¢) pri méfeni zkolabuje do stavu |x),
urc¢ime nasledovneé:

P(lg) = |2)) = |{zlg)|*

Pokud si vezmeme libovolnou ortonormalni bazi C? prostoru qubiti:
{[z1), |z2)}

oproti které budeme mérit stav |¢), namérime prislusné prvky baze s nasledujicimi

pravdépodobnostmi:

P(z1) = P(lq) = |21)) = [{z1l) || Pla2) = P(lg) = |22)) = [[(22]q)[I”

Uvedme priklad pro objasnéni:

a) 1 2+ 3 a) 2+3i|0> n —4—l—i|1>
a) = —- ~la) = —— — 1),
V30 \—4+i v 30 V30

Méfteni pro bézi {|0),|1)} pomoci zapisu vektori po slozkéch:

‘ 2

P(ja) — [0)) = [ {0]a)]> = [ (1.0)—= (2 *3")

V30 \ —4+i
2|t 2+ 13
V30 30 30

2
1 (243
P(la) — [1)) = |[{1|a)||* = ||(0,1)—=
(la) = 1)) = [I{L|a)|” = ||( )30(_4”)
e
Sl v30 | 30 30
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Za pomoci Diracovy notace:

2

. 243 —4 41
_ 2+3z —4+z _
Plla) > 10)) = | (0] (252]0) |HH 010) + ~ == o)
2430 1+—4+z 2+3z _l2+36d7 _ 13
| V30 30 30
. 2+3z —4 41 2
_ 2+3z —4+z _
P(la) o 1)) = (1] (22210 + uHH +
|2+ 3 0+—4+z —4+z ||—4+z||2_£
|l V30 30 30

Meéfeni se za pomoci Diracovy notace, zda byt zdlouhavéjsi. Ale to pouze proto, ze
je pro nazornost postup rozepsano krok po kroku. Pokud ale méame qubit zapsany
za pomoci baze kterou mérime, muzeme jednoduse vyuzit jeji ortonormality. Tedy
pokud bychom obecny qubit zapsali jako:

la) = @|0) + BI1) ., [laf* + [[8]]* = 1.
Pak diky postupu vyse vidime, Ze:
P(lg) = |0)) = llaf*  P(lg) = [1)) = [|B]]*.

Méfteni pro bazi {|+), |-)} pomoci zépisu vektori po slozkéch:

mwwwwwafffﬂw

_e+3)+ (=440 ||—2+4@||2 @
V2 - 30

1 1) 24 3
\/_ V2 /30 \ -4+
—4 +

l@e+3) - (- + 49| |6+2z||2 40 2
N V230 60 60 3

2.2 Blochovsky podobné vektory

Z toho jak jsme vyse popsali méreni qubitl, je patrné, ze méreni rozhodné neni
jednoznac¢né. Rovnou uvedme ilustracéni piiklad. Vektory |0) a ?(1 +14)|0) rozhodné

nejsou totozné, namérime vsak pravdépodobnost vzajemného kolapsu 1:

HORZ A0 = 120+ O = 1 %20 +0)-11F = 221+ %2 (1-i) = 1.
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Uvazujme tedy nad tim, zda by mohlo méreni kvantovych stavii délit prostor qu-
bitt do trid ekvivalence. Prostor, ktery je pak tvoren zastupci téchto t¥id nazvéme

Blochovou sférou, pricemz zastupce miizeme vyjadrit ve tvaru:
0 i 0
9) = cos(5) 10) + ¢sin(5)[1) 6 €0,x)6€ 0,2

Blochove sfétre jako takové se budeme vénovat jesté o kapitolu pozdéjinyni se vsak
pokusme popsat duvod jeji existence. Zacnéme rovnou tvrzenim, ze vektory jsou
na Blochové sfére rozeznatelné za pomoci vzajemného méreni. Mysleno ve smyslu,
ze jedina dvojice vektort u které namérim pravdépodobnost kolapsu 1, je dvojice
totoznych vektoru. Avsak toto rozhodné neplati pro cely prostor qubitu.

Uvazujme tedy mnozinu vsech takovych vektort, které kolabuji k pevné zvole-

nému vektoru |¢) s pravdépodobnosti 1:

3, :={Ip) € 2 pla)l* = 1.

Takova mnozina vzdy obsahuje minimalné generujici prvek |q), jak ale zjistime zahy,
neni to prvek jediny. Dale definujme mnozinu A, pro kazdy vektor |¢) jako mnozinu

vsech vektori, které jsou na néj kolmé, nasledovné:
A= {V e 210N = 0.

Zavedme oznaceni, ze vektory |p) a |q) jsou si Blochovsky podobné jestlize nejsou

rozeznatelné za pomoci méreni jejich skalarniho soucinu neboli:

I{pla)|]> =1

Coz také znamena:

Nyni uvedme tvrzeni, ze vektory si jsou Blochovsky podobné maji-li stejné mnoziny

A.

Lemma 1 (Parametrizace A,). Pro kaZdy qubity |q) = ¢1|0) +q2|1) mizZeme sestrojit

Aq s nasledujici parametrizaci:

kit 2 2 2
O = e v =1 k=2 rech o
A=

t
U, =w recnme=1j 0 =0

Diikaz. Zaméime se na popis mnozin A pomoci zapisu:

I(Ala)]|* = 0.
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Je asi ziejmé, ze pokud ma byt norma komplexniho c¢isla rovna nule, musi onim

komplexnim ¢islem byt pravé nula. Zapis tedy mtzeme zjednodusit na :

{(Alg) = 0.

A nyni tento zapis rozepisme podrobné.

{(Alg) =0

(A X) (Z:) =0

Mg+ Aaq2 =0
Pokud ¢; # 0 :

M@= —Xaq = A\ = —@)\2
qQ1
Pokud ¢; =0:
)\2(]2:0:>)\2:0 A )\16@ : ||)\1||:1

Mame tedy parametricky predpis pro to, jak vypadd mnozina A, s jednim komplex-

nim parametrem. Tim je diikaz kompletni. O

Lemma 1. Vsechny vektory |p), pro které plati: A, = A,, miZeme vyjadrit za pomoci

vektoru |q) = q1]0) + ¢2|1) ndsledovne:

L,oLeC s+ WP =1 g #0

Y S q17

/] leC, |P=1 ¢1=0

Diikaz. Predpokladejme tedy A, = A, a vyjadfeme vsechny vektory |p), které by

takovou A, generovali, v zavislosti na vektoru |g).

Pokud ¢; # 0 :
{(Alp) =0

(-2t 1) (pl) =0
q1 Do
—%wrumzo t£0
1

q 4q
—Zpitp=0=py=—p
a1 41
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Pro ostatni pripady pak:

Pokud ¢, =0 :
(Alp) =0

(+ 0) (i;) ~0

tp1+0pe=0=tpr=0=p; =0

Cimz je lemma dokazano. O

Véta 1 (Dvojita kolmost). Vektory |p) a |q) maji totozné mnoZiny A, pravé tehdy

kdyz, maji totozné mnoZiny J.

Diikaz. Za predpokladu A, = A,, mame z lemma vyse parametricky vztah mezi |p)

a |q). Rozvedme tedy detailnéji jejich vzdjemné méfeni|(p|q)|?.

q1 = 0, P1 = 0 .
2 N[0 (0 .
||<p|Q>|| = <P|Q><Q|P> = (0 Pz) q (0 Q2) » = D2G2p2q2 = P2p2 - 2g2 = 1
2 2
q # 0, P2:@P1=>29_2:@P1=%p_13
a1 q q1

[(pla) > = (pla){pla) = (pla){a|p)
o m N\~ N[ P Q@2 __\ (— 9292
(p1 qlpl) (q2 <Q1 Q2) 2, (p1Q1 @ p1) <Q1p1 " p1)
||Q2||4
[l qa]?

(laall* + 2l g Pllgal® + llaall*)

||Z91||2

= lpalPllan|* + 2lazl*llpal* +

_ [Ip1[”
lga”

P12 2 N2 |l
= laull” + llg2ll®) =
||Q1||2< ) llq1]?

llp1 ]|
[FAR

Nyni ukazme, Ze vyraz je roven jedné. K tomu vyuzijeme vztah odvozeny vyse
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pp =L Zpra fakt, ze vektory |p) |q) reprezentuji qubity, a jsou tedy normované.

I

q2
1—|Ipl? = llp2l? = ’ =p
q1

12|
1— ” 1”2 ” ||2||p1||2

||Q2|| ||291||2 2 2”291”2 2
1= + [lpa]l” = [l + [lpa
N llqull®
Ip1[” o lpall® —llau|l*[lpa]” 2
1=1~llal? + [Ipall” = + [[pa|
laal? laull® flall?
[pa]? 2 2 pall?
= = [lpalI” + Nl |17 =
lall? g1l
A tim je véta dokazana. O
Povsimnéme si, ze diky parametrizaci p, = %pl, kterou miuzeme prepsat na
B2 — 2 mame jasné definovany deskriptor t¥idy ekvivalence, ve smyslu méreni

P1 q’
skalarnim sou¢inem. A to pravé onen pomér g—i ktery jasné definuje tyto mnoziny, az

na vyjimku kdy ¢; = 0. Pro tento pripad tedy zavedme arbitrarni znaceni oco. Tedy

mame jednoduchy zptsob, jak urcit, zda jsou si vektory Blochovsky podobné.

Véta 1 (Zaplnénost Blochovské sféry). Vsechny mozné tridy ekvivalence maji na
Blochové sfére svého zdstupce, a Zddné jiné prvky, krom téchto zdastupciu Blochova

sféra neobsahuje.

Dikaz. 7 vét a dukazi vyse vidime, ze kazdou tridu ekvivalence muzeme dobte
definovat pomoci koeficientu g% = a € CUoo. Ktery pokud upravime, jak je dobrym

zvykem, tak aby komplexni ¢len nebyl ve jmenovateli dostaneme vyraz:

2 ef _ ef |eal®  ef el

a  lal*  lalPleal?  leal? lal?
Vidime, ze beze zmény hodnoty koeficientu jsme ho z poméru dvou komplexnich

¢isel transformovat do tvaru souc¢inu jednoho normalizovaného komplexniho ¢isla
a jednoho kladného realného koeficientu. Nyni uvedme konvenci zapisu obecného

kvantového stavu reprezentovaného na Blochové sfére:
0
4) = cos(9)10) + c®sin($)[1) 0076 [0,20]

a vytvorme pro neéj koeﬁc1ent Blochovsky podobnych vektort. Po upravach dosta-

neme:
vy €e?sin( )
U1 cos( %)
_ (cos¢ +ising)sin g
cos §

= (cos ¢ + isin ¢) tan g
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Nasli jsme tedy kompatibilni tvar koeficientu. Diky tomu, ze funkce tangens zobra-
zuje interval (0; 7) na interval (0; co), mdme pokryty cely rozsah redlného parametru
vyse. Mame tedy jasné ukazanou platnost toho, ze pro kazdy prvek Blochovy sféry
existuje pravé jedna mnozina Jy, a opacné. Pro tplnost poukazme jesté na nésledu-
jici vyjimky. Kdy ¢; = 0 pak o = 0o a mnozinu Blochovsky podobnych vektorti ndm
na Blochové sfére zastupuje vektor |1). Podobné v ptipadé kdy ¢; = 0 pak a =0 a
vektor jez na Blochové sfére zastupuje mnozinu Blochovsky podobnych vektori je
|0). O

Koncem této kapitoly se slusi podotknout, Ze byt tomuto faktu nebyva casto
vénovana pozornost. Je dulezité pri navrhu kvantovych algoritmt dbat na to aby
vystupni stavy, kterymi chceme reprezentovat rizné vysledky, nebyli Blochovsky

podobné.

2.3 Vizualni reprezentace Blochovy sféry

Uz nékolikrat jsme narazili na to jaky objekt qubity tvori a jak ho znazornit. Vzhle-
dem k tomu, Ze nemame mimo jiné nulovy prvek nemohou qubity tvorit kompletni
vektorovy prostor, jsou pouze podmnozinou prostoru C** (kde n je rozmér qubitu).

Proto prichazime se zapisem jednotlivych kvantovych stavi ve formatu:

4) = cos( 3 )[0) + c®sin( §)[1)

Kde ¢ € [0, 27| popisuje relativni fazi kvantového stavu a 6 € [0, 7] urcuje pravdé-

podobnost naméreni kanonickych stavii|0), |1). Tedy :
02 00
P(1) o [0) = cos( 22 P} > 11) = sin( 3

Diky vyjadreni vsech mérenim rozeznatelnych qubiti za pomoci dvou parametri,
miizeme mnozinu pozorovatelnych kvantovych stavi vyjadrit jako dvouparametric-
kou plochu v trojrozmérném prostoru. Jak uz nézev napovida Blochova sféra je

sféra:
Bi={(zy2)" €R’ | 2"+y"+2" =1}

na niz muzeme kazdému reprezentantu tridy ekvivalence prostoru qubitu priradit

pravé jeden bod. A to nasledovné:

sin(f) cos(¢)
7= | sin(#) sin(¢)
cos(6)
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Obr. 2.1: Vizualizace Blochovy sféry, v programu GeoGebra

Nase znamé vektory pak zobrazujeme takto:

e}

=0 ¢ = libovolné

—_

o O =

vektory na Blochové sféte sviraji.
Vsimnéme si, ze existence Blochovy sféry je odivodnéna pouze zpusobem za-
vedeni méreni qubitti. Coz nam tedy vysvétluje proc je Blochova sféra v literature

pouzivana jako mnozina vSech pozorovatelnych kvantovych stavi. Jestlize existuji i

|1): 6=m ¢ =Ilibovolné

|~ i) ezg 6=

Na Blochove sféte je pak dobre viditelné kolabovani qubitu pii méteni. Protoze
ho zde reprezentujeme jednoduchym pootocenim. Coz nam dava moznost vizudlné
reprezentovat i fenomén superpozice. Tedy kdy stav lezi mezi dvéma stavy a kolabuje
do jednoho z nich az pti méfeni. Pficemz toto vidime pravé na thlech, které spolu
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jiné kvantové stavy nez ty na Blochové sféfe, stejné pii méreni splynou s nékterym,

ktery na ni je. Jsou tedy pozorovanim neodlisitelné.

2.4 Logické brany

Pokud jsme se zatim vénovali zplisobu zapisu kvantovych stavi z divodu abychom
na nim mohli stavét algoritmy, je na misté se nyni zamérit na hlavni hybatele onéch
algoritmi. Obdobné chceme-li klasické bity vyuzit k vypoctu, musime je nechat pro-
jit systémem logickych bran, tak i my pouzivame kvantové logické brany. Tyto brany
jsou obyc¢ejnymi zobrazenimi z prostoru qubiti zpét do prostoru qubiti. Tedy priro-
zené, tak jako chapeme qubity jako vektory, muzeme tyto brany chapat jako matice
transformaci. Ovsem mame zde par omezeni pro to aby nam jejich transformace

davaly smysl. Tedy hlavné to, ze matice musi byt unitarni.

Unitarni matice

Unitarni matici rozumime jakoukoli ¢tvercovou matici, nad komplexnimi ¢isly, pro

kterou plati:

UxU'=1,
kde 1 je matici identity, presnéji:
L i=g .
1=l b= i,j=1,---,n | n=dim(1).
0 iy

Znacenim t v hornim indexu matice transformace pak rozumime matici Hermitovsky
sdruzenou. Coz je matice transponovana a komplexné sdruzena k matici vychozi.
Neboli:

app ***  Qon agp ' Ao [ R )

Ano - Qnn Qon  *° Qnn W st Qpn
Tato vlastnost nam zaruci, ze pri transformacich neopustime prostor qubitii. Obecné
je pak miizeme Tici, ze kazda unitarni matice, je i matici ortonorméalni. Ukazme, Ze
definice unitarni matice:
AxAt=1 | 1:=3 i), (2.1)
iel
primo implikuje nasledujici vlastnosti:
a) Pro vSechny radky matice plati, Ze jejich eukleidovska norma je rovna 1.

b) VsSechny radky jsou, brany jako vektory, na sebe kolmé.
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Toto odvodme primo roznasobenim matic:

AzZZamliﬂjl AT:ZZGSMMS

iel jeI sel tel

Ax AT=1= (X aglid(l) x (X X ault)s]) (2:2)

i€l jel sel tel
=3 [agly GISS Y ault)(s] (2.3)
i€l jel sel tel

=222 2 ayli){jlault)(s| (2.4)

i€l jel sel tel

=222 2 ai@ali){jlt) (sl (2.5)

i€l jel sel tel

=D > > ais i) (jl5)(s] (2.6)

i€l jel sel tel

=D D aiyli)(s] (2.7)

i€l jeI sel

(2.2) — (2.3) — (2.4) : Distributivita maticového soucinu.

(2.4) — (2.5) : Komutativita nasobeni skalarem.

(2.5) +— (2.6) : Méjme ortonormalni bazi, indexovanou mnozinou indexi I pak :
Vi,s € 1:(jls) =0« j # s Tedy vyrazujeme vSechny takové scitance, které jsou
nulové, a nahrazujeme index s znac¢enim j.

(2.6) — (2.7) : Vyuzijeme vlastnosti normality béze, a veskeré (j|j) nahradime 1,
kterou pak miizeme pii nasobeni zanedbat. Nasledné také odebereme prebytecné

sCitani pres, jiz sec¢teny index.

=3 [i)il =323 aibyli)s

iel iel jel sl
—Vi,selINi=s: Zzasga83| Z|
sel jel el
= VS - I Zas_yas_j <as |as > - ||a$1||2 = 1 a)
jel
:>Vi,SEIAi7é$IZQijasj:Zasjaij:<as:|ai:>:0 b)
Jel jel

Pricemz, pro dokdzani vyroku a) a b) pro sloupce misto fadku provedeme stejny

dikazovy postup, jen s obracenym poradim nasobeni. Coz mizeme protoze:
Ax At =1
Ax ATx A=A
AP X AxATxA=A""xA=1
= AxAT=ATx A=1.
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2.4.1 Brany na 1-qubitech

Nyni tedy uz miazeme uvést zakladni brany, tedy takové transformace jez maji smysl

na jednom qubitu. Branu NOT zapiseme jako:

01
Oy 1= (1 0) = [0) (1] + [1)(0].

A pouzivame takto:

((1) (1)) ((1)) - ((1)) ~ a:10) = (|0)(1] + [1)0])|0) = 0){1]0) -+ 1)(0[0) = [1)

Pokud se pak podivame na reprezentaci qubiti za pomoci Blochovy sféry, vSimneme
si, ze pri aplikaci o, dochazi k rotaci okolo X-ové osy o w. Muzeme tedy uvést dalsi

brany, které budou provadét obdobné rotace.

1 0
0, = (0 _1) = [0)(0] = [1)(1].

Je rotaci okolo z o 7, nebo také piehozeni faze, tedy prechod od |+) k |—) a zpét.

L (0)+ 1)

[10)(0]0) — [1)(1]0) + 0)(0[1) — [1){1[1)]

oz|+) = (|0)(0] — [1)(1])

[10)1 = 10+ ]0)0 — [1)1]

Rotaci okolo osy y, pak miuzeme vyjadrit obdobné:

0 —
Oy = ( 2) = 10,0y.
1 0

Opét rotujeme o m na Blochové sféfe, ménime jak hodnotu bitu, tak i fize a pre-
chazime od | +7) k | — i) a zpét. Specidlni pozornost si pak zaslouzi brana zvana
Hadamardova, tato brana nam totiz slouzi nejen k pfechodu mezi bazemi {|0), |1)}
a {|+),|—)}, ale také ndm pomdaha tvorit reprezentaci takzvaného entaglmentu, jak

uvidime pozdéji.

-2 (1 : ) Y2 (103(0] + 0341] + 1){0] — [1)(11).

1 —-1) 2
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Brany na 2-qubitech

Typickym prikladem logické prany pro 2 bity je brana OR, tuto branu vsak, ne-
povazujeme za branu aplikovatelnou pro kvantové vypocty. Jednak nejde zapsat za
pomoci matice, ktera by splnovala nase kritéria vyse, a také protoze pri jeji aplikaci
dochazi ke ztraté informace, chceme li dimenze. Proto pouzivame branu CNOT, jez
se da slovy popsat jako kontrolovatelny exkluzivni OR, pri¢emz prvni z qubitl je
bitem kontrolnim, a druhy pak nese logicky vysledek brany. CNOT pak zapisujeme
takto:

CNOT = = 00)(00] + |01)(01| + [10) (11| 4 |11)(10|

o O O
o O = O
_ o O O
o = O O

Ptisobeni CNOT brany, znacené pomoci @, pak muzeme vyjadrit i pomoci pravdi-

vostni tabulky:

input output
X V|IX XDy
0 0]0 0
0 110 1
1 0]1 1
1 111 0

2.4.2 Entaglment

Entaglment, uz z prekladu znamena provazanost, nebo zamotanost. A je to presné
ta vlastnost, kterd déla kvantovou logiku zajimavou ke studiu. Obecné rikame, ze
2-qubit [1) 4 p reprezentuje entaglované stavy A a B | jestlize nemuze vzniknout

soucinem dvou qubiti:

Blo)a, 1005 € Q1 0)a x |0)5 = ¥)as

Bellovy stavy

Bellovymi stavy rozumime Ctyti 2-qubity, které jsou maximalné entaglované, a tvori

vlastni bazi prostoru C*.

[0 := ¥2(j00) + [11)) 9O := ~2(]01) + [10))
[910) == 22(|00) — [11)) [ :== 2(]01) — |10))

Obecny Belluv stav pak muzeme zapsat takto:

W) = (1@ ool ) [v™)
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Ukazme nyni vyuziti Hadamardovy brany ke konstrukci Bellovych stavii:

i j)aB (HA®1LB)|M>AB ")

00) , o 22(00) + [10)) L2(00) + [11)) = [¢°°)
01) — £<|01>+|11>> CEOTAE, R(101) +[10)) = [0
10) 2(10.0) — 1 0)) ¥2(100) — [1 1)) = [¢'°)
11) 22(|0 0) — [10)) Y2(101) — [10)) = ')

Pricemz operaci @ chapeme jako tenzorové nasobeni matic nasledovné:

=30 =l
2 \1 -1 01

1 1 0 O

H-1 H-0 211 -1 0 O
H®]l— :£

H-0 H-1 210 0 1 1

0 0 1 -1

nebo v Diracové notaci:

HaQlp = \/_ (10)¢0] + 0}{(1] + [1){0] = [1)(L) 4 @)(10) 0] + [1)(1]) 5

(100)(00] + [00) (10| + |10)(00| — |10)(10|+

+01)(01| + |01)(11] 4+ |11)(01] — |11){(11]) am
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3 Kvantové hry

3.1 Hry

V matematice nechapeme hry v tradi¢nim slova smyslu détskych her. Hra je z ma-
tematického pohledu pevné stanoveny systém pravidel a hodnoceni stavu. Aktivni
¢leny hry nazveme hrace, a jim umoznime konat pouze konkrétni akce neboli tahy.
Soubor takovych tahti provedenych za sebou pak nazveme strategii. V ramci systému

hodnoceni stavu hry jsme pak u nékterych her schopni hledat optimalni strategii.

Véznovo dilema

Véznovo dilema je jednoduchd hra pro dva hrace. Kazdy hra¢ ma k dispozici pouze
jeden mozny tah. Tedy pro provedeni obou dvou tahi hra konéi. Nazev je zvolen
podle analogie této hry vykreslované v podobé pribéhu dvou podezielych zlocinci
Adama a Barbory. Policie vS8ak neméa primé dikazy, a proto potfebuje aspon jed-
noho primét k vypovédi. Zlocinci tak dostavaji na vybér zradit toho druhého,a nebo
nevypovidat.V pripadé, kdy Adam zradi Barboru ale ta se rozhodne nevypovidat
odchazi Adam bez trestu do ochrany svédkii, a Barbora dostava pét let vézeni. S tim,
7e jednostrannd zrada funguje symetricky, zradi-li tedy Barbora Adama i ona méa
moznost odejit bez trestu, a nechat Adama pét let ve vézeni. Kdyz se rozhodnou oba
zradit odejdou kazdy s tiiletym trestem, s prihlédnutim k tomu zZe spolupracovali s
policii. Nakonec pokud nezradi ani jeden dostanou oba trest v rozsahu jednoho roku
za kladeni odporu pfi zatykani. ! Pokud bychom si zapsali tyto vystupy do tabulky

dostaneme:

Adam\ Barbora || Zradi | Nezradi
Zradi (33) | (0.5)
Nezradi (5,0) (1,1)

Vidime tedy, ze pokud hra¢ nemé informace o tom, jak hraje protihrac¢ nutné je
logickou tivahou veden zvolit zradu. Ma totiz pri zradé celkem Sanci na trojnasobné
prodlouzeni trestu nebo prominuti. V pripadé mlceni pak pétinasobnou nebo béznou
délku trestu. Vidime tedy, Ze motivaci zavést to hry kvantovani, je snaha zohlednit

ve hre socialni hladinu vztahu mezi hraci. Coz dosahujeme za pomoci entaglmentu.

LChtél bych pouze kratce podotknout, ze tato prace se nezabyvd moralkou takového pravniho

systému, ani neklade diraz na realisti¢nost ilustra¢niho pribéhu.

37



3.2 Kvantové véznovo dilema

V tradiénim véznovu dilematu musime provést nékolik zmén, abychom ho mohli
nazyvat kvantovym. Predné je tieba zavést proces entaglovani, coz je hlavni fak-
tor definujici rozdily, mezi klasickou a kvantovou hrou. Ten provadime za pomoci
operatoru J, kterym na zacatku transformujeme stav hract. Pricemz stav hracu re-
prezentujeme 2-qubitem. Nasledné, nechame kazdého z hraci, zahrat svoji strategii,
za pomoci logické brany, kterou znac¢ime A respektive B. Konecné qubity odentaglu-
jeme, pomoci Hermitovsky sdruzeného operatoru J', a méfime vysledek. Proces hry

miizeme vyjadrit i diagramem:

» A >
i) —> J JH > [y)
> B >

Tedy pri zapisu celého procesu hry do tenzorovych operaci, dostaneme formuli, pro

finalni stav hry:

W) = J(A® B)J|vs).

Kde |¢;) oznacuje pocatecni stav a [¢;) stav findlni ve formatu 2-qubitu. Nyni

detailnéji zavedme operator .J, tak abychom mohli regulovat miru entaglovanosti.

J=explilo, @0} ve,

o 3

]

Pricemz vyznam matice v exponentu chapeme, v pripadé ¢tvercové matice, jako zo-
becnéni exponencialni funkce. A pri pouziti Maclaurinova polynomu muzeme funkci

prepsat do tvaru:

<1
exp{X} =) HXk'
k=0 "
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Diky tomuto poznatku pak muzeme lépe pracovat s operatorem J jako s matici.

) 000 1
-y < 1 [~ (0 1 0 1 > 1]1~]0 010
J: _m®m:__ (%9 — |1z
P50 © 0u) Z;]k'(2(1 0) (10 ,;]k 2o 10 0
1000
1000 000 1
B 1 ,iv\k |0 1 0 0 1 iv\k |0 0 1 0
_Zk!<2)0010+kZ k'<2)0100
b= 000 1 - 00 0
k — sudé k — liché
000 000 1
© 1 siv\2k [0 1 0 0 1 i@+ [0 0 1 0
— _ — +—
,;2!<2) 0010 Z2k+1)<2) 010 0
000 1 1000
1000 000 1
0100 . ~vloo0 10
= COS — + 7281n —
0010 210 100
000 1 100 0

Kdy pro v = § dostdvime maximdlni entaglovanost. A tedy tvar operdtoru J:

1 00
J:@01z‘0
2 |0 0
i 00 1

Naopak nulovou entaglovanost mame pii v = 0, kdy operator J nabyva tvaru:

1 0 00

01 00
J=

0 010

0 0 01

Coz je jasné, protoze je to tvar matice identity. Jak uz jsme komentovali vyse,
v kapitole logickych bran, abychom linearni transformaci mohli za logickou branu
povazovat, musi byt unitarni. Tedy vsechny mozné strategie pro Adama ¢i Barboru

miizeme obecné zapsat jako:

€' cos g ePgin ¢

20> 6 e€l[0,7], a,p € [—m, 7.

—if 0 —ia 0
e SlIl 3 e COS 5

U(H,a,ﬁ):(
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Jako priklad vlivu parametru 6 uvazujme vsSechny strategie U(6,0,0). Ukazme, ze
popisuji urcitou kombinaci mezi prehozenim bitu, a identickym zobrazenim. Kdy

miru pravdépodobnosti, zda dojde nebo nedojde ke zméné stavu, urcuje prave 6:

0 i 0
cos 3 sing 0) — QO ) Ql _
(Sing cos§)| ) = cos 5|0) +sin o[1) = |q)

1401a) 2 = 110 cos g 10) +sin g1

0 0 0
= 140} cos S |0)]I* = || cos 5> = cos? 5

2
2 o 8
(11} 12 = 1{0](cos 210} + sin 2 1))]
2 2
— 0] sin 910)* = || sin g = sin® &

7 prikladu vyse vidime, Ze k pfehozeni bitu dojde s pravdépodobnosti sin? g a kom-

plementarné pak s pravdépodobnosti cos? g ke zméné nedojde.

Ze vsech moznych strategii se budeme zabyvat tremi, a to: U(0,0,0), U(r,0,0)

a U(%,5,0). Takze pokud bychom do hry vstupovali se stavem |00) reprezento-

10
vanym oboustrannou zradou, pak strategie U(0,0,0) = (0 1) je strategii zradit

0 1
oponenta, strategie U(m,0,0) = (1 0) je strategil nezradit oponenta, a strategie

2 \1 -1
nam umozni naplno vyuzit potencidlu entaglovanosti hracu.

. 1 1
U(%,%,0) = V2 ( , je strategii popisovanou jako Eisertiv zdzracny tah, ktery

Chceme-li néjak vysledek hry kvantifikovat, musime pouzit tabulku trestii, s niz
jsme ilustrovali, klasické véziiovo dilema. Tabulku reprezentujme matici s prvky 7; ;,
napiiklad na pozici Tj; bude trest pro hrace, ktery zradil, a zaroven zrazen nebyl.

Tedy z konkrétniho pripadu vyse:

3 0 3 5
T am — ; T; arbora — .
. (5 1) " (0 1)

Strategie u kvantovych her budeme hodnotit podobné jako u téch klasickych. Chceme
urc¢it hodnotu rizika, jaké kvili vybrané strategii podstupujeme. Takze vezmeme
pravdépodobnost kazdého vystupu, znasobime ji s jemu prislusnym trestem, a tyto

hodnoty sec¢teme. Takze pokud pii Adamové strategii A, a Bariné strategii B, mame
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vystup |¢s), pak riziko pro Adama ur¢ime nasledovné:

Riziko = Tdamioo) [|{00[0£) I* + Tadampor | (01|104) |12
+ Tadampo)|| (101 )11* + Tadamqun | (11]04) |

Vidime tedy, ze rizikovost Adamovi strategie, zavisi nejen na strategii samotné, kte-
rou si vybere, ale i na strategii Bary, ktera hru ovliviiuje stejné. Z toho pak vychazi
optimaliza¢ni postup za pomoci minimaxového kritéria. Kdy Adam si voli takovou
strategii, kterda ho minimalné poskodi, v pripadé kdy Barbora zvoli strategii co mu
uskodi maximalné. Adam tedy efektivné voli cestu nejmensiho zla, které na ném

mize byt vykonano.

Dale se tedy budeme vénovat vyhodnosti hracovi strategie v zavislosti na strategii
protihrace. Rozepisme si tedy vsechny mozné kombinace strategii, které hractm

poskytujeme, a vytvorme pro mé logickou branu hry.

A0 B ApyBg  ApoBoy Apa By

I — AB — (A'B[om A'B[OJ]) _ [AnaBoa ApyBpog ApoBpa ApyBpy
A-Bpo A By A0 B ApyBie ApoBury Apa By

ApnoBpo ApyBpe ApoBpy Apy By

Adam i Barbora zradi

Adam zradi Barboru, ktera kooperuje

Adam zradi Barboru, ktera hraje miracle strategii

Adam, ktery kooperuje, je zrazen Barborou

Adam i Barbora kooperuji

Adam voli strategii kooperace a Barbora miracle strategii
Adam pouzije miracle strategii a je zrazen Barborou

Adam pouzije miracle strategii a Barbora kooperuje

© 0N o o W

Adam i Barbora pouziji miracle strategii
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Nasim cilem je nyni pozorovat vysledky moznych her v zavislosti na parametru en-

taglovanosti v. Provedme tedy vyhodnoceni her pro kazdy scénar 1-9, s ponechanim

parametru 7 jako nezndmé, az k findlnimu stavu.|¢y, ) = J1L;.J]00) k=1,...,9
1 0
0 1
o) = o0y = | o) = on = |
0 0
cos® L —sin® 0
. 0 0
[vg) = X ) =[10) = | |
—2icos 3 sin 2 0
0 0
0 , cos?2 —sin? 2
—11) = — /2 2 2
|¢f5> | > 0 |¢f6> 2 — 9 cos % sin%
1 1
cos® 3 —sin* 1 0
, 1 , —2icos Lsin 1
_ V2 _ 2 g Sl g
|¢f7> 2 0 |¢f8> 2 | cos? % _ sin2 %
—2icos 3 sin 2 1
1

(cos L —isin2)?
(cosZ —isin)?

2
1

|¢f9> = _71

Nyni provedme zhodnoceni jednotlivych her za pomoci vyplatni funkce, chceme-li
funkce trestu. Zméime tedy pravdépodobnosti, kolapsu finalnich stavi k bazovym,

a znasobme vysledky méteni tresty z hracovy tabulky postihti. Neboli:

rizikor = Thooyl[ {001 ) I* + Thou {01 o5 )1 + Thaoy 101 )1 + Trang 1112 )1,
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kde k=1,...,

9 oznacuje index hry. Adamova rizika:

riziko, = 3|[{00]00) ||* 4 0]|{01]00) ||* + 5]|{10]00) ||* + 1||{11]00)|* = 3
rizikoy = 3|[(00]|01)||* 4 0]|(01|01)||* + 5||(10[01)||* + 1||{11]|01}||>* = 0

1
2(3(cos %—sm 5) + 5 4 4 cos® %sng)

riziko, = 3|[{00[10)||* 4 0||{01|10)||* + 5||{10[10)||* + 1||{11|10)|> = 5
rizikos = 3||<00|11>||2 + 0[[{01|1)|* + 5[[(10]11)|* + 1|[{11]11)* =1
2’7

rizikosz =

rizikog = ;(5 4cos? L o s’ o 1)

rizikoy = %(3(0052 % sin? %) + 4 cos® % sin? %)
rizikog = ;(5(Cosz 7ty

rizikog = %(3 + 5(cos® ; + sin? ;) +1) = #

Rizika Barbory:

riziko; = 3(/(00]00)||* + 5/|(01]00)||* + 0| (10]00) ||* + 1]|(11]00)|* = 3
rizikoy = 3[[(00{01)]|? + 5([(01]|01)||* + 0][(10]01)||* + 1] (11|01)|]* = 5

1
= 5(3(cos2 T

rizikos
2

rizikog = 3]|(00]10}||2 + 5/[(01]10)|2 + O|
rizikos = 3|[(00[11}||? + 5|(01|11)||> + 0|

K
K

10/10) 2 + 1/|(11]10)]12 = 0
10/11) 2 + 1[[(11)11) > = 1

rizikog = %(S(c:os2 ; sin? %) +1)

riziko; = %(3(cos2 % — sin® %)2 + 5 + 4 cos? % sin? %)
rizikog = %(5 - 4 cos® % sin’ ; +1)

rizikog = %(3 + 5(cos? % + sin? ;) +1) = w

Néasledné usporadejme rizika do tabulky, podle toho jakou strategii hraci zvoli.

Adam\Barbora || Zradi | Nezradi | Miracle
Zradi riziko; | rizikoy | rizikos
Nezradi rizikoy | rizikos | rizikog
Miracle riziko; | rizikog | rizikog

Nyni pouzijeme minimax kritérium. Z Adamova pohledu minimax spo¢iva v minima-

lizaci rizika, kterym jej ohrozuje Barbora. Tedy z kazdého sloupce tabulky vybereme

nejvétsi ohrozeni, a z nich pak vybereme to nejmensi. Uvazujeme totiz zplisobem,

kdy hraci hraji proti sobé. Obdobnou analyzu rizik provedeme i z pohledu Barbory,
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jen s rozdilem, Ze maxima vybirame z radka. Vzhledem k tomu, Ze jsou nase rizika

zavisla na parametru entaglmentu v je snazsi porovnavani provadét v grafech.

Adamova rizika v zavislosti na v

5_
mm1
4+ -
———mm%
g r|2|k03
N -
.:3_ ) nm%
o === izi
2 ~ . ___nm%
C N L
S ~ riziko
e} B, N e 6
T ~ riziko
2r N o ..7
777mm%
————- nm%
1
0 777777777777777777777777777777
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Obr. 3.1: Graf rizik hrace A, v zavislosti na parametru entaglovanosti =y, vykresleno
programem MATLAB.

Rizika Barbory v zavislosti na v

5 -
45
4 mm1
__________ T riziko,,
35r \‘\\\ riziko,
g TTee— — — — .riziko
§o3r i i,
925 //// 7771mm5
o = ko,
e} L - ———— riziko
T 2 /,/ o 7
e ———— r|2|k08
151 g ik
e ——— rizikog
1—7777777f;2/ 7777777777777777777777
05 ="
0 77777777777777777777777777777777
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Y

Obr. 3.2: Graf rizik hrace B, v zavislosti na parametru entaglovanosti v, vykresleno
programem MATLAB.
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V grafech mizeme pozorovat zmény rizikovosti jednotlivych strategii v zavislosti na
parametru entaglovanosti v. Pokud budeme hledat nejlepsi strategie hract, musime
zacit volbou vybérového kritéria.

Nejprve zvolme algoritmus maxmin. Tedy pokud bychom chtéli vybrat strategii
pro Adama, vezmeme strategie dle Barboriny volby, které Adamovi nejvice uskodi,

a z nich vyberme ty, které uskodi nejméné.

max{rizikoy, rizikosrizikor }
Adamova volba,qzmin = min § max{rizikos, rizikosrizikos}

max{rizikos, rizikogrizikog }

Stejné pak postupujeme i pri volbé Barboriny strategie, jen s rozdilem Ze trans-
ponujeme tabulku rizik. PTi vybéru z grafi tak zacneme predvybérem maxima z
vsech strategii vykreslenych stejnym druhem cary, kde hleddme nejhorsi variantu
jakou muze protihrac¢ uskodit. Z tohoto predvybéru katastrofickych scénéii, pak
vybereme minimum, abychom riziko co nejvice snizili. Pro Adama tak dostavame
predvybér jako rizikoy, rizikog — 5 a rizikos, ze kterého jasné vychazi jako mini-
malni rizikog — 5. Tedy Adam by nejprve volil strategii 8, nasledné by by pak s
narustajici v presel ke strategii 5. Neboli hral by miracle, a chtél by aby Barbora
hréla kooperaci, a posléze by hral kooperaci. Stejné tak Barbora dostane strategie
mezi nimiz méni. Barbore vsak pred zménou vychazi strategie volit miracle a nechat
Adama hrat kooperaci. Konecné pak po zméné strategie i Barbora dojde ke strategii
kooperace kooperace.

Nyni pozorujme, jak se zméni vybrané strategie pokud zménime algoritmus vy-
béru rizika. Tentokrat volime algoritmus minmax, tedy prehodime poradi uspora-
dani. Ptricemz myslenka je takova, ze si vybirdme minimélné skodlivé strategie, z
nichz si pak protihrac¢ voli takové aby maximalizoval nas postih. Adamovu tvahu

nad riziky, pak muzeme zapsat nasledovné:

min{rizikoy, rizikosrizikos}
Adamova volba,,inmae = max § min{rizikoy, rizikosrizikos}

min{rizikor, rizikogrizikog}

Tady pak pro Adama vychazi prechod dvou strategii, z rizika; k rizikus a to v bodé
jejich priniku. Pro Barboru nam timto postupem vybéru vyjdou stejné krivky se
stejnymi pruseciky jako u Adama, jen s rozdilem, ze prechazi od rizikag k rizikus.
Znovu zde tedy vznika konsensus az po prechodu u ptechodnych rizik.

Vidime tedy, Ze pro vyhodnoceni rizika miizeme provést nékolika zptisoby, a vzdy

je tfeba uvazovat nad tim, kterym smérem nas zvoleny postup vybéru vede.

46



Zaveér

V praci se vénuji prevazné pochopeni problematiky kvantového poctu. Je do detailu
rozebrana reprezentace qubitu, i to proc si vybirame Blochovu sféru jako mnozinu
pro reprezentaci vSech kvantovych stavi. Prezentuji zde své vlastni odvozeni toho,
z jakého divodu Blochovu sféru zavadime, a dokazuji zZe je tvorena reprezentanty
jednotlivych t¥id ekvivalence. Cile pochopeni a ozfejméni jsou tedy naplnény. Déale
jsou zde spocteny finalni stavy pro véznovo dilema v zavislosti na parametru en-
taglovanosti. Coz umoznuje sledovat strategie, ne jen z pohledu tabulek, ale i v
jejich pribéhu v zavislosti na mife entaglovanosti hraci. Je zde mnoho prostoru,
pro zkoumani dalsich moznych strategii véznova dilematu, i pro objasnéni faktu, ze
pro kazdou kvantovou strategii existuje vhodna kvantova anti-strategie, ktera je vici
ni vyherni. Toto jsou sméry, kterymi by se mohly vydéavat dalsi prace ve stejném
tématickém okruhu. Navic je zde postaven dobry zaklad pro popis a tvorbu kvanto-
vych algoritmii. Vidim tedy potencial navazat na zakladni popis logickych bran pro

qubity a vénovat se rozboru napiiklad Shorova algoritmu pro prvociselny rozklad.
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