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Uvod a cile prace

V klasickych kurzech matematické statistiky jsou studenti na vSech vyso-
kych skolach ekonomického charakteru sezndmeni s metodou nejmensich ¢tverci
a aproximaci dat primkou. Tam, kde je kurzu statistiky vénovan veétsi prostor,
jsou obeznameni i s aproximaci obecnym polynomem. Nazev prace nam tika, ze
nasledujici text je urcen tém ctenaitm, ktefi uz zaklady matematické statistiky
a linearni algebry maji, ale dostanou se se svymi znalostmi do tzkych.

Obvykle studenti viibec netusi, ze existuji metody jiné, a ani neznaji divody,
které vedou k preferovani metody nejmensich ¢tvercii. Cast prace proto budu
vénovat historii regresni analyzy. Na historické tloze méfeni délky jednoho zeme-
pisného stupné, souvisejici s ur¢enim tvaru Zemé, seznamime ¢tenate s Mayerovou
metodou priumeéri, Boskovicovou piimkou, Lambertovou metodou a Laplaceovou
metodou.

Uziti metody nejmensich ¢tverct je mozné jen pii splnéni nutnych predpo-
kladi. Pokud x neni dano deterministicky, lze uzit komplikovanéjsi ortogonalni
metodu. V piipadé problémi s invertabilitou matice XX’ je moZné problémy
odstranit pomoci hiebenové regrese. Dale je tfeba teSit heteroskedasticitu ¢i se
vyporadat s odlehlymi pozorovanimi. Kromé odhadii parametri ziskavame i od-
had jejich presnosti. Pfesnost odhadi mtizeme ovlivnit vhodnou volbou bodi =z,
ve kterych je méreni provedeno. Toto je predmétem teorie designu experimentu.

Déle se budeme vénovat aproximaci dat nelinearni funkci. Opét lze vyuzit me-
todu nejmensich ¢tverct, ale funkci je tfeba nahradit jednim, respektive dvéma
cleny Taylorova rozvoje. Dostaneme tak linearni, resp. kvadraticky odhad v li-
nearizovaném modelu. Linearizace ale nemtize byt provedena vzdy a je tfeba, aby

pocatecni Teseni splnilo jista kritéria a lezelo v tzv. linearizacni oblasti.



1 Historie

Koncem 18. stoleti se ve svété vyskytovala mnohda astronomicka pozorovani
planet a také ¢etna méreni Zemé, Mésice a Slunce. Diive pouzivané metody pro
zpracovani méreni nebyly dostacujici, a tak se hledaly metody nové, 1épe vysvétlu-
jici zékonitosti vesmiru. Velkym impulsem se pro védce staly soutéze, vypsané
v riznych zemich, s cilem ziskat metodu pro urcovani zemépisné délky. Jedno
z TeSeni bylo zalozeno na pohybovych rovnicich Mésice a na urceni lunarnich
tabulek. V podkapitolach 1ze nalézt metody od Tobiase Mayera, Rogera Josipa
Boskovice, Johanna Heinricha Lamberta a Pierra Simona Laplace. Podrobnéji
popsané je lze nalézt v literatute [10, 11]. V tomto obdobi také vznikd nejle-

psi metoda — metoda nejmensich ctvercii — MNC. Zdrojem nésledujici ¢asti byly

[14, 26].

1.1 Mayerova metoda prumérua

Nejvyznamnéjsi dilo némeckého samouka matematiky a kreslice map Tobiase
Mayera (*17.2.1723) bylo Kosmographische Nahrichten, kde popsal tehdejsi as-
tronomické prace. Vice se vSak ale proslavil tim, ze sepsal lunarni tabulky, podle
kterych se mohla urcit zemépisna délka. Ty byly pfesné k urceni pozice Mésice
na 5 minut a zemépisné délky na moii na pul stupné, coz byl velky tspéch.

Mayer dospél k tomu, ze nejidealnéjsi je do zkoumani zahrnout vSechna pozo-
rovani. Dale je pak dobré pouzit vsechny kombinace sestavenych soustav rovnic
a nakonec zprimérovat vysledky — kvili zprimérovani metodu nazyvame Maye-

rova metoda primeéru.

Metodu budeme demonstrovat na historické tloze métreni délky jednoho zemé-
pisného stupné. Cilem je odhadnout parametry pfimky y = « + Sz, kde y je
délka jednostupniového oblouku v jednotkach zvangch toise (1 toise ~ 6,39 stopy
tj. 1,947 metru) a x = sin?(L), pficem? L je zemépisna sitka stfedu oblouku.

Namérenad Mayerova data nam ukazuje tabulka.



1 | zemépisna poloha L T Y

1 Quito 0°0 0 56751
2 | Mys Dobré Nadéje | 33°18" | 0,2987 | 57037
3 Rim 42°59' | 0,4648 | 56979
4 Pariz 49°23" | 0,5762 | 57074
5 Laponsko 66°19" | 0,8386 | 57422

Tabulka 2.1: Namétrené hodnoty

Podle metody je nejlepsi uzit vSechny mozné kombinace dvojic namérenych
hodnot. Ziskavame tak 10 riznych odhadi parametri pro zadanou primku. Od-
hady jsme dostali pomoci vztaht

Y — Ui Yi — Yi . . .
Bz’j:]— a"_yi_]—xia 27&]7 t,j=1...,n (1)

) iy
[Ej—ZEi ZL’j—[EZ‘

Vysledky vypoétu po dosazeni do vzorcu (1) za rtzna ¢ a j vidime v tabulce.

i B a;j | rezidua (pro ostatni mista)
112] 957 | 56751 -217, -229, -132
113 ] 491 | 56751 139, 40, 260
114] 561 | 56751 119, -33, 201
15| 800 | 56751 47, -144, -138
23] -349 | 57141 -390, 134, 574
2 14| 133 | 56997 -246, -80, 313
25| 713 | 56824 -73, -176, -161
34| 83 | 56583 168, 200, 124
3|5 | 1185 | 56428 323, 255, -37
415 | 1326 | 56310 441, 331, 53

Tabulka 2.2: Ziskané vysledky

Nyni vypocitame odhady parametri. Ur¢ime je jako primeéry odhadt pa-
rametri z predchozi tabulky. Ziskavame a = 56729 a B\ = 667 s prumérnymi
rezidui pro ostatni mista 22, 109, —60, —39, 134. Regresni pfimka ma tedy tvar
y = 56729 4 667x.

V dnesni dobé se uzivaji hlavné dveé kritéria pro rezidua, ktera by méla byt co
nejmensi. Prvnim z nich je, ze absolutni soucet rezidui by meél byt co nejmensi,
a druhé pozaduje, aby soucet druhych mocnin chyb odhadnutého feseni byl co

nejmensi.



Rezidudln{ soucet ¢tverci RSC = >°0 (V; — 3//\;)2 pro Mayerovu metodu je
35421 a absolutni soucet rezidui L = > | | Y; — Y, |= 364. Tyto kritéria budeme
sledovat i u dalsich metod.

Pri uziti klasické metody nejmensich ¢tverctt bychom ziskali regresni primku
y = 56737 4+ 723z. RSC pro MNC je 28630 a L = 350. Vidime, ze MNC je urcité
lepsi, protoze ma mensi rezidualni soucet ¢tvercti i mensi absolutni soucet rezidui
nez Mayerova metoda.

Na obrazku (1) jsou zndzornény vSechny pfimky urcené feSenimi dané sou-
stavy rovnic (modfe ¢arkované), pramérnd Mayerova piimka (Gervené), regresni

pifmka odhadnutéd MNC (zelend) a body na Zemi, ve kterych bylo méfeno (zluté).
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Obrazek 1: Mayerova metoda priméru

1.2 Boskovicova primka

Roger Josef Boskovi¢ (*13.2.1783) byl velmi nadany matematik, fyzik a fi-
lozof, ktery se tcastnil expedici, pfi nichz bylo provadéno méteni délky oblouku
Zemé. Slo o snahu potvrdit nebo vyvratit hypotézu, ze Zemé mé tvar rota¢niho

elipsoidu. Je to prvni védec, ktery navrhuje zptisob urceni regresni primky.



Boskovic¢ zkousel vice metod na urceni aproximujici primky y = a + Sz, ale
jen jedna z nich se stala nejslavnéjsi. Tato metoda se nazyva Boskovicova metoda

nejmensich absolutnich odchylek.

Metoda byla formulovana nésledovné. Uvazujme urcity pocet pozorovani. Ke

kazdému pozorovani musi byt urceno reziduum, které splituje jisté vlastnosti.

1. Soucet vSech kladnych rezidui musi byt stejny jako soucet vSech zapornych

rezidui, tj.

n

> (v — o= Ba;) =0. (2)
i=1
Odivodnéni vlastnosti je, ze kladné i zadporné rezidua (odchylky od sku-

tetné hodnoty) jsou stejné mozna.

2. Soucet vSech rezidui musi byt co nejmensi. Matematicky chceme minimali-

zovat vyraz
Z|yz‘—a—5$i|- (3)
i=1

Vv

Pti dosazeni tohoto vyrazu do (3) ziskdme

K<ﬁ>:Z | (yi — 7 — Bl — 7)) | - (4)

Vyraz je pak nutné minimalizovat vzhledem k parametru 5.

Uvazujme stejnd naméfend data jako u Mayera. Boskovi¢ usporadal pozoro-
vani postupné v poradi 5, 1, 4, 2, 3 a déle upravil méfeni jako X; = z; — 7,

Yi=yi—Ya

b= L=t )

Vv

dujici tabulky, kde k je oznaceni toho, ve kterém bodé se nachazime.
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i X; Y; k| B | K(B)
1] 0,40294 | 369,4 5| 917 416
2 | -0,43566 | -301,6 1| 692 339
31 0,140564 | 214 41 152 627
4 1-0,13696 | -15,6 2] 114 658
5| 0,02914 | -73,6 3| -2526 | 3527

Tabulky 2.3: Usporadané hodnoty

Z druhé tabulky vidime, Ze nejmensi hodnota K () je u pfimky, ktera pro-

Vv

¢et absolutnich odchylek. Jeji rovnice je y = 56751 + 692x. Rezidualni soucet
¢tvercti je pro metodu 29017 a absolutni soucet rezidui L = 339. Pro pfipome-
nuti je hodnota RSC pro MNC 28630, coz je blizko hodnoté pro Bogkovi¢ovu
metodu. V porovnani s hodnotou L = 350 pro MNC je hodnota z Bogkovicovy
primky lepsi. Na obrazku (2) vidime zelenou piimku sestrojenou klasickou me-

todou nejmensich ¢tvercd, modra piimka je Boskovicova pfimka a Cervené jsou

vsechny ostatni mozné Boskovicovy piimky. Viz Ptiloha 1.
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1.3 Lambertova metoda

Johann Heinrich Lambert (*26.8.1728) byl némecky matematik, astronom a
fyzik, ktery, kromé jiného, vymyslel jednu z metod na aproximaci dat. Predpo-
kladal, ze vztahy jsou linearni, nebo jsou zlinearizované.
v8ech pozorovani (7,7). Tedy u naseho ptikladu, aby prochézela bodem (Z,7) =
(0,43566; 57052,6). Déle rozdélil vSechna pozorovani na dvé ptiblizné stejné sku-
piny (mély stejny pocet pozorovani). Bylo to ale za pfedpokladu, Ze se v prvni
skupiné nachazely pozorovani s mensimi hodnotami x a ve druhé ty s vétsimi.
vezméme do prvni skupiny 2 pozorovani a do druhé skupiny 3. Nase skupiny maji
tézisté o soutadnicich (77, 77) = (0,14935;56894) a (71, 73) = (0,62653; 57158, 3).

Lambert nasledné vyjadril

B=2" _ 55388 (6)

Tog — T

Aproximujici primka pak podle néj vypada

y =71 — BT1 + B (7)

Po dosazeni obdrzime rovnici regresni ptimky y = 56811,27 + 553,952 (modfe).
Pokud bychom vzali do prvni skupiny 3 pozorovani a do druhé skupiny 2,
ziskali bychom p¥imku y = 56739,33 4+ 719,07z (¢ervené). Na obrazku (3) jsou
znazornény obé piimky a zelené je opét vyznadena regresni piimka ziskana MNC.
RSC pro prvni pfimku je 39877 a L = 413. Pro druhou je RSC 28637 a L = 348.
Druhé ¢ervenad Lambertova piimka je téméf totozna s pifmkou ziskanou MNC.
RSC se u ni od klasického RSC u MNC ligi pouze o 7, coZ je asi 0 0,024% a i
L je velmi blizko hodnoté L = 350 pro MNC. Program z Matlabu je zpracovany

v Priloze 2.
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1.4 Laplaceova metoda nejmensich absolutnich odchylek
(LAD)

Pierre Simon Laplace (*23.3.1749) ve své studii tvaru Zemé navazal na Bos-
kovic¢e. Snazil se ale rovnice rtizné kombinovat. Dostal se tak blize k obecnému
feSeni. Jeho metoda — metoda nejmensich absolutnich odchylek (Least Absolute

Deviations) minimalizuje funkci

K(@.8) =Y lui—a= Bl ®

Podle Laplace musi byt absolutni soucet rezidui co nejmensi. Hleddme opét
odhady parametru pfimky y = o+ Sz tak, aby funkce (8) byla minimélni. Pted-
pokladame, ze mezi x4, ...z, jsou alespon dveé ¢isla rizna.

Plati, Ze existuje optimalni pfimka, prochazejici nejméné dvéma body (z;, y;)
a (zj,y;), kde i # j. Kdybychom ale méli zkoumat vSechny mozné kombinace,
tak by ndm to zabralo velké mnozstvi ¢asu a bylo by to slozité. Proto se muze

prejit napt. k metodé zalozené na linedrnim programovani.

12



U linearniho programovani plati, ze minimalizace funkce K («, 5) se da ekvi-

valentné prepsat do tlohy minimalizace ., r; pii splnéni podminek
ri—a+pr; >y, kdei=1,... n,

ri—a+ fr; > —y;, kdei=1,...,n. 9)

V programu Matlab jsme urcili feSeni tlohy linearniho programovani: r, =
0, ro = 47,51, r3 = 143,55, r4, = 137,79, r5 = 0. Hodnota zjisténych r; nam
uréuje reziduum — délku tsecky vedené ve svislém sméru od bodu (z;,y;) k op-
timalni ptimce. Protoze r, a r5 jsou rovny 0, optimélni regresni pfimka prochazi
body 1 a 5. Tedy mé tvar y = 56750,2 + 801,1z. RSC je u této pfimky 42084 a
L = 330. Dostavame tedy nejmensi hodnotu absolutniho souc¢tu rezidui ze vsech
metod, coz je zfejmé, protoze metoda je na této minimalizaci zalozena.

Na Obrazku (4) vidime Laplaceovu pifimku (modfe) a aproximujici pfimku

ziskanou MNC (zelens).
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Obrazek 4: Laplaceova metoda nejmensich absolutnich odchylek
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1.5 MNC — metoda nejmensich &tvercti (Least Squares
Method)

Zéklady metody nejmensich ¢tverci byly poprvé publikovany v roce 1805
A. M. Legendrem v dile Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites
des cométes. Priorita v uziti je ale pfisuzovana C. F. Gaussovi, ktery metodu
objevil jiz diive (pfed rokem 1799). Bohuzel se mu zdala piili§ jasné a zfejma, a
proto ji nepublikoval. Jde o matematicko — statistickou metodu, ktera se uziva
pii aproximaci dat. Cilem je urcit odhady parametrii aproximacni funkce, ktera
by co nejlépe popisovala zjisténé hodnoty. MNC poskytuje takové feSeni, které
spliiuje podminku, aby soucet druhjch mocnin chyb odhadnutého feseni byl co
nejmensi. Poznatky o metodé jsem Cerpala z [12, 15, 26].

Jestlize chyby e ~ N(0,0?%), potom MNC mé stejné vysledky jako metoda
maximalni vérohodnosti.

Pokud odhady parametrt 3 nejsou nejlepsimi nestrannymi odhady nebo napft.
nahodné chyby jsou zavislé, ¢i maji rizny rozptyl, je tfeba uzit tzv. metodu zobec-
nénych nejmensich étvercii — MZNC. Specialnim pifpadem je metoda vazenych
nejmensich ¢tverctt. Odhady ziskané MZNC jsou znamy jako Aitkenovy odhady,
viz [27].

MNC se uziva hlavné pii regresni analjze. Z vyse zminénjch metod je MNC
tou nejlepsi v souvislosti se zvolenym kritériem RSC. Uziti MNC je také zalozeno
na dilezitém faktu. Mame totiz k dispozici nestranny odhad parametru o? (roz-
ptyl ndhodné chyby), coz u jingch metod neméame. Nékdy je ale vhodné pouZit jiné
kritérium. Pak uzivame napt. metodu nejmensich absolutnich odchylek, vazenou

metodu nejmensich ¢tverct, Hubertovu metodu [26] atd.

Definice 1.1. Ndhodny vektor B, ktery pro dan€ Yy, ...Y, minimalizuje vyraz

n

®(B) = (Vi — g(z;,8))%, (10)

=1

nazveme odhady parametri urécené metodou nejmensich ctverci.

14



Pokud je funkce linearni z hlediska parametrii, tak minimalizace vede k sou-
stavé linearnich rovnic, kterych je stejny pocet jako neznamych parametri. Parci-
alni derivace ®(3) podle parametri sta¢i polozit rovny nule a dale Fesit soustavu
normalnich rovnic. Ziskame tak odhady parametr.

Maticové miizeme odhad vektorového parametru B zapsat jako
B=(XX)"'Xy. (11)
Na Obrazku (5) vidime, jak metoda funguje.
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Obrazek 5: Metoda nejmensich ¢tverct
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2 Zakladni poznatky z regrese

Regrese se snazi vysvétlit kolisani nadhodné veli¢iny Y, kterou nazyvame en-
dogenni proménna nebo vysvétlovana proménné, v zavislosti na nékolika nena-
hodnych nezavisle proménnych (regresorech), které oznacujeme x.

Existuje jak jednoduchéa regrese, kdy mame pouze jedinou nezavisle promén-
nou, tak i mnohorozmérna regrese, kdy bychom méli misto skalarni vysvétlované
veli¢iny Y; vektorovou veli¢inu Y;. Nejcastéji se uziva linearni model, ktery je také
nejjednodussi. Ne vzdy ale Ize tento model pouzit. Casto se totiz stava, Ze model

Zékladni poznatky, které zname z klasického kurzu statistiky zopakujeme
v této kapitole a budeme je aplikovat na konkrétni realny priklad, ktery zna-
zorniuje chemicky pokus. Snazili jsme se nazorné vzdy uvést vzorce, podle kterych
budeme pocitat, a dale jsme vypsali i vysledky. Vzorce uzité v kapitole pocha-
zeji hlavné z literatury [0, 15]. VSechny vypocty byly provedeny v statistickém
programu Matlab 7 (Pfiloha 3).

2.1 Zadani prikladu

P1i zkouméani urcitého chemického procesu bylo sledovano mnozstvi latky H
(v gramech) po chemické reakci v zavislosti na koncentraci daného roztoku k
(v procentech). Urcete parametry kfivky popisujici zavislost hmotnosti vzniklé

latky H na koncentraci k, mame-li k dispozici tato namérena data:

koncentrace k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hmotnost H | 1,1 | 4,8 | 13,2 | 25,1 | 41,5 | 61,4 | 85,1 | 112,7 | 144,5 | 181,3 | 221,5
08 | - - 248 | - - -l | - - | 2214
1,2 | - - 24,8 - - - 112,9 - - 220,1

Tabulka 3.1: Zadani chemického ptikladu
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2.2 Stochasticky model

Ukol 1: Vytvoite piislusny stochasticky model (chyby méfeni maji normélni roz-
déleni s nulovou stiedni hodnotou a disperzi 02, jednotlivd méfeni jsou vzajemné

nezavisla).

Pokud si naneseme hodnoty zadané v tabulce do grafu (napf. v programu
Maple nebo Matlab), tak zjistime, Ze data maji priblizné kvadraticky trend.
Z toho budeme tedy pfi dalsich vypoctech vychazet. Nyni musime urcit koefi-

cienty funkce, ktera pro kvadraticky trend vypadé nasledovné

y = Bo + fra + for®, (12)
méiime — li v nasem konkrétnim pfipadé hodnoty y(z;) pro i =0, ..., 10.
V prikladu jde o model nepfimého méteni vektorového parametru bez pod-

minek.

Obecny tvar stochastického modelu je nasledujici
Y =JAB +e. (13)

V nasem pripadé Y je vektor typu 19 x 1, JA = X je matice planu typu 19 x 3,
3 je vektor parametru typu 3 x 1 a € je vektor rezidui typu 19 x 1. A déale plati

h(X) =3, € ~ N(0,0%I9), var(Y) =23 p.d.

Model mtzeme tedy obecné zapsat
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Pro nase métfeni matice vypadaji nasledovné
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2.3 Odhady parametri

Ukol 2: Urcete odhady parametrii 1. a 2. fadu a jejich varianéni matice.

Pomoci programu Matlab jsme spocitali odhady 1. fadu — odhad parametru

B ze vztahu

BY) =XV X)XV 1y. (14)
V nasem ptipadé je V' jednotkova matice rozmért 19 x 19. Po dosazeni vsech

potiebnych matic do vzorce (14) jsme ziskali vysledky pro vektorovy parametr ,[Ai'

~ 1,0096
B=| 20172
1,9978

Pro uréeni odhadu parametru 2. ¥adu 5% musime uzit nasledujici vzorec

o (Y-XB)V Y -X3
0_2: ( /i)_k—'_(q 6)7 (15)

kde n je pocet méteni (tedy u nas 19), k je pocet neznamych parametri 3 (v na-
Sem piipadé mame 3 parametry) a ¢ je pocet podminek (u nas 0). Po dosazeni
do vzorce (15) ziskame
% =0,1458.
Varian¢ni matici odhadu parametru 1. fadu B urc¢ime ze vzorce
var(8) = 52(X'V1X) . (16)
Ze vzorecku (16) tak ziskame varian¢ni matici
R 0,0374 —0,0136 0,0010
var(8) = | —0,0136 0,0086 —0,0008
0,0010 —0,0008 0,0001

Déle budeme pocitat odhad varian¢ni matice 2. fadu
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Matlab nam pak po uziti vzorce (17) da vysledek

var(c?) = 0,0027.

2.4 Oblasti spolehlivosti

Ukol 3: Urcete oblasti spolehlivosti parametrt 1. a 2. fadu a sdruzené intervaly

spolehlivosti parametrti 1. fadu na hladiné spolehlivosti (1 — ) = 0,95.

Pro urceni oblasti spolehlivosti 1. fadu pouzijeme nasledujici vztah pro k

— rozmérny elipsoid, kde o2 je nezndmé

Croa(B) = {B:B € R (B-BXV'X(B-B) <&k Fruu(l—a)f, (18)

Po dosazeni danych hodnot do vzorce (18) vypadé oblast spolehlivosti nasle-

dovné
Cous(B) = {B: B B (B—B)XVIX(B=B) < 0,1458- 3+ Fy15(0.95)}

po upraveni a dosazeni za Fj 5 = 0,1458 ziskame

Coss(B) = {B: B € . (B-BXV'X(B-B) < 14172},

kde

19 95 701
XV IX=| 95 701 5765
701 5765 50297

Pro urceni oblasti spolehlivosti 2. fadu pouZijeme vztah

Cuoale®) = (T é),ﬁﬁ” o) (19)

ank 1 - ank:(a)

Po dosazeni hodnot o2 = 0,1458, n = 19, k = 3, X35(0,975) = 28,8 a x%(0,025) =
6,91 obdrzime oblast spolehlivosti pro o2
Co.95(c®) = (0,081;0,3376) .
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Nyni uré¢ime sdruzené intervaly spolehlivosti parametra 1. fadu. Mu-
sime uzit Scheftého ptistup, jelikoz mame 19 pozorovani. Pro jiny pocet pozoro-
vani bychom mohli uzit i tzv. Bonferoniho pristup. V tom pfipadé ale musime

pouzit jiny vzorec pro vypocet nez ten, ktery uzijeme pro Sheffého pfistup [17]

19,(8,) = {ﬂj 1B; = B, 1<\ kFia(1 — a)y/ Cf<X'V‘1X>‘1CJ'} -

j=1,2,3
V nasem pfipadé po dosazeni do vzorce (20) za k = 3, F317(0,95) = 3,2, 7 =

/0,1458,

1 0 0 0,2569 —0,0936 0,0071
ci=[0]),ca=(1],ecs=10], XV IX)t=1] -0,0936 0,0590 —0,0055
0 0 1 0,0071 —0,0055 0,0005
ziskame
15335(@) = {Bj | B; — B, |< 1/0,1458,/3 - 3,2\/cj’(X/V1X)1cj}, j=1,2,3.

Tedy
I§55(80) = { Bo :| B — By |< 0,599 | = (0,4099;1,6093)
135(8,) = {851 By — B, 1< 02873} = (1,7300,2,3045)

I§os(Bs) = {[32 | By — By |< 0,0276} — (1,9702; 2,0255) .

2.5 Testovani hypotézy

Ukol 4: Ovéite nulovou hypotézu Hy: ,zavislost hmotnosti na koncentraci je
linearni“ vzhledem k alternativé H,: ,zavislost hmotnosti na koncentraci neni

linearni“ na hladiné o = 0,05.

21



Maticové miizeme obecné hypotézu zapsat

V nasem konkrétnim pripadé testujeme hypotézu H,, kterou mizeme prepsat
jako
y =B+ bz + Boa®, kde By =0
oproti alternativeé
H,:y=fo+ bz + fox®, kde By #0.
Testovaci statistika v obecném ptipadé vypada
(HB +h) [H(X'V'X)'H|(H3 + h). (22)
Hypotézu H, zamitdme, jestlize tato testovaci statistika je > go2F),, (1 — a),

kde g je hodnost matice H.

Nase hypotéza bude maticové vypadat

Bo 0

Ho:(0,0,1) [ g | =10

o 0

1,0096 0

Tedy po dosazeni: Hy : (0,0,1) | 2,0172 | = | 0
1,9978 0

Vypoctem zjistime, Ze testovaci statistika ma hodnotu 16480,3. Nyni dopoci-
tame pravou stranu. Ta je rovna 1-0,1458 - F} 19-3(0,95) = 0,70942. Hypotézu H,

yzavislost hmotnosti na koncentraci je linearni“ tedy zamitame.

2. postup, ktery mizeme pouzit na testovani hypotézy Hy: H3 +h = 0 je, zZe
pouzijeme testovaci statistiku
_ cB-cB
7/ (X' X)1c

22
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0
Po dosazeni hodnot c= | 0 |, BAQ =1,9978, By =0, o = +/0,1458,
1

0,2569 —0,0936 0,0071
(X'VIX)™t = [ —0,0936 0,0590 —0,0055 | do vzorce (23) ndm testovaci sta-
0,0071 —0,0055 0,0005

tistika vyjde 7' = 9594,5.
Testovaci statistika ma Studentovo rozdéleni ¢17(0,975) = 2,11. Hodnota testo-
vaci statistiky lezi v kritickém oboru W = (—o0; —2,11) | J (2,11; 00), proto tedy

hypotézu H, zamitame (stejné jako v prvnim postupu).

2.6 Silofunkce

Ukol 5: Urcete silofunkci testu.

Pro vypocet silofunkce testu pocitame pravdépodobnosti zamitnuti Hy. Pokud

Hj neni spravna, znamena to, ze plati
H,:HB+h=¢#0. (24)

V nasem piipadé H, : By = £ # 0.

Sila testu je dana jako
PlFyn-k(0) = Fynr(0,1 = )], (25)

kde g je hodnost matice H a pro parametr necentrality plati vztah

5= (€ HXVIX)TH] )~ (26)

o2

Nekteré vysledné hodnoty silofunkce ukazuje nasledujici tabulka.
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19 ) sila testu

0 0 0,05
0,001 | 0,0126 || 0,0512
0,01 | 1,2580 || 0,3310
0,012 | 1,8116 || 0,5373
0,015 | 2,8306 || 0,8577
0,017 | 3,6357 || 0,9671
0,02 | 5,0322 || 10,9993
0,021 | 5,5480 || 10,9999
0,022 | 6,0889 1,0000

Tabulka 3.2: Hodnoty silofunkce

24



3 PotiZe s invertabilitou

3.1 Multikolinearita

V regresi se vétsinou predpoklada, Ze regresni matice X ma linedrné neza-
vislé sloupce. Multikolinearita neni problém statisticky, ale jde o problém datovy.
Presna definice multikolinearity neexistuje, ale hovofime o ni tehdy, pokud ma
tato matice linearné zavislé sloupce. Napt. nechténé uzijeme stejny regresor dva-
krat, spatné zvolime kombinaci hodnot vysvétlujicich proménnych atd. V tomto
pripadé hovotime o perfektni multikolinearité. V praxi je ale mnohem castéjsi pri-
pad tzv. témér multikolinearity, kdy jsou sloupce matice X témér zavislé. Kon-
krétnéji mizeme fici, ze matice X' X mé determinant skoro nula. Z toho tedy
plyne, ze matici X X nelze, nebo jen velmi obtizné, invertovat. Nejde tedy prak-
ticky uréit klasicky MNC odhad, jelikoz odhady jsou nestabilni, nebo odhadnuté
parametry maji velmi vysoké rozptyly. My tak odhady viibec nemiizeme pouzit,
protoze by to snizilo presnost. Tento problém nazyvame Spatné podminéna ma-

tice. Kapitola byla zpracovana pomoci literatury [1, 3].

3.1.1 Kritéria pro identifikaci multikolinearity

e Determinant korelacni matice R — pti silné linearni zavislosti proménnych
se determinant jen velmi maélo lisi od nuly. Malé hodnoty determinantu totiz

zpusobuji velké rozptyly odhadii.

o Nejmensi charakteristické cislo A —urcime \,,;,, coZ je nejmensi vlastni ¢islo
korela¢ni matice R. Malé hodnoty vlastniho ¢isla indikuji silnou linearni

zéavislost mezi proménnymi.

e Index podminenosti — index podminénosti vypoc¢teme jako odmocninu z po-
v . YV v/ . v/ 7 v/ . ’ ’ Viv/Z . .

méru nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢isla matice X X. Cim vétsi je in-

dex, tim vétsi je zavislost mezi proménnymi. Hodnoty indexu, které lezi

mezi 20 a 100 ukazuji na existenci mirné multikolinearity. V tomto ptipadé
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miizeme pouzit metody na potlaceni kolinearity. Pokud hodnoty presahuji

100, pak jde o velmi silnou multikolinearitu a ne vsechny metody lze pouzit.

e Korelacni koeficienty — hodnoty korela¢nich koeficient mezi dvojicemi vy-
svétlujicich proménnych, které jsou blizké 1 nebo —1, poukazuji na moznost
multikolinearity. Hiife se ale rozpoznava multikolinearita zptsobena kore-

lovanosti mezi vice regresory.

e Hodnoty VIF; - jsou diagonalni prvky matice R~!. Cim vys3i jsou hodnoty

VIF;, tim je multikolinearita silnéjsi.

o Kritérium M — Scottiv test [23] — ¢im vySsi jsou hodnoty kritéria M, tim
silnéjsi je multikolinearita. Obecné se pro M > 0,8 predpoklada silna za-
vislost. Kritérium vypocitame pomoci vzorce
F

— — 1

it

kLtz_f_l’

j=17j

(27)

kde t; jsou testova kritéria pro individudlni ¢ — testy, F' je testové kritérium

pro celkovy F' — test.

3.1.2 Postupy pro modely s multikolinearitou

1. Ignorovani multikolinearity — v nékterych piipadech miize byt model vhodny
i pii zjisténi multikolinearity. Ta totiZz neovlivni nékteré vlastnosti MNC
odhadt ani pfedpovédi. Nékdy tedy skutecné miizeme multikolinearitu za-

nedbat.

2. Vynechdni vysveétlugicich proménnych, které zpisobuji multikolinearitu — po-
stup mize ale velmi narusit interpretaci modelu, coz muze byt nékdy za-
sadni problém. Lze jej ale uzit v pripadé identifikace zbytecnych vysvétlu-
jicich proménnych. Ke spravné identifikaci ndm pomohou metody, které

hledaji nejlepsi podmnozinu vysvétlujicich proménnych, regresni grafy atd.
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3. Transformace nekterych vysvétlujicich proménnych — jedné se o rizné tpravy
proménnych, pomoci kterych miizeme multikolinearitu omezit — normovéani,
centrovani odectenim priméru, nahrazeni dvojice silné korelovanych regre-

sort jejich pomeérem.

4. Rozsiteni datového souboru — pouzijeme vétsi soubor dat (pokud je to tedy
mozné — napr. zvysime frekvenci pozorovani). Mizeme si také potidit tplné

nova data, coz ale nezaruci, ze multikolinearitu odstranime.

5. Pouziti apriorni fce — nékdy zjistime dodatecné informace o modelu, coz
miize pusobit proti multikolinearité. Urceni maximalniho mnozstvi vsech
empirickych a vécnych informaci o modelu a parametrech vétsinou vede ke

zvyseni kvality modelu i ke zlepSeni vlastnosti regresnich odhadii.

6. Pouziti metody hlavnich komponent — nejobjektivnéjsi zplisob jak multi-
kolinearité celit. Tato metoda umozni prejit k malému poctu lineadrnich

kombinaci ptivodnich regresorti, které jsou navzajem nezavislé.

3.2 Hrebenova regrese (Ridge regression)

Dalsi moznosti feseni regresnich modeli vykazujicich multikolinearitu je me-
toda hfebenové regrese. Byla navrzena A. Hoerlem v roce 1962. Pti uziti hiebe-
/7 v/ 7z Vv . / . . v /’
nové regrese se zlepsi podminénost matice X X. Princip hiebenové regrese byl

zpracovan pomoci [7, 8.

Metoda hiebenové regrese je zalozena na nahrazeni klasické minimalizacni
ulohy
®(8) = (Y - XB) (Y - XB) (28)

nasledujici minimaliza¢ni ilohou

D(B,0) = (Y -XB) (Y -XB)+d(BB—c), 6 ceR". (29)
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Minimum (29) dostaneme standardnim postupem

2—2 _ _9X'Y +9X'X8 + 268 = 0, (30)
odtud
(X/X + 5I)ﬁ _ X/Y,
B(6) = (X'X +61)7'X'Y. (31)

D4 se ukézat, ze pridani parametru § do diagonaly matice X' X ma4 vliv na
zlepseni jeji podminénosti.

Oznacme x = {(Y — XB) (Y — XB) = konst}, tato mnozina je elipsa se
stiedem v bodé 3. Pro rfizn4 feseni 3 splinjici podminku (Y —X8) (Y —X3) =
konst, mé hiebenovy odhad nejmensi vzdalenost 8 (6)3(6). Elipsy a hiebenovy
odhad vidime na Obrazku (6).

Obréazek 6: Hiebenovy odhad
Otéazkou je, jaky existuje vztah mezi ,@ a B(é) Odvodime si, ze
B(6) = (XX 46" XY = (XX + D) [XXXX)'XY] =
= (XX +0)7'X'XB = (I+0(X'X)"1)"'8 = Z83. (32)
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P1i uzivani hiebenové regrese casto sledujeme zavislost mezi odhady parame-
trit v kanonickém tvaru ¢ = V'3 a hiebenovym parametrem ¢, piicemz V je
matice charakteristickych vektorit X'X a 3 je klasicky odhad parametrt z pi-
vodniho modelu. Tuto zavislost nazyvame hiebenova stopa — v anglicky psané

literatute se setkdme s vyrazem ridge trace viz Obréazek (8).

Piiklad 3.1. Na Obrdzku (7) vidime, Ze data x1 a xo vykazuji mezi sebou line-
arni zdavislost. Vztahy mezi ruznymi 6 a odhady parametri jsou zndzornény na

Obrazku (8).

B00 : 800 - 200
| *. ool '.., BOO |-y
o ! g ot g ot
a0 ) ...t ROUT i T PR L ool LA
L +1 .t
: + .
1] - 200 - 200 —=
a a00 - 1000 1] 500 1000 a 500
¥l x1 n2

Obrazek 7: Data

100 T T T T T T T T T

Odhady parametrl beta v kanonickém tvaru modelu

] (IR] 1 14 2 25 3 35 4 45 5

Hrebenowy parametr delta T

Obrazek 8: Hiebenova stopa
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3.2.1 Zobecnéna hiebenova regrese

Nechceme-li navySovat vsechny prvky na diagonile matice X' X o stejnou
konstantu J, uzijeme zobecnénou hiebenovou regresi. Metoda se lisi od klasické

hiebenové regrese pouze tim, ze diagonalni prvky navysujeme o kladné konstanty

Sty O

Definice 3.1. Stredni c¢tvercovou chybou nazveme matici
MSE(B) = E[(B ~B)(B - 0)] (33)

pro nevychylené odhady a

MSE(B(5)) = var(B(0) + [E(B() — B)[E(B() - B)] (34)
pro vychylené odhady.
Definice 3.2. Ctvercovou ztrdtou nazveme
L(B) = E[(B - EB) (B — EB) (35)

pro nevychylené odhady a
L(B(5)) = E[(B - EB) (B — EB)] + [E(B(5)) — EB] [E(B(S)) — BB (36)
pro vychylené odhady. Rozdil E (ﬁ(é)) — EB nazjvime vychgleni odhadu.

Véta 3.1. Necht B je MNC odhad a ,/3\((5) hiebenovy odhad, pak matice

-~

var(8) — MSE(B(5)) = —(E(B(5)) — EB)(E(B(5)) — EB) (37)

202
8B’

je pozitivné definitni pro 0 < § <

Dukaz: Viz [9].

Vyse zminéna véta je dilezité, protoze ukazuje, ze hifebenovy odhad ma mensi
¢tvercovou chybu nez klasicky odhad nestranného parametru 3. Rika, ze existuje

odhad ve smyslu stfedni étvercové chyby oproti MNC odhadu.
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3.2.2 Odhad parametru ¢

Existuje cela fada metod pro vypocet konstanty ¢. Kazda tloha ma své opti-

malni 0. Vzorce miZeme nalézt v [8]. Nyni uvedu alespon nékteré z nich
1.
L (38)
>i=1 5
pficem? $3; jsou odhady z piivodniho modelu ziskané MNC, S2 = 75%71,

kde n je poéet pozorovani, k je pocet parametrt, RSC je rezidudlni soucet

¢tverct z puvodniho modelu,

2. optimalni § vypocteme z rovnice

k k
by .
2 J _ JJ
SeZAj+6_5Z(Aj+5)2’ (39)

. 7 N7 . / / . s v/ o v ’
Aj jsou vlastni ¢isla matice X X, ¢ = V 3, kde V je jiz dfive zmiilovana

matice charakteristickych vektortt X X,

3. modifikaci odhadu (38) bychom ziskali

kS2
5= et (40)
j=1 NG
4,
> ()
5=t =N (41)

(302+c3N;)

k
Y

3.3 Priklad

Priklad 3.2. Méjme data, kterd obsahuji pozorovdni chemického sloZeni portland-
ského cementu a mnozstvi tepla Y, které je vyddno pri tuhnuti betonu v kaloriich
na gram cementu. Vysvetlujici proménné X1, Xo, X3 a X, jsou 4 rizné slozky

cementu (idaje v tabulce jsou v procentech). Data jsou zndmd jako tzv. Haldova
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data, publikovand uz v roce 1932. Program na vypocet prikladu v Matlabu nalez-

neme v Priloze 4.

teplota | slozka 1 | slozka 2 | sloZka 3 | slozka 4
78,5 7 26 6 60
74,3 1 29 15 52
104,3 11 56 8 20
87,6 11 31 8 47
95,9 7 52 6 33
109,2 11 55 9 22
102,7 3 71 17 6
72,5 1 31 22 44
93,1 2 54 18 22
1159 21 47 4 26
83,8 1 40 23 34
113,3 11 66 9 12
109,4 10 68 8 12

Tabulka 4.1: Haldova data

Model je ve tvaru
yi = Bo + Brzia + Boxio + B3z + Baxris +, 1=1,2,...,n. (42)

Vypoctem indexu podminénosti k = 6056,344 zjistime, Ze se v datech vyskytuje
velmi silnd multikolinearita. I pomoci korelacnich koeficienti urcime, Ze jsou silné
kolinedarni slozky 1 a 3 a také 2 a 4, protoZe ry,,, = —0,824 a ryy,, = —0,973.

Nejprve vypocteme odhady parametri klasickou MNC podle vzorce (14) nd-

sledovné

62,4054
1,5511
05102 |, &% =6,83766276.
0,1019
—0,1441

@)
I

Vypocteme hiebenovy odhad parametri podle vzorce (31), kde za 6 nahodné

zvolime 5

0,0616
~ 2,1261
B=1| 1168 |, &5 =7,62268996.
0,7104
0,4957
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Nyni zkusime vypocitat optimdlni parametr 0, pomoci kterého bychom meéli
dosdhnout mensiho 2. Optimdlni & vypocéteme napr. podle vzorci (38) a (40).
Nejprve urcime optimdlni § podle (38). Ziskame tak dop1 = 0,00614 a po pouZiti

dopt1 dostaneme nové odhady parametri jako

10,3686
~ 2,0863
B=| 10465 |, Gon’ = 6,39540385.
0,6494
0,3816

Ddle ziskame .y podle jiného vzorce (40). Dostaneme dop2 = 0,000198 @ po

pouzitt nového Oype mdme odhady parametri

53,6966
~ 1,6407
B=| 0599 |, &’ =599450698.
0,1935
—0,0561

Vidime, Ze u obou pripadi pri optimdlnim 6 mdme mensi rozptyl nez u odhadu
ziskangjch MNC. Pri pouZiti Sope ziskdvdme lepsi odhady, protoZe 6% je mensi ne#
DT POUZILT Oyt -

Takto bychom mohli pouzit i ostatni vzorce pro vypocet optimalniho § a urcili
bychom, ktery odhad md nejmensi rozptyl. Pak bychom naddle pracovali s timto

nejlepsim Ogpt .-
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4 Nesplnéni homoskedasticity

4.1 Klasicky linearni model

V nami znamém klasickém linedrnim modelu predpokladame, ze rozptyly
var(e;) ndhodnych veli¢in (reziduélnich slozek) 1, 9, ..., &, jsou shodné a vSechny
se rovnaji kladné neznamé konstanté o2, viz Obrazek (9). Model tohoto typu

oznacCujeme jako homoskedasticky.

zavisle
promeénna

nezavisle proménna

Obrazek 9: Homoskedasticita

4.2 Heteroskedasticita

Problém nastava u modelu, ktery nespliuje podminku, ze vSechny rozptyly
jsou rovny konstanté o2. Tedy jinak feceno, Ze ndhodnost obsazen4 ve vystupech
je pro kazdé pozorovani jina. Toto pak nazyvame heteroskedasticita. Piislusnym
modelim i vysvétlovanym proménnym se fika heteroskedastické — Obrazek (10).
Cast prace tykajici se heteroskedasticity byla zpracovana hlavné pomoci litera-

tury [25]. Testy heteroskedasticity jsou uvadény i v dale citovanych pramenech.
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zavisle mal_a .
promenna variabilita
hodnot

1
nezavisle proménna

'a(j I

Obrazek 10: Heteroskedasticita

Mezi nejcastéjsi divody nesplnéni podminky homoskedasticity patii:

1. chybnd specifikace modelu — napt. vynechame néktery podstatny regresor,

2. ddaje jsou agregované (seskupené) — napt. ziskanad data (puvodné homos-
kedastickd) zprimérujeme, a tim se ndm muze stat, ze vzniknou data hete-

roskedasticka,

3. model md nahodné parametry — nadhodné veli¢iny jsou nekorelované s nulo-
vymi stfednimi hodnotami a rozptyly var(x), pak rozptyly var(e;) nespliuji

podminku homoskedasticity,

4. ekonomicka data — makro i mikro ekonomické data jsou i v jednom vybéru

pozorovani velmi rozli¢na,

5. rozptyly Y jsou skedastickou funkci vysvétlujicich proménnych — napf. kdyz
sledujeme piijmy a vydaje v ndhodném vybéru domacnosti. Je jasné, ze
s rastem prijmu doméacnosti rostou primérné vydaje ale i variabilita téchto

vydajt. Tzn., ze fadky matice X nemaji stejné stfedni hodnoty ani rozptyly.

V dalsi ¢asti oddilu zjednodusené predpokladejme, Ze neexistuji korelace mezi

nahodnymi veli¢inami €, €9, ...,&,, ani mezi veli¢inami ¥, ys, ..., Yn.
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Minimalizace z hlediska parametru 3 rezidualniho souctu ¢tverci je ve tvaru

n
&i

Qlez) = (y —XB)Q 7y —XB) =) (—), (43)

i=1 !

kde €2 je kovarian¢ni matice v nasledujicim tvaru, pficemz w; jsou vahy

a%O...O wp 0 ... 0
2
O 0o5..0 _ g2 0 wy... O — W, (44)
00 ..02 0 0 ...w,

Je dobré zavést podminku st(W) = >"  w; = n. Je jedno, zda pracujeme
s matici © nebo W, protoZe konstanta o na odhadu 3 nic nezméni. Pfi znalosti
2, popripadé W je jednoduché ziskat kvalitni odhady parametr. Minimalizace

vede k zobecnénému odhadu (3
B=X'X)XQy=XWIX)"'XWy. (45)

Vétsinou ale matici €2 ani matici W nezname, a proto pracujeme s maticemi

Q, W viz [1]. VySe zminény postup nazyvame vazend metoda nejmensich ¢tverci.

4.2.1 Testovani heteroskedasticity

Otazkou je, jak ovérit predpoklad stejnych nebo nestejnych rozptylt. Mize se
stat, ze heteroskedasticitu pozname z grafu, do kterého zaneseme zkoumané hod-
noty. To se ale v praxi prilis nestava. Vétsinou tedy musime uzit testy na testovani
heteroskedasticity. Snazime se provést rozhodnuti, zda existuje velké poruseni ho-
mogenity rozptyll, potom Ize odchylky od homoskedasticity oznacit za statisticky
vyznamné. Témto testim Fikame nekonstruktivni (nonconstructive). Jingmi testy
jsou testy konstruktivni (constructive), kde je testovani spojeno s odhadem para-

metru v modelu.
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Goldfeld — Quandtiv test (parametricky)

Parametricky test predpoklada, ze dokazeme rozpoznat pri¢inu heteroskedas-
ticity. Konkrétné je mozné usporadat pozorovani podle velikosti regresoru, ktery
ovlivituje smérodatnou odchylku. Spada mezi nekonstruktivni testy a pouziva se
na soubor, ktery ma mensi pocet pozorovani nebo nedostateény pocet vysvétlu-
jicich proménnych. Test vychazi z piedpokladu, Ze rozptyly o? jsou monoténni
funkce nékteré vysvétlujici proménné X;. Mzeme ho najit v literatute [19]. Exis-
tuje i neparametricky Goldfeld — Quandttuv test, ale tim se v nasi praci zabyvat

nebudeme.

Postupujeme néasledovné:

e testujeme hypotézu Hy: 07 =02 = ... =02

n’
e predpokladejme, Ze chyby maji normalni n — rozmérné rozdéleni,

e pozorovani setfidime dle rostouciho rozptylu o2 < o3 < ... < 02,

n—r

2

e zvolime r = 7 tak, aby n—r bylo sudé a > p, kde p je pocet parametr,

e vynechame r prostifednich pozorovani, ziistane nam tedy ”7_2 pozorovani na

zacatku a ”T_Z pozorovani na konci,

e pro horni i dolni ¢asti dat odhadneme regresni funkce a spo¢teme rezidualni

soucty ¢tverct — RSC1 a RSC2,

e pii norméalnim rozdéleni ndhodné slozky a homoskedasticité plati, Ze testo-

vaci statistika je

v piipadé F' > F1_o("5", "5") hypotézu H, zamitneme (tedy vysoké hod-

noty F' indikuji, Ze proménna X zptsobuje heteroskedasticitu).
V Priloze 5 nalezneme program vytvoreny v Matlabu, ktery testuje data po-
moci Goldfeld — Quandtova testu. Program uréi, zda jsou vlozena data homoske-

dasticka, nebo heteroskedasticka.
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Whiteuv test

Jednim z nejpouzivanéjsich testl v ekonomii je pravé Whitetiv test. Ten ndm
ale viibec nenaznaci, co délat v pripadé zamitnuti homoskedasticity. Je obec-
néjsi a nepredpoklada konkrétni zavislost. Opét spada mezi nekonstruktivni testy.

MiiZzeme ho uzit i pro detekci odlehlych pozorovani. Whitetiv test nalezneme v li-

teratute [3].
Postup:
e opét testujeme hypotézu Hy : 02 = 02 = ... = 02,
e méjme napi. model
Yi = Po+ Oira + Pazipn + &, i=1,...,m, (46)

e pro Whitetv test musime vytvorit pomocny model, ktery je ve tvaru

g; = ag+proménné + mocniny promeénnych + souciny proménnych +uv;,

(47)
kde v; jsou norméalné rozdélena rezidua.
Pro nas konkrétni piiklad by pomocny model vypadal
& = aot Tt + Qo+ a3ra’ +aurh +asTaTn+v;,  i=1,...,n. (48)

Postup volime proto, protoze chceme zjistit, zda se rozptyl ptivodnich chyb
(levé strana v modelu (47)), méni v zavislosti na vSech regresorech modelu

(46),

e v pomocném modelu (47) provedeme souhrnny F' — test linearnich omezeni.
Testujeme Hy : o = 0, kde k =0, ..., 7, nebot za platnosti homoskedasti-
city by se tato hypotéza neméla zamitnout.

Testovaci statistika je:

~ n—jRSC1—RSC2
=1 RSC1 ’
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kde RSC1 je rezidualni soucet ¢tvercti modelu (47) omezeného na pouhy
intercept a RSC2 je rezidudlni soudet étverct ziskany z pomocného modelu
(47).

Hy zamitame, jestlize FF > F|_,(j — 1,n — j),

e alternativnd miizeme uzit i xy? — test. Musime jen najit koeficient determi-
nace R? v modelu (47). Kriticky obor Hy : az = 0 na hladiné vyznamnosti
a je

F=(n—j)R >xi (-1

Spearmaniiv test

Jednoduchy test, ktery se opét fadi mezi nekonstruktivni testy. Nemame zde
ale pfedpoklad na rozdéleni chyb. Predpoklada se, ze var(y) zavisi na X; (tedy
na j — tém sloupci matice X'). Najdeme ho v literatuie [25]. Je vhodny jak pro
velké, tak i malé vybéry. C. Spearman ho poprvé uverejnil ve svém clanku The

Proof and Measurement of Association between Two Things.

Postup:

e mdjme opét nulovou hypotézu Hy : 02 =02 = ... = 02,

e spocteme absolutni hodnoty rezidui |;|, vzestupné je sefadime a ocislujeme
(uré¢ime tak poradi — i.),

e prislusné poradi pritadime k piivodnim nesefazenym reziduim,

e spoc¢teme absolutni hodnoty pozorovéni | X;|, vzestupné je sefadime a ocislu-
jeme (urc¢ime tak poradi — i),

e prislusné poradi opét prifadime k ptivodnim nesefazenym pozorovanim,

e spocteme Spearmantiv koeficient korelace poradi mezi reziduem e a danou

vysvétlovanou proménnou X
6> (iy —i.)?
n(n?—-1) ~’
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kde n je pocet pozorovani. Pokud se r; pohybuje okolo 1, pak ocekavame
homoskedasticitu. Pokud se pohybuje okolo 0, pak dostavame heteroske-
dasticitu. Musi ale platit, ze r; € (—1,1). Kdyz zjistime, Ze rs se v tomto

intervalu nevyskytuje, tak je nejspise nékde chyba.
e Hy zamitame, jestlize

n—2
1—17r2

S

T=|rs >t_a(n—2).

Konstruktivni testy predpokladaji urc¢ity typ heteroskedastického modelu, tedy
ze uz jsme dfive zjistili, ze model je heteroskedasticky. Obecné jde o snahu re-
dukovat pocet neznamych parametrti. Oblibeny heteroskedasticky model pred-
poklada, Ze neznamé rozptyly var(e;) = o2 proi = 1, 2,...,n, jsou linedrni
funkei f(z;, &) podmnoziny L vysvétlujicich proménnych Z;, Zs, ..., Z1, kde z; je
transponovany ¢ — ty radek matice Z. Z je vétsinou proti X zmensené, protoze
ne vSechny vysvétlujici proménné zpusobuji heteroskedasticitu. A a je vektor

neznamych heteroskedastickych parametri. Heteroskedasticky model ma tvar

02 = f(z, @) + chyba modelu. (49)

)

Glejseriv test
Patii mezi nejstarsi testy. Je zalozen na odhadu heteroskedastickych parame-

tru linedrni rovnice

L
| i |= ao + g ajz; proi=1,...,n,
=1

kde g; jsou bézna rezidua. Hypotézu Hy : ap = a1 = ... = «ap ovérujeme
obvyklym postupem — test kvality modelu. Jeji zamitnuti se povazuje za dikaz
heteroskedastického modelu. Dale mtizeme pomoci t — testi posuzovat, jestli se
skutec¢né vSechny uvazované proménné 7y, Z,, ..., Z; podileji na heteroskedasti-

cité. Test je popséan v literatute [1].
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4.2.2 Dusledky heteroskedasticity

Disledky heteroskedasticity rozumime dtsledky projevujici se pfi ignorovani

heteroskedastického modelu a pii sou¢asném uziti klasického MNC odhadu. Plati:
e odhad parametr 3 zlistane nestrannym a konzistentnim odhadem,

e nebude ale obecné nejlepsim odhadem (nebude mit nejmensi rozptyl mezi

v8emi rozptyly ostatnich odhad),
e odhad parametru o? nezfistane obecné nestrannym,

e nemiizeme uzit standardni vzorce, protoze to miize vést k chybnym vysled-

ktm.

4.2.3 Reseni heteroskedasticity

Pokud zjistime heteroskedasticitu, tak je Teseni jednoduché, ale jen pouze
pokud zname jeji pric¢iny. V praxi vétSinou pri¢iny heteroskedasticity nezname.
Existuji procedury, které je dokazi zjistit, ale ty jsou cCasto prilis slozité. Jednou
z dalSich moznosti je napt. aplikace logaritmické ¢i jiné transformace tak, aby

doslo k redukci extreméalnich hodnot, které mohou heteroskedasticitu zptisobit.
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5 Odlehla pozorovani

5.1 Co to jsou odlehla pozorovani a jak je identifikovat

Mezi zakladni diagnostické nastroje pii hodnoceni kvality regresni funkce
a dat patii analyza rezidui. Obecné jde o nastroj pro posuzovani platnosti predpo-
kladt zvoleného modelu. Mizeme Fici, ze jakakoliv nendhodnost zjisténa u rezidui
poukazuje na néjaky nedostatek odhadnutého regresniho modelu (napft. nevhodné
jsme zvolili typ regresni funkce, pouzili nenahodny vybér nebo se nam vyskytly
extrémni ¢i vybocujici pozorovani — odlehla pozorovani atd). Kapitola byla zpra-

covana pomoci [1].

V praxi se nékdy objevi pozorovani, ktera vybocuji z fady. Odlehla pozorovani
miizeme rozliSovat na extrémni (extremes nebo také hight leverages) a vybocujici
(outliers). Vybocujici pozorovani jsou takové nizké ¢i vysoké hodnoty vy, zésadné
se odlisujici od ostatnich hodnot vysvétlované proménné Y. Extrémni pozorovani
jsou body X; (coz je vlastné Ffadek matice X), které se znacné odlisuji od ostatnich.
Jsou to body hodné vzdalené od centroidu (coz je vektor praméru vSech bodi).

U odhadi, ziskanych metodou nejmensich ¢tvercti, je velky problém s jejich
citlivosti na odlehla pozorovani. Pokud totiz v nékterych piipadech vypustime
odlehlé body, projevi se to zasadni zménou v odhadnutych parametrech. Musime
tedy spravné posoudit vliv jejich pripadného vylouceni ze souboru na regresni
charakteristiky.

Plati, ze ¢im vzdalenéjsi je bod x; od priiméru T (centroidu), tim vétsi vahu
mé odpovidajici hodnota y; na odhadnutou 7;. Kazd4 hodnota vysvétlované pro-
ménné ma vliv na vSechny vyrovnané hodnoty, takze vybocujici hodnota y; ovli-

viiuje vSechny hodnoty ;.
Méjme symetrickou ¢tvercovou idempotentni matici H fadu n
H=XXX)X" (50)
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Zminéné matici se ika projekéni matice. Velmi uzitecné jsou jeji diagonalni
prvky
hii = x(X' X)"'x;, proi=1,...,n, (51)

kde x; predstavuje ¢ — ty fadek matice X. Tyto prvky vyjadiuji vahu hodnoty ;
na odhadnutou hodnotu ;. Pro vektor odhadnutych hodnot plati i; = Hy.
Diagonalni prvky h;; se nazyvaji efekty nebo také projekéni h — prvky. Ne-
znamena to ale, ze vysoké h — prvky naznacuji velky vliv na odhady parametri
a my jednoduse prislusné pozorovani ze souboru vyskrtneme — tzv. zlaté pravidlo.
To tedy tika, ze se z dat nesmi vyskrtnout jakakoliv hodnota jen ze statistickych
divodi. Hodnotu mtzeme ze souboru vyskrtnout pouze na zakladé dostatec¢nych

odbornych zkusenosti nebo jestlize zjistime piicinu jejiho extrémniho chovani.

Pro linearni model s absolutnim ¢lenem plati, ze soucet diagonalnich prvki

matice H je
i=1

kde p je pocet regresnich parametri véetné absolutniho ¢lenu. U linedrniho re-
gresniho modelu bez absolutniho ¢lenu je dolni mez diagonalniho prvku nula. Pro
soucet prvku v kazdém tadku i sloupci plati, Ze se rovna jedné. Z predpokladu

idenpotentnosti matice H vyplyva

n n n
his =D D ki =i+ 3 hi (53)
i=1 i=1 i#j=1
coz znamend, ze se kazdy diagonalni prvek rovna souctu c¢tverct prislusného
sloupce i radku. Prvky, které nelezi na hlavni diagonale nabyvaji hodnot od —1
do 1. Ze vztahu (53) plyne, Ze vSechny mimodiagonalni prvky jsou blizké nule,

jestlize hodnota h;; je blizko nule nebo jedné.

Primeérna hodnota diagonalniho prvku je rovna £, kde n je pocet pozorovani,

coz vidime ze vztahu (52). Pro pozorovani, jehoz diagonalni prvek matice H je
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vetsi nez %p plati, Ze je povazovano za dosti vzdalené od ostatnich bodd. Pro

pocet regresnich parametrii vétsi jak 6 a pro n — p vétsi jak 12 se doporucuje uzit

3p
o

jako kritérium

Problém odlehlych pozorovani je znamy uz dlouho. V roce 1863 se americky as-
tronom Chauvenet zabyval postupem pro vyluc¢ovani odlehlych pozorovani. Jeho
postup ale nebyl nejlepsi, protoze pro velké pocty dat vyrazoval spravna pozo-
rovani s 40 — ti procentni pravdépodobnosti. Znamy je také Mendélejuv postup,

kdy Mendélejev vzdy odebral 1/3 nejvétsich a 1/3 nejmensich pozorovani.

5.2 Priklad

Priklad 5.1. U deseti ndhodné vybranych studenti jsme zjistovali dobu pripravy
na kontrolni test v hodindch a ddle vysledky testu. Hodnoty jsme si zapisovali do
tabulky. Pri zdpisu do tabulky byly ale chybné zapsany hodnoty x1y a vy, které

zapisovatel prehodil.

7 1128|4156 7] 8| 9|10
x; — doba studia | 18 | 16 | 23 | 24 | 20| 17| 16 | 25 | 14 | 56
y; — dosaZen€ body | 54 | 44 | 75| 71| 54 | 41| 50 | 85| 34 | 15

Tabulka 4.2: Ziskand data

UZzitim metody nejmensich ctvercu odhadneme regresni primku y = 66,86 —
0,63z. Korelacni koeficient je —0,39, my ale ocekdvame vetsi zavislost mezi dobou
studia a dosaZenymi body, takzZe se nam zdda hodnota nizkd. Nakreslime si Obrazek

(11) a z néj jiz vidime, Ze asi néco neni v poradku, protoze ndm kiivka neproklddd

dobre data. Provérime tedy, zda néjaké pozorovdni nepatri mezi odlehlé.

Zajimad nas, ktera pozorovdni nase vysledky takto ovlivriugi. Vypocteme si ma-

tici H podle vztahu (50) a vypiseme si jeji diagondlni proky:

hi; - 0,1179; 0,1354; 0,1; 0,1009; 0,1063; 0,1259; 0,1355; 0,1033; 0,159; 0,9159.
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Obrézek 11: Spatné zapsané data

Po porovnani diagondlnich prvku s hodnotou kritéria %, tedy s hodnotou 0,4
zjistime, Ze hodnota posledniho diagondlniho prvku je mnohem vétsi. Posledni po-

zorovdni ndm tedy nejvice ovlivriuje cely model.

Pri spravném zadani (tzn. nemame prehozeny hodnoty x19 a y10) ziskame graf
hodnot (12), ktery uz vypadd mnohem lépe, protoZe prokladd data kiivkou, kterd
se zda byt v poradku.

Po pouziti MNC ziskdme regresni primku y = —12,61 + 3,67x. Korelacni koe-
ficient je 0,576, coZ uZ poukazuje na vétsi zavislost mezi proménnymi. Diagondlni

pruky matice H tentokrat vypadagi:
hii : 0,1045; 0,1554; 0,2246; 0,291; 0,1102; 0,1229; 0,1554, 0,3715; 0,2627; 0,202.

Po porovndni s hodnotou 0,4 (zistane stejnd jako minule) vidime, Ze ji Zadny
diagondlni prvek neprekracuje, a tudiz Zadné pozorovani nemd na odhadnuté pa-

rametry nijak extremni vliv.
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Obrazek 12: Dobré zadani dat
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6 Design experimentu

Nezastupitelnou soucasti vyzkumné c¢innosti je praveé experiment. Design ex-
perimentu se zabyva sbérem dat v situaci, kdy je pozadovana informace zatizena
nahodilosti (z experimentélnich dat totiz ndhodnost nelze vypustit). Jedné se
o uc¢inny nastroj, ktery nam pomitize vyhledat optimalni strategii nebo postup
za pomoci experimenti. Jeho tkolem je nalézt vhodnou volbu bodi x, ve kte-
rych provadime méfeni a dale stanovit hodnoty predem danych parametrii, urcit
oblasti spolehlivosti nebo testovat rtizné hypotézy. Design experimentu se uziva
hlavné v primyslovych a inzenyrskych oborech, ale napt. i v geovédnich oborech.

Kapitola design experimentu byla zpracovala pomoci literatury [5].

6.1 Faze experimentu

1. rozpoznani problému,

2. ustanoveni dostacujictho mnozstvi parametrii (pfimo méfitelnych),
3. urceni cilovych parametrt ovliviiujicich proces,

4. volba optimalniho designu experimentu,

5. provedeni experimentu,

6. analyza dat pomoci statistickych metod,

7. stanoveni zavéru a poskytnuti doporuceni.

6.2 Zakladni pojmy
Definice 6.1. Mnozinou experimentalnich bodi nazveme mnoZinu E = {eq, ey, ..., e,}

primo méritelnych parametri.

Definice 6.2. Funkcid: E —<0,1>, §(e;) >0, i=1,2,..., Ny, S0 d(e;) =

1 nazvéme pldnem experimentu, kde Ny jsou vSechny mozné experimentalni body.
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Definice 6.3. Spektrum pldanu, oznacované také jako nosi¢, je mnozina S, =
{e;:0(e;) >0, e; € E}.
Definice 6.4. Matici M(5) = > ;g §(e) Mifif; nazjvdme informacni matici
experimentu pri pldnu 6. Pricemz fi/ bereme jako 1 — ty rddek matice planu F a \;
jsou vahy v — tého merent.

Matice planu F vypada nasledovné

9f1(z,B0) 9f1(x,B0)
9B1 9Bk

: : (54)
Ofngy (%,80) Ofngy (®,80)
9P 0Bk,

Méame nékolik kritérii optimalit (D — optimalita, A — optimalita, L. — optima-
lita, restringovana D — optimalita, restringovana A — optimalita, > — optimalita,
G — optimalita a I — optimalita). Zminila bych definice jen dvou z nich, a to D —

optimality, ktera je nejcastéji uzivana a A — optimality.

Definice 6.5. Necht A\,., je tiida vSech designi takovych, Ze N,y = {0 : 6 €
A, M(0)}, kde AN je trida vSech zndmiych parametri, je pozitivné definitni. De-
sign 0}, je D — optimdlni prdve tehdy, kdyz

det(M(6%5)) = min{det(M~1(8)) : § € Doy} (55)
Jde vlastné o minimalizaci determinantu inverze informacni matice.

Definice 6.6. Necht A,., je tiida vsech designi takovych, Ze N,y = {0 : 6 €
A, M(0)}, kde A je trida vSech znamych parametri, je pozitivné definitni. De-
sign 07, je A — optimdlni pravé tehdy, kdyz

T,(M™Y(83)) = min{T,(M™(3)) : 0 € Dpeg}. (56)

U této optimality minimalizujeme soucet disperzi jednotlivych parametri 3.

D — optimalitu si pfedvedeme na konkrétnim prikladeé.

48



6.3 Priklad na D — optimalitu

Priklad 6.1. Ulohou je pripravit méreni pro urceni funkce y = ;;fw, kde v =

1;1,5;2;2,5;...;50. K dispozici mame 99 bodi, ve kterych lze provadet mérenid.

Startovaci odhady parametri jsme ziskali vypoctem: ayg = 9,9682 a any =
3,6351. Funkce je nelinedrni a proto ji musime zlinearizovat. Rozvineme ji pomoci
Taylorova rozvoje v priblizném bodé ayg, g, pricemz zanedbame druhé a vyssi

derivace. Potom

1oL 0 0% 0 00T
JACEE
ax +x  Oajg g+

Yiin = )AO& -

8&20 (DN +x

a1l T 10T

= + Aa — ——=Aa,
Q0 + T Qo0 + T (0620 + .I‘)
kde Ao = o — .
Nejprve musime urcit startovaci plan. Zvolime S, = {2,49,98} a k nému
111

odpovidagici § = {3, 3, 3
matice M (def. (6.4)), vypadd:

}. Matice ¥, kterou potrebujeme pro vypocet informacni

1 ___Z110

a20+x1 (a204x1)?
F = :
TN _ _ ®miogo
a20+T99 (c20+299)?2

Nasim ukolem je urcit D — optimdlni pldn, proto musime mazximalizovat krité-
riums: maw{/\if;Mfl(éf,)fi}. Tzn., Ze pro vsechny hodnoty i = 1;1,5;2;2,5;...;50
spocteme zadané kritérium a ddle urcime index i*, pro ktery je hodnota kritéria
mazimdlni. Bod s indexem i* pak doddme do spektra a upravime vektor d. Vypodcet
ukoncime, jestlize nastane tzv. stop kritérium \;f; (M (0))~'f; < €, € = 0,001 4 2
(¢islo 2 ndm znaci pocet parametri v modelu).

Prabéh nékolika iteract jsme zaznacili v tabulce niZe. PoZadované presnosti

0,001 bylo dosazeno az po 1276 iteracich.
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iterace ‘ 51 ‘ (52 ‘ 53 ‘ (55 56 ‘ (549 ‘ (550 ‘ (597 ‘ 598 ‘ (599

0 0 1/3 0 0 0 1/3 0 0 1/8 0

1 0 1/4 | 0 1/4 0| 1/4 0\ 0| 1/ 0

3 0| 1/6 | 0 1/3 0| 1/6 | 0| 0| 1/6 1/6

5 0| 1/8 | 0 3/8 0| 1/8 | 0| 0| 1/8 1/4

12 0| 1/14 | 0 3/7 0| 1/14 | 0| 0| 1/14 5/14
128 | 0 | 1/130 | 0 | 82/65 | 0 | 1/130 | 0 | 0 | 1/130 | 63/130
1276 0| 1/1278 | 0 | 319/639 | 0 | 1/1278| 0 0 | 1/1278 | 637/1278

Tabulka 4.3: Pribéh néekolika iteract

Urcili jsme tedy, Ze optimdlnim designem pro méreni parametri funkce y =

AL ge spektrum s body 2, 5, 49, 98, 99. Velikosti 05, 049, d9g jsou ale zanedba-

a2+x

telné malé. Proto bychom mohli pouZit spektrum jen s body 5 a 99. Ziskali jsme

rovnéz optimdlni odhady parametri, které vysly a = (9,8766252;4,7300569)

I

Na Obrdzku (13) wvidime puvodni hodnoty a jejich aprozimaci ziskanou metodou

nejmensich ctverci.

Obrazek 13: Aproximace dat
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7 Ortogonalni regrese

7.1 Co to je ortogonalni regrese

Ortogonalni regresi poprvé uvedl v roce 1901 anglicky matematik a filozof

Karl Pearson. Metoda spociva v minimalizaci ortogonalnich projekci bodd na
regresni primku. Jako ortogonalni je oznacovana proto, ze neminimalizuje soucet
druhych mocnin projekci kolmych na osu z jako klasickd MNC, ale minimalizuje
projekce kolmé na regresni primku.
a jind méné a miizeme jim tak dat vahy (to lze samoziejmé i u MNC). Déle ji
lze napt. pouzit, pokud jsou obé proménné zatizeny sSumem nebo také skrytymi
vztahy mezi proménnymi. Metoda souvisi s vyrovnavanim dat, kde jsou zavisle
i nezavisle proménné (X 1Y) zatiZzeny chybou. Pfi tvorbé kapitoly jsem cerpala
hlavné z [13].

Podstata spoc¢iva v minimalizaci vyrazu

~

(B) =D _un(Xi - X0)? 4 woY; — V3)?, (57)

2

kde Y, = f(B,x;), wy = Wy = i Tedy plati, ze w; + wy = 1.

9y
2 2
o‘x—&-oy ?

Méjme bézna oznaceni:

EZ%Z.@Z, EZ%Z%, Sxy:%z:xlyz_fyv

1 1
Si=oy el -T =y -7 (58)

Véta 7.1. Méjme sqy # 0, 55 > 0, 52 > 0. Parametry primky y = a + Bz, které

ziskame metodou ortogonalni regrese jsou

2 _ 2
Sy — Syt \/(55 —s2)? 4 4s2,

2o ,  Qa=7y-—axz. (59)

B=
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Dukaz: Dtkaz véty mizeme nalézt v [13].

Na obrazcich vidime, jak situace ortogonalni regrese (15) vypada v porovnani

s MNC (14) graficky.

ya |
C¢

-

.
L

X

Obrazek 14: Metoda nejmensich ¢tverci

»
X

Obrazek 15: Ortogonalni regrese

Aproximac¢ni pfimka u ortogonélni regrese prochéazi tézistém bodi, stejné jako

u metody nejmensich ¢tverci.
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7.2 Aplikace ortogonalni regrese

Nyni pristupme k aproximaci dat jinou kifivkou nez primkou. Ortogonalni

regresi 1ze popsat nelinedrnim regresnim modelem s podminkou typu II. Model

()= ((2)(52) g

Véta 7.2. UvazZugyme linearizovany regresni model primého meéreni vektorového

ma tvar

parametru se systémem podminek. Potom BLUE (Best linear unbiased estimator

— nejlepsi linedrni nestranny odhad) parametri ©a ,B' jsou dany vztahy

B—B- (X'SX) B[S - STIC(C'STI0)ICS (b + BB),  (61)

6 — —(C'S'C) 'S (b + BA), (62)
S =B(X'>'X)'B' +CC/, (63)
B=(X3T'X)'X'Z Y, (64)

¥ =o?V. (65)

~
o~

Kovarianéni matice var(3), var(@) jsou dany vztahy

~

var(B) = o{I - (X'S7'X)'B'[S™ - 87!C(C’'ST!C) 'O’ B (66)
S(XETX)HI- (X'ZTIX)T'B(ST - STIc(C’sTIe)IC’'S B,
var(cf)) = o{(C'S7!C) -1} (67)
Ditkaz: Ditkaz viz [18].

Priklad 7.1. UvazZujme priklad z kapitoly design experimentu, ve kterém mame

funkci y = 2% kde x = 1;1,5;2;2,5;...;50. PricemZ je k dispozici 99 mérend.

as+x’
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Parametry oy a as must splnit pro+v=1,...,99 podminky

Whi (68)
Qg + U

gi(ll’ayaa) =V —

Podminky jsou ale nelinedrni, a proto je musime zlinearizovat pomoci Tay-

lorova rozvoje. V linearizovaném tvaru maji podminky tvar B8 + Ca +b = 0,
0

kde B = ‘S\ag((f/—ﬁ;,), C = W, ab = g(u’ v a) v priblizném Fesent

(l’l’()? VO? aO)'

991 991 Og1 991
Opr "7 Opee Ovi "7 Ovgg
B=| : A (69)
9999 0999 0999 9999
Opr """ Opge Ovi """ Ovgg
kde proi,j =1,...,n je
Q1 phi— Q1 — O fhi S
(axtn)? PO =Js
Bij =41 proj=n-+i,j>1i,
jinde,
991 091 o _aim
da1  Oas astz1  (az+z1)?
c=| | =] - - (70)
9999 0999 ____ x99 1799
da;  Oao az+rgg (an+z99)?

Po uziti vzorci (61) a (62) dostaneme odhady parametri ziskané metodou
ortogondlni regrese aplikované na model s podminkou typu I1. Za pocatecni resent
jsme brali odhady parametri ziskané pomoci designu experimentu
o’ = (9,8766252; 4,7300569) .

Vypocetli jsme a = (9,7739458; 2,5480354) . Diagondlni prvky variancéni ma-
tice odhadi jsou diag(var(a)) = (0,260512; 0,665242)".

Na Obrdzku (16) vidime aprozimaci dat ziskanou metodou ortogondlni regrese.
Obrazek (17) zndzornuge priblizent predchoziho Obrdzku (16). Jsou na ném vyzna-
ceny tri nahodna data a jejich aproximace. Pokud spojime bod a jeji aprorimact,

tak spojnice je totoznd s normdlou k funkci (princip ortogondlni regrese).
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Obrazek 16: Aproximace dat metodou ortogonalni regrese

Obréazek 17: Pfiblizeni
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8 Problém linearizace

P1i popisovani urcité zavislosti mezi velicinami neni vzdy vhodné uzivat jen
klasicky linedrni model. Tedy, Ze regresni vztah mezi velicinami z a Y nelze
jednoduse popsat. Proto se pak vztah popisuje pomoci nelinedrnich modeli. Mo-
dely ale nemusi mit tak jasnou interpretaci parametri. A mohou vznikat i dalsi
problémy. Nékdy se ale prosté nelinearnim modeliim nevyhneme. Zdrojem byla

hlavné [15, 21].

Modely mohou byt zcela linearni, kdy je linearita zastoupena jak v parame-
trech, tak i v regresorech. Jsou velmi oblibené, protoze jsou velmi jednoduché.
Déle existuji modely, které jsou linearni z hlediska vsech parametrii, ale nelinearni
z hlediska vysvétlujicich proménnych z. Do této skupiny modelt spada i velmi
uzivany model regresni paraboly — zvlasté pak kvadraticky model, ktery jsme
uzili v prikladu v K apitole 2. Nelinearni modely v parametrech jsou ze vSech

Neékteré nelinearni modely jsou prevoditelné urcitou transformaci na linearni
modely. Po provedeni transformace zavisi nova regresni funkce na parametrech
uz jen linearné, coz mize byt nékdy velmi pfinosné, protoze se tak model znacné
zjednodusi. Musime si ale uvédomit, ze odhady, které ziskdAme metodou lineari-

zace, nejsou stejné jako odhady ziskané z ptivodniho modelu.

8.1 Regresni modely

Pro modelovani chemického experimentu pouzijeme dva linearni regresni mo-
dely. Nejprve aplikujeme model bez podminek a v druhém piipadé vyzkousime

model se systémem podminek (model se systémem podminek typu II).
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8.1.1 Neprimé méreni vektorového parametru bez podminek

Predstavme si situaci, kdy je tfeba nalézt odhady neznamych parametri ne-

linearni funkce f pro data z chemického experimentu, kde
f2)=01-24+03+03 | x—0,|, z € (0,00). (71)

Funkce popisuje zavislost mezi koncentraci (mmol/L) a potencidlem (mV) che-
mické latky.

Nejdfive danou nelinearni funkci aproximujeme linedrnim ¢lenem Taylorovy
fady kolem pfiblizného bodu ©°=[0Y, 09, 09, 09]". Pfiblizny bod je bod, ve kte-
rém budeme funkci rozvijet. V tomto bodé budou vysledné aproximace nejpres-
néjsi. Pri aproximaci vezmeme pritom v potaz jen derivace prvniho fadu, ostatni
derivace, tedy druhého a vyssich fadi, zanedbame. Zadanou nelinearni funkci
aproximujeme Taylorovym polynomem prvniho stupné tj. linearni funkci. Zane-
dbani vyssich derivaci ma samoziejmé vliv na chybu modelu, coz je ale cena za
zjednoduseni nelinearni funkce. Zjisténa chyba je vsak v okoli naseho priblizného
bodu prijatelné mala, takze linearizace je pozitivni krok ke zjednoduseni modelu.

Zptusob, ktery jsme pravé naznacili, nemusi byt ale vZdy mozny. Neni mozny
napftiklad, kdyz nelinearni funkce neni v pfiblizném bodé spojita, pokud nema

svou vlastni derivaci atd. V téchto a dalsich pripadech neni linearizace viibec

Stochasticky model pro algoritmus je
Y =JAB + ¢, (72)

dale plati, ze
h(JA) =k <n, var(Y)=X p.d,

kde n je pocet méfeni a k je pocet parametri. Model tedy mizeme zapsat
Y ~ (f(©),%), (73)

pricemz f(©) je zndma nelinedrni funkce s vektorem parametrit ©. Tato funkce

mé tvar (71) Budeme tedy linearizovat (z nelinedrni funkce na linearni). Pro
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provedeni linearizace je ovSsem nutné znat priblizné hodnoty parametria ©. Ty si

pro lepsi pfehlednost oznac¢ime ©°. Linearizovany model je tvaru
Y ~, (FO,0*V), (74)

kde ®=[01,0,, 03,047 je vektor nezndmych parametrt, které chceme urcit,

V je zndm4 pozitivné definitni matice, 02 > 0 a

{F}i.:af(xi,@ ) (af,-(xi,@) Ofi(xs, ©°) dfi(x:,0°) Ofi(z;,© ))

00’ 00, ’ 00, '’ 005 00,
(75)
je matice planu, pricemz
ofi ofi ofi ofi
90, =2, 90, =1, 90, ~ | z; — Oy |, 56 = sgn(z; — ©4)(—063).

Véta 8.1. Méyme linearizovany regresni model neprimého méreni vektoroveho

parametru (74). Potom BLUE — odhad parametru © je dan ve tvaru
o= (F’V—lF)—lF’V—lY) . (76)

Variancni matice je
1

var(©) = o> (FFVT'F) . (77)

Do vzorce (76) pro nepfimé méfeni vektorového parametru bez podminek jsme
nyni dosadili hodnoty dat z chemického ptikladu. Ziskali jsme tak odhady para-
metri O, ©,, O3 a ©4. Pro priblizny vypocet jsme potiebovali védét pocatecni

odhady parametrti. Ty jsme si vhodné zvolili @°=(—20; —268;21;6,5).

O = (—18,8855; —306,3788; 22,5396; 6,8106)/.

Po dosazeni do (77) dostavame varianéni matici. Diagonalni prvky varianéni

~

matice odhadt jsou diag(var(®)) = (0,28079%; 2,22812; 0,28079%; 0,039799?%)

Index determinace R = 1 — 2=Y) _ (.99765. Cifm bliZe jedné je index,

Y (YY)
tim lepsi je zvolena aproximace.

Aproximace dané funkce ziskanym algoritmem je zobrazena na Obréazku (18).
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-200e

f=91 x+92+93 | x—94|

;. -2507
£
= -300(
~(g
'
E‘J -350¢ index determinace R=0.99765
o 62=6.8236
P~ 400}

'450 C 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12
Koncentrace [mmol/L]

Obrazek 18: Aproximace algoritmem 1

8.1.2 Neuplné primé meéreni vektorového parametru s podminkami

typu II

Nyni ukazeme, jak se vyporadat sice s linedrnim modelem, ale modelem s pod-
minkou typu II. Nelinearita se zde vyskytuje v podobé nelinearnich podminek,

které je nutno linearizovat. Obecny stochasticky model pro algoritmus je
Y=J3+¢ BB, +CB,+b=0, (78)
dale plati, ze
h(J) =k <n, h(C)=ky<q, h(B,C)=q <k +ke, var(Y)=% pd,

kde n je pocet méreni, k£ je pocCet parametri, g je pocet podminek, k; je pocet
primo méfitelnych parametri B, a ko je pocCet nepfimo meétitelnych parametri

B, (umime je ur¢it jen z podminky).

Nyni se budeme snazit data prolozit dvémi parabolami. V nasem pfipadé
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budeme za 3, uvazovat 3 a za 3, uvazujme ©. Nelinedrni model miizeme popsat

B
Y ~ N, 5:2 |, (79)
Bn

pfi¢emz zaroven musi platit soustava n + 1 podminek g(3, ©)

O + Oz + @zﬂf — B =0,

@1 + @2$5 + @31’% — Bs = O,

@3 + 64-175—5—1 + @5-1754,-1 - Bs—‘rl = 07 (80)

@3 + ®4$n + @5$i - ﬁn = 07

@1 + @2@7 + @3@? - @4 - 65@7 - @663 - O

Nasim cilem je najit odhady B (dvé stiisky znamenaji, Ze se jednd o odhad

v modelu s podminkami) skuteénych hodnot 3 a také nas zajimaji odhady para-

metru ©.

I v tomto pfipadé musime provést linearizaci pomoci aproximace Taylorova
rozvoje. Nelinearni podminky g(3, ©) tedy zlinearizujeme Taylorovym rozvojem
a opé€t zanedbame derivace druhého a vyssich rfadd. Linearizované podminky
miizeme zapsat jako

B8+ C/® +b;, =0, (81)

kde

dg(3°, ©° dg(3°, ©°
p, - BI0NOY)  _ 0s(0.0"

8,6, ) bl = g(ﬁoa 90) (82)
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Pro lepsi prehlednost si nase konkrétni matice zapiseme maticové

-1 0 ... 0
0 -1...0
B, = )
0 0 —1
0 0 0

991 O 91 91 9g1 O 91
80, 800y 0903 00, 005 00 0Oy
C = : : : : : : : =

agn+1 39n+1 89n+1 agn+1 agn+l 89n+1 agn+1
001 0032 003 004 005 00¢ 007

lazg 23 0 0 0 0

1 @7 @% -1 —@7 —@% *

kde * = Oy + 20307 — O5 — 20407.

Nyni dosadime do vzorcii pro model s podminkou typu II dané hodnoty z che-
mického pokusu. Pii vypoctu jsme pouzivali pocatecni feSeni, které jsme ziskali
tak, ze jsme nejprve odhadli MNC parametry dvou parabol. Posledni parametr

jsme si zvolili jako jejich prisecik. Pocitali jsme tedy s pocatecnim fesenim
0’ = (—168,14603; —30,18829; —1,53823; —502,75189; 13,06670; —0,50469; 6,8).

Za pocatecni odhad B jsme brali ptivodni naméfené hodnoty Y. Po provedeni
vypoctu (Pfiloha 6) s pomoci vzorct (61) a (62) jsme ziskali odhady parametri

v modelu s podminkami typu II.

~

© = (—168,1460; 30,1883; —1,5382; —502,7518; 13,0667; —0,5047; 6,8000) .

~

B = (—201,54; —200,63; —239,67; —267,67; —29,33; —321; —347; —374; —407; —425,33;

’

—435,67; —432; —429,67; —428; —425,67; —422,67; —422,67; —420,33; —420; —419,33)
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Po dosazeni do (67) ziskdme varian¢ni matici odhadi. Diagonalni prvky va-
rian¢ni matice odhadi jsou

~

diag(var(®)) = (5,863382; 3,65037%; 0,48779%; 70,28072%; 15.31809%; 0,81949%; 0,110312)’".
Index determinace R? = 0.99700. V porovnani s indexem determinace pro

prvni algoritmus bez podminek vidime, ze index determinace pro model s pod-

minkami je o trochu mensi.

Vysledky algoritmu jsou zobrazeny na Obrazku (19).

-150 . . . . .

2
200 e\ =® 91+92x+83x .

-250r1
index determinace R=0.99507

-300+t 6°=5.9230> 1

-350¢

Potencial [mV]

2
400/ 94+95x+86x i

_450 1 1 1 1
0 2 4 6 97 8 10 12

Koncentrace [mmol/L]

Obrazek 19: Model s podminkami typu II

8.2 Linearizacni oblasti a miry kiivosti

Nésledujici podkapitola byla zpracovana pomoci [4, 5, 17]. Nelinearitu ne-
boli kiivost je potieba mérit. Méfeni spoc¢iva v porovnani linearni a kvadratické
aproximace. Uvedeme dvé kiivosti, a to vnitini kfivost (intrinsic curvature) a pa-
rametrickou krivost (parameter — effects curvature). Hodnota vnitini kiivosti je

nezavisla na hodnoté parametrické kiivosti.
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Batesovu a Wattsovu vnitini kiivost z roku 1980 vypocteme podle vzorce

‘ K (6b)X "M% 'k(6b)
K(8,) = sup { \/ " :0b € Rk}. (83)

db'Céb

Batesova a Wattsova parametrickéa krivost je

K (p‘") = sup

\/FL §b)X'P% ' k(6b)
ob'Cdéb

b € R’“}. (84)

Pricemz k je matice druhych derivaci funkce f, db je libovolny vektor z k — roz-

v ’ -1 - - , . v s . -1 -1
mérného prostoru, X! je inverze zname p. d. varianéni matice, C = (M3 XMz )*
(znaménko plus znaci Moore — Penroseovu inverzi), F je matice planu tzn. matice

prvnich derivaci funkce f, M% ' a P3 ' jsou projekéni matice, pro které plati
Z—l E_l
P) =FFX'F)Fx!
(znaménko minus znaci pseudoinverzi).

Obecné miizeme pouzit nasledujici vzorec pro vypodet K (3,), K®)(3,)

a dalsich meér nelinearity, které zde nejsou uvedeny

C(Bo) = sup {—VO‘MSO“S Lou € Rk} , (85)

ou'Rdiu

kde a;, = (6u'Ajdu, ..., 6u A.0u),kde Ay, ..., A, jsou k x k symetrické matice,
S je r x r p.s.d. matice a R je k x k p.s.d. matice, du je libovolny vektor z k —

rozmérného prostoru.

63



8.2.1 Algoritmus na hledani suprema

Algoritmus pro urceni C'(fy) lze najit v [5].

1.krok — zvolit libovolny vektor du; z k£ — rozmérného prostoru, pro ktery plati

Sujdu; = 1.

2. krok — urcit dalsi vektor jako

511/1A1(5U1
0s = R*I(A15u1, . ,Ar5u1)S . (86)
6u/1AT(5u1
ds

Tento vektor pouzijeme pro urceni vektoru du, = —=—.
V 5s’ os

3.krok — pokud plati nerovnost du,du; > 1 — ¢, kde € je malé kladné ¢slo, pak

itera¢ni proces ukonc¢ime a

\ /oz;wSozgu?
ClBo) = oo (87)

du,Réuy

Pokud plati du,du; < 1 — ¢, pak se vratime ke kroku 1, pfi¢emz ale nyni

uzijeme jako libovolny vektor vektor Juy (nahradime jim duy) .

8.2.2 Lineariza¢ni oblasti

Pokud skute¢na hodnota parametru 3 lezi v linearizac¢ni oblasti, mizeme ne-
linearni model nahradit linearnim. Pro vypocet odhadu a jeho presnosti mizeme
pak pouzit vztahy z Kapitoly 2. Zminme jen dvé mozné linearizacni oblasti. Exis-

tuje jich sice vice, ale prostor v praci je nedovoluje vSechny popsat.
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O, linearizac¢ni oblast — méri shodu dat s linearizovanym modelem

Jestlize

5b € Ou(fo) = {(5b: (5bYCb < Q—V‘Sm} , (88)

K (int) (/80)

kde dax je dana rovnici
P{xn1(0max) > Xo (01 =)} = a +e, (89)

pak P{v'Y"'v > 2 ,(0;1 —a)) < a+e kde v= Mz (Y — fy), fo je funkéni

hodnota funkce f v poc¢atecnim feseni.

Oy, lineariza¢ni oblast — bias odhadu

Necht ¢ = ay/x3(0;1 — ). Jestlize

2c
- . /s —1
§b € O4(B) = {51). SH'F'S7Féb < Ko () } , (90)

pak
v{h € R*} |b}(db)| < cvVh'C~'h. (91)
8.2.3 Priklad

Priklad 8.1. Méjme opét stejny priklad z kapitoly design experimentu s funkci

y =, kde v = 1;1,5;2;2,5;.. .5 50.

Matice prunich deriwact, kterou jsme pri vypoctech pouzivali vypadd

_ T __z1B10
F= < Bao+zi’  (Bao+zi)? ) )
Matice druhych derivaci
0 ;%2
k= “wE )
(B20+z:)?  (B20+z:)3

Pri vyuziti predchozich dvou matic a vztahi pro miry kiivosti (83) a (84) jsou

K1) = (,001530845 a K®) = (0,00326417.
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Pro linearizacni oblasti O, a Oy, dostaneme Obrazky (20), (21). Obrdzek (20)
zndzornuje Oy linearizacni oblast a Obrazek (21) zndzorniuje O, linearizacni ob-
last (modre) a konfidenéni elipsu (¢drkované).

Konfidencni elipsa urcuje mnoZinu bodu mimo tuto elipsu, kde lezi skutecnd
hodnota s p-sti nejuyse a % (v nasem prikladé jsme zvolili 5 %).

Vidime, Ze cdst konfidencni elipsy neleZi v linearizacni oblasti, je mozné, Ze
pro nékterd pocatecni Teseni metoda nebude konvergovat. Nikdy totiZ nezndme
skutecnou hodnotu parametru B3, ale jen odhad ,@ a protoZe vime, Ze skutecnd
hodnota nelezi v konfidencni elipse s pravdépodobnosti 5 %, miZe se stdt, Ze pro

ziskany odhad nebudeme v linearizacni oblasti.

konfidencni elipsa

2
1} ]
a0 |
-1t i
= 0.5 0 0.5 1

Obrazek 20: O, linearizacni oblast
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konfidenéni elipsa

0.04} 1

0.02} 1

-0.02¢ 1

-0.04 1 1

-0.061 1

-0.02 0 0.02
Py

Obrazek 21: O, lineariza¢ni oblast a konfiden¢ni elipsa
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ZAavér

Hlavnim cilem diplomové prace bylo popsat, analyzovat a nazorné na prikla-
dech ukazat problémy, které se mohou vyskytnout pii regresni analyze. Nebylo to
prilis jednoduché, protoze kazdy problém je sam o sobé velmi slozity a také bylo
nutné pracovat s velkou spoustou literatury. Nakonec se ale cil diplomové prace
povedlo naplnit a ja tak mohla pfinést shrnuti vSech podstatnych problémii.

Nejprve byli ¢tenaii seznameni s historickymi metodami aproximace prim-
kou. Dozvédéli jsme se, ze dnes nejlepsi a nejuzivanéjsi je metoda nejmensich
¢tverctt (MNC), kterd ma nejmensi rezidudlni soucet ¢tvercti a zname u ni ne-
stranny odhad rozptylu nahodné chyby. Dalsi v soucasnosti vyuzivanou metodou
je Laplaceova metoda nejmensich absolutnich odchylek (LAD), kterd minimali-
zuje absolutni soucet rezidui.

Dalsi kapitola byla zaméfena na pojmy z klasickych kurzt statistiky. Sna-
zili jsme se vzorce piimo aplikovat na ptikladu z oblasti zkoumani chemického
procesu. Zminili jsme pojmy jako stochasticky model, odhady parametri 1. a 2.
radu, oblasti spolehlivosti, testovani hypotéz a silofunkce.

Ve 3. kapitole se dostavame k prvnimu problému, a tim jsou potize s multiko-
linearitou (tedy s jistym druhem zévislosti mezi proménnymi). Podrobnéji jsme
rozebrali metodu hfebenové regrese, ktera je vhodna na modely vykazujici mul-
tikolinearitu. Hfebenovou regresi jsme aplikovali na jiz dlouho zndma Haldova
data. Zjistili jsme, Ze regresory jsou linearné zavislé, a proto jsme se rozhodli na
né metodu pouzit. V Matlabu jsme odhadli hfebenovy parametr a pomoci n€j
jsme pak vypocetli odhady parametri.

Heteroskedasticita znamena, ze rozptyly nejsou shodné, coz je opét problém.
Existuje velké mnozstvi testh na rozpoznani heteroskedasticity. Ty délime na kon-
struktivni a nekonstruktivni. V této ¢asti neni zminén zadny priklad, ale v ptiloze
je uveden jeden z testl naprogramovany v Matlabu, ktery ndm pomiize heteros-
kedasticitu identifikovat.

O problém odlehljch pozorovani se védci zajimali jiz v historii. V kapitole,

ktera se jimi zabyva, byly zminény zakladni pojmy a bylo poukazano na to, jak
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pomoci projekéni matice H odlehlé hodnoty v datech nalézt.

Ptesnost urcenych odhadi je ovlivnéna volbou bodi, ve kterych je provadéno
meéfeni. Pokud tedy zvolime Spatné body, tak se mtize stat, ze odhady nebudou
vhodné na dalsi pouziti. Timto zkoumanim se zabyva design experimentu. Na
prikladu je ukdzana D — optimalita, ktera nam vhodné zvoli body, ve kterych
mame mérit, aby odhady byly co nejlepsi.

Kapitola 7 se zabyvala ortogonalni regresi. Ta je odlisné od klasické MNC tim,
Ze minimalizuje projekce kolmé na regresni pfimku a ne soucet druhych mocnin
projekci kolmych na osu x. Na ptikladu jsme uzili model s podminkou typu II,
ktery neni prilis obvykly a uzivany, ale i presto jsme ho Tesili.

Posledni kapitola byla vénovana problému linearizace. Linearizace je vlastné
prevedeni nelinearni funkce na linearni. Pouzivali jsme data z chemickych méfeni,
na ktera jsme aplikovali dva regresni modely — model bez podminek a model
s podminkami typu II. U modelu bez podminek jsme se data snazili aproximovat
nelinearni funkci. Stejna data jsme v druhém modelu prokladali dvémi parabo-
lami, pricemz jsme méli soustavu nelinearnich podminek. V porovnani vysly oba

Vsechny vypocty jsem délala pomoci programu Matlab, statistického pro-
gramu, s jehoz pomoci lze Tesit slozité matematické priklady. Cely text je napsan
v typografickém programu TEX. Uziti zminénych programt mi velmi pomohlo
zdokonalit si mé znalosti s jejich pouzitim.

Pti psani diplomové prace jsem si prohloubila své védomosti ohledné riiznych
statistickych metod a vyzkousela si praci s velkym mnozstvim literatury, coz bylo
pro mé hodnotnym pfinosem. Vérim, Ze moje prace bude, at jiz mnou nebo nékym

jinym, v budoucnu vyuzita jako vhodna pomiticka pfi nesnazich v regresi.
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Priloha 1

Boskovicova metoda zpracovana v programu Matlab 7

x=[0,0.2987,0.4648,0.5762,0.8386]
y=[566751,57037,56979,57074,57422]
plot(x,y,’0’,’LineWidth’,2, ’MarkerEdgeColor’,’k’, ...
’MarkerFaceColor’,’y’, ’MarkerSize’,10)
xlabel(’Zemépisnd §itka’,’Fontsize’,12)
ylabel(’Délka jednoho stupné’,’Fontsize’,12)

hold on

xprumer=sum(x) /5

yprumer=sum(y) /5

X=x-xprumer

Y=y-yprumer

for i=1:1:5
beta(i)=(y(i)-yprumer)/(x(i)-xprumer)

end

K5=abs (Y(1)-beta(5)*(X(1)))+abs(Y(2)-beta(5)*(X(2)))+abs(Y(3)-...
beta(5)*(X(3)))+abs(Y(4)-beta(5)*(X(4)))+abs(Y(5)-beta(5)*(X(5)))
Ki=abs(Y(1)-beta(1)*(X(1)))+abs(Y(2)-beta(1)*(X(2)))+abs(Y(3)-...
beta(1)*(X(3)))+abs(Y(4)-beta(1)*(X(4)))+abs(Y(5)-beta(1)*(X(5)))
K4=abs (Y(1)-beta(4)*(X(1)))+abs(Y(2)-beta(4)*(X(2)))+abs(Y(3)-...
beta(4)*(X(3)))+abs(Y(4)-beta(4)*(X(4)))+abs(Y(5)-beta(4)*(X(5)))
K2=abs(Y(1)-beta(2)*(X(1)))+abs(Y(2)-beta(2)*(X(2)))+abs(Y(3)-...
beta(2)*(X(3)))+abs(Y(4)-beta(2)*(X(4)))+abs(Y(5)-beta(2)*(X(5)))
K3=abs (Y(1)-beta(3)*(X(1)))+abs(Y(2)-beta(3)*(X(2)))+abs(Y(3)-...
beta(3)*(X(3)))+abs(Y(4)-beta(3)*(X(4)))+abs(Y(5)-beta(3)*(X(5)))
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primkax=[x(1) ,xprumer,0.937861271676301]
primkay=[y (1) ,yprumer,57400]
plot(primkax,primkay,’LineWidth’,2)
hold on

primkax=[x(2) ,xprumer]
primkay=[y(2) ,yprumer]
plot(primkax,primkay,’r’)

hold on

primkax=[x(3) ,xprumer]
primkay=_[y(3) ,yprumer]

plot (primkax,primkay,’r’)

hold on

primkax=[x(4) ,xprumer]
primkay=[y(4),yprumer]

plot (primkax,primkay,’r’)

hold on

primkax=[x(5) ,xprumer]
primkay=[y(5) ,yprumer]

plot (primkax,primkay,’r’)

hold on

yodhad=[56751+x*692]
yodhad2=yodhad’
rscboskovic=sum(((y’-yodhad2)’*(y’-yodhad2)))
L=sum(abs(y’-yodhad2))

gtext (’Quito’,’Fontsize’,12)

gtext (’Mys Dobré Nadéje’,’Fontsize’,12)
gtext (’Rim’, ’Fontsize’,12)

gtext (*Pafiz’,’Fontsize’,12)

gtext (’Laponsko’,’Fontsize’,12)

71



Priloha 2

Lambertova metoda zpracovana v programu Matlab 7

x=[0,0.2987,0.4648,0.5762,0.8386]
y=[56751,57037,56979,57074,57422]

plot(x,y,’0’,’LineWidth’,2, ’MarkerEdgeColor’,’k’, ...

’MarkerFaceColor’,’y’, ’MarkerSize’,10)
xlabel(’Zemépisnd §itka’,’Fontsize’,12)
ylabel(’Délka jednoho stupné’,’Fontsize’,12)

hold on

xprumer=sum(x) /5

yprumer=sum(y) /5

x1prumer=(x(1)+x(2))/2
ylprumer=(y(1)+y(2))/2
x2prumer=(x(3)+x(4)+x(5))/3
y2prumer=(y(3)+y(4)+y(5))/3
beta=(y2prumer-ylprumer)/(x2prumer-xiprumer)
alfa=ylprumer-beta*xlprumer
yodhad=alfa+X(:,2)*beta
L=sum(abs(y’-yodhad))
rsclambert=sum(((y’-yodhad) ’*(y’-yodhad)))

primkax=[x1prumer,xprumer,x2prumer]
primkay=[ylprumer,yprumer,y2prumer]
plot(primkax,primkay,’b’,’LineWidth’,2)
hold on

xlaprumer=(x(1)+x(2)+x(3))/3
ylaprumer=(y(1)+y(2)+y(3))/3
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x2aprumer=(x(4)+x(5))/2

y2aprumer=(y(4)+y(5))/2
beta=(y2aprumer-ylaprumer)/(x2aprumer-xlaprumer)
alfa=ylaprumer-beta*xlaprumer
yodhad=alfa+X(:,2)*beta

L2=sum(abs (y’-yodhad))
rsclambert2=sum(((y’-yodhad) ’*(y’-yodhad)))

primkax=[xlaprumer,xprumer,x2aprumer]
primkay=[ylaprumer,yprumer,y2aprumer]
plot (primkax,primkay,’r’,’LineWidth’,2)
hold on

gtext (’Quito’,’Fontsize’,12)

gtext (’Mys Dobré Nadéje’,’Fontsize’,12)
gtext (’Rim’, ’Fontsize’,12)

gtext (*Pafiz’,’Fontsize’,12)

gtext (’Laponsko’,’Fontsize’,12)
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Priloha 3

Priklad na zakladni poznatky z regrese zpracované v programu Matlab 7

Y=[1.1;0.8;1.2;4.8;13.2;25.1;24.8;24.8;41.5;61.4;85.1;112.70; ...
113.10;112.90;144.50;181.30;221.50;221.40;220.10]
X=[1,0,0;1,0,0;1,0,0;1,1,1;1,2,4;1,3,9;1,3,9;1,3,9;1,4,16;1,5, ...
25;1,6,36;1,7,49;1,7,49;1,7,49;1,8,64;1,9,81;1,10,100;1,10,100; ...
1,10,100]

hodhady parametrd,

V=eye (19)

betaodhad=inv (X’ *inv (V) *X)*X’*inv (V) *Y
sigmaodhad=((Y-X*betaodhad) ’*V~ (-1) * (Y-X*betaodhad))/(19-3)
varbetaodhad=sigmaodhad*inv (X’ *inv (V) *X)
varsigmaodhad=2*sigmaodhad~2/(19-3)

Jhoblasti spolehlivostil

X2 *xinv (V) *X

dolni=sigmaodhad*(19-3)/28.8
horni=sigmaodhad*(19-3)/6.91

inv (X’ *inv (V) *X)

c1=[1;0;0]

c2=[0;1;0]

c3=[0;0;1]
schefedolbetal=betaodhad(1)-0.1458"(1/2)*9.6"(1/2)*. ..
(c1’*inv(X’*inv (V) *X)*c1) " (1/2)
schefehorbetal=betaodhad(1)+0.1458"(1/2)*9.6"(1/2)*. ..
(c1’*inv (X’ *inv (V) *X)*c1) ~(1/2)
schefedolbeta2=betaodhad(2)-0.1458"(1/2)*%9.6~(1/2)*. ..
(c2?*inv (X’ *inv (V) *X)*c2) ~(1/2)
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schefehorbeta2=betaodhad(2)+0.14587 (1/2)*9.6"(1/2)*. ..
(c2?*inv (X’ *inv (V) *X) *c2) "~ (1/2)
schefedolbeta3=betaodhad(3)-0.1458"(1/2)*9.6"(1/2)*. ..
(c3?*inv (X’ *inv (V) *X)*c3) " (1/2)
schefehorbeta3=betaodhad (3)+0.1458"(1/2)*9.6"(1/2)*. ..
(c3?*inv (X’ *inv (V) *X)*c3) ~(1/2)

Jhtestovani hypotézy

H=[0,0,1]

h=1
test=(Hxbetaodhad+h) ’*inv (H*inv (X’ *inv (V) *X) *H’) x (H¥betaodhad+h)
T=(c37%1.9978)/(0.1458" (1/2) *(c3’*inv (X’ *inv (V) *X) *c3) )

%hsilofunkce’,
silofunkcel=1-cdf(’nct’,1.74,17,0)
silofunkce2=1-cdf(’nct’,1.74,17,0.0126)
silofunkce3=1-cdf (’nct’,1.74,17,1.2580)
silofunkced4=1-cdf(’nct’,1.74,17,1.8116)
silofunkceb=1-cdf(’nct’,1.74,17,2.8306)
silofunkce6=1-cdf(’nct’,1.74,17,3.6357)
silofunkce7=1-cdf(’nct’,1.74,17,5.0322)
silofunkce8=1-cdf(’nct’,1.74,17,5.5480)
silofunkce9=1-cdf(’nct’,1.74,17,6.0889)
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Priloha 4

Hiebenova regrese uzita na Haldova data v programu Matlab 7

load data2.txt %nacteme datal,

data=data2

Y=data(:,5)

X1=data(:,1:4)

n=length(X1)

vektorl=ones(n,1)

X=[vektorl,bX1]

(X *X)

v=eig(X’*X) Yurcime vlastni islay

hotestujeme multikolinearitu

indexpodm=sqrt (max(v)/min(v)) Y%spolteme index podminé&nosti,
korkoef12=corrcoef (X(:,2),X(:,3)) %korelalni koeficienty’
korkoef13=corrcoef (X(:,2),X(:,4))

korkoefl4=corrcoef (X(:,2),X(:,5))

korkoef23=corrcoef (X(:,3),X(:,4))

korkoef24=corrcoef (X(:,3),X(:,5))

korkoef34=corrcoef (X(:,4),X(:,5))

betaodhad=inv (X’ *X)*X’*Y %vypo&teme klasicky MNC odhad’,
m=length (betaodhad)

V=eye(n)

I=eye(m)

hvypolteme odhad rozptylu
sigmaodhad=((Y-X*betaodhad) ’*V~ (-1)*(Y-X*betaodhad))/(n-m-1)

delta=5 Yzvolime si h¥ebenovy parametr deltal,

Jivypoteme h¥ebenovy MNC odhad parametrd betal
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betaodhaddelta=inv (X’ *X+delta*I)*X’*Y

hvypolteme odhad rozptylu s h¥ebenovjm parametrem,
sigmaodhaddelta=((Y-X*betaodhaddelta) ’*V~ (-1)*(Y-Xx*. ..
betaodhaddelta))/(n-m-1)

v=eig(X’*X) Yurcime vlastni ¢isla a vlastni vektory
[vl_vektory vl_cislal=eig(X’*X)

K=vl_vektory

c=K’*betaodhad
Yodhad=betaodhad (1) +betaodhad (2) *X(:,2)+betaodhad (3)*X(:,3)+...
betaodhad (4) *X(:,4)+betaodhad (5) *X(:,5)

rsc=sum( ((Y-Yodhad) ’*(Y-Yodhad)))

senadruhou=rsc/ (n-m)

JmoZnost odvozeni deltal
deltaopt=(4*senadruhou)/sum(betaodhad. ~2)
betaodhaddeltanew=(inv(X’*X+deltaopt*I)*X’*Y)

Jmél by nam vyjit odhad rozptylu menSi neZ u odhadnutého deltal,
sigmaodhaddeltanew=roundn ( ((Y-X*betaodhaddeltanew) ’*V~(-1)*. ..
(Y-X*betaodhaddeltanew))/(n-m) ,-8)

%dalsi moZnost odvozeni deltal
deltaoptl=(4*senadruhou)/sum((v(:)).*(c(:))."2)
betaodhaddeltanewl=(inv(X’*X+deltaoptl1 (1, :)*I)*X’*Y)

Jmél by nam vyjit odhad rozptylu menSi neZ u odhadnutého deltal
sigmaodhaddeltanewl=roundn(((Y-X*betaodhaddeltanewl) ’*V~(-1)*. ..
(Y-X*betaodhaddeltanewl))/(n-m) ,-8)

Jhiebenova stopal

x1=X1(:,1)
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x2=X1(:,2)
x3=X1(:,3)
x4=X1(:,4)
X = [x1 x2 x3 x4];

D = x2fx(X,’interaction’);

D(:,1) = [1;

k™= 0:1e-5:5e-3;

b = ridge(Y,D,k);

figure

plot(k,b,’LineWidth’,2)

ylim([-100 100]1)

grid on

xlabel (’Hfebenovy parametr delta’)

ylabel(’0dhady parametrd beta v kanonickém tvaru modelu’)
legend(’x1’,°x2’,°x3’,°x4’,’x1x2’ ,’x1x3’ ,’x1x4’ ,’x2x3°, . ..
’x2x4° ,°x3x4’)
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Priloha 5

Goldfeld — Quandtiv test naprogramovany v Matlabu 7

load data2.txt %nacteme data

data=data2

y=data(:,1) %zavisle promé&nnaj

x=data(:,2) Y%nezavisle promé&nnaj,

y=Lyl

x=[x]

plot(y,x,’0’) %vykreslime datal

n=length(x)

xprumer=sum(x) /n %vypolteme primér z x
sigma=[1/n*(x-xprumer) . 2] Yrozptyly’

r=ceil(n/4) %kolik prostf¥ednich hodnot budeme vypoustéty
A=[sigma,y,x]

hset¥idéni maticel,

sortA=sortrows(A,-1)

x=sortA(:,3)

y=sortA(:,2)

jedna=ones((n-r)/2,1) %sloupcovy vektor, sloZen z n-r/2 &islic 1%
vyberx1=x(1:(n-r)/2,:)

X1=[jedna,vyberxl] Ymatice X1, vybereme prvnich n-r/2 &leni),
Yi=y(1:(n-r)/2,:) %odpovidajicich prvnich n-r/2 y%
betaodhadl=(inv(X1’*X1)*X1’*Y1) ’jodhad parametru,
yodhadl=betaodhadl(:,1)+vyberxl*betaodhadl(:,2) %odhad y%
rscl=sum(((Y1l-yodhadl) ’*(Y1-yodhadl))) Y%spo&teme 1.RSCY
vyberx2=x(((n+r)/2)+1:n,:)

X2=[jedna,vyberx2] %matice X2, vybereme poslednich n-r/2 &lent
Y2=y(((n+r)/2)+1:n,:)

betaodhad2=(inv(X2’*X2)*X2’*Y2)’
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yodhad2=betaodhad2(:,1)+vyberx2*xbetaodhad2(:,2)
rsc2=sum(((Y2-yodhad?2)’*(Y2-yodhad2)))spoteme 2.RSCJ,
if rscl>rsc2
F=rscl/rsc2 Jtestovaci statistikal,
else F=rsc2/rscl
end
kvan=icdf (’f’,0.95, (n-r)/2, (n-r)/2)
if F>kvan
vysledek=’heteroskedasticita’
else vysledek="homoskedasticita’

end
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Priloha 6

Model s podminkou typu II naprogramovany v Matlabu 7

load datasouckoval.txt %naclteme dataj,
data=datasouckoval

x=data(:,1) Ynezavisle promé&nnaj,
y=data(:,2) %zavisle promé&nnaj,
n=length(x)

Y=[y]

X=[x]

plot(X,Y,’0’) %vykreslime datal

hold on

s=11

for k=1:1:s Ymatice planu pro prvnich s dat’

Fi(k,)=[1,x(k),x(Xk) *xk)];

end
Yi=Y(1:s,:)
X1=X(1:s,:)

betaodhadl=inv (F1’*F1)*F1’*Y1
Yodhadl=betaodhadl(1l,:)+F1(:,2)*betaodhadl(2,:)+...
F1(:,3)*betaodhad1(3,:)

plot (X1,Yodhadl)

hold on

Y2=Y(s+1:n,:)

X2=X(s+1:n,:)

for h=s+1:n Ymatice planu pro daldi datal,
G(h,:)=[1,x(h) ,x(h)*x(h)];

end

F2=G(s+1:n,:)
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betaodhad2=inv (F2’*F2) *F2’ *Y2
Yodhad2=betaodhad2(1, :)+F2(:,2) *betaodhad2(2,:)+. ..
F2(:,3)*betaodhad2(3,:)

plot(X2,Yodhad2)

hold on

thetal=betaodhad1(1,:
theta2=betaodhadl1(2,:
theta3=betaodhad1(3,:
thetad=betaodhad2(1,:
theta5=betaodhad2(2, :
thetab=betaodhad2(3,:

) ‘hpocatelni odhady parametri,
)
)
)
)
)

theta7=6.8
thetaodhad=[thetal,theta2,theta3,theta4,thetab,theta6,theta7]’
betaodhad=[Y]

Bl=-1xeye(n)

B2=(zeros(1,n))

B=[B1;B2] Y%=zlinearizovand matice BY
Sigma=diag(ones(n,1)) %matice sigma
for g=1:1:s %zlinearizovand matice CJ,
Q(q,:)=[1,x(q),x(q)*x(q),0,0,0,0];

end

for w=s+l:n

W(w,:)=[0,0,0,1,x(w) ,x(w)*x(w),0] ;

end

E=W(s+1:n,:);
C1=[1,theta7,theta7"2,-1,-theta7,-theta7"2,theta2+...
2xtheta3*theta7-theta5-2*thetab*theta7] ;
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C=[Q;E;C1]

b=-B*betaodhad-C*thetaodhad

%hodhady parametrd’,

X=eye(n,n)

S=B* (X’*Sigma” (-1)*X) " (-1)*B’+C*C’ ;
betaodhadodhad=betaodhad-((X’*Sigma~ (-1)*X) " (-1)*B’*(S~(-1)-...
S7(-1)*Cx(C’*S~(-1)*C) ~ (1) *C’*S~ (-1) ) * (b+B*betaodhad) )
thetaodhadodhad=-(C’*S~(-1)*C) ~(-1)*C’*S~ (-1)*(b + B*betaodhad)

Jnakresleni grafu odhadi,

x=data(:,1)

y=data(:,2)

Y=[y]

X=[x]

figure(3)

cas=[min(x):0.1:max(x)]’;

for i=1:length(cas)

if cas(i)<thetaodhadodhad(7)

YY(i,1)=thetaodhadodhad(1)+thetaodhadodhad(2)*cas(i)+...
thetaodhadodhad (3) *xcas (i) ~2;
else
YY(i,1)=thetaodhadodhad(4)+thetaodhadodhad(5)*cas(i)+. ..
thetaodhadodhad (6)*cas (i) ~2;
end

end

plot(X,Y,’0’,’Color’, [70/256, 130/256, 180/256],’MarkerSize’,8, ...

’LineWidth’,1.8, ’MarkerFaceColor’, [0/256, 0/256, 128/256])
hold on
plot(cas,YY,’—’,’Color’,[255 20 147]/256,’LineWidth’,3.4,...
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’MarkerSize’,8) ;xlabel (’Koncentrace [mmol/L]’,’Fontsize’,...

18, ’Fontweight’,’Demi’,’Fontname’,’Palatino Linotype’)
ylabel(’Potencial [mV]’,’Fontsize’,18,’Fontweight’,’Demi’,...
’Fontname’,’Palatino Linotype’)

set(gca,’Fontsize’,18, ’Fontweight’,’Demi’, ’Fontname’, ...
’Palatino Linotype’,’Color’, [255/256, 255/256, 249/256],...
>XColor’, [0/256, 0/256, 139/256],’YColor’,[0/256, 0/256, 139/256])
gtext (’\theta_1+\theta_2x+\theta_3x"2’,’Fontsize’,20,...
’Fontweight’, ’Demi’,’Fontname’,’Palatino Linotype’,’Color’,...

[0 104 139]/256)

gtext (’\theta_4+\theta_bx+\theta_6x"2’,’Fontsize’,20,...
’Fontweight’,’Demi’,’Fontname’,’Palatino Linotype’,’Color’...

,[0 104 139]/256)

gtext (’\theta_7’,’Fontsize’,20, Fontweight’,’Demi’, ’Fontname’,. ..
’Palatino Linotype’,’Color’,[0 104 139]/256)

cas(i)

Yodhadl=thetaodhadodhad (1) +thetaodhadodhad (2)*F1(:,2)+. ..
thetaodhadodhad (3)*F1(:,3)

Yodhad2=thetaodhadodhad (4)+thetaodhadodhad (5)*F2(:,2)+. ..
thetaodhadodhad (6)*F2(:,3)

Yodhad=[Yodhad1 ;Yodhad2]

mean (Y)

Se=sum((Y-Yodhad) ."2)

SY=sum((Yodhad-mean(Y))."2)

R=1-Se/SY

sigmanadruhou=Se/ (n-2)

gtext (’index determinace R=0.99507’,’Fontsize’,14,’Fontweight’,...
’Demi’,’Fontname’,’Palatino Linotype’,’Color’, [0 100 0]/256)
gtext (’\sigma~2=5.9230"2’, ’Fontsize’, 14, ’Fontweight’,’Demi’, ...
’Fontname’, ’Palatino Linotype’,’Color’, [0 100 0]/256)
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