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Kapitola 1
Uvod

Matematické modely jsou dilezitym teoretickym néstrojem mnoha védnich obord. Své uplat-
néni nachdzeji v riznych odvétvich, napriklad v biologii, chemii, klimatologii, kosmonautice ¢i
ekonomii. Matematické modely jsou pouze aproximaci redlnych systémi. UmoZziuji v§ak odha-
lit vztahy mezi jednotlivymi slozkami takovych systémi, miZeme diky nim predpovidat rtizné

situace ¢1 chovani slozZek.

Tato magisterska prace je vénovana matematickym modelim v oblasti kinetiky enzymatic-
kych reakci, kinetiky virovych infekci a modelovéni v oblasti farmakologie. Préce si klade za cil
vytvorit prehled zdkladnich modelli pouzivanych v téchto oblastech, ktery by se dal pouZit i na
matematicko-biologickém semindfi. Prace také poskytuje ¢tenéfi ptipadné informace o literatufe
k dané problematice. Druhym cilem prace je vytvoreni vlastniho modelu, ktery uvedené oblasti
propoji.

Préce je rozdélena do Ctyr kapitol. V kapitole vénované modelovéni kinetiky enzymatickych
reakci si odvodime vzorec pro rychlost takové chemické reakce. Ddle si predstavime uplné fe-
Seni systému diferencidlnich rovnic popisujictho zmény, ke kterym pfi reakci dochédzi. Také si
popiSeme, jakym zplisobem je ovlivnéna rychlost enzymatické reakce za pfitomnosti inhibitoru.
Podivame se na kooperaci, ke které mtize pii reakci substratu s enzymem dochazet. Posledni ¢ast
kapitoly je vénovand nékterym vysledkim aktudlniho vyzkumu v oblasti kinetiky enzymatic-

kych reakci. Pfedstavime si studii zabyvajici se modelovanim kinetiky produkce cyklodextrinu



katalyzovanou enzymy Toruzymem a glukonotransferdzou a studii vénovanou matematickému
modelovéni kinetiky soucasného zcukernaténi a fermentace celul6zy na ethanol. Jak je jiz zmi-
néno vyse, matematické modely jsou dileZitym teoretickym ndstrojem, protoZe mimo jiné poma-
haji simulovat spoustu prakticky netestovatelnych situaci. Stejné tomu je i v oblasti modelovani
enzymatické kinetiky.

Dalsi kapitola prace predstavuje matematické modely v oblasti kinetiky virové infekce. Pro
praci jsme si vybrali infekci HIV a chfipky. Pro obé onemocnéni predstavujeme zdkladni mo-
del a nasledné dvé rozsiteni. V pripadé HIV infekce v ramci rozsiteni uvazujeme nejprve ¢innost
lymfocyti, poté uvadime, jak se kinetika infekce zméni za pfitomnosti 1ékt. U chfipkové infekce
zavadime pro blizsi pribliZzeni skuteCnosti urcitou dobu latence. Ve druhém rozsifeni pak uvazu-
jeme prfitomnost interferont a populace buné¢k odolnych vici infekei. V zavéru kapitoly si pfi-
blizime nové studie v této oblasti. Prvni uvedena studie se zabyva heterogenitou Siteni chiipky a
jejim vlivem na vznik epidemii, druhd studie je vénovana modelovani postkoinfekce viri chiipky
spolu s bakterii Streptococcus pneumoniae zptusobujici zapal plic. Modelovani virové kinetiky
je nesmirné diilezitym teoretickym nastrojem, protoZe infekce predstavuji vazny problém ohro-
Zujici lidi na Zivoté. Pro feSeni infek¢nich krizi je podstatné pochopit priibéh infekce, coz ndm
umoziuje také modelovani.

Ve tieti kapitole se budeme vénovat matematickému modelovani ve farmakologii. Zde si po-
pisSeme zdkladni farmakokinetické a farmakodynamické modely. A stejné jako u predchozich
kapitol, i zde si predstavime dvé nedavné védecké studie. V rdmci prvni studie autofi diky ma-
tematickému modelu odhaduji davku doxorubicinu, ktery slouzi k 1é¢bé rakoviny prsu. Druha
studie popisuje vliv erenumabu na kapsainem indukovany dermalni pritok krve. Diky matema-
tickym modelim v oblasti farmakologie miizeme pochopit interakce léku s organismem, snaze
diky nim pochopime rozdilnost mezi jednotlivymi pacienty a experimenty.

KaZzdé kapitola se tak skladad ze tfi Casti: pfedstaveni zdkladniho modelu, moZnych prak-
tickych rozsifeni a predstaveni nékterého soucasného vyzkumu. Cilem predstaveni soucasného
vyzkumu je zejména ukdzat, Ze predstavené zdkladni modely tvori jadro soucasného teoretického
vyzkumu a jejich znalost je tak i pro moderni védu zdsadni.

Posledni kapitola je vénovéna vyvoji a popisu vytvoreného modelu, ktery propojuje vSechny
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tii pfedchozi oblasti. Za¢indme zdkladnim modelem, ktery popisuje infekci chfipky. Poté ptida-
vame do organismu 1€k, ¢imzZ pripojujeme farmakologickou Cast a nakonec uvazujeme potrebu
aktivace 1éku enzymem. U vysledného modelu sledujeme vliv rychlosti, s jakou je do organismu
kontinualné dodavano konstantni mnozstvi 1éku, na ¢as, kdy populace virionti v organismu do-

sahne maxima. Déle zkoumdme vliv poc¢atecni koncentrace 1é€ku na tento Cas.



Kapitola 2

Kinetika enzymatickych reakci

Pokud zjist'ujeme prubeh néjaké chemické reakce, zajima nas hledisko kinetické a hledisko ter-
modynamické. Zjednodusené miiZeme fici, Ze termodynamika ndm fikd, zda reakce probéhne a
kinetika, jak rychle dana reakce prob¢hne. Termodynamice se zde nevénujeme, Ctendi si muze
tuto problematiku nastudovat napriklad v kapitole 5.1.2 prace (Klipp et al., 2005). My se v této
kapitole zaméfime na kinetiku chemické reakce. Definujeme okamZitou rychlost chemické re-
akce a vénujeme se odvozeni této rychlosti pro reakci enzymatickou. Uvadime také, jak pfitom-
nost inhibitoru ovlivni rychlost této reakce. Vice informaci o daném tématu miZe ¢tenar nalézt
v literatufe (Murray, 2003; Higham, 2008; Cain, 2014; Klipp et al., 2005; Sl’pal et al., 1992). V

posledni ¢asti kapitoly uvadime predstaveni dvou aktudlnich vyzkumi v této oblasti.

2.1 Chemicka kinetika

Chemicka kinetika je obor fyzikdlni chemie studujici rychlost chemické reakce. V chemii se
rychlost reakce definuje jako ¢asovd zména latkového mnozstvi reagujici latky. UvaZujme obec-

nou chemickou reakci

aA+bB — cC +dD.

OkamZita rychlost takové reakce je definovdna nésledujicimi vztahy

1 dng 1 dnpg 1 dnc 1 dnp

o a0 T Ty T VT A d dt
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kde nx znaci pocet moli latky X . OkamZita rychlost reakce je tak uréena casovym tbytkem kte-
rékoli vychozi latky, proto znaménko minus, nebo téZ Casovym prirtistkem jakéhokoli produktu
reakce. Abychom mohli rychlost reakce vyjadrit pomoci kterékoli z pfitomnych latek, je tieba
déleni stechiometrickym koeficientem.

Podivejme se na jednoduchy pfiklad a zkusme popsat rychlost reakce. Méjme reakci

ki

k1

A+ B 20, 2.1

kde k; a k_; jsou rychlostni konstanty. Kinetika chemickych reakci vychazi z faktu, Ze rychlost
chemické reakce je v kazdém okamziku imérnd aktivni hmoté reagujicich latek (The Law of
Mass Action). Tento zakon je zndm jiz od 19. stoleti, kdy jej pfedstavili panové P. Waage a C.
M. Guldberg. Vyjadrenim rychlosti reakce pro vychozi latky i pro produkty ziskdme tyto tfi

diferencialni rovnice:

d[A]

= = —ki[A][B] + k4 [C],

d[B

% = —k[A][B] + k_4[C], (2.2)
d[C]

C
— o = 2ki[A][B] - kL [C],

kde [X] znaci koncentraci latky X . Jednotlivé rovnice popisuji zménu mnozstvi (koncentrace) v
¢ase. Podivejme se bliZe na prvni z nich. Clen —k;[A][B] vyjadiuje tibytek litky A ve prospéch
vzniku latky C'. Aby vznikla latka C' musi spolu reagovat latky A a B, proto se v daném c¢lenu
vyskytuje i koncentrace latky B; k; je rychlostn{ konstanta této reakce. Druhy ¢len k_; [C] vyja-
dfuje nardst mnoZzstvni latky A zpétnou reakci, kdy se molekula C' rozpada na vychozi latky A a

B s rychlostni konstantou k_ ;.

2.2 Kinetika Michaelise-Mentenové

Nyni predchozi tvahy aplikujme na reakce enzymatické. Budeme uvazovat zakladni enzymatic-
kou reakci, kdy reaguje substrat S' s enzymem FE za vzniku komplexu enzym-substrat S F, ktery

se miiZe zpétnou reakci rozpadnout na vychozi latky nebo se pfeméni na produkt P za uvolnéni
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enzymu:

ky ko

SE — P+ E. (2.3)
k1

S+ FE

Dynamiku reakce (2.3) miizeme popsat pomoci ndsledujiciho systému obycejnych diferenci-

alnich rovnic:

d|s
W] hm)s) + b 1BS),
d|F
AB) kB8] + (ks + ) (ES),
(2.4)
d|ES
AL KBIS) ~ (b + )(2S),
diP] _
ke ko[ ES].
Pro tento systém (2.4) navic predpokldddme ndsledujici pocatecni podminky:
[51(0) = 50, [E](0) = eo, [ES](0) =0, [P](0) = 0. (2.5)

Vzhledem k systému (2.4) a podminkam (2.5) vidime, Ze rychlost reakce je funkci Casu.
Re$me nyni posledni diferencidlni rovnici systému (2.4), kterd popisuje rychlost reakce z

hlediska produktu P. Ziskdme feSeni tvaru
t
PI(t) = ko / (ES|(¢)dt. 2.6)
0

Vzhledem k tomu, Ze enzym FE vystupuje v reakci jako katalyzétor, neni béhem reakce spo-

trebovavan. Soucet koncentrace volného a vazaného enzymu je tedy v Case konstantni a plati:

diE]  dES] _
Po dosazeni [E] = ey — [ES] se tak pivodni systém (2.4) zjednodusi pouze na dvé obycejné
diferencidlni rovnice:
d[S
W] —scalS) + (kalS] + k1)),
2.8)
dIES (
AB5)  pyeols] — (lS)+ k-1 + k)(BS),



s pocateCnimi podminkami:

[51(0) = s0, [ES](0) = 0. 2.9

Pro analyzy takovych systémi se standardné predpoklada rychla dynamika koncentrace kom-

plexu. To znamend, Ze mnoZstvi komplexu enzym-substrat se velmi rychle prizplisobi zméndm

. . c dES]
ostatnich sloZek systému, a tedy == ~ 0.

V piipadé platnosti této aproximace mizeme z druhé rovnice systému (2.8) vyjadrit koncen-
traci komplexu [ES] v zdvislosti na koncentraci substrdtu [S] jako
eo[S]()

B0 e+

(2.10)

Konstanta K, ve vztahu (2.10) se nazyvé konstanta Michaelise-Mentenové, charakterizuje ka-

talytické vlastnosti enzymu a je definovana vztahem

k_1+ ko

K, =
ka1

(2.11)

Po dosazeni za [ES] z vyrazu (2.10) do prvni rovnice systému (2.8) dostdvame vzorec pro rych-

lost reakce z hlediska substratu

v = - — : (2.12)

kde V., je maximdlni rychlost reakce a plati V,,,, = koeg. Tato aproximace je zndma jako
kvazi-rovnovazna a nazyva se téz kinetika Michaelise-Mentenové (Murray, 2003). Ze vztahu
(2.12) vidime, Ze Ciselné je hodnota konstanty Michaelise-Mentenové I, rovna koncentraci sub-

stratu, pii které je dosazeno poloviny maximalni rychlosti V,,,,, enzymatické reakce (2.3). Pro-

d[ES]
dt

{ 4Pl — 481 ' yyjadtuje vztah (2.12) jednak rychlost dbytku

toZe za predpokladu = 0 plat
substratu, ale také s opacnym znaménkem rychlost pfirtstku produktu a tedy rychlost enzyma-
tické reakce (2.3). Nakonec miZzeme vyfesit rovnici (2.12) s pocate¢ni podminkou [S](0) = so.

Ziskame implicitni feSeni ve tvaru:
[S](t) + K In [S](t) + Vinaat = so + K In so. (2.13)

Ziskali jsme feSeni pro komplex enzym-substrat, substrdt a produkt, ale nedodrzeli jsme

pocdtecni podminku pro koncentraci komplexu [ES](t) (2.9), protoZe z rovnice (2.10) plyne
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Obrazek 2.1: Grafické vyjadieni rychlosti enzymatické reakce (a) dle Michaelise-Mentenové

(2.12) a (b) dle Lineweavera a Burka (2.14).

[ES](0) = [5((’5%. Jak uvidime v nasledujici ¢asti 2.2, feSeni je dobrou aproximaci dynamiky
systému (2.8) nebo (2.12) v Case dale od nuly, tedy po vétSinu Casu reakce, za pfedpokladu, Ze
mnoZstvi enzymu je vyrazné mensi neZ pocateCni mnoZzstvi substratu (eq < s¢).

Kfivka znazornujici kinetiku Michaelise-Mentenové ma hyperbolicky pribéh (obr. 2.1 a).
Z grafu vSak nemiZeme presné urCit hodnotu maximalni rychlosti V., ani hodnotu konstanty
Michaelise-Mentenové K, kterd odpovida % Proto je vyhodnéjsi a ndzornéjsi zobrazeni po-
moci pfimky. Jednou z aproximaci rovnice Michaelise-Mentenové (2.12) je rovnice Lineweavera-
Burka, kterd ma nasledujici tvar a jejimz grafickym zndzornénim je piimka (obr. 2.1 b):

1 K, 1 1
S w2 . 2.14
o = Vo 181 T Vo (214)

Z priseciku takto ziskané pfimky s osami miZeme urcit jak hodnotu maximalni rychlosti V.,
pomoci priseciku s osou y tak hodnotu konstanty Michaelise-Mentenové K, pomoci priiseciku
s osou .

Zde kondi vétsina klasickych textli zaméfenych na kinetiku enzymatickych reakci. Tyto texty
Casto implicitné prepokladaji, Ze dynamika reakce dand rovnicemi (2.10) a (2.13) je dostateéné
dobrou aproximaci skutecné dynamiky dané sytémem (2.4). Pfedchozi dvahy nds vSak nuti po-
lozit si par otazek. Jak rychlad je dynamika systému (2.4) pobliz ¢ = 0? Pro jaké parametry je
aproximace (2.10) a (2.13) dostate¢né dobrd? A co mame délat v situaci, kdy koncentrace en-
zymu neni dostate¢né mald oproti pocdtecni koncentraci substratu? Pro odpovédi je tfeba podivat

se na dynamiku systému (2.8) matematicky presnéji, z pohledu teorie singuldrnich perturbaci.



2.3 Hledani aplného reSeni - technika singularni perturbace

V této Casti kapitoly budeme vychézet z prace (Murray, 2003). Pro analyzu kvazi-rovnovazného
stavu musime nejdiive zavést bezrozmérné veli€iny a model pfeparametrizovat s vyuZitim napii-

klad nasledujicich vztaht (existuje vice moznych zplisobtl preparametrizovani):

— _ [8l® _ [ES]®)
T = kieot, u(t) = E.7, v(1) = =2
(2.15)
_ k _ hoatks  Km o _ e
)\_kli(ﬂ T kiso 80’6_82'

Pfepi$me nyni rovnice (2.8) pro [S] a [E'S] pomoci nové zavedenych proménnych a parametrt

(2.15). Ziskame systém:

d
d_u =—u+(u+ K — v
; (2.16)
5d—f_ =u—(u+ K)v
s pocatecnimi podminkami:
u(0) =1, v(0) = 0. (2.17)

Rédi bychom ziskali feseni nelinedrniho systému diferencidlnich rovnic (2.16), které vSak nemii-
Zeme vypocitat analyticky v jednoduchém tvaru. Vidime vSak, Ze blizko 7 = 0 je % < 0 takze
muZeme fici, Ze proménna u zpocatku klesa z hodnoty u = 1. ProtoZe pro malé 7 je fl—i > 0,

u s dv

proménnd v roste z hodnoty v = 0 az do hodnoty v = =%, kde plati = = 0. Poté, co v

dosdhne svého maxima, zacne klesat k nule, stejné jako u, které klesd pro vSechna ¢. Protoze
[E] = ep — [ES] = eo(1 — v), koncetrace enzymu [E](t) nejprve klesd z ey a nasledné se pro as
t — oo vraci na hodnotu e,

Uvazujme systém (2.16) a predpokladejme ¢ < 1. Fakt, Ze parametr 0 < ¢ < 1 ndsobi v
modelu (2.16) derivaci, naznacuje, Ze mame co doc¢inéni s tzv. ulohou singularni perturbace. V
okoli nuly rozvinme reSeni v a v do Taylorovy rady podle parametru € v okoli bodu € = 0:

ul(r,e) =3 0" un(r),
(2.18)

v(r,e) =D 07 € ua(T).

Predpoklddame tak, Ze u(7, e) a v(T, €) jsou analytické funkce proménné ¢ pro ¢ — 0. Rozvoje

(2.18) dosadime do systému (2.16) a poté poloZime sobé rovné Cleny se stejnym exponentem
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u €. Tim ziskdme posloupnost diferencidlnich rovnic pro w,(7) a v, (7). Pro n = 0 dostdvdme

systém:
% = —ug + (up + K — Ny,
(2.19)
0 =wup — (up + K)vg
s pocateCnimi podminkami:
up(0) = 1,v9(0) = 0. (2.20)

v s

Vidime, Ze tento pristup prinasi jisté obtize, protoze druhd rovnice (2.19) je algebraicka a nespl-
fuje pocatecni podminku (2.20): pokud uy = 1, pak vy = HLK # 0. Pokud budeme fesit systém

(2.19), ziskame:

Uo
V9= ———,
+ K
" 2.21)
dUO _ Uo
dr N Ug + K
a proto
uo(7) + K Inug(7) + A7 = A. (2.22)

Pokud navic uplatnime pocate¢ni podminku u((0) = 1, pak A = 1. Mdme tedy implicitné dané

feseni pro uo(7) a odpovidajici vy (7):

up(7) + K Inug(r) + A1 =1,

2.23
U()(T) ( )

vo(T) = m,
které je shodné s feSenim (2.13) a (2.10). Je tfeba poznamenat, Ze toto feSeni neplati pro vSechna
T > 0, protoZe pfi vypoctu jsme neuvazovali po¢ate¢ni podminku v (0) = 0. Vzhledem k tomu,
ze systém (2.19) obsahuje pouze jednu integracni konstantu a to v rovnici pro proménnou u,
nemuzeme splnit obé pocate¢ni podminky (2.20) soucasné.

ProtoZe feSeni (2.23), konkrétné feSeni pro vy, nespliiuje pocite¢ni podminku, musime kon-
statovat, Ze jedno z feSeni u(7,¢), v(T, €) nenf analytickou funkci proménné € pro e — 0. Z
toho, Ze neni splnéna pocateéni podminka v(0) = 0, plyne, Ze musime v modelu (2.16) ponechat
Clen ¢, a tak je nezbytné pro dalsi feSeni pretransformovat casovou $kélu v okoli nuly. Zavedeme

parametr o = Z, plati tedy rovnost 4% = 9% Pro pevné 0 < 7 < 1 je diky této transformaci
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o > 1 pro e — 0. To znamend, Ze velmi malé okoli 7 = 0 odpovida velkému rozsahu pro o.
Dosahli jsme tedy natazeni Casové Skaly v okoli 7 = 0. Vyuzijeme nyni této transformace pro
analyzu systému (2.16) v blizkosti 7 = 0.

Pomoci transformaci:
o="1,Ulo,e) =u(re), V(o,e) = v(r,e) (2.24)
€

prepiseme systém (2.16) do tvaru:

d
d—U =—cU+e(U+ K-V,
d; (2.25)
—=U—-U+K)V
. U+ K)
s pocateCnimi podminkami:
U0)=1,V(0)=0. (2.26)

Diky tomu, Ze systém (2.25) jiZ neobsahuje maly parametr € v rovnici pro V, mizeme feSeni

rozvinout do Taylorovy fady podle parametru € v okoli bodu ¢ = 0:

U<U> 5) = ZZO:O 5”Un(0’)’

(2.27)
Vio,e) =3 0" Valo).
Substituci t&chto vyrazi do (2.25) a porovninim &lent s €” dostdvame systém:
d; (2.28)
do
s pocateCnimi podminkami:
Up(0) =1, V5(0) =0, (2.29)

ktery neni niz§iho fadu neZ pvodni systém (2.25). Reeni systému (2.28) s polateénimi pod-

minkami (2.29) je:

(2.30)

V(o) = 71 — expl—(1 + K)o

11



Reseni (2.30) je tzv. vnitini feSeni pro w a v a to pro ¢as 0 < 7 < 1, zatimco feSeni (2.23)
je tzv. vnéjsi reSeni pro vSechna 7 dale od nuly. Pokud ¢ — 0, pak pro pevné 0 < 7 < 1
plati o — oo. Proto poZadujeme, aby feSeni (2.23) pro 7 — 0 odpovidalo feSeni (2.30) pro

o — oo. Potfebujeme tedy zajistit, aby na sebe vnitini a vnéjsi feSeni navazovaly, tedy aby

platilo:
lim [Uy(o), Vo(o)] = [1,L} = lim [ug(7), vo(T)] (2.31)

o—00 1 -+ K T—0

Jinak feceno, hledame integracni konstantu A v nam jiz znamych vztazich:

up(7) + K Inug(1) + A7 = A,

(2.32)
vo(T) = —UO(T)
uo(7) + K-
Aplikujme proto limitni proces (2.31) na rovnice (2.32):
: 1 .
Uh—I>noo %(U) a ]_—|——K a TIE}O UO(T) )33

= ’Uo(O)

1+ K  u(0)+ K to(0)

Nyni bychom mohli pfistoupit k sestaveni systémil rovnic pro n = 1 z rozvoji (2.18) a (2.27)
a naslednému vypoétu U, (o) a Vi(o) a ui(7) a vi(7). Redenf se stdvd velmi komplikovanym,
prestozZe rovnice zlistavaji linearni. Pro vétSinu biologickych systému vSak plati 0 < ¢ < 1 a
prispévek téchto dalsich feSeni je zanedbatelny. Celkové je tedy asyptotické feSeni pro 0 < ¢ <

1 a pro vSechna 7 > 0 nelinearni kinetiky reprezentované systémem (2.16) nasledujici:

u(r,e) = ug(1) + O(e), up(7) + KInug(r) + A\t =1,

Vo(r) + O(e), Vo(7) <l—exp [—(1+K)£D pro0 <7< 1

N

Uo(T)
Uo(T) + K

v(T,e) =
vo(T) + O(e),v0(T) = ,pro0<e T
(2.34)
K dokonceni analyzy pivodniho systému (2.4) s po¢atecnimi podminkami (2.5) potfebujeme
zapsat bezrozmérné produkt a volny enzym jako:

ES](¢) ,w(T) = , (2.35)

S0 €o

2(1) =

12



pricemz aplikaci (2.34) pro u a v dostdvame z vyrazl (2.6) a (2.7) vztahy:

2(1) = A [f] v(r')dr,
(2.36)
w(T) =1—v(7).

Rychld zména komplexu enzym-substrat v (7, €) probihd v Case, ktery je velmi kratky a pro
vétSinu experimentt se ani nedd méfit. V fadé experimentti nebylo vnitin{ feseni pro u(7), v(7)
nikdy pozorovéano. Relevantni feSeni je tedy vnéjsi feSeni uo(7) a vo(7) dané vztahy (2.23) a
splitujici pocatecni podminku pro u(7). Jinymi slovy fikdme, Ze komplex v(7) je v rovnovdzném
stavu, tedy Ze plati sj—ﬁ ~ (. To znamend, Ze v-reakce je natolik rychld, Ze je vice ¢i méné po
celou dobu v (dynamickém) ekvilibriu. To je vlastné klasickd hypotéza Michaelise-Mentenové o
kvazi-rovnovdzZném stavu.

Jen jako poznamku uved’'me, Ze systém (2.16) lze zobecnit na nasledujici rovnice:

du
E:f(%v),
(2.37)
D ), 0<e<1
edT—gu,v, € )

Vidime, Ze v-reakce je velmi rychld v porovndni s u-reakci. To znamend, Ze pro ¢as 7 > ¢ > 0

miZeme pouZit aproximaci:

d
d_u - f(U,'U), g(u,v) = 07 U(O) = 1. (238)
-
Pokud vyfesime algebraickou rovnici g(u, v) = 0, dostaneme, Ze v = h(u), a pak:
d
= = f(u, h(w), (239)

coz nam dava samostany dynamicky popis u-reakce

2.4 Inhibice a kooperace

Casto ndm rychlost reakce nevyhovuje. Nékteré chemické reakce bézi piili§ pomalu, je tedy

NI A

zadoucf je urychlit. Jiné chemické reakce naopak bezi prilis rychle nebo jsou nezadouci. V tako-
vém piipadé je tieba reakci zpomalit ¢i zastavit. Zrychleni reakce miZzeme docilit tim, Ze zvy-

s

Sime koncetraci reaktantli, nebo zvysime teplotu ¢i priddme katalyzatory - aktivatory. Reakcim
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za pritomnosti aktivitoru se v praci vénovat nebudeme. V piipadé€, Ze potfebujeme reakci zpo-
malit, mizeme napfiklad pouzit katalyzatory - inhibitory. Jsou to latky strukturné velmi podobné
substratu, které se pomoci nekovalentnich interakci specificky vaZi na enzym a tim ovlivni rych-
lost reakce. Zvlastnim pripadem je kooperace, pfi které mtze dojit jak k aktivaci, tak k inhibici.

Pojd’me se na matematické modelovani enzymatické kinetiky v jednotlivych pifipadech podivat.

2.4.1 Kompetitivni inhibice

Béhem kompetitivni inhibice dochdzi k tomu, Ze inhibitor se diky strukturni podobnosti se sub-
stritem muZe vazat do vazebniho mista enzymu. Dochazi tedy ke kompetici (soutéZeni) mezi
substratem a inhibitorem o vazbu s enzymem. Pokud dojde k navdzani substratu na enzym, tak
reakce probihd stejné jako v pripadé (2.3), jak jsme jiZ ale zminili, miZe dojit i k navazani inhibi-

toru. Reak¢ni schéma tedy rozsifime i o tuto moznost (2.40). Schéma enzymatické reakce potom

vypada nésledovné:

ks "

S+ FE ES—= P+ FE
Fo (2.40)
ks

E+1 EI
k_3

Rychlost takové reakce miiZeme opét vyjadrit z hlediska vSech litek v reakci jako casovou

zménu jejich latkového mnozstvi. Diferencidlni rovnice popisujici dynamiku reakei (2.40) jsou
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nasledujici:

% — 1y [E|[S] + k_4[ES],

AL~ WALBIIS] + (ks + ko) 8] + kool 21] — R[],

A5 _ ko m118) — ks + k) ES),

% e (2.41)
% — k_y[EI — ks[E][1],

@ — Iy[E|lI] - k_s[EI).

Ziskané rovnice vyfeSime obdobné jako v piipadé¢ kinetiky Michaelise-Mentenové. Po tpra-
vach popsanych v predchozi ¢asti kapitoly ziskdme reciprokou formu rychlostni rovnice reakce
z hlediska produktu (Sipal et al., 1992):

1 Ky [\ 1 1
g 14+ = ] — 2.42
v Vmaz ( - K’L) [ ] * Vmax’ ( )

pficemZ K je inhibi¢ni konstanta definovana jako disociacni konstanta komplexu enzym-inhibitor:

K, = % (2.43)

Vsimnéme si, Ze pokud bude v rovnici (2.42) koncentrace inhibitoru nulové, tedy [I] = 0,
dostaneme vztah (2.14) pro kinetiku Michealise-Mentenové. Koncentrace inhibitoru [/] je dy-
namickou proménnou systému, kterd zdvisi na Case. Kompetitivni inhibitor neovliviiuje hodnotu
maximdalni rychlosti V},,..., avSak jeho pfitomnost v reakci zvySuje hodnotu konstanty Michaelise-

Mentenové z K,, na K, (1 + %) (obr. 2.2).

2.4.2 AKkompetitivni inhibice

V pfipadé akompetitivni inhibice nesoupefi inhibitor se substratem o vazbu na enzym, ale vaze se

na komplex enzym-substrat, ¢imz vznikd komplex substrat-enzym-inhibitor, ktery neposkytuje
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Obrazek 2.2: Kinetika enzymatické reakce v grafickém znazornéni rovnice (2.42) dle Linewea-

vera a Burka bez inhibitoru : = 0 (Cervend) a s kompetitivnim inhibitorem ¢ > 0 (modrd).
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produkt. Schéma akompetitivni inhibice je nasledujici:

ky ko
S+ FE ES =P+ FE
’f—kl (2.44)
ES + [ —= ESI
k3
Soustava diferencidlnich rovnic popisujici tento chemicky systém je nasledujici:
d|Ss
% = =k [S][E] + k_1[ES],
dFE
% = —k [S][E] + (k_1 + k2)[ES],
d|ES
WS, [SIIE] ~ (ks + ko) 28] — Ry [BS]1] + ks ES1),

2.45)
dP) (
7 - k2 [ES] )
d|l
Wk sjmsn - wles]n,
d|EST

[ df | _ k[BSI) — ko[BS,

Mozn4 reakce akompetitivniho inhibitoru s komplexem enzym-substrat ovlivni rychlost re-

akce ndsledujicim zptisobem (Sipal et al., 1992):

1 K, 1 1 1]
o om - 14+ 2 .
v Vmaa} [S] * Vmaa: < * Kz) (2 46)

Vidime, Ze oproti rychlosti neinhibované enzymatické reakce (2.14) ptibyl ¢len 1 + ﬂi, ktery ur-
cuje, jak pfitomny inhibitor ovlivni rychlost reakce. Dojde k poklesu hodnoty konstanty Michaelise-
Mentenové, a to v disledku reakce komplexu enzym-substrat s inhibitorem. Touto reakcf je od-
Cerpdna Cast komplexu enzym-substrit, dochdzi tedy k posunu rovnovihy neinhibované reakce

smérem doprava, tedy poklesu maximélni rychlosti V,,,,,. (obr. 2.3).

2.4.3 Nekompetitivni inhibice

Poslednim typem inhibice je inhibice nekompetitivni. Pro tento typ inhibice plati, Ze inhibitor

se muze vazat bud’ na vazebné misto volného enzymu nebo na komplex enzym-substrat. En-
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Obrazek 2.3: Kinetika enzymatické reakce v grafickém zndzornéni rovnice (2.46) dle Linewea-

vera a Burka bez inhibitoru : = 0 (Cervend) a s akompetitivnim inhibitorem ¢ > 0 (modr4d).
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zym ma dvé riznd vazebni mista, jedno pro substrat a jedno pro inhibitor. Pokud se na volny
enzym navaze nejprve inhibitor, dojde k naruseni schopnosti enzymu vazat a pfeménovat sub-
strat. Rychlost reakce, kdy dochdzi k navdzani substrdtu na komplex enzym-inhibitor, je oproti

ostatnim velmi mald, proto ji uvazovat nebudeme. Schéma této reakce vypada takto:

ka

S+ E ES* pyE
k_q
ks
E+1 EI (2.47)
k_s3
k4
ES+1 EST
k_4

Soustava diferencidlnich rovnic, z nichz kazda popisuje zménu mnoZstvi za jednotku Casu pro

kazdou z reagujicich latek pfi nekompetitivni inhibici, je ndsledujici:

d[S] _

— = —k[SI[E) + k[ES],

% — _kl[S][E] + (kfl + kg)[ES] + ka[EI] - k3[EH[]7

U] by 9108 — (b + R)[ES] + ka[BST) — kil E1]

d[P

% _ k[ES], (2.48)
% = k_3|E1] — k3[E|[I] + k_4[ESI] — k4[ET],

dlEI]

—— = ks[E|lI) - ks [EI),

d[gfl] = ky[ES|I] — k_y[EST].

Soustavu upravime podle algoritmu, ktery jsme pouZili v pfedchozi ¢asti pro odvozeni rychlosti
zékladni enzymatické reakce. Ziskdme vzorec pro rychlost reakce, kterd je nekompetitivn€ inhi-

bovéna (Sipal et al., 1992):

1 K, 11 [1] )
- 1+ — 1+ : 2.49
v Vmax ( Kz(EI)) [S} Vmax ( Ki(ESI) ( )




1 |

K, | B

Obrazek 2.4: Kinetika enzymatické reakce v grafickém zndzornéni dle Lineweavera a Burka bez

inhibitoru ¢+ = 0 (Cervend) a s nekompetitivnim inhibitorem ¢ > 0 (modra).

kde pro jednotlivé inhibi¢ni konstanty plati:

_ [E][] _ [ES][]
Baen =gy Beso = Tpgr

(2.50)

Pfi plné nekompetitivni inhibici jsou obé konstanty totozné. Nekompetitivni inhibitor neovliv-
fuje hodnotu konstanty Michaelise-Mentenové K, ale sniZuje maximdlni rychlost reakce V4,

(obr. 2.4).

2.4.4 Kooperace

Pii kooperaci plati, Ze na jednu molekulu enzymu, ¢i komplex enzymu, se mlize vazat vice mo-

lekul substratu. Budeme uvaZovat dimer enzymu Fj5, ktery ma dvé aktivni mista a na ktery se
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postupné vazi dvé molekuly substratu. Uvedeme si zjednodusené reak¢i schéma, které ma tvar:

k1
S+ EQ—‘EQS

k-1

2.51)

ka
S+ EQS S SEQS
k_2

Diléi nasyceni enzymu, které je ur¢eno podilem koncentrace enzymu, na ktery je vdzany substrét,

[E2S] a [SE,S], ku celkové koncetraci enzymu [Es ;,¢], potom definujeme jako:

_ [B2S] +2[SE»S] _ [EaS]+2[SE,S]
Y= 2[E t0]  2[Es) + 2[ELS] + 2[SE,S] (2.52)

Typ kooperace zavisi na vztahu mezi konstantami k; a k. Pokud & > ks, jednd se o negativni
kooperaci, nebot’ jiZ navdzand molekula substratu na enzymu zpomaluje reakci s dal$i molekulou
substratu. DalSi moZnosti je, Ze plati k; = ko, tedy Ze navazani druhé molekuly substratu probiha
obdobné rychle, jako se navazovala prvni molekula. Tato kooperace se nazyva neutrdlni nebo téz
nulovd. My budeme déle uvazovat ptipad pozitivni kooperace, tedy Ze jiZ navdzand molekula
substratu usnadniuje navazani druhé molekuly substratu na enzym. Budeme predpokladat £y <

k5. Reakeni schéma (2.51) miZzeme zjednodusit na tvar:

k
By + 28 ——== SE,S, (2.53)
k_s
definujeme-li vazebnou konstantu jako:
[SE>S]
K = 2.54
(B[P 220
muzeme pro dil¢i nasyceni enzymu psat:
2
v — 2[SE5S] _ [SEyS]| K|[S] (2.55)

2[Eouo]  [Ea] + [SES] 1+ K[S]*
Rychlost takové reakce je pak ddna (Murray, 2003):

Vi K[ST?

T 1+ K[SP (2:30)

v = Vmax

coz je sigmoiddlni funkce v proménné [S].
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N=

=1

1 1 1 1 1 1 1 ! ! 1 1 1 1 1 koncentrace substratu

Obréazek 2.5: Vliv velikosti Hillova koeficientu na tvar kiivky zavislosti rychlosti reakce na po-

¢atecni koncetraci substratu [S] pro rizné hodnoty n a pro V,,,,, = 50 a K = 1.

Enzymovy komplex miZe mit obecné n vazebnych mist. Pro rychlost takové reakce pak plati:

Ve K[S)"

coZ je obecny tvar tzv. Hillovy rovnice, kterd popisuje plnou kooperaci. PoloZenim dil¢iho na-
syceni Y proti koncentraci substrtu [S] ziskdme sigmoidalni kiivku. Parametr n je také nazy-
van Hillovym koeficientem. Vidime, Ze ¢im vice vazebnych mist enzym poskytuje, tim je pro

[S] > K rychlost reakce vyssi (obr. 2.4.4).

2.5 Aktualni vyzkum v oblasti kinetiky enzymatickych reakci

Ackoli byla zdkladni teorie enzymatickych reakci predstavena uz pred desitkami let, modely
predstavené v této kapitole stale tvori zdklad soucasného teoretického i praktického vyzkumu.
Podivejme se na dva vyzkumy z poslednich let.

Prvnim aktudlnim vyzkumem, na ktery se podivame, se zabyva studii matematickych modelt
a kinetiky produkce cyklodextrinu katalyzované enzymem Toruzymem a glukonotransferdzou z

kmene Bacillus firmus. My si predstavime pouze ndstin daného vyzkumu, vice se Ctenaf dozvi
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Obrazek 2.6: Schematické znidzornéni kinetického modelu navrZzeného pro soucasnou pro-
dukci a—,— a y—cyklodextrinu. Konstanty ki, k_1,ky, k_4, k7, k_7, k10, k_10 se vztahuji
k produkci a-cyklodextrinu, konstanty ks, k_o, k5, k_5, ks, k_g, k11, k_11 souviseji s produkci
B-cyklodextrinu a konstanty ks, k_3, kg, k_g, kg, k_g, k12, k_1o se vztahuji k produkci ~-

cyklodextrinu. Pfevzato z prace (Pinheiro et al., 2017).

ve studii (Pinheiro et al., 2017).

Autofi této studie vyvinuli novy matematicky model popisujici kinetiku produkce a—, 3— a
~v—cyklodextrinu. Kinetické chovani enzymu Toruzyme bylo studovano v reakci s maltodextri-
nem jako substratem v riznych koncentracich a s glukanotransferazou z kmene Bacillus firmus
v koncentraci 100 gl~!. Vytvofeny matematicky model dobfe popisuje experimentdln& ziskand
data, ¢imz se potvrdily hypotézy o kinetickém chovani enzymu ve sledované reakci.

Schéma sledované kinetiky je uvedeno na obrdzku 2.5. VSimnéme si, Ze rychlostni kon-
stanty jsou uvazovany jak pro reakce pifimé, tak pro reakce zpétné. Vysledna rychlost pro tvorbu

kazdého z produkti (a—, f—,y—cyklodextrin) je v praci popsana pouze pro a-cyklodextrin,
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pro zbylé dva typy je odvozeni obdobné. Podivejme se na rovnici popisujici rychlost tvorby

a—cyklodextrinu:
Voo = k4[ESy] — k_4[El[a] — k1o E][a] + k_10[Ea, (2.58)

kde [E'S,] znali koncentraci daného komplexu, [E] pfedstavuje koncentraci enzymu, o] je kon-
centrace a—cyklodextrinu. [Ea] vyjadfuje koncentraci komplexu enzym-a—cyklodextrin a k,
jsou rychlostni konstanty jednotlivych reakci. Autofi uvazovali hypotézu kvazi-rovnovdzného
stavu a riznymi Upravami a odvozenimi, které zde uvadét nebudeme a které si ¢tenar miize pro-
hlédnout v uvedeném ¢lanku, ziskali autofi vyslednou rovnici pro rychlost (vztah (21) v praci
(Pinheiro et al., 2017)).

Nésledné autofi prokladali experimentdlné ziskand data feSenimi popsaného modelu a od-
hadovali tak modelové parametry piiklady dat a vysledki jejich prokladani feSenimi modelu
ukazuje obrazek 2.5.

Podivejme se, jak dand studie vyuZiva teoretické poznatky popsané v této kapitole. Pro ur-
¢eni rychlosti sledované reakce vychazeji autofi ze soustavy diferencidlnich rovnic popisujicich
zménu koncentrace jednotlivych latek vyskytujicich se v reakci za jednotku Casu. Stejné jako my,
uvazuji celkové mnoZstvi enzymu konstantni. Podobnost vidime i mezi rovnicemi (2.12) a rov-
nici (21) ve studii (Pinheiro et al., 2017), kde se ndmi odvozeny vztah pro rychlost enzymatické
reakce zkomplikoval o ¢leny vztahujici se k jednoltivym typim cyklodextrinu.

Dale se podivame na vyzkum popsany v ¢lanku (Shadbahr et al., 2017). Autoti se zde vé-
nuji matematickému modelovani kinetiky sou¢asného cukernaténi a fermentace celuldzy na eta-
nol. Cilem studie bylo stanovit klicové reakéni parametry, které by byly pouZitelné pro Sirokou
Skélu reak¢nich podminek. Béhem studie byly provedeny pokusy s riznym enzymovym zati-
Zenim (10, 15 a 20 FPU/g celuldzy) a rliznymi pocate¢nimi koncentracemi fermentovatelnych
cukra (glukéza a mandza). Jako vychozi latka této premény Casto slouZi lingocelul6zova bio-
masa, kterd vznika jako vedlejsi produkt v zemédélstvi ¢i lesnictvi. Lingocelul6zova latka ma
velmi sloZitou strukturu, preména tedy neprobihd piimo, ale pies Ctyfi kroky. Nejprve dochédzi k
predbéznému uvolnéni polymernich fetézcti celul6zy a hemiceluldzy, nasledné k jejich enzyma-

tické hydrolyze. Dalsim krokem je zkvaseni takto ziskanych monomernich cukrii a poslednim
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Obrazek 2.7: Ukazka dat a jejich proklddani feSenim kinetického modelu navrZzeného pro sou-

¢asnou produkci a—, f—, y—cyklodextrinu. Pfevzato z prace (Pinheiro et al., 2017).
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5§ T Tyl
Celhilose(C)—Cellobiose(B) — Glucose((G) — ErhanoE) & Cellmass(X)

TyaTag
Mannose(M) — Ethanol(E) & Cellmass(X)

Obrazek 2.8: Reakéni schéma premény na cukr a ndsledného zkvaSeni. Pfevzato z price

(Shadbabhr et al., 2017).

krokem je vznik etanolu a jeho dehydratace. Podrobnéjsi popis pfemény, stejné jako podminky,
za kterych probihd, si mize ¢tenar precist v dané studii.

Autofi odvodili kineticky model popisujici chemické reakce, jejichZ schéma je nacrtnuto na
obréazku 2.5. Popisuji rychlosti jednotlivych premén, jako priklad si uvedeme rovnici pro rychlost
pfemény celulézy na celobiézu:

. ]{/’i [C’]e_)‘t KIE
"SI B/Ks + Gl <K1E T [E]) ’ (2:59)

kde [ X znaci koncentraci latky X, K g je inhibi¢ni konstanta celulazy celobiézou, obdobné K g
je inhibi¢ni konstanta celuldzy etanolem, K pfedstavuje inhibi¢ni konstantu celuldzy glukézou.
Specifickou rychlost hydrolyzy celulézy na celobidzu k] definuji autofi jako:

_ k[ENZY M)
-~ K +[ENZY MY

(2.60)

kde je K., celuldzova adsorpcni saturacni konstanta. Na zdklad¢ téchto rovnic vytvorili autofi
soustavu diferencidlnich rovnic popisujici zménu koncetrace jednotlivych latek, které se reakci
Ucastni.

Po sestaveni modelu opét nasledovalo prokladéani dat jeho feSenim, které je téméf nedilnou
soucasti kazdé tvorby nového matematického modelu (obr. 2.5). Autofi ziskali sadu parametrd,
které mohou popisovat jiné probihajici procesy (obr. 2.5) a které mohou byt uZzity v dalSich
(teoretickych) studiich.

Studie také ukdzala, Ze pri rizném zatiZeni a riznych pocatecnich koncentracich cukru do-
chédzi k odliSnému mechanismu inhibice procesu cukernaténi a kvaSeni. Autofi zjistili, Ze inhi-

bicni efekt celobidzy a celuldzy je vyznamny az pti vysokém enzymovém zatiZeni a nizkych
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Obrazek 2.9: Koncentrace etanolu ziskané experimentdlné a matematickym modelem pro riizné

pocatecni koncentrace cukrii (a) glukéza 5g/1, manéza 4.5 g/1 (b) glukéza 10 g/l, mandza 9 g/1.

Prevzato z prace prace (Shadbahr et al., 2017).
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Obrazek 2.10: Srovnani predikce modelu a experimentdlni koncentrace etanolu pfi zatiZeni en-

zymu 20 FPU/g celulézy. Prevzato z prace prace (Shadbahr et al., 2017).
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pocateCnich koncentracich cukrii. Dale studie ukazala, Ze pocateni koncentrace cukru vyrazné
ovliviiuje rychlost reakce a hodnoty rychlostnich konstant. Nejvétsi vytéznost etanolu byla pii
vyS8i pocatecni koncentraci cukrl a pfi stfednim zatiZeni enzymu.

Ackoli rychlosti chemickych reakei definované v této studii jsou na prvni pohled kompliko-
vané, vychazeji ze vztahii definovany na zacatku této kapitoly. Pro sestaveni soustavy diferenci-

alnich rovnic vyuZivaji autofi ndm jiZ zndmou rovnici Michaelise-Mentenové (2.12).
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Kapitola 3

Modelovani virovych infekci

Dalsi kapitolou prace je kapitola vénovand matematickym modelim, které popisuji virovou in-
fekci z hlediska déji probihajicich na bunécné trovni. V praci se zabyvame popisem infekce
HIV a chfipky. Pro kaZzdou z téchto infekci si uvedeme zdkladni model, ze kterého vychazeji
riznd roz$ifeni. Na nékterd rozsiteni se podivime podrobnéji, jiné si pouze zminime. V Casti
kapitoly vénované modelovani HIV infekce bylo Cerpano z (Nowak and Bangham, 1996; Perel-
son, 2002). Pro ¢4st prace vénovanou modelovéni infekce chiipky bylo Cerpédno z prace (Baccam
et al., 2006). Nakonec predstavime nékteré aktudlni vyzkumy v oblasti modelovani virovych

infekci.

3.1 HIV

HIV (Human Immunodeficiency Virus, virus lidské imunitni nedostate¢nosti) je virus napadajici
T-lymfocyty, které jsou odpovédné za fizeni imunitni odpovédi. Prvni ndkazy ¢lovéka timto one-
mocnénim se datuji na pocétek 20. stoleti. Jednd se o nemoc, kterd je rozSifena vSude po svete.
Proto se také védci zacali zabyvat jejim modelovanim. Podivejme se, jak takovy zdkladni model
miZe vypadat.

V zdkladnim modelu uvaZzujeme dva typy bunék, a sice buriky infikované I (infected cells)

a buniky neinfikované nachylné k infekci 7" (target cells). Treti slozkou modelu jsou pak viriony
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Obrazek 3.1: Zakladni model virové infekce HIV. Upraveno podle (Perelson, 2002).

V' . VétSina buné€k mé schopnost bunééného déleni, takze neinfikované buriky neustédle vznikaji,
a to s konstantni rychlosti A, umiraji s rychlosti d a stdvaji se infikovanymi s rychlosti 5. Se
stejnou rychlosti tedy pfibyvaji buniky infikované, které umiraji s rychlosti a. Infikované bunky
uvolnuji viriony s rychlosti k a viriony se rozpadaji s rychlosti u. Popsané déje mlizeme zakreslit
do obrédzku (obr. 3.1) nebo zapsat pomoci soustavy tii diferencidlnich rovnic jako rychlost zmény

mnoZzstvi jednotlivych slozek systému:

ar

— = A=dI'-pVT

dt /BV Y

dl

— =pBVT —al 3.1
av

=kl —uV.

i uV.

Podivejme se na analyzu systému (3.1). Z rovnic plyne, Ze primérnd délka Zivota infiko-
vané bunky je i a prumérnd délka Zivota volného virionu je % Celkovy pocet viriont, které
vyprodukuje jedna infikovand burika je roven S Pro to, zda se bude infekce $ifit, je rozhodujici

reproduk¢éni pomér virt, tedy Cislo:
Bk

 adu’

Ry (3.2)

Jednd se o Cislo, které urcuje pocet infikovanych bunék vzniklych z jedné infikované burky.

Pokud je Ry < 1, znamena to, Ze kazda infikovana bunka produkuje v priméru méné nezZ jednu
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nov¢ infikovanou burniku. Tim padem se infekce nesiii a pro rovnovazny stav systému plati:

A
TO == E’[O = 0, % = 0 (33)

s s

Pokud bude naopak platit Ry, > 1, pak kazda infikovand burika vytvaii primérné vice jak jednu
nové infikovanou bunku (pfesné R, takovych bunék). Infekce se tedy §ifi ddle po organismu,
coZ znamend, Ze roste pocet infikovanych bunck a zdroven klesd pocet téch neinfikovanych.
Se zmensSujicim se poctem neinfikovanych bunék klesa i moZnost viriont infikovat je. Systém

konverguje k rovnovdZnému stavu, ve kterém plati:

au
T =

kB’
I**)\ du

“a kB (3.4)
. Ak d
V—@—B.

Jak je jiz zminéno vySe, Sifeni viru je limitovdno mnoZstvim neinfikovanych bunék a v rovno-
vazném stavu (3.4) kazd4 infikovana bunka produkuje v priméru jednu nové infikovanou burnku.
Tim padem pro dosaZeni mnozstvi viru, které odpovid4 stabilnimu ekvilibriu, neni nezbytné vy-
volat imunitni odpovéd’ organismu, ale nastav4 stav dlouhodobé ¢i trvalé infekce.

Nez se podivime na néjakd rozsifeni tohoto modelu, ukdZeme si graf jeho numerického fe-
Seni (obr. 3.2). Vidime, Ze poté, co se v organismu zacnou vyskytovat viriony, mnoZstvi neinfi-
kovanych bunék vyrazné klesd a naopak roste mnozstvi téch infikovanych. Po urcitém Case se

mnoZzstvi bunék, infikovanych i neinfikovanych, ustéli, systém se dostdva do ekvilibria.

3.1.1 Rozsireni zakladniho modelu HIV infekce

Bunéc¢na imunitni odpovéd’
Nejprve budeme uvazovat bunécnou imunitni odpovéd’ organismu. Pfi bunéné imunitni od-

povédi jsou v organismu pfitomné cytotoxické T-lymfocyty Z, které dokaZzi rozpoznat infikované

buniky a pomoci vyluCovanych latek je likviduji. Zakladni model popsany soustavou (3.1) dopl-
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Obrazek 3.2: Numericky spoctené prubéhy mnozstvi neinfikovanych bunék 7', infikovanych bu-

nék [ a virioni V' podle soustavy (3.1) pro parametry uvedené v tabulce 3.1.

nime o rovnici popisujici ¢innost téchto lymfocytl a ziskdme soustavu Ctyf rovnic:

dT

— = A—-dT - VT
dt /8 7
dl

— =pBVT —al —plZ,
dt

2 3.5)
— =kl —uV

dt “
%:c[Z—bZ,

dt

kde ¢ znadi rychlost mnozeni lymfocytl a b znazornuje, jak rychle se lymfocyty rozkladaji pri
nedostatku infikovanych bunék. Rychlost, s jakou T-lymfocyty zabijeji infikované buriky, je ddna

parametrem p.

Predpoklddejme, Ze je v organismu piitomno minimélni mnoZstvi infikovanych bunék, které
je schopno vyvolat buné€nou imunitni odpovéd’. Pokud c/ > b, pak se bunéénd imunitni odpo-
véd’, ¢ili mnozstvi cytotoxickych T-lymfocytt, bude zvySovat. Pokud bude platit c/* < b, kde I*
je definovéno v (3.4), cytotoxické T-lymfocyty budou aktivované pouze po prechodnou dobu a

systém konverguje k ekvilibriu dané vztahy (3.4). Pro pfipad, kdy plati c/* > b, systém vykazuje
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Obrazek 3.3: Numericky spoctené priitbéhy mnozstvi virioni V' a cytotoxickych T-lymfocytd Z

podle soustavy (3.5) pro parametry uvedené v tabulce 3.1.

tlumené oscilace k ekvilibriu danému rovnicemi:

- Acu
~ cdu + bk’
I** — l_)’
‘ (3.6)
bk '
V** ==,
cu
gee o L APk
p \ cdu + Bbk

Vsimnéme si, Ze mnoZstvi infikovanych bunék v ekvilibriu z4visi pouze na parametrech b
a ¢, které popisuji rychlost mnozeni a rozpadu T-lymfocyti. Ddle plati 7" < T** [* > [**
aV* > V*, cozznamend, Ze pokud jsou pritomny cytotoxické T-lymfocyty, sniZuje se virova
zaté7 a stoupd pocet neinfikovanych bunék. Ale o celkovém mnozstvi bunék, 7™ + I'*, nemiiZeme
v porovndni s hodnotou 7™* + [** fici nic.

Pokud by ctenafe zajimaly rtizné odli$nosti v bunécné imunitni odpovédi ¢i dalsi rozsiteni
tohoto modelu, miZe nahlédnou do studie (Nowak and Bangham, 1996).

Numericky spoctené feseni modelu (3.5) je zobrazeno na obrdzku 3.3. MnoZstvi virionli v
pritomnosti cytotoxickych T-lymfocytd se vyrazné méni, osciluje, po urcitém Case se systém
dostava do ekvilibria. To mtizeme vidét i v pripadé kiivky zndzornujici zmeény v populaci T-
lymfocytt.

Pritomnost 1éCiv

33



Vidéli jsme, jakym zptisobem se model zméni, pokud budeme uvazovat bunéénou imunitni
odpovéd’. Nyni se struéné podivdme na to, jak se v zdkladnim modelu projevi pfitomnost 1éCiv.
Pro popis tc¢inku antiretrovirovych 1éCiv je tfeba zdkladni model (3.1) upravit. Na bunécné drovni
po podani 1é¢iv dochdzi diky inhibitortim reverzni transkriptazy RT k blokovani schopnosti HIV
infikovat buniku a diky inhibitorim protedzy P k produkci neinfek¢nich viriontt Viy;. Pokud

uvazujeme pritomnost 1éCiv, ziskdme ndsledujici model:

dT
— = A—dT — (1 — egr)BViT
dt
dI
— = (1 — ERT)ﬁvlT —al,
dt
(3.7)
Wi (1 epp)hl —
it m "
Y
d;w = ep[k'] - UVN[.

-----

hodnotu mé ¢, tim jsou 1éky tcinnéjsi (pokud je ¢ = 1, Gicinnost je stoprocentni a v organismu
se nenachazi zadna infekce). V; znaci pocet viriond, které jsou schopné bunku infikovat a Vi
pocet viriond, které tuto schopnost nemaji.

Pokud by tdcinek inhibitorG protedzy byl stoprocentni (ep; = 1) a pocet neinfikovanych
bunék 7" by zlistal neménny, pro mnoZzstvi viru V' v organismu by platilo:

uVo | uVp

u—a (u—a

V(t) = Vi(t) + Vi (t) = Vo exp(—ut) +

{exp(—at) — exp(—ut)} — at exp(—ut) | (3.8)

o 24

Podrobné;jsi analyzu tohoto systému v praci uvadét nebudeme. Je samoziejmé, Ze 1€ky ovlivni
jednotlivé hodnoty v ekvilibriu. MnoZstvi infikovanych bunék i virionli poklesne oproti (3.4) a
naopak mnoZzstvi neinfikovanych bunék bude vétsi. Podivejme se tedy alesponi na numericky
spoctené feSeni (obr. 3.4).

Jak jsme jiz psali vyse, funkénost 1€kt pri HIV infekci udavame pomoci dvou faktort, Gcin-
nosti reverzni transkriptdzy a inhibitorti protedzy. Pokud je ucinnost v obou pfipadech stopro-
centni (obr. 3.4(a)), v feSeni se ndm vyskytuje pouze malé mnozstvi viriond, které jsou schopny

infikovat buiiku. Po kratké dobé se vSechny viriony ztraci a kfivka se dostava na nulu. V pripadé
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Obrazek 3.4: Numericky spoctené prubéhy infikovanych bunék I, virionti schopnych infikovat
bunku V; a virionti neschopnych infikovat buniky Vy; podle soustavy (3.7) pro parametry uvedené
v tabulce 3.1 a pro hodnoty G¢innosti reverzni transkriptdzy a inhibitorti proteazy egr = 1, ep; =
1 @), egr = 0.7,epr = 1 (b) aegr = 0.7,ep; = 0.7 (c). MnozZstvi infikovanych bun€k na

obrézcich b, ¢ je vyndsobeno 50.
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zobrazeném na obrdzku 3.4(b) jsme uvaZovali G¢innost reverzni transkriptdzy sedmdesatipro-
centni (egr = 0.7) a uinnost inhibitort protedzy stoprocentni (ep; = 1). Vidime, Ze po kratké
dobé opét vymizi populace virioni schopnych infikovat buiiku a nartistd populace viriond, které
tuto schopnost nemaji. Tato populace také po Case vymie. Na obrazku 3.4(c) je vykresleno feSeni
systému (3.7), kdy jsou oba parametky rovny 0.7. To znamen4, Ze jak reverzni transkriptaza tak
inhibitor protedzy jsou ucinné ze sedmdesati procent. Vidime, Ze v pomérné kratkém Case roste
velikost populaci obou uvazovanych skupin virionid. Vice je téch, které nemohou burtiku infiko-
vat. Obé tyto populace po Case vymiraji. Ddle si miiZzeme v§imnout vyskytu malého mnoZstvi

infikovanych bunék. Je také tireba upozornit, Ze ne vSechny obrazky maji stejné Skédlovani os.

Podivejme se nyni na vzajemné porovnani obrazku. Zaénéme s obrazky 3.4(a,b). Mlizeme
fici, Ze snizeni u¢inku reverzni transkriptdzy ma za nasledek vznik populace viriont, které nemo-
hou infikovat buriky. V populaci viriont, které mohou buriky infikovat, nedoslo téméf k Zadnym
zméndm. V grafickych feSeni na obrizcich 3.4(b,c), které se lisi ti¢inkem inhibitoru protedzy, je
velky rozdil. Vidime, Ze v pfipadé sedmdesatiprocentni ucinnosti reverzni transkriptdzy a inhi-
bitorl proteazy (obr. 3.4(c)), obé populace viriont rostou a prezivaji daleko déle nez v piipadé

obrazku 3.4(b), kde populace viriont schopnych infikovat buriku neroste, ale pouze klesa.

O 1écivech a jejich Siteni v burikdch se ¢tendr vice docte v ndsledujici kapitole, kterd je véno-

vana matematickému modelovéni ve farmakologii.

Rozsifeni zakladniho modelu (3.1) existuje spousta, my jsme se rozhodli uvést rozsiteni za-
hrnujici bunécnou imunitni odpovéd’ a pritomnost 1éCiv. Pokud by se Ctenaf chtél o této oblasti
dozvédét vice, miZe k tomu pouZit napriklad prace (Nowak and Bangham, 1996; Perelson, 2002;

Bonhoeffer et al., 1997; Perelson et al., 1996).

Je pochopitelné, ze se nemodeluje pouze HIV infekce, o nékolik desetileti pozdéji se zacalo
pracovat i na modelovéni infekce chiipky. Predstavme si nyni zdkladni model a opét par rozsifeni

prave pro tuto infekci.
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parametr vyznam hodnota jednotky
A rychlost vzniku neinfikovanych bunék 107 den™!
d rychlost zaniku neinfikovanych bunék 0.1 den™!
B rychlost infekce 3.75-1071° (TCIDso/ml)~*den—!
a rychlost zaniku infikovanych bunék 0.5 den—!
k rychlost vzniku viriond 500 [(TCIDs5o/ml)~'den!]
u rychlost zdniku virionti 20 den™!
P rychlost zéniku infikovanych bun&k plisobe- 2.5 den!
nim T-lymfocytl
c rychlost vzniku T-lymfocytd 2.5 den™!
b rychlost zdniku T-lymfocytd 0.5 den!
ERT ucinnost reverzni transkriptazy 1;0.7 -
Epr ucinnost inhibitord proteazy 1;0.7 -

Tabulka 3.1: Pfehled parametri potfebnych v uvedenych modelech pro infekci HIV, data prevzata
z (Bonhoeffer et al., 1997; Nowak and Bangham, 1996).
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3.2 Chripka

Béhem tii velkych pandemii chfipky ve 20. stoleti podlehly chfipce miliony lidi. Stejné jako
HIV infekce 1 chfipka tedy predstavuje svétovy problém, kterému je tfeba vénovat pozornost.
Zékladni principy virové kontroly béhem nekomplikované infekce virem chfipky nejsou stéle
plné pochopeny. Nicméné zdkladni model byl odvozen a v sou€asnosti se pracuje na jeho dalSich
zdokonalenich. My si, stejné jako v predchozi Casti kapitoly, nejprve predstavime zdkladni model
a pak se opét podivime na nékterd jeho rozsiteni.

Mezi zdkladnimi modely HIV infekce a infekce chfipky existuje urcitd podobnost. I zde
uvazujeme buniky neinfikované 7', infikované I a viriony V. Neinfikovand burika se stane infi-
kovanou s rychlosti . Infikované buriky produkuji viriony s primérnou rychlosti k£ a umiraji s
rychlosti a. Viriony ubyvaji s rychlosti «. Buné¢nd imunitni odpovéd’ netvofi v zdkladnim mo-
delu samostanou rovnici, ale je zahrnuta v parametrech a a u. Jediny rozdil je v prvni rovnici,
chfipka je kratkodobé onemocnéni, proto vznik a dmrti neinfikovanych bunék (parametry A a d)

neuvazujeme. Tyto parametry se projevy pouze u dlouhodobych infekci.

Model tedy vypadd nasledovné:

dT’

= = _BVT

dt ﬁ 9

dl

i BVT —al, (3.9)
dV

— =kl —uV.

0 uV.

Jedinym méfitelnym ukazatelem pritomnosti infekce v organismu je mnozstvi virionti, standartné
se tedy feSeni takovychto systému vykresluje pravé jako casovy pribéh zmén v jejich populaci
(obr. 3.5). Stejné jako v piipadé HIV infekce, definujeme zdkladni reprodukéni pomér virt Ry.
Toto ¢islo predstavuje primérny pocet infikovanych bunék, kdy jejich infekce je zptisobena jedi-
nou burikou. Jinymi slovy, kolik neinfikovanych bunék dokaZze jedna infikovana bunka infikovat.

Pokud je tedy toto Cislo vetsi nez jedna, Ry > 1, pak se infekce §ifi organismem. A naopak in-

fekce mizi pokud plati Ry < 1. Pro nas model (3.9) je zakladni reprodukéni pomér virti definovan
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Obrézek 3.5: Casovy pribéh zmén v mnozstvi virionti béhem infekce popsané modelem (3.9)

pro parametry uvedené v tabulce 3.2.

takto:

Ry = MT0 (3.10)
au

Toto by bylo stru¢né piredstaveni zdkladniho modelu pro infekci chfipky. Ted’ se podivame

na rozsiteni, které uvazuje uréitou prodlevu pii produkci viriont infikovanymi buiikami.

3.2.1 Rozsireni zakladniho modelu infekce chripky

Doba latence

Pfi infekci chiipkou neni mozné Sest aZ osm hodin detekovat volné viriony. Tuto prodlevu
do zéakladniho modelu (3.9) zavedeme definovanim dvou riznych populaci infikovanych bunék.
Mame tedy populaci infikovanych bunék /;, které neprodukuji volné viriony, a populaci /5, ktera
pfedstavuje infikované buriky produkujici viriony. Ziskdme ndsledujici Ctyfi diferencidlni rov-

nice, popisujici tuto situaci:

dT

= _BVT

dt b

I

%:ﬂVT—cll
(3.11)

@—c] —al

dt - 1 2

dV

— = kI, —uV,

dt 2~ U
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— Zakladni model

—— Doba latence
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Obrézek 3.6: Casovy priibéh zmén v mnoZstvi viriond béhem ndkazy popsané modelem (3.9)

(¢ervend) a modelem (3.11) (modrd) pro parametry uvedené v tabulce 3.2.

kde ! pfedstavuje priimérnou dobu, neZ se butiky, které neprodukuji viriony, zméni na buiiky,
C

které je naopak produkuji. Rozdéleni infikovanych bunék na dvé populace zpisobuje, Ze model

je vice realisticky, nebot’ pokud se podivame na Zivotni cyklus viriond, je zpozdéni v jejich

produkci v dobé pocatecni infekce jeho soucasti.

Obrazek 3.6 predstavuje kiivku Casového prib€h zmén v mnoZstvi viriont v té€le po dobu
10 dni od nédkazy. V obrazku jsou zakresleny tyto kiivky jak pro zakladni model 3.9, tak pro
model uvazujici casovou prodlevu v produkci volnych viriond 3.11. Vidime, Ze populace viriona
popsand rozsifenym modelem nabyva svého maxima pfiblizné o dvadny pozdéji nez je tomu u
populace popsané zakladnim modelem. Dale si miiZeme vSimnout, Ze viriony zlstavaji v orga-

nismu priblizné o jeden a pul dne déle.

Protivirova obrana organismu

Vs v

Jako dalsi priklad, jak zakladni model (3.9) rozsiftit, si uvedeme model, kde budeme uvazovat
pritomnost interferond a jejich pisobeni na bunky. Interferony jsou proteiny nespecifické imu-
nity, které se podileji na protivirové obrané organismu. K modelu pfibudou dvé rovnice, jedna

popisujici zménu mnoZstvi interferontt F' v ¢ase a druha zménu poc¢tu bunék R odolnych vici
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infekci, které vzniknou ptisobenim interferonti na neinfikované bunky 7'. Ziskame tedy model:

dar

— = —BVT —bFT +rR,
dt

dl

— =BVT —al —UIF
dt v “ ’
% =bFT — TR, (3.12)
av

— =kl —uV,

dt u

dF

— =gl —dF.

a7

Prvni z rovnic popisuje zmény v populaci neinfikovanych bunék 7', parametr 3 popisuje, jak
rychle se buriky infikuji. S rychlosti b se neinfikované buriky stanou odolné vici infekci a naopak
parametr r vyjadiuje zménu, kdy se odolné buiky stanou opét nachylné na pisobeni viriont.
Druha rovnice je pro mnoZzstvi infikovanych bunék 7, jedinym novym parametrem v této rovnici
je | vyjadrujici rychlost umirdni infikovanych bunék v disledku piisobeni interferonti. 2 znaci
buriky, které jsou rezistentni vici virionim, tfeti rovnice tedy popisuje zmény v jejich populaci.
Ctvrtou rovnici modelu (3.12) je rovnice pro populaci viriont, kterou jiZ zndme z predchozich
modeld. Posledni rovnice popisuje populaci interferonti F'. Interferony jsou sekretovany infiko-
vanymi burikami s rychlosti ¢ a s rychlosti d se rozpadaji. Popsané déje jsou zobrazeny také na

obrazku 3.7.

Vzhledem k mnoZstvi rovnic tohoto modelu zde nebudeme uvadét jeho analyzu. Stejné jako u
predchoziho rozsiteni si porovndme ¢asové zmény v mnoZzstvi virioni béhem nékazy (obr.3.2.1).
Z obrazku vidime, Ze pokud dochdzi k protivirové brané organismu, viriony se diive ztraceji z
organismu oproti zdkladnimu modelu (3.9). Pokud by se o modelu (3.12) chtél ¢tendr dozvédét
vice, necht’ nahlédne do studie (Pawelek et al., 2012). Dalsi moZnosti rozsifeni muze Ctenar

nalézt napriklad v pracech (Saenz et al., 2010; Baccam et al., 2006; Boianelli et al., 2015).
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dbytek viriond {u)

neinfikovana bunky V produkce (p)
viriony sm.-t inf. bunék (a)

infekce {ﬂ}
nachyiné
bunky se
stavaji
odolnd odolnymi produkce (g)
bunky se (b . infikované bunky
stavafi
nachylnymi
ir) F
interferony R . .
smirt v dusledku pusobeni
interferonda (1)
.odolné bunky
rozpad (d)

Obrazek 3.7: Rozsiteni zakladniho modelu infekce chiiky o pfitomnost a ptisobeni interferond.

Upraveno podle (Pawelek et al., 2012).

log W

(=]
T

FY
—T T

— Zakladni model

3

—— Protivirova obrana erganismu

(=]

| Cas
10

[
.
o

Obrazek 3.8: Casovy prib&h zmén v mnozstvi viriont béhem ndkazy popsané modelem (3.9)

(¢ervend) a modelem (3.12) (modrd) pro parametry uvedené v tabulce 3.2.
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parametr vyznam hodnota jednotky

B rychlost infekce 2.7-107° [(TCID5y/ml)~'den']
a rychlost zéniku infikovanych bunék 4 den™!

k rychlost vzniku viriont 1.2-1072 [(TCID5o/ml)~'den—1]
u rychlost z4niku virion@ 3 den!

c %=doba latence 4.2

b rychlost, s jakou se neinfikované buiiky stdvaji 3.3-10"!  den™!

odolné vuci infekci

r rychlost, s jakou se odolné buriky stdvaji nd- 2.6 den—!
chylné k infekci
l rychlost zéniku infikovanych bunék pisobe- 2.4 den™!

nim interferont
rychlost vzniku interferond 9.6-1071°  den

d zanik interferonu 1.9 den™

Tabulka 3.2: Prehled parametri potfebnych v uvedenych modelech pro infekci chfipky, data

Cerpdna z praci (Pawelek et al., 2012; Baccam et al., 2000).
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3.3 Aktuilni vyzkum v modelovani virovych infekci

Jak jsme se jiz zminovali dfive, onemocnéni chiipkou predstavuje aktudlni svétovy problém.
Stale tedy védci pracuji na zdokonaleni zdkladniho modelu (3.9). Podivejme se na nyni na stu-
dii zabyvajici se heterogennim Sifenim chiipky mezi lidmi a disledky pro epidemiologii a jeji
kontrolu (Canini et al., 2016).

----------

kint, a sice lokdlnich £}, a systémovych F. Pomoci pfistupu zaloZeného na matematickém mo-
delovani se zaméfuji na dynamiku §ifeni chfipky uvnitf hostitele a k identifikaci parametrii spo-
jenych s heterogenitou pienosu infekce mezi jedinci. Aby k doslo k infikovani dalsiho jedince,
musi infikovany jedinec uvolnit infek¢ni ¢4stice respiraCnimi ptiznaky. MnoZstvi uvolnénych

viriond se lis{ jedinec od jedince, ¢imz je ddna heterogenita prenosu chiipky. Podivejme se na

soustavu diferencidlnich rovnic, kterou autofi pfinesli (schéma vidime na obr. 3.9):

T pvr,

% — BVT — §I — nIN,

% - H’ﬁl — ¢V — 0BVT, .
% =l —arFr,

% = plp — agFg,

Soustava (3.13) fikd, Ze volné viriony V infikuji cilové buniky 7" s rychlosti 5 a umiraji s

rychlosti c. Infikované buiiky / produkuji viriony s rychlosti p, umiraji s rychlosti 0 a s rychlosti

Fg s rychlosti p. Systémové prozanétlivé cytokiny se vylucuji rychlosti g a indukuji aktivaci
cytotoxické aktivity NV rychlosti k.

Pro nalezeni realistické parametrizace modelu provedli autofi prokladani dat feSenim modelu
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Obrazek 3.9: Schéma dynamického modelu chiipkové infekce uvnitf hostitele. Upraveno dle
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—

 T—
<

prace (Canini et al., 2016).

45



(3.13), o kterém si ¢tendf miZe precist v dané praci, my jej zde uvadét nebudeme. Autofi tedy
ziskali sadu parametrd, pro néZ model popisuje skute¢nou situaci. Sestaveny model predpovida,
ze 10,9 % a 18,2 % infikovanych jedincl je zodpovédnych za 90 % a 95 % produkovanych
infek¢nich castic. Coz pridava dalsi rozmér Sifeni infekce chiipky, vedle struktury populace a
kontakti s okolim.

V ramci predstaveni dalsi aktudlni studie se podivame na matematické modelovani postkoin-
fekce chiipkovymi viry typu A spolu s bakterii Streptococcus pneumoniae (Cheng et al., 2017).
Horni dychaci cesty jsou soucasné vystaveny Sirokému spektru potencidlnich patogennich bakte-
rif a virti. Dobfe zndma virové-bakteridlni koinfekce v plicich je vzdjemné piisobeni chiipkovych
vir a bakterii Streptococcus pneumoniae zpisobujicich zapal plic.

V tvodu studie autofi vysvétluji, pro¢ je pravé toto téma svétovym problémem, kterému je
tieba vénovat pozornost. Uvadéji napiiklad, Ze celosvétové zemie vice nez 3,1 miliont lidi v
disledku chriipky komplikované bakteridlnim zapalem plic. Nasledné predstavuji matematicky
model pro koinfekci uvnitt hostitele ke kvantifikaci virové dynamiky. Pro sestaveni modelu po-
pisujiciho tuto koinfekci vyuzili autofi nam jiz zndmy model (3.11). Postkoinfekci vyjadfuji
pochopitelné jak z pohledu virti chiipky, tak z hlediska bakterii Streptococcus pneumoniae. Po-

divejme se na soustavu, kterou autofi pfinase;ji:

o =1V,

% — BTV — kJ — ulB,

sz_i — k[ —6J — uJB, i
%:pJ(HaBZ)—CV, |

Soustava fikd, Ze infikované buniky neprodukujici viriony I vznikaji ze zdravych bunék 7' po

napadeni virionem V/, ktery je napada s rychlosti 3. S rychlosti k& se infikované bunky stavaji
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schopné produkovat volné viriony a parametr ;. vyjadfuje jejich toxickou smrt (smrt v diisledku
pusobeni bakterif). Tteti rovnice popisuje zmény v populaci bun€k produkujicich volné viriony
J, tyto buriky umiraji s rychlosti  a smrt zptisobend pisobenim bakterif je vyjddfend parametrem
1. Produkei virionti V' vyjadfuje prvni ¢len ¢tvrté rovnice soustavy, p je rychlost produkce viri-
ont, a predstavuje uvolfiovani viriond v krvi a z zavadi urCitou nelinearitu produkce viriont. S
rychlosti ¢ viriony umiraji. Parametr  vyjadfuje rychlost ristu bakterii B, K g je jejich nosnosna
kapacita, ¢ je zvySeni této kapacity diky pfitomnosti viru. Druhd ¢ést rovnice vyjadfuje ubytek
bakterii v disledku fagocytézy, kdy vM 4 je rychlost fagocytézy, M predstavuje ustdleny stav
makrofagl, F' je funkce popisujici fagocytézu, ¢ je pokles rychlosti fagocytozy, Kpy je kon-
stanta polovicni saturace. Posledni rovnice definuje funkci fagocytzy F', n je maximalni pocet
bakterii na makrofdg. Vidime, Ze pokud by platilo B = 0, tedy v organismu by se nenachédzely
Zadné bakterie zptisobujici pneumonii, ziskali bychom model (3.11).

Vysledky studie ukdzaly, Ze infikované bunky neprodukujici viriony a infikované buiky pro-
dukujici viriony vyznamné vzrostly a vyvrcholily pfiblizné tfeti den po infekci chiipkou (obr.
3.10A). Mezitim byla Spickova aktivita pozorovéana u viru (obr. 3.10B). Naproti tomu, kdyZ se
pribliZil vrchol virového titru, neinfikované epitelidlni buniky dramaticky poklesly diky virionové
infekci (obr. 3.10A). Po sedmém dni, zatimco doslo k vyskytu bakterii, byl pozorovan druhy vr-
chol mnoZstvi viru kolem 8. dne s mirné€ niz8i koncentraci ve srovnéni s prvnim vrcholem (obr
3.10B). Také autofi zjistili, Ze zatiZzeni bakterii se rychle zvysilo a dosdhlo maximalni hodnoty,
a to presto, Ze titry viru se neustdle sniZzovaly. Porovnéni pfedpovédi modelu koinfekce chiipky
a pneumonie s pozorovanymi experimentalnimi daty je demonstrovano na obrazku 3.10B a uka-
zuje velmi dobrou shodu.

Tolik tedy k predstaveni dal$iho aktudlniho vyzkumu v oblasti modelovani chiipkové infekce.
Vidime, Ze i na roz$itenich, kterd jsme si predstavili vySe, se stdle pracuje, stile se zdokonaluji a

upravuji, tak, aby co nejvérnéji popisovaly skutecnost.
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Obrazek 3.10: Dynamika koinfekce chiipkovych viriont a bakterii Streptococcus pneumoniae;
(A) Epitelové bunky, véetné neinfikovanych 7', infikované buniky neprodukujici viriony / a in-
fikované bunky produkujici viriony .J; (B) patogeny sestdvajici z viriond chiipky V' a Strepto-

coccus pneumoniae B. Upraveno dle prace (Cheng et al., 2017).
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Kapitola 4

Matematické modely ve farmakologii

V této kapitole se podivdme na matematicky popis toho, co se déje v organismu za pritomnosti
1ékd. Modely, které popisuji zminénou situaci, se zabyvaji vztahy mezi davkou léku, koncentraci
1é€ku v krvi a v misté ptisobeni a jeho Zddoucimi a nezadoucimi Gcinky.

Védni obor zabyvajici se vyvojem a aplikaci matematickych a statistickych metod pro popis,
porozuméni a predpovédi kinetického a dynamického chovani 1éka se nazyva farmakometrie.
Jedna se o obor, ktery propojuje farmaceutické védéni, klinickou farmakologii, medicinu, vypo-

Cetni védy, programovani a statistiku.

Modely z této oblasti jsou velmi vyznamné a uziteCné ve vice situacich. Popisujeme jimi
ziskana data, pomdhaji ndim pochopit komplexnost interakci 1éku a biologického systému, umoz-
fuji sndze porozumét rozdilnosti mezi pacienty a experimenty a v neposledni fadé jsme diky nim

schopni predpovédet vysledky netestovanych situaci.

Abychom mohli porozumét t€émto modeliim, je tfeba si nejprve popsat, z ¢eho vychazeji. V
prvni Casti této kapitoly se proto podivame na farmakokinetiku, ndsledné na farmakodynamiku
a pak si popiSeme zdkladni model, ktery obé oblasti propojuje. Pokud by se chtél ctenaf o dané
problematice dozvédét vice, mize ke studiu pouzit napt. prace (Macheras and Iliadis, 2006;
Nielsen and Frieberg, 2013), z kterych vychazi i tato kapitola. V zavéru kapitoly se podivame

na dvé aktudlni studie v oblasti matematického modelovani ve farmakologii. PfibliZime si studii,

ktera na zakladé matematického modelu predpovidd davkovéani doxorubicinu pii karcinomu prsu.
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Obrazek 4.1: Grafické feSeni modelu (4.1) pro rychlostni konstantu k£, = 0.2.

Druhy vyzkum je vénovan plisobeni erenumabu na kapsaicinem indukovany dermaélni krevni

tlak.

4.1 Farmakokinetika

Farmakokinetické modely ndm umoziiuji pochopit cestu léku v téle, zmény v jeho koncentraci.
Mizeme diky nim kvantifikovat absorpci, distribuci, metabolismus a vylouceni 1éku z téla. Mo-
dely mohou byt jednoslozkové, dvouslozkové nebo viceslozkové, t€ém poslednim se v préaci vé-
novat nebudeme.

V piipadé€ jednoslozkového modelu zapisujeme zménu mnoZzstvi 1éku v téle rovnici:

% = —k.[C)), 4.1
kde [C,] je koncentrace 1éku v krevni plazmé a k. je konstanta skalujici rychlost vylucovani léku.
Pokles koncentrace 1éku v organismu, ktery popisuje rovnice (4.1), vidime také na obrazku 4.1.
Rychlostni konstanta k. se stanovuje jako pomér rychlosti odbouravani 1éku C'L (clearance rate)

a distribu¢niho objemu V; (volume of distribution). Pro rychlostni konstantu plati:

_CL

k= 2= 42
v, (4.2)
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Distribu¢ni objem V; je definovan jako celkovy objem plazmy, ve kterém by bylo potieba
rozpustit celkové mnozstvi Iéku v téle tak, aby odrazel koncentraci 1éku v plazmé. Je dilezité si
uvédomit, Ze koncentrace 1éku [C),] v plazmé neni nutné stejnd v jatrech, ledvindch nebo jinych
tkanich. Pokud zndme distribu¢ni objem a mnoZzstvi Iéku X v néjaké tkdni, miZeme vypocitat

koncentraci 1éku v plazmé jako:
X

[Cp} = Vd

(4.3)

Znalost rychlostni konstanty je nezbytnd pro stanoveni tzv. polocasu reakce. To je doba, za
kterou klesne koncentrace 1éku v plazmé na poloviéni mnozZstvi. Odvod’'me si tedy tento Cas
pro reakci prvniho stupné (jednosloZzkovy model), vyjdeme z direfencidlni rovnice (4.1), kterou
budeme fesit pomoci metody separaci proménnych. Postup je nasledujici:

1 dC,)]
[c,) dat

~I[C,](t) + In[G,](0) = ket

i
R TEATO B
G0
@0
[Cp] (t) [Cp] (O)eiket

DO _ 6,100

Pro polocas reakce pak mame:

In2

Cast&ji se k popisu kinetiky 1ékd pouZivaji dvouslozkové modely, protoZe k jeho distribuci po

téle nedochdzi okamzité. Soustava diferencidlnich rovnic popisujici dvouslozkovy model vypada

nasledovné: e
dic,)  CL Q Q
Tl _Vp[cp] - VP[CP] + 70[00]
4.5)
d[C,)]




— centralni sloZky

periferni sloZky

in
(=T

Obrazek 4.2: Grafické feSeni modelu (4.5) pro rychlostni konstantu % =0.2, VQ =05a VQ = 1.
o P o
Modré kiivka predstavuje feSeni prvni rovnice popisujici zmény v koncentraci 1éku v plazmé a

zluta kiivka je feSeni druhé rovnice, tedy koncentrace 1éku v orgdanech.

kde [C)] a [C,] pfedstavuje koncentraci 1éku v plazmé a organech a V,,, V, jsou odpovidajici distri-
bucni objemy téchto slozek. () je mezislozkové odbourdvani 1éku. Grafické feseni této soustavy
ukazuje obrazek 4.2.

Celkové pisobeni 1éku se Casto popisuje jako plocha pod kiivkou zavislosti koncentrace 1éku

na case:

P = / h [C,](¢)dt. (4.6)

4.2 Farmakodynamika

Pokud posuzujeme ucinnost 1€ku, sledujeme dva procesy. Prvnim procesem je navazani 1éku
na receptor a nasledna aktivace tohoto receptoru lékem. Druhym procesem je pak Sifeni této
pocatecni aktivace receptoru a ndsledny vznik farmakologickych uc¢inki Iéku, které pozorujeme.
Plati, Ze intenzita farmakologického tcinku je imérna poctu receptort aktivovanych lékem. Tyto

poznatky miZeme shrnout nasledovné:

ki
k_1

CR ™ E. 4.7

~vC'+ R
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Tato rovnice predpoklada, Ze v molekul Gc¢inné latky 1éku C' aktivuje receptor R za vzniku kom-
plexu lék-receptor C'R, ktery vyvold G¢inek £. Ackoli se v definuje jako pocet molekul potieb-
nych k aktivaci jednoho receptoru, jedna se pouze o teoretické ¢islo, které usnadiiuje praci s daty.
Pomér rychlostnich konstant k_1, k1 pfedstavuje disociacni konstantu kp komplexu 1ék-receptor.
Rychlostni konstantu &k, miZeme dét do vztahu s koncentraci komplexu Iék-receptor [C'R](t) a

farmakologickym tcinkem F(t), zminény vztah je nasledujici:
E(t) = k2[CRI(t). (4.8)
Po obsazeni celkového poctu receptori I nastdva maximdlni farmakologicky ucinek a plati:
Eraz = ko Rp. 4.9)

Pfi koncentraci 1éku [C]() a celkovém poctu receptorti Ry pak mdme:

TR — WP IR~ [CRIH)] ~ kA [CRI) @10
s potiteeni podminkou
[CR](0) = 0. @.11)
V ekvilibriu pak plati: *
[CR]" = kjﬂ—%, (4.12)

kde [C'R]* a [C]* jsou koncentrace komplexu 1ék-receptor a 1éku, kterych dosahuji v ekvilibriu.
Kombinaci této rovnice spolu s rovnicemi (4.8) a (4.9) ziskdme rovnici pro tzv. sigmoidélni £,
model:

Ema:c [C]*

)
BPfr=— 4.13
Fp + [C]7 (+13)

V ptipadé, Ze je v rovno jedné, se model (4.13) nazyva zdkladni F,,,, model, ktery ale umozinuje
v porovndni se sigmoiddlnim F,,,, modelem méné flexibility.
Za ptedpokladu rychlého ustaveni rovnovahy l1ék-receptor, tedy [C]* ~ [C](t), miZeme rov-

nici (4.13) prepsat do tvaru:
_ Enas[CT(2)
~ kp+[CP(t)

z kterého vidime, zZe farmakologicky ucinek je zavisly na Case.

E*(t) (4.14)
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Nejcastéji se k vyjadfeni vztahu mezi koncentraci 1éku [C] a jeho déinkem pouZivéd pravé

E, 0 model:
o Emax [CV]7
- BC, +[C]

kde E,,.. je maximdlni u¢inek 1éku a ECZ, je koncentrace 1éku potfebnd k vyvolani polovi¢niho

E (4.15)

ucinku, kterého lze dosdhnout. Méfeni ucinku v jakémkoli daném Case je uréeno funkci jeho
hodnoty bez léku Ej a koncentaci 1éku [C]:

Emax [C]’Y

FE=F+ —— .
°~ ECL+[C]

(4.16)

Ziskany E,,,, model popisuje bud’ posileni nebo potlaceni dc¢inku uZzitim 1éku.

4.3 Farmakokineticko-dynamické modely

Propojenim farmakokinetickych a farmakodynamickych studii miZeme charakterizovat casovy
pribeh ucinkd 1éku. Farmakokineticko-dynamicky model, ktery si popiSeme, ma nékolik ¢asti.
Obsahuje model popisujici rlist populace bakterif, ddle model charakterizujici zmény koncent-
race 1éku v Case a posledni ¢asti jsou interakce mezi obéma modely. PopiSme si nyni jednotlivé
Casti.

Model popisujici zmény v populaci bakterii

V tomto modelu, jak je jizZ zminéno vySe, budeme uvazovat rozmnozovani bakterii B s rych-

lostni konstantou £,o.¢, @ jejich smrt s rychlostni konstantou £geqq,. Za predpokladu exponen-

ciondlniho ristu ma rovnice tvar:

dB
% - kgrowthB - kdeathB (417)

Pokud v organismu nejsou pfitomné 1€ky a Egroutn > Egearn, roste tedy populace bakterif
exponencidlné.

Model popisujici zmény v koncentraci 1éku

Budeme uvaZovat jednoslozkovy fakmakokineticky model, ktery je popsan rovnici:




kde [C)] je koncetrace 1éku v krevni plazmé a k. je rychlostni konstanta uddvajici, Ze rychlost
vylucovéni 1€ku v daném Case je imérnd mnozstvi 1éku zbyvajicimu v systému.

Pro jednoduché systémy se predpoklddd, Ze koncentrace 1éku je konstantni, i kdyZ ncékteré
druhy 1€kt vykazuji béhem experimentl poklesy v koncentraci. Proto je méfeni koncentrace v

pribehu experimentti nezbytné.
Farmakologicky model

Poslednim krokem, ktery ndm zbyva, je oba predchozi modely propojit. Vznikaji tak rovnice,
které naptiklad popisuji piisobeni antibakteridlnich 1é¢iv na bakterie. Obecné se piredpoklada, ze
antimikrobidln{ ucinek je nelinedrné zdvisly na koncentraci 1éku a modeluje se pomoci sigmoi-
dalniho FE,,,, modelu. Lék miZe bud’ inhibovat riist bakterii jako v rovnici (4.18) nebo zkracovat

délku jejich Zivota, coZ popisuji rovnice (4.19) a (4.20):

dB E oz [Cp]?

g _ meelp] ) g B 4.1
dt kgrowth ( Ecgo + [Cp]v) kdeath ( 8)
dB Ernaz[Cy]”

- B-— 1+ —mezlZrl ) p 4.1
dt kgrowth kdeath < + Ecgo + [Cp]ﬁ/) ( 9)
dB Ernaz[Cy)” )

W kowin B — kgt B — ([ —zerl=rl ) g (4.20)
at — Cerowth o death (Ecgo +[Cyl

V rovnici (4.19) je icinnost popisovana jako proporciondlni nartst mortality bakterii. Naopak
v rovnici (4.20) je uCinek 1éku popsan jako aditivni navySeni rychlosti umirani bakterii diky
pusobeni 1éku. To jsou vSak jen zdkladni varianty nejjednodusiho modelu, v komplikovanéjsich

v

modelech bakteridlntho ristu miize byt i¢inek komplikovanéjsi.

Na obrazku 4.3 vidime grafické feSeni téchto tfi rovnic a rovnice (4.17), kterd popisuje situaci
bez 1éku. VSimnéme si, Ze nejpomaleji roste zelena kfivka zndzorujici feSeni rovnice, kdy 1€k
umérné urychluje umirdni bakterii. Naopak nejrychleji roste kiivka predstavujici feSeni rovnice,

kdy 1€k inhibuje rust bakterii (Zluta kiivka).
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— rovnice (4.17)
rovnice (4.18)
rovnice (4.19)

— rovnice (4.20)

Obréazek 4.3: Grafické feSeni rovnic (4.17), (4.18), (4.19) a (4.20) pro parametry C,(0) =
2, B(0) = 10° CFU/ml, v = 1.5, Ecso = 10, kgrowtnh = 1.4 W™ kgeasn = 02 W™ Epppp = 3
h~!, k. = 0.2. Parametry pfevzaty z prace (Nielsen and Frieberg, 2013).

4.3.1 Rozsireni zakladniho modelu

Stejné jako jsme si v kapitole o modelovani interakci viriont s organismem vzdy predstavili
zékladni model a n€kterd jeho rozsiteni, i zde se na nékterd takova rozsifeni podivime. Budeme
predpokladat, Ze organismus ma urcitou odolnost vii¢i antibiotikiim. Odolnost miZe vznikat na
zakladé raznych podnéti (Nielsen and Frieberg, 2013).

Existujici rezistentni subpopulace bakterii

Jednim z nejpouZzivanéjsich zpiisobi, jak odolnost organismu vysvétlit, je uvaZzovani urcitych
subpopulaci bakterii. V takovém ptipadé predpokldddme, Ze populace bakterii se sklad4 z néko-
lika subpopulaci, které maji rozdilnou citlivost na 1éky. Zpravidla se uvazuje jedna, dvé nebo
tii takové subpopulace. Rozdilnost téchto subpopulaci se odhaduje na zdkladé hodnoty E,, ..
nebo Ecsy nebo obou hodnot. Podivejme se, jakym zplsobem se model zméni, pokud budeme

uvazovat dvé subpopulace:

dBl Emame [C ]’y
_:krowB_keaB_—lp
dt g th21 deathD1 Y +Ec’g07Bl

dBZ Emame [C ]’y
_:krowB_keaB_—QpB
a growth D2 death D2 CV—l-ECgO,BQ

1,

(4.21)

2.
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Adaptivni rezistence
Jinym moznym vysvétlenim odolnosti organismu je predpoklad vzniku rezistence, kterd vznika

v pritbéhu ¢asu. Do rovnice popisujici tc¢inek 1éku jako aditivni navyseni rychlosti umirani bak-

terii ptisobenim 1éku zahrnuje tento model Cacové zavisly adaptacni faktor «, pro nez plati:
a=14 (1 —exp([C))tT)), (4.22)

kde 3 je parametr popisujici maximdlni adaptacni rezistenci a 7 popisuje rychlost adaptace. Cel-

kovy model uvazujici adaptivni rezistenci bakterii ma pak ndsledujici tvar:

dB Erar|Cyl7
E = kgrowthB - kdeathB - [ p}

[Col" +{[1 + B (1 — exp([Cpltr))] Ec50}VB' (4.23)

4.4 Aktualni vyzkum v oblasti modelovani ve farmakologii

Stejné jako u predchozich kapitol 1 zde si predstavime dva vyzkumy z poslednich let. Nejprve se
podivdme na studii, kde autofi na zdkladé matematického modleu pfedpovidaji ddvku doxorubi-
cinu u karcinomu prsu (McKenna et al., 2017).

Doxorubicin slouzi jako zdklad pro nékolik chemoterapeutickych rezimi, které se pouzivaji
pfi 1é¢bé malignich nadort véetné uritého karcinomu prsu. Jeho hlavnim tkolem je poskodit
DNA néadorovych bunék, aby se jiz nemohly dale délit.

Pro popis absorpce a vazby doxorubicinu v rakovinnych burnkdch pouZili autofi tfislozkovy
farmakokineticky model. Pfedpokladali, Ze doxorubicin vstupuje do bunék prostiednictvim di-
fize. V buice je pak doxorubicin premistén do jadra, kde se vsouvd do DNA a stabilizuje
komplex topoizomerazy II. Doxorubicin mize byt také z bunék aktivné vytla¢ovan pomoci p-

glykoproteinu. Tyto procesy popisuje nasledujici model:

dCE(t) . Ur
It = kFEECF(t) kEFCE<t>7
dCr(t
ch( ) _ koL Cp(t) — kppCr(t) — kepCr(t), (4.24)
Ur
dCg(t)
dt == kFBCF (t)v
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Extracellular Intracellular a
kEF

Extracellular wmsp» Free Bound
Cpt) o= " > Caft)
¥ FEB

Obrazek 4.4: Schéma tiislozkové kinetiky doxorubicinu. Pfevzato ze studie (McKenna et al.,

2017).

kde Cg, Cr, Cp jsou koncentrace doxorubicinu v extracelularnim, volném a vazaném intrace-
lularnim stavu v Case t. Volna Cést predstavuje 1€k, ktery difundoval do burky, zatimco vdzana
komponenta pfedstavuje 1€k, ktery se navdzal na DNA. Parametry k;; jsou rychlostni konstanty,
které popisuji pohyb doxorubicinu mezi jednotlivymi slozkami modelu, naptiklad kg popisuje
rychlost pfenosu volného 1éCiva z buriky ven. Objemy intraceluldrnich a extracelularnich oddilt

jsou oznaceny vy, vg. Popsané schéma vidime na obrdzku 4.4.

Doxorubicin indukuje poskozeni DNA vsouvdnim se do DNA, ¢imz stabilizuje komplex to-
poizomerdzy II a indukuje poSkozeni DNA tvorbou volnych radikélt. Pfi vysokych davkach
dochdzi k rozsdhlému poskozeni DNA, které Casto vede k smrti bunék prostfednictvim apoptdzy.
Nizké az stfedni davky doxorubicinu indukuji starnuti bunék a bunénd smrt nastava primarné
mitotickou katastrofou. Zatimco apoptdza je okamzita (v fadu hodin az dnii), mitotick4 katastrofa
je pomérné dlouhy proces (v fadu nékolika dni). Tyto procesy autofi modelovali logistickym

rustovym modelem, ktery modifikovali dvéma funkcemi odrdZejicimi odlisné formy bunécné
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smrti, a to nasledujicim zptisobem:

dNro(t) B Nre(t)
dt - (kp kd(t7 D))NTC(t> 1 9<t) ;

( 0 pro t <0

/{Zd(t, D) = 4
{ kaa(D) pro t >0 (4.25)
(0 pro t <0

kd(ta D) -
[ KaB(D)r(D)texp(l —r(D)t) pro t >0,

kde k, a k4 jsou rychlosti proliferace a umrtnosti bunék, r je konstanta popisujici rychlost, pii
které 1éc¢ba indukuje ucinek, # je nosnd kapacita popisujici maximdlni pocet bunék, které mo-
hou byt podporované experimentdlnim systémem a N7 (t) je poCet nadorovych bunék v Case t.
Davka Iéku D odraZzi koncentraci a dobu plsobeni 1éku a je definovdna jako maximalni mozna
koncentrace vdzaného doxorubicinu Cg 44, které je dosaZeno béhem studované Casové periody
ve farmakokinetickém modelu (4.24).

Autori zjistili, Ze pro popis absorpce doxorubicinu v riznych typech bunék posta¢i model
tifkompartmentovy. Primérné procentni chyby modelu ve vSech oSetfovacich podminkach byly
u téchto typt bunék 31,8%, 34,6%, 23,5% a 26,8%. Déle aoutofi porovnévaji rychlost ristu
bunék. Pred 1écbou doxorubicinem v Case ¢t = 0 kazdy typ bunék vykazoval exponencidlni rast.
V neosetienych kontroldch vykazovaly tyto buiiky logisticky riist. Po 1écbé se reakce lisily od
pokracujiciho pozitivniho ristu azZ po okamzitou regresi populace. Studie déale ukazuje, Ze pfi
nizkych davkidch m4 doxorubicin maly dc¢inek a bunééné populace rostou exponencidlné. Vzhle-
dem k nérGstu koncentrace a ¢asu expozice se zdd, Ze tempo rdstu populace se zpomaluje. Pri
vysokych davkach se bunécna populace rychle snizuje.

V ramci druhé studie se podivame na farmakokineticko-dynamicky vztah erenumabu a kapsai-
cinu, podporujiciho dermalni pritok krve, u zdravych jedinct a jedinct trpicich na migrény (Vu
et al., 2017). Kapsaicinem indukovany dermdlni pritok krve je validovany biomarker pouZivany
k vyhodnoceni ucinnosti latek pro 1é¢bu migrény. K charakterizaci farmakokinetiky a kvantifi-
kaci inhibi¢nich d¢inkl erenumabu na indukovany dermalni priitok krve autori shromézdili data

ze studie s jednou a vice ddvkami u zdravych a migrénnich jedincti. Hodnotili vliv véku, télesné
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hmotnosti i pohlavi.

Pro modelovani kinetiky absorbce erenumabu pouZili autofi jednoslozkovy model(4.1):

d[Asc]
= —k,[Asc], 4.26
7 [Asc] (4.26)
s pocatecni podminkou:
1
A =——D 4.27
[Asc](0) T+ exp(F) 0S¢ (4.27)

kde [Agc] je koncentrace erenumabu podand podkoZné, k, je konstanta absobrce této latky, zlo-

1

mek ——— Toxp(F)

vyjadiuje biologickou dostupnost a Dg¢ je davka 1éku aplikovand podkozné. Au-
tofi dale predstavuji rovnici popisujici koncentraci nevazaného erenumabu v perifernich slozkach
(organech) [A,] a diferencidlni rovnici popisujici zmény v celkovém mnoZstvi této latky v cent-

ralnich slozkdch (plazmé) [A,]:

d|A
[dtp] = ka [ASC] + kop [Ao] - kint [Ap] - (kpo + kpe - kint)[AMG334]unboundV;7>

a4, (4.28)
dto = kpo[AMG334]unboundVZD - kpo[Ao]a

kde V,, je distribu¢ni objem v plazmé, £;,,; je konstanta rychlosti internalizace pro vdzany erenu-
mab, k,,, k,, jsou rychlostni konstanty procest, kdy 1€k piechdzi z perifernich sloZek do sloZek
centrdlnich a naopak, k,. je rychlostni konstanta eliminace erenumabu z centrdlnich sloZek a
[AM G334] ynpouna je koncentrace nevdzaného erenumabu.

V ramci farmakodynamického modelu stanovuji autofi hodnotu dermalniho pratoku krve

jako rozdil jeho hodnoty pfed poddnim erenumabu (AD BFy) a po jeho aplikaci (ADBF):

(4.29)

I . [AMG334)
ADBF, = ADBF, (1— mas| AM G334] >

1Cso + [AMG334]"

kde I,,,., je maximdlni inhibice dermélniho priitoku krve diky 1é¢bé erenumabem, /Cj je kon-
centrace erenumabu pii poloviéni maximdlni inhibici dermdlniho pritoku krve a h je Hilliv
koeficient. Pfedtavme si alespon nékteré vysledky studie.

Autofi zjistili, Ze dvousloZkovy model, ktery predpokldda vazbu erenumabu do centrdlnich
slozek (plazmy), nejlépe popsal nelinearni farmakokinetiku erenumabu. Poloc¢as podkozni ab-

sorpce stanovili na 1,6 dne. Maximalni inhibice /,,,, dermdlniho pritoku krve indukovaného
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kapsaicinem, jakou miZe erenumab vyvolat, je dle autori 89%. Autofi také stanovili mnozstvi
erenumabu nutné pro dosazeni 50% a 99% inhibice z maximéni mozné na 255 ng/ml a 1134

ng/ml.
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Kapitola 5

Vlastni model

V této kapitole diplomové price jsem vytvorila matematicky model, ktery propojuje oblasti ma-

tematického modelovani popsané vySe a na ktery aplikuji jiz ziskané védomosti.

Vychazela jsem ze zakladniho modelu popisujiciho pribéh chiipkové infekce, a sice:

dT

— = =0TV,

I pIvV,

dl

i BTV —al, 5.1)
dV

— =pl —uV.

at T

V téle se tedy kromé zdravych bunék 7' nachdzeji také infikované buiiky /7, které s rychlosti p
produkuji volné viriony V. S rychlosti 3 napadaji tyto viriony zdravé buiky, které se stavaji
infikovanymi. Parametry a, v jsou rychlosti umirédni prisluSnych sloZzek modelu. Na obrdzku 5.1

vidime tuto ¢ast modelu ohrani¢enou modrou barvou.

Diéle jsem do modelu pfidala 1é¢bu infekce. Do téla jsem kontinudlné ptiddvala 1ék D kon-
stantni rychlosti ¢, pro ktery jsem uvaZovala jednosloZkovou kinetiku. Zaroven pro popis tcinku

1éku uvazuji sigmoidélni F,,,, model, ktery také uz zname z predchozi kapitoly. Podivejme se,
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Obréazek 5.1: Schéma vlastniho modelu (5.1) - (5.4) skladajiciho se ze zdkladniho modelu chfip-
kové infekce (modrd), z farmakologického modelu (Zlutd) a z modelu popisujiciho enzymatickou

kinetiku (Cervena).
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jak se model zménil:

o =1V,

%zﬁTV—aI,

d ErnaaD

d_‘t/: I( _EDg0+Dv> u,
Cil—lt):c—eD,

5.2)

kde e je rychlost degradace 1éku v krvi. Maximalni ucinek 1éku je popsan parametem E,,,,,

koncentrace 1éku, pfi niZ je dosaZeno poloviny maximdlniho d¢inku, je £/ D5, a parametr v je

pocet molekul ucinné latky 1éku D. V obrazku 5.1 je tato ¢ast modelu zndzornéna Zlutou barvou.

Tim bych méla propojeny dvé oblasti modelovani, kterym je prace vénovina. Abych do mo-

delu zakomponovala i oblast modelovéni kinetiky enzymatickych reakci, spekulovala jsem, Ze

aby se mohla 1éC¢iva latka D vazat na receptory infikovanych buné€k, a tim sniZila produkci viri-

ont, musi nejprve podana latka L reagovat s enzymem F a tim se aktivovat. Rychlostni konstanta

reakce podaného léku s enyzmen za vzniku komplexu Iék-enzym C' je g, rychlostni konstanta

zpétné reakce je ¢q. Komplex se rozpadd na aktivovany 1€k D a enzym s rychlosti £. K modelu

(5.2) tak musim pridat tfi rovnice popisujici zmény v mnozstvi podaného 1éku L, enzymu E a
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komplexu l€k-enzym C'. Podivejme se na novou soustavu:

o~ g1V,
%zBTV—aI,
-
Cil_lt) =kC —eD, (5.3)
dd—f:kC’—iqu—gLE,
%:gLE—qC’—kC’,

dL
— = C —gLFE.
dt ct+q g

Na obrazku 5.1 vidime tyto déje vyznacCeny Cervenou barvou, podarilo se mi tedy propojit vSechny

tfi vybrané oblasti matematického modelovani. Podivejme se na posledni ¢ast obrazku, kter4 neni

barevné vyznacena.

Poslednim procesem piidanym do modelu je, Ze aktivni forma Iéku miiZze také pisobit na
zdravé buiiky a zpiisobit tak jejich docasnou odolnost vici infekci. Tyto rezistentni bunky R

vznikaji s rychlosti b a s rychlosti r se opét stdvaji nachylnymi k infekci, tedy buiikami cilovymi.
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Vysledny model je nasledujcici:

dT
— =BTV —bT'D +rR,
dt
dl
— =BTV —al
dt /8 a‘ )
dV B ux DY
E‘p(l_ EDg0+Dv)]_“V’
@ =kC —eD,
dt
5.4)
dE (
— =kC +qC —gLE,
dt
dC
— =gLE — qC — kC
dt g q )
dL
— = —gLE
p qC +c—gLFE,
dR
— = bT' D.
o rR+

Pii simulacich jsem pouzivala model, ktery poZaduje aktivaci 1éku, nicméné 1€k ptisobi pouze
na infikované bunky, tedy model (5.3). Hodnoty parametrti, pro néZ byly simulace provedeny,
jsou uvedeny v tabulce 5.1.

Podivejme se nejprve na vysledek simulace modelu (5.1), ktery vidime na obrazku 5.2. Na
obrazku je zndzornén priubéh zmén mnozstvi virionti béhem nakazy v zavislosti na ¢ase. Vidime,
Ze priblizné druhy den ndkazy je v organismu pfitomno nejvice viriont, poté jejich mnoZstvi
klesa. Obdobné kiivky jsem vykreslovala i pro model (5.3) a sledovala pfitom vliv rychlosti c,
s jakou je 1€k kontinudlng pfivadén do t€la. Simulovala jsem hodnoty pro ¢ od 10° az do 108.
Vzhledem k obrovskému pocatecnimu poctu zdravych bunék 7 a naopak malému pocatecnimu
mnoZstvi volnych virioni V{, doslo k vyrazné zméné polohy vrcholu populace virionl az pfi
hodnoté ¢ = 10° (obr. 5.3).

Dalsim simulovanym pfipadem byla situace, kdy je do téla aplikovan 1€k pouze na pocatku
simulace. Simulovala jsem hodnoty Ly od 10° az do 10'°. Pfi po&dte€nich koncentracich 1éku od
hodnoty 10° az po hodnotu 10* dosahla populace virionti maxima vzdy druhy den infekce. Od

hodnot Ly = 10° se vrchol infekce postupné& posouval smérem doprava. Od hodnoty L, = 108
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Obrizek 5.2: Casovy pribéh zmén v mnoZstvi virionti b&hem nédkazy popsané modelem (5.1)

pro parametry uvedené v tabulce 5.1.

a

Obrazek 5.3: Vliv konstantni rychlosti kontinudlné doddvaného lIéku c na €as, kdy populace viri-

onu v organismu dosdhne maxima, pocatecni koncentrace 1éku Ly = 0.
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Obrazek 5.4: Vliv pocatecni koncentrace 1éku Ly na Cas, kdy populace virionli v organismu

dosdhne maxima, rychlost kontinudlné¢ doddavaného 1é€ku ¢ = 0.

se den, kdy populace virionti dosdhne maxima, ustalil na ¢tvrtém dni a s pribyvajici koncentraci
1éku se to nezménilo (obr. 5.4). Vzhledem k poate¢nimu mnoZstvi bunék Ty = 4 - 10® je to

ocekavané chovani.
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parametr vyznam hodnota jednotky

T pocatecni mnoZzstvi zdravych bunék 4-108

Vo pocatecni mnozstvi viriont 1072

I6; rychlost infekce 1.3-1074 [(TCID5o/ml)~'den—!]
a rychlost zdniku infikovanych bunék 2.1 den—!

D rychlost vzniku viriont 3.2-1073 [(TCIDso/ml)~'den—1]
U rychlost zaniku viriond 2.1 den!

b rychlost, s jakou se neinfikované butiky stdvaji 10~* den!

odolné vuci infekci

c rychlost kontinudlniho doddvani 1éku 10°az10® h!
Ly po&éte¢ni koncentrace 1éku 10°az 10 mg/l
g rychlostni konstanta reakce 1éku s enzymem 0.1 h™!
q rychlostni konstanta rozpadu komplexu 1ék- 102 h™!

enzym na vychozi latky
k rychlostni konstanta rozpadu komplexu 1ék- 10% h™!

enzym na aktivovany l1ék a enzym

e rychlost degradace 1éku v krvi 0.1 h™!
E o maximalni ucinek 1é€ku 0.7 -

0 Hillav koeficient 1 -
E D5y koncentrace 1éku, kdy je dosaZeno poloviny 10°

maximalniho dcinku

Tabulka 5.1: Pfehled parametr pouZitych v simulaci vytvoreného modelu (5.3), data Cerpana z

(Baccam et al., 2006).
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Kapitola 6
Zavér

V diplomové prici jsem se zabyvala matematickymi modely popisujicimi procesy, které pro-
bihaji na bunécéné urovni. Prvni tfi kapitoly prace popisuji matematické modelovéni kinetiky
enzymatickych reakci, virové infekce a modely farmakokinetickodynamické. V ramci kazdé z
téchto kapitol je popsin zdkladni model, ndsledné uvaddim jeho rozsifeni. Dédle jsem na zavér
kazdé kapitoly zaradila néjaké aktudlni studie, abych demonstrovala, Ze 1 kdyZ jsou zédkladni
modely zndmé tadu let, stéle jsou aktudlni.

V zavérecné kapitole prace jsem vytvorila vlastni model, ktery vSechny tfi studované oblasti
propojuje. Do téle je vpraven 1€k, ktery se aktivuje enzymem a nasledné ptisobi na infikované
(i zdravé) bunky. Zkoumala jsem vliv rychlosti, s jakou je 1ék kontinudlné doddvan do téla, na
populaci viriontl. Zajimal mé ¢as, kdy bude populace virioni v téle maximdalni. Tento Cas jsem
sledovala také pro rizné pocatecni mnozstvi léku pfi jeho jednorazovém podani.

Hlavni pfinos mé diplomové prace vidim v tom, Ze tvoii uceleny a obsdhly prehled modelt
ve vybranych oblastech. Myslim, Ze miZe byt zajimava nejen pro matematiky, ale i pro biologi
¢i chemiky, muze slouzit jako studijni materidl pro matematicko-biologické seminére. Prvni cil
se tedy podafrilo naplnit. Co se tyCe druhého cile, model jsem vytvorila, predstavila jsem mySlen-
kové pochody, které vedly k jeho vytvofeni. Pfedstaveny model by se dal rozsifit mnoha dalSimi
sméry, napiiklad uvazovanim doby latence u infikovanych buné€k ¢i moznou reakci néjakého

aktivétoru Ci inhibitoru s enzymem.
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