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Uvod

Teorie her je vyznamnou matematickou disciplinou, kterd se zabyva stra-
tegickym chovanim pii interakci dvou a vice jedincu. Jeji vznik se datuje do
prvni poloviny 20. stoleti, kdy se matematicka analyza konfliktnich situaci apli-
kovala predevsim na socialni a ekonomické problémy. V dnesni dobé se teorie her
uplatiuje v celé fadé oboru, napriklad v ekonomii, sociologii, politologii, biologii
a mnoho dalsich.

V prvni kapitole této bakalarské prace se seznamime s historii této discipliny a
osobnostmi, které prispéli k jejimu rozvoji. Déle si specifikujeme zakladni pojmy
teorie her, které jsou pro pochopeni a predpovidani lidského chovani v rozho-
dovacich situacich nezbytné. Dalsi ¢ast kapitoly se bude zamétovat na hledani
rovnovahy v teorii her, a to pomoci metod jako jsou dominantni strategie a Na-
shova rovnovaha. Jejich pouziti si ukazeme na piikladech. Nakonec si strucné
vysvétlime princip her s nulovym souc¢tem a metodu sedlového bodu.

Hlavni cast této bakalarské prace je vénovana hram, které se lisi trovni in-
formaci, které maji hraci k dispozici. Postupné si predstavime hry s uplnou,
neiplnou, dokonalou a nedokonalou informaci. Typy her si popiSeme, vysvétlime
si, jak lze v konkrétnim typu hry nalézt rovnovahu a uvedeme konkrétni priklady
téchto typu her.

Cilem prace je objasnit ¢tenaium zdkladni principy teorie her, zamérit se
predevsim na hry s netuplnou a nedokonalou informaci a uvést piiklady pro lepsi

pochopeni problematiky.



Kapitola 1

Klasicka teorie her

Teorie her je disciplina aplikované matematiky, ktera slouzi k hledani op-
timéalniho feSeni pfi ruznych konfliktnich rozhodovacich situacich. Pojmem hra
ovsem nemyslime pouze hru jako takovou, ale jakoukoliv situaci, kdy je potieba
zvolit jednu z moznych strategii k jejimu feSeni. Predpokladem k feSeni téchto
situaci je racionalita - nelze ptedpovédét chovani v situaci, kdy hraji roli emoce
(laska, hnév aj.) a jakasi sebestfednost aktéru - icastnici se snazi maximalizovat
svuj zisk a nehledi na zisk/ztréatu ostatnich icastniku.

Teorie her lze aplikovat na mnoho situaci z kazdodenniho zivota. Jako priklad
muzeme uvést situaci, kdy jdeme po chodniku a naproti nam kraci ¢lovék. Mame
na vybér ze dvou moznosti (strategii), ustoupit doprava ¢i ustoupit doleva. Cho-
dec naproti nam ma uplné stejné moznosti. Stojime tedy pied rozhodnutim,
néasledkem kterého nastane jeden ze dvou moznych vysledki: bud se s danym
¢lovékem srazime nebo kolem néj projdeme. Mezi dalsi bézné situace uziti teorie

her patti volebni kampané, valecné strategie, investovani do akcii apod.

1.1. Pocatky teorie her

V této podkapitole si predstavime strucény prufez historii teorie her a budeme
cerpat z [0] a [12].
Je zfejmé, Zze se teorie her zabyva situacemi, ve kterych dochazi ke stretu

zajmu. S takovymi situacemi se lidé jiz od pradavna setkavaji velmi ¢asto.



Zakladni poznatky této discipliny poprvé zminil italsky matematik Gerolamo
Cardano ve své knize Book on Games of Chance (1663). V roce 1713 Pierre
Rémond de Montmort ve druhé edici své knihy Essay d’analyse sur les jeux de
hazard zminuje takzvany The Problem of Waldegrave. Tento problém se zabyva
francouzskou karetni hrou Le Her a vyftesil ho Charles Waldegrave v dopise, ktery
napsal pravé de Montmortovi. Hra se hraje se standardnim balickem 52 karet a
na konci vyhrava hrac, ktery v ruce drzi kartu s nejvyssi hodnotou. Nejvyssi
hodnotu ma kral, nejnizsi eso. Hra¢ A rozda kazdému hraci jednu kartu, licem
dolu. Pokud hrac¢ B neni spokojen se svou kartou, muze si ji vyménit s hracem A.
Tato vymeéna muze nastat pouze pokud hra¢ A nemad krale. Nasledné si hrac A
muze svou kartu vymeénit za nadhodné vybranou kartu ze zbytku balicku. Opét jen
v piipadeé, ze karta, kterou si vybere, neni kral. Ve vyse zminéné knize je popsana
detailni analyza strategie, ktera maximalizuje pravdépodobnost hracova vitézstvi
bez ohledu na to, jakou strategii zvoli oponent. Tato strategie je zaloZena na
nasledujicim predpokladu: pokud ma hra¢ B kartu s hodnotou 7 nebo nizsi, pak si
tuto kartu s pravdépodobnosti g vyméni s hra¢em A a pokud mé kartu s hodnotou
7 a vyssi, pak si tuto kartu s pravdépodobnosti g ponecha. Pro hrace A plati, ze
pokud mé kartu s ¢islem 8 a nizsi, tak si s pravdépodobnosti g vezme kartu z

balicku. Naopak pokud ma kartu s hodnotou 8 a vyssi, tak si ji s pravdépodobnosti

5

¢ nechd. Hra muze byt rozsifena pro vétsi pocet hracu.

Karta 7 | Karta 7 Karta 8 | Karta 8
Hrac B a nizsi | a vyssi Hrac A a niz8i | a vyssi
Nechat si 3 Nechat si 5
svou kartu 8 svou kartu 8
Vymeénit s 5 Vzit si kartu 3
hrac¢em A 8 z balicku 8

Tabulka 1.1: Le Her

Mezi dalsi vyznamné osobnosti patii Augustin Cournot, Francis Ysidro Ed-
geworth a Emile Borel. Vsichni tito matematici se ve svych dilech snazili popsat,

predpovédét a vysvétlit lidské chovéni v urcitém kontextu (napiiklad pri duo-
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polu).!

K vyvoji teorie her vyrazné piispél matematik madarského ptvodu John
von Neumann, ktery si jakozto prilezitostny, a ne zrovna uspésny hrac¢ pokeru
uvédomil, ze se poker a podobné hry netidi pouze teorii pravdépodobnosti, ale
je potfeba i urcita strategie. Strategii se podrobné zabyval v publikaci On the
Theory of Games of Strategy (1928). Pozdéji Neumann spolecné s rakouskym
ekonomem Oskarem Morgensternem vydal knihu s nazvem Theory of Games
and Economic Behaviour (1944) a tim dal zdklady teorii her jako samostatné
védni discipliny a zaroven doslo k jejimu velkému rozvoji v ekonomii. V této
knize autofi predstavili koncept Nashovy rovnovahy ve smiSenych strategiich v
koneénych hrach s nulovym sou¢tem.?

V roce 1951 drzitel Nobelovy ceny John Nash dokéazal, ze v kazdé konecné hie
mohou hraci dosahnout optimalniho vysledku pii zohlednéni akei ostatnich hracu
a roz8itil Neumannovu definici rovnovahy na vice typu her. Nashovu rovnovahu
si vice predstavime v podkapitole 1.3. Za zminku téz stoji John Harsanyi, ktery
je znamy jako zakladatel Bayesovskych her a stejné jako jeho predchudci vyrazné
spojoval teorii her s ekonomii. Spolecné s dalsimi matematiky ziskal v roce 1994
Nobelovu pamétni cenu za ekonomii za ,,prukopnickou analyzu rovnovahy v teorii
nekooperativnich her*.

Teorie her se zacala vice a vice pouzivat k analyze celé fady jevu v realném
sveté a jeji uplatnéni se rozsitilo do mnoha védnich disciplin jako naptiklad po-

litiky, pocitacové védy a sociologie.

1.2. Zakladni pojmy

V této podkapitole si predstavime pojmy, bez kterych bychom nebyli schopni
problematiku teorie her pochopit. Budeme ¢erpat z [3] a [2].
Jako prvni si vysvétlime pojmy: hra, hrac, strategie a vyplata. Hra oznacuje

jakoukoliv konfliktni situaci, ve které vystupuji alespon dva jedinci nebo skupiny

ISituace, kdy na trhu jednoho vyrobku soupeif pouze dva vyrobci.
2Napifklad hra kdmen, ntizky, papir.
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jedincu, které nazyvame hraci. Kazdy hra¢ ma svuj prostor strategii, ktery je
tvofen moznostmi (strategiemi), jak hru hrat. Hra pak jednotlivym hra¢um na
zakladé jejich strategii rozdéli vyhry neboli vyplaty v podobé uzitku. Uzitkem
zde myslime hodnotu, ktera uvadi, jakého zisku ¢i ztraty hrac¢ dosahne pii volbé
urcité strategie.

Teorie her predpoklada racionalni chovani hracu a oznacuje je jako racionalni
neboli inteligentni hrace. Racionalni hrac¢ se rozhoduje na zékladé dukladné
analyzy dostupnych informaci o hie a o svych protihracich. V nasledujicim textu
budeme za takového hrace povazovat toho, kdo hraje strategii, ktera maximalizuje

jeho ocekdvanou vyhru.

Poznamka 1. Racionalni hra¢ ovSsem nemusi byt nutné ten, kdo maximalizuje
svou vyplatu. V takzvanych kooperativnich hrach muze optimélni strategie zna-
menat naptiklad spolupraci s ostatnimi a piijmuti méné optiméalniho vysledku za
ucelem dosazeni vyssiho celkového vysledku pro vsechny hrace. Racionalita tedy
spociva ve volbé té moznosti, o které se hra¢ domniva, ze je pro néj v dané situaci

tou nejlepsi a je v souladu s jeho cili a presvédéenimi.

Hry se mohou ucastnit také neinteligentni hraci, jejichz chovani je zcela
nahodné. V nékterych modelech her neinteligentniho hrace oznac¢ujeme terminem
Priroda. Prirodou mame na mysli napiiklad pocasi, trzni sily ¢i losovaci zafizeni.
Chovani Prirody nelze predvidat ani ovlivnit, jedna se o zcela ndhodny mecha-
nismus. Pokud se ve hie nachazi jeden inteligentni a jeden neinteligentni hrac,
rozliSujeme rozhodovani pfi riziku a rozhodovani pfi nejistoté. Rozhodovani pti
riziku nastava v situaci, kdy inteligentni hra¢ zna pravdépodobnostni rozdéleni
vybéru strategie hrace neinteligentniho. Pokud inteligentni hrac¢ toto rozdéleni
nezna, pak se jedna o rozhodovani pri nejistoté.
normalnim tvaru a hrami v rozvinutém (explicitnim) tvaru. Hra v normalnim
tvaru (statickd) je charakterizovana tfemi mnozinami: mnozinou hraéi, mnozinou
prostoru strategii a mnozinou vyplatnich funkeci. Takovou hru zapisujeme po-
moci vyplatni matice, ktera zobrazuje vSechny mozné strategie a jim odpovidajici

11



vyhry pro kazdého hrace. Presnéjsi podobu vyplatni matice si ukdzeme pozdéji v
této kapitole. Tato forma hry se pouziva v pripadé simultannich her, ve kterych
vsichni hraci jednaji soucasné, aniz by v momenté volby své strategie védeéli, jak
se zachovali ostatni hraci.

Hra v rozvinutém tvaru (dynamickd) popisuje hru pomoci stromu hry.
Tento tvar se pouziva k zapisu sekvencnich her, kdy hraci voli své strategie po-
stupné a maji tak informace o predchozich volbach strategii ostatnich hracu.
Strom hry je diagram zobrazujici vSechny mozné tahy kazdého hrace, ptricemz
kazdy uzel stromu reprezentuje bod, ve kterém hra¢ voli mezi ruznymi strategi-
emi. Moznou podobu stromu hry zobrazuje obrazek 1.1, kde jako prvni voli hrac
1 mezi strategiemi x; a xo. Hrac¢ 2 se mezi svymi strategiemi rozhoduje poté,
co zjisti, co zvolil hra¢ 1. Symboly m s prislusSnymi indexy predstavuji mozné
vyplaty hracu. Napiiklad pokud oba hraci zvoli strategii z1, pak vyplaty hracu

budou (mq1,may).

(myq, Mp4)

(myq, Map)
Hraé 1
(M2, Myy)

(myz, map)

Obréazek 1.1: Strom hry.

V nésledujici definici si zakladni pojmy predstavime z matematického hle-
diska.
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Definice 1. Hrou N hrac¢a v normalnim tvaru budeme rozumét usporadanou
(2N + 1)-tici
G={H,Xy,...,Xn,M,... My}, (1.1)

kde:
1. H={1,..., N} je neprazdnd, konetnd mnozina hracua

2. Xq,..., Xy jsou méfitelné mnoziny, pfricemz mnozinu X; nazveme prosto-

rem strategii hrace i € H a prvek x; € X; nazveme strategii hrace i € H

3. My, ..., My jsou omezené realné funkce definované na kartézském soucinu
X1 X ... x Xy, pricemz funkci M; nazyvame vyplatni funkci hrace i € H

a hodnotu vyplatni funkce M; nazveme vyplatou hrace i € H

Je-li hodnota vyplatni funkce pro daného hrace kladna, hovoiime o zisku, je-li

zaporna, hovoiime o ztrate.

Poznamka 2. Definice 1 pfipousti moznost nekonecnosti ¢i nespocetnosti pro-
storu strategii. My se omezime pouze na konecné hry, ve kterych jsou prostory

strategii jednotlivych hracu konecné mnoziny, tj. maji koneény pocet prvku.

Tyto zédkladni pojmy by nam ovSsem k pochopeni celé problematiky nestacily,
proto musime uvést i nasledujici.

Optimalni strategie je takova strategie, ktera vede k nejlepsimu moznému
vysledku vzhledem ke stanovenym cilum urcitého hrace.

Rovnovaha neboli ekvilibrium je stav hry, kdy zadny hra¢ nema motivaci
zménit svou strategii, jelikoz je jeho strategie nejlepsi moznou odpovédi na stra-
tegie ostatnich hrac¢u. Bod, ve kterém tento stav nastane, nazyvame rovnovazny
bod. Existuje vice typu rovnovah, my se v dalsim textu budeme zabyvat predevsim
Nashovou rovnovahou.

Ryzi (Cistd) strategie spociva ve vybéru jedné, presné definované akce z
mnoziny strategii. Pfi hrani hry hrac¢ zvoli pravé tuto vybranou strategii, aniz by
zvazoval ostatni moznosti. Hra¢ se snazi najit tu ryzi strategii, kterd mu umozni

dosahnout co nejlepsiho vysledku.
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Muzeme uvazovat naptiklad situaci zminénou na tiplném pocatku prvni kapi-
toly, kdy jdeme po chodniku, proti ndm jde osoba a my muZeme ustoupit bud
doprava nebo doleva. Pokud si v takové situaci zvolime jako svou ryzi strate-
gii 'ustoupit doprava’, pak tuto strategii pouzijeme v takové situaci vzdy, bez
ohledu na ostatni faktory hry (zvolena strategie oponenta, stav hry, predchozi
akce protihracu, preference hrace apod).

SmiSena strategie nastava v situaci, kdy hrac¢ vybira z vice akci s urcitymi
pravdépodobnostmi. Pouziti smiSenych strategii muze hraci umoznit maximali-
zovat jeho uzitek.

V pripadé smiSenych strategiich by hrac s pravdépodobnosti p vybral strategii
‘ustoupit doprava’ a s pravdépodobnosti 1 — p strategii "ustoupit doleva’, kde p

je ¢islo mezi nulou a jednickou.

1.3. Rovnovaha v teorii her

V hlavni casti této bakalarské préce si jednotlivé druhy her ukazeme na
prikladech, ve kterych budeme hledat rovnovahu hry. Zékladni principy nale-

zeni rovnovéahy si ukazeme v této podkapitole a budeme ¢erpat z [3], [3], [I 1] a

[13].

Budeme uvazovat nasledujici podminky rozhodovacich situaci:

e hra musi obsahovat alespon dva hrace, minimalné jeden z hrac¢u musi byt

racionalni

e hraci voli své strategie nezavisle na ostatnich, tzn. ze se mezi sebou nemohou

domlouvat, jakou strategii zvoli
e vsichni ucastnici znaji pravidla hry a ta se béhem hry neméni
e hra je konecna

P1i hledani rovnovahy je z pocatku klicové spravné identifikovat hru, hrace,
jejich mozné strategie a vyplaty. Poté vSe zaneseme do vyplatni matice, kde v

fadcich zobrazime strategie jednoho hrace a ve sloupcich strategie druhého hrace.
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Pro kazdého hrace musi byt uvedeny vSechny mozné strategie a odpovidajici
vyplaty. Dale muzeme ptejit k hleddani dominantnich strategii, coz je situace,

kterd je pro hrace vzdy vyhodnéjsi bez ohledu na to, co zvoli oponent.

Definice 2. Necht I = (H, Y, M) je smiSenym rozsifenim * hry G = (H, X, M),
pak fekneme, Ze strategie yi € Y; i-tého hrace silné dominuje (je lepsi nez)

y? € Y; i-tého hrace, pokud plati:
vyl = (yb Y1, Yiv 1y -0 yN) : M'L(yzvyzl> Z M'L(yzv y’?) (12>

Iy Mi(y',y;) > Mi(y',v7) (1.3)
Znacime pak y} = y?. Pokud je splnéna pouze podminka 1.2, pak fikdme, Ze
strategie y! i-tého hrice slabé dominuje (je aspon tak dobra jako) strategii y2
i-tého hrace a znacime y! = 3?. Pokud plati y} = y? a zdroven y} < y?, pak
ifkdme, 7Ze strategie y} a y? i-tého hrace jsou ekvivalentni (jsou stejné dobré),

znacime y} ~ y?

Definice 2 nam umoznuje porovnavat mezi sebou jednotlivé strategie hrace.
Silné dominantni strategie poskytne hraci vétsi uzitek nez ostatni dostupné strate-
gie. Slabé dominantni strategie vede ke stejnym ¢i lepSim vysledkum nez alterna-
tivni strategie. Plati, ze pokud je strategie silné dominantni tak je zaroven i slabé
dominantni. To, Ze je slabé dominantni strategie i silné dominantni, zaruceno
neni. Pokud najdeme dominantni strategie pro oba hrace, pak prusecik téchto

strategii reprezentuje Nashovu rovnovahu.

Definice 3. N-tici strategii = (771, ...,Zy) nazveme rovnovaznym bodem

(ptislusné hry v normdlnim tvaru), jestlize plati:
Mz(l’_l, ey i1, l’_i, Ljd1yeeey m) Z Mz(l’_l, ooy Li—1y Ljy Ljg 1y --es m) (14)

pro vSechna ¢ € H a vSechna z; € X;. Slozka T; se nazyva rovnovaznou stra-

tegii i-tého hrace.

3Smisené rozsifeni hry se pouzivd v pifpadé, kdy hra nemd fe§en{ v ryzich strategiich.
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V definici 3 rovnovaznym bodem myslime pravé Nashovu rovnovahu, kterou
lze popsat jako situaci, kdy hra¢ nema motivaci odchylit se od své strategie za
predpokladu, ze svou strategii nezmeéni ani ostatni icastnici hry. Tento koncept
je pojmenovan po Johnu Nashovi, ktery vyrazné prispél k rozvoji této myslenky

a to tim, ze vyslovil a dokazal néasledujici vétu.

Véta 1. (Nashova véta) Ve smisenych strategiich md kazdd konecnd hra ale-

spon jeden rovnovdzny bod. [7]
Plati:
e Pokud hra nemda dominantni strategie stdle muze mit Nashovu rovnovahu.

e Dominantni strategie se casto pouzivaji ke zredukovani poctu strategii, o

kterych hrac uvazuje.
e Nashova rovnovéaha muze, ale nemusi byt optimalni strategii.

e V zavislosti na tom, zda hraci pouzivaji ryzi ¢i smiSenou strategii, rozliSujeme

ryzi a smiSenou Nashovu rovnovahu.

Za nejznaméjsi piiklad uziti Nashovy rovnovahy je povazovano Véznovo di-
lema popsané v [3] a mnoha dalsich literaturach.
Vypocet Nashovy rovnovahy si ukazeme na nasledujicich prikladech, které

jsou obdobou znamého konfliktu Souboj pohlavi.

Priklad 1. Uvazujme Alese a jeho nového souseda Bena, ktefi pri seznamovani
zjisti, ze sdili zajem o sport. Ales ma nejradéji tenis a Ben fotbal. Ales navrhne,
aby se nasledujici den v urcity cas sesli v nedaleké sportovni hale. Rozlouci se s
tim, ze se v dany den domluvi, jestli si pujdou jeden ze sportu zahrat spolecné,
nebo pujde kazdy na jiny. Ben se druhy den zpozdi v préci a do sportovni haly jede
rovnou ze zaméstnani. Telefonni ¢isla si novi sousedé vymeénit nestihli a sportovni
hala ma oddélené vchody pro tenis a fotbal, kazdy na jiné strané budovy. Nemaji
se jak domluvit a musi se tedy rozhodnout nezavisle, aniz by védéli, ktery sport

si pujde zahrat ten druhy.
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Oznacme si a = 1 jako uzitek z traveni ¢asu se svym znamym a b = 2 jako
uzitek z hrani svého oblibeného sportu. Alese si pro zjednodusSeni oznac¢ime jako
hrace A a Bena jako hrace B. Nejprve si musime sestavit vyplatni matici, ve které
si vyplaty hrace A znazornime modfe a vyplaty hrace B cervené. Plati, ze pokud
oba pujdou na tenis, hra¢ A bude mit uzitek a+b = 3 a hrac¢ B, ktery nebude hrat
svuj preferovany sport, bude mit uzitek pouze a = 1. Timto zpusobem ziskame

matici zndzornénou v tabulce 1.2.

Hrac B
Tenis Fotbal
Tenis 3,1 2,2
Fotbal 0,0 1,3

Hric A

Tabulka 1.2: Vyplatni matice hracu A a B

Nyni muzeme zacit hledat Nashovu rovnovahu. Postupujeme nésledovneé:

e pokud by hra¢ A zvolil tenis, hra¢ B by volil mezi uzitkem 1 a 2 - zvolil by

moznost s vétsi vyplatou - fotbal
e pokud by hra¢ A zvolil fotbal, hra¢ B by opét zvolil fotbal

e pokud by hra¢ B zvolil tenis, hra¢ A by volil mezi vyplatou 3 a 0 - zvolil
by tenis

e pokud by hra¢ B zvolil fotbal, hra¢ A by zvolil tenis

Fotbal je dominantni strategii hrace B, protoze ji zvoli vzdy, bez ohledu na to, co
zvoli hrd¢ A a tenis je dominantni strategii hrace A. Par strategii (tenis, fotbal)
tvori v této hfe Nashovu rovnovahu, jelikoz v tomto bodé oba hraci voli nejlepsi
moznou strategii vzhledem ke zvolené strategii toho druhého. Zaroven je tenis

optimalni strategii hrace A a fotbal optimalni strategii hrace B.

Priiklad 2. Manzelé Cyril a Dana se po telefonu domluvi, ze se po praci potkaji
ve sportovni hale. Cyril hraje radéji tenis, Dana preferuje fotbal. Dané se pfi

hovoru vybije telefon, takze se nestihnou domluvit, zda si zahraji jeden ze sportu
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spole¢né, nebo pujde kazdy na jiny. Hala ma oddélené vchody pro tenis a fotbal,
takze se musi kazdy samostatné rozhodnout, ktery sport si pujde zahréat.

U manzelu lze predpokladat, ze ziskaji vétsi uzitek z traveni casu spolu, nez z
hrani preferovaného sportu - tedy a = 2 a b = 1. Ozna¢me si Cyrila jako hrace C
(a jeho vyplaty modie) a Danu jako hrace D (a jeji vyplaty cervené). Sestrojime

si vyplatni matici znazornénou v tabulce 1.3.

Hrac D
Tenis Fotbal
Tenis 3,2 1,1
Fotbal 0,0 2,3

Hrac C

Tabulka 1.3: Vyplatni matice hracu C a D

Pri hledani dominantnich strategii a Nashovy rovnovahy postupujeme stej-
nym zpusobem jako v predchozim piikladé. Pokud by hrac¢ C zvolil tenis, nejlepsi
odpovédi hrace D by byl tenis a pokud by hrac C zvolil fotbal, hra¢c D by zvolil
taktéz fotbal. Pro hrace C také plati, ze by vzdy zvolil to, co hra¢ D. Nenasli
jsme sice dominantni strategie ani jednoho hrace, nasli jsme ovsem 2 Nashovy
rovnovahy, a to pary strategii (tenis, tenis), (fotbal, fotbal). V téchto bodech ani
jeden z nich nemuze zlepsit svou vyplatu tim, ze zméni svou strategii, pokud ani
druhy hra¢ svou strategii nezméni. V této hie neexistuje jednoznacnda optimalni

strategie ani pro jednoho hrace.

Z prikladu je ziejmé, ze nemusi existovat pouze jedna Nashova rovnovéha,
muze jich byt i vice. Existuji také hry, ve kterych neexistuje zadna Nashova rov-
novaha. Prikladem takové hry muze byt hra kdamen, nuzky, papir, jejiz vyplatni
matice je znazornéna na obrazku 1.4. Pocet Nashovych rovnovéh zavisi na strukture
hry, po¢tu hracu, na jejich strategiich a vyplatach.

Nyni si kratce predstavime hry s nulovym souétem, ve kterych budeme
Nashovu rovnovahu hledat pomoci metody sedlového bodu. Ve hrach s nulovym
sou¢tem jsou zajmy hracu v piimém rozporu, protoze to, co jeden hrac ziska,

druhy ztrati. Podstata téchto her spo¢iva v tom, ze je soucet vyplat vSech hracu
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Hrac B

Kamen Nuzky Papir

Kamen 0,0 1,-1 -1, 1

Hrac A Nuzky -1, 1 0,0 1,-1
Papir 1, -1 -1, 1 0,0

Tabulka 1.4: Vyplatni matice pii hie kdmen, nuzky, papir

roven nule. Typickym piikladem je poker, kdy jeden hrac vyhraje penize, které
ten druhy prohraje. Déle pak hry, ve kterych je jeden vitéz a jeden porazeny,
napriklad Sachy, piskvorky ¢ kamen, nuzky, papir, ale i fotbal, tenis a dalsi sporty.

V konecné hie pro dva hrace, kdy hra¢ A ma na vybeér ze strategiii = 1,2, ...,m
a hra¢ B ze strategii 7 = 1,2,...,n je hra reprezentovana vyplatni matici A,
kde tadky matice odpovidaji strategiim hrace A a sloupce matice odpovidaji

strategiim hrace B.

11 A1z - Q1

21 Q22 - A2p
A=

Aml Am2 *** Amn

Prvek a;; v matici A odpovida vyplaté hrdce A v situaci, kdy hra¢ A zvoli i-tou
strategii a hra¢ B zvoli j-tou strategii. Vyplata hrace B je rovna opacné hodnoté
a;; tedy —a;j. Pro nalezeni sedlového bodu ve vyplatni matici pro dva hrace

budeme postupovat nasledovneé:
1. V kazdém tadku matice najdeme minimalni prvek.
2. V kazdém sloupci matice najdeme maximalni prvek.

3. Pokud je néjaky prvek nejmensi ve svém fadku a zaroven nejvetsi ve svém

sloupci nasli jsme sedlovy bod, ktery je zaroven ryzi Nashovou rovnovahou.

Stejné jako v ptipadé Nashovy rovnovahy plati, ze hra muze mit jeden, vice
¢i zadny sedlovy bod. Pokud hra neméd sedlovy bod, stdle muze mit smiSenou

Nashovu rovnovéhu, kterou bychom hledali jinymi metodami.
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Piiklad 3. Nechf mame hru dvou hréct, kde je vyplata hrdée A popsina matici

A. Chceme najit rovnovazny bod této hry pomoci metody sedlového bodu.

3 85 -2
4 370
-142 0
2 004

A:

Postupujeme nasledovné: jako prvni najdeme v kazdém radku matice minimalni
prvek a oznacime si ho tucné, poté vyhledame maximalni prvek v kazdém sloupci
a ten si podtrhneme. Sedlovy bod je prvek, ktery je nejmensi ve svém tadku a

zaroven nejvetsi ve svém sloupci.

385 -2
4370
A= 140 0
2 004

Vidime, ze jsme nasli jeden sedlovy bod ve druhém tadku a ¢tvrtém sloupci
matice A. V tomto bodé je vyplata hrace A rovna ass = 0 a vyplata hrace B je

rovna —asgy = 0.
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Kapitola 2

Déleni her podle dostupnych
informaci

Hry v teorii her lze ¢lenit na zakladé ruznych kritérii. Jednim z nich je déleni
podle toho, jaké informace k hrani hry maji hraci k dispozici. Existuji hry s
uplnou a netplnou informaci, ve kterych zalezi na tom, jaké vychozi infor-
mace o hie hraci maji, zda znaji jeji pravidla, stategie ostatnich hracu apod.
Také existuji hry s dokonalou a nedokonalou informaci, které se lisi zna-
lostmi v prubéhu hry. Zalezi v nich na tom, zda hraci vi, v jakém stavu se hra
nachéazi a jaké tahy byly dosud provedeny. Abychom byli schopni fesit situace,
které nastanou, je dulezité pochopit rozdily mezi jednotlivymi druhy her, proto
se kazdym typem budeme postupné vénovat v nasledujicich podkapitolach. Pro

zjednoduseni budeme uvazovat pouze hry dvou hracu.

2.1. Hry s uplnou informaci

V této podkapitole se budeme vénovat prvnimu typu her, a to hram s tplnou
informaci, ve kterych je klicova perfektni znalost struktury hry. Budeme cerpat
z [1] a [10].

Upln4 informace o strukture hry zahrnuje znalost pravidel hry, strategii, které
maji vSichni hraci k dispozici, a také vyplat, které jsou spojeny s kazdym moznym
vysledkem hry. Vsichni hraci tedy maji uplné a shodné vychozi informace o hie a

oznacujeme je jako spolecné informace ¢i spolecnou znalost. V tomto smyslu tedy
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neexistuje zadnd nejistota ¢i skryté informace. Matematicka interpretace hry s
uplnou informaci v normalnim tvaru je shodnd s definici 1.

Klasickym piikladem jsou sachy, jelikoz vsichni hraci znaji pravidla hry, vidi
postaveni figurek na Sachovnici a vi, jaké jsou mozné tahy kazdé figurky. Vyplaty
jsou urc¢eny vysledkem hry, kterym je bud’ vyhra, remiza nebo prohra. To samé
plati o hie ddma a o ¢inské deskové hie go, ve které hraci kladou cerné a bilé
kameny na ¢tvercovou desku. V redlném zivoté se s takovymi situacemi setkdvame
pouze ziidka.

Hledani rovnovahy ve statickych hrach s tplnou informaci probihd pomoci
konceptu Nashovy rovnovahy, ktery jsme si vysvétlili v pfedchozi kapitole. V
dynamickych hrach ovSem musime pouzit silnéjsi verzi Nashovy rovnovahy a to
dokonalou (Nashovu) rovnoviahu podhry (anglicky subgame perfect (Nash)
equilibrium). Podhra je podmnozina hry, kterd je posuzovédna samostatné a skladéa
se z néjakého pocatecni uzlu a vsech nésledujicich uzlu. Napiiklad hra, jejiz strom

je zobrazeny na obrazku 2.1 ma 4 podhry. Vidime, Ze i hra samotna je podhrou.

Obrézek 2.1: Podhry hry.

Koncept dokonalé Nashovy rovnovahy podhry vyzaduje, aby hraci hrali op-
timéalné v kazdé podhie puvodni hry, coz znamend, ze kazdy hrac¢ voli nejlepsi
moznou strategii vzhledem k akcim ostatnich hracu v ramci kazdé podhry. Z to-

hoto popisu je ziejmé, ze tak vznikaji kombinace strategii, které jsou Nashovou
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rovnovahou v kazdé podhre.

K nalezeni dokonalé rovnovahy podhry se pouziva princip zpétné indukce, pii
kterém se postupuje od posledniho uzlu ve stromu hry az k poc¢ate¢nimu uzlu. V
kazdém uzlu identifikujeme podhru a uréime strategii, jakou by mél hrac provést,
aby maximalizoval svuj uzitek. To probihd za predpokladu, ze i ostatni hraci

budou hrat optimalneé.

Priklad 4. V obci probihaji volby na pozici starosty. Uvazujme kandiddta A a
kandidéata B, ktefi se snazi ziskat co nejvétsi pocet volicu na svou stranu. Kandidat
A ma k dispozici dveé strategie, jak muze vést svou kampan, a to strategii aktivni
a pasivni. Kandidat B je zndmy tim, Ze se neboji pouzit kritiku vuci ostatnim,
takze ma k dispozici i strategii agresivni. Kandidati se rozhoduji nezavisle a maji o
sobé navzajem uplné informace diky predvolebni kampani, vefejnych prohlasenich
a interakci s vetrejnosti.

Aktivni strategie spo¢iva v ucasti na debatach, oslovovani voli¢u a v propa-
gaci své kampané. Zaroven prinasi naklady na reprezentaci. Pasivni strategie nao-
pak spociva v minimalizaci vefejného vystupovani a neprinasi zadné nadbytecné
naklady. Agresivni strategie znamena kritiku nazoru a postoju protihrace. To
muze odradit nékteré volice, ktefl uprednostiuji neitoény piistup kandidata.

K urceni vyplat si oznac¢ime:

a = 5 jako uzitek ze ziskani volicu pri realizaci aktivni strategie

b = —2 jako zaporny uzitek z nakladu pfi realizaci aktivni strategie

¢ = 3 nadbytecny uzitek ze ziskani voli¢u, ktery vznika pii realizaci aktivni

strategie v pripadé, ze druhy hrac¢ strategii zvoli pasivni

d = 2 jako uzitek ze ziskani voli¢u pii realizaci pasivni strategie

e = 3 jako uzitek ze ziskani volicu pri realizaci agresivni strategie

f = —1 jako zaporny uzitek kandidata B pti uziti agresivni strategie, ktery

nastane pouze pokud druhy kandidat zvoli aktivni strategii
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e g = —2 jako zaporny uzitek kandidata A pfi uziti pasivni strategie, ktery

nastane pokud kandidat B zvoli agresivni strategii
Vyplaty vypocteme nasledovneé:

e v situaci, kdy oba hraci zvoli aktivni strategii, bude uzitek kazdého z nich

rovena+b=5—-2=3

e pokud jeden zvoli aktivni strategii a druhy pasivni, pak ten, ktery zvolil
aktivni strategii, ziska uzitek a +b+c =5 — 2+ 3 = 6 a kandidat, ktery

zvolil pasivni strategii, ziskd uzitek d = 2

e pokud kandidat A zvoli aktivni strategii a kandidat B agresivni, pak kan-
didat A ziska uzitek a + b = 3 a kandidat B ziskd uzitek e+ f =3 — 1 =2

e v piipadé, ze se oba kandidati rozhodnout pro pasivni strategii, oba ziskaji

uzitek d = 2

e v piipadé, ze kandidat A bude realizovat pasivni strategii a kandidat B
agresivni, pak kandidat A ziska vyplatu d + g = 2 — 2 = 0 a kandidat B
vyplatu e = 3

Jako prvni fesme situaci, kdy kandidat A voli svou strategii jako prvni a kan-
didat B si strategii vybird na zékladé strategie zvolené kandidatem A. Strom
rozhodovaci situace vidime na obrazku 2.2.

Pokud chceme nalézt optimalni strategie pro oba hréace, pouzijeme zpétnou
indukci. Zacneme u uzlu, kde mezi svymi strategiemi vybira kandidat B, po tom,
co by kandidat A zvolil aktivni strategii. V tom piipadé by hra¢ B vybiral mezi
vyplatami 3, 2 a 2. Zvolil by strategii aktivni. Nyni se pfesunme do uzlu, ktery
nasleduje po tom, co by hra¢ A zvolil strategii pasivni. Pak by nejlepsi moznou
odpoveédi hrace B byla opét strategie aktivni. Nalézt dokonalou rovnovahu podhry
je uz snadné. Hrac¢ A by volil mezi vyplatami 3 a 2. Je pro néj tedy nejvyhodnéjsi
zvolit aktivni strategii a dokonalou rovnovdhou podhry tvoii par strategii (ak-

tivni, aktivni) s vyplatami (3,3).
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(3, 3)

® 5.2

3.2
Kandidat A (2 6)
Pasivni strategie
Kandidat B ® 22
49.’9&
/|
"’7/&,‘%
/51%
(0, 3)

Obrazek 2.2: Strom volebni kampané - varianta 1.

Nyni predpokladejme, ze je na tahu prvni kandidat B, ktery se rozhoduje,
jakou ze t¥1 moznych strategii pouzit pri realizaci své kampané. Strom pii této
varianté hry je znazornén na obrazku 2.3.

Pii hledani rovnovahy postupuje obdobné, pouze zaciname jednim ze ti{ uzlu,
ve kterych si voli svou strategii kandidat A. Postupné zjistime, Ze je pro kan-
didata A vzdy nejvyhodnéjsi volit strategii aktivni. Nasledné se presuneme k
pocatecnimu uzlu, kde voli svou strategii kandidat B a dospéjeme ke stejné do-
konalé rovnovéaze podhry jako v piipadé varianty 1.

Nehledé na to, zda bude svou strategii jako prvni volit kandidat 1 ¢i kandidat
2, vzdy je pro oba nejlepsi volit aktivni strategii a snazit se ziskat volice férovym
zpusobem.

Hru by slo zapsat i v normalnim tvaru, coz by znamenalo, ze by se kandidati

o své kampani rozhodovali soucasné. Tento model bychom ftesili pomoci konceptu
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(3, 3)

Kandidat A

(2, 6)

(6. 2)

Kandidat B
(2 2)
32
Kandidat A

(0,3)
Obrazek 2.3: Strom volebni kampané - varianta 2.

Nashovy rovnovahy.

2.2. Hry s netplnou informaci

Ve vétsiné konfliktnich situaci ndm néjaka zasadni informace chybi. Pokud se
jedna o vychozi informace o struktufe hry, pak tyto hry nazyvame hry s netiplnou
informaci neboli Bayesovské hry. Pii analyze tohoto typu her budeme vychézet z
(21, 131, [4], [9] a [14].

Chybéjici informace ve hrach s netiplnou informaci musi byt pro hru zasadni

a mohou byt tohoto charakteru:

e informace o ostatnich hracich - hrac¢i nemusi znat identitu svych protihracu,

jaké jsou jejich cile, preference apod.

e vyplaty - hraci nemusi védét presné vyplaty spojené s kazdym moznym

vysledkem hry
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e strategie ostatnich hracu - hrac¢i nemusi védét, jaké tahy mohou ostatni

hraci provést

e dusledky akci - hraci nemusi védét, co bude nasledkem tahu, ktery oni sami

nebo ostatni hraci provedou

Vyznamnou roli v rozvoji her s neiplnou informaci sehral John Harsanyi, ktery
v roce 1967 publikoval rozsahly ¢lanek Games with Incomplete Information Pla-
yed by "Bayesian” Players. Publikace je rozdélena na tii ¢asti, ve kterych se
postupné vénuje modelu her s netiplnou informaci, hledanim Bayesovské rov-
novahy a uplatnénim konceptu Bayesovskych her v redlném svété. Autorovou
hlavni myslenkou je, ze se d& hra s netplnou informaci transformovat na hru s
tplnou, ale nedokonalou informaci®, aniz by se zménila jeji podstata.

Pti analyze rozhodovaci situace se hrac¢ nejprve nachézi v situaci rozhodovani
za nejistoty, jelikoz je néjaky parametr hry nahodnd veli¢ina. Prvni fazi pri roz-
hodovani za nejistoty je urceni tzv. apriorniho rozdéleni, které reprezentuje
hracovy pocatecni predpoklady o hodnotach nahodné veli¢iny, kterou chce od-
hadnout. Toto rozdéleni muze byt zalozeno na predchozich zkuSenostech, subjek-
tivnich odhadech ¢i statistickych tdajich. Diky tomuto pocatecnimu odhadu se

hrac¢ dostane do situace rozhodovani za rizika.
Definice 4. Bayesovskd hra H dvou hracu obsahuje nasledujici prvky:
1. mnozinu hracua {1,2}

2. mnozinu {Xy, X2}, kde X7 = {x11, 212, ..., %1, } je prostor strategii hrace 1

a Xo = {@91,Ta9, ..., T, } je prostor strategii hrace 2

3. mnozinu {11, T5}, kde T1 = {t11, t12, ..., t1,n } je prostor typu hrace 1 a Ty =
{ta1,t22, ..., t2, } je prostor typu hrace 2

4. sdruzené pravdépodobnostni rozdéleni typu p(ty;,t2;) pro i = 1,....,m a

7=1..,n

1O hréch s nedokonalou informaci si vice fekneme v podkapitole 2.4.
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5. mnozinu vyplatnich funkef {fi, fo}, kde fe(@1r, z2s, t1s, t25) pro r =1,...,p;
s=1,.,q¢;i=1,..m;j=1,...nak=1,2

V Bayesovskych hrach se vyskytuji nové prvky a to takzvané typy hrace.
Kazdy hra¢ ma mnozinu ruznych typu, které mohou predstavovat ruzné faktory,
naptiklad droven dovednosti hrace, jeho preference, dostupné zdroje apod. Tyto
typy urcuji, jakym zpusobem se hraci rozhoduji v dané situaci hry. Mnozina
typu hracu muze obsahovat napiiklad prvky ’zacatecnik’, ’stredné pokrocily’,
'pokrocily’, ve fotbale by mnozina typu hra¢u mohla obsahovat prvky "itoénik’,

‘obrance’, 'brankai’ apod.

Poznamka 3. Vztah mezi typem hrace a jeho strategii lze popsat zapisem
sg : T, — Xj pro hréace k, ktery rika, ze funkce s je zobrazeni z prostoru typu
hréce k do prostoru strategii hrace k. Tato funkce popisuje, jakym zpusobem hrac

k voli svou strategii na zakladé svého typu (vSe pro k = 1,2).

V definici 4 se objevuje pojem sdruzend pravdépodobnosti funkce. Tato pravdé-
podobnosti funkce je potieba v pripadé, kdy chceme znat pravdépodobnosti pro
nastani kombinace typu ruznych hracu zaroven. Pokud mame hru dvou hracu,
kdy jeden hra¢ ma dva mozné typy a druhy bude s jistotou pouze jeden typ, pak je
sdruzené pravdépodobnosti rozdéleni rovno marginalnimu pravdépodobnostnimu
rozdéleni, viz priklad 5. Pokud ov8em pouzivame sdruzenou pravdépodobnosti
funkci, 1ze z ni jednoduse vypocitat marginalni pravdépodobnosti funkce pro

hréce 1:
p(t) = Zp(tli7t2j> (2.1)
=1

i pro hrace 2:

m

plta;) = pltri, ba)- (2.2)

i=1
Z definice 4 je zfejmé, ze ve hrach s netplnou informaci ma hra¢ vice moznych
vyplatnich funkci, jelikoz kazda zavisi na 4 parametrech: strategii hrace 1, strate-
gii hrace 2, typu hrace 1 a typu hrace 2. To do rozhodovaci situace pridava dalsi

faktor nejistoty a zvysuje tim jeji komplexitu.

28



Zakladem Harsanyiho transformace na hru s iplnou a nedokonalou informaci
je pridani poc¢atecniho tahu Prirody, ktery nahodné uréi typy hracu na zakladé
jejich prifazenych pravdépodobnosti. Kazdy hra¢ znd svuj typ, ale neznd typy

ostatnich hracu.
Definice 5. Transformovana hra H* s tiplnou a nedokonalou informaci obsahuje:

1. M hracu, kde M = m + n, kde m je pocet typu hrace 1 v puvodni hie H

a n je pocet typu hrace 2 v puvodni hie H
2. mnozinu hraca {(1,¢y;) |[i=1,....m}U{(2,ty) | j=1,...,n}

3. mnozinu prostort akei {Y(1,4,,), Yo}, kde Y1) = {yau1, - Ya,00m)
je prostor akei hrace (1,%15) a Y(2,65;) = {Y(2,t2)),15 -+ Y(2:12;),¢ ) J€ Prostor akei

hrace (2,ty;) proi=1,...,maj=1,...,n

4. mnozinu vyplatnich funkef {g(1,%1;), 9(2,%2;)}, kde g1, (Y1,t0) Y(2,ty).)
je vyplatni funkce hrace (1,%1:) & g(2,1,,)(Y(1,t1) Y(2,12,),s) j€ VYPlatni funkce
hrace (2,t9), kdei=1,..m,j=1,...,n,r=1..,pas=1,..q

Misto o prostorech strategii a strategiich zde hovoiime o prostorech akci a
akcich. Rozdil je v tom, ze v piipadé volby akce jiz hra¢ zna svuj typ, v pripadé
volby strategie ne, a proto musi naplanovat optimalni akci pro kazdy mozny typ.

Hodnoty vyplatni funkce v transformované hie H* se pocitaji jako ocekavané
hodnoty. V piipadé, ze puvodni hra méla pouze dva hrace potiebujeme dva vzorce,
jeden pro typy hrace 1 a druhy pro typy hrace 2.

Vzorec pro vypocet ocekavané vyplaty hrace (1,t1;), ¢ = 1,...,m v transfor-

mované hie H* je nasledujici:

9,00 Y1) Y(2rt2y),8) = Zp(tmtzj) - f1(@1y, T, thi, toj) (2.3)

tgj

a vzorec pro vypocet ocekavané vyplaty hrace (2,t,;), j = 1, ..., n je nasledujic:

92,t2) (YL t10)ms Y(2it2),8) = ZP(%J%‘) < fo(@1r, a5, thi, toj), (2.4)

t1i
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pror=1,..,pas=1,..,q.

Pokud uvazujeme konec¢nou Bayesovskou hru dvou hracu, kdy hra¢ 1 ma
mozné typy a,b a hra¢ 2 ma mozné typy c,d, pak kazdy hra¢ muze na zdkladé
znalosti vlastniho typu a apriorniho pravdépodobnostniho rozdéleni odvodit tzv.
aposteriorni rozdéleni pomoci podminéné pravdépodobnosti. Naptiklad pravdeé-
podobnost toho, ze je hra¢ 2 typ ¢ za predpokladu ze vime, ze je hrac 1 typ a,
vypocteme nasledovné:

Pty =anty=c) Pty =alta=c) - P(ta =c¢)

Pty =clt; = a) = Pl = a) = Plt = a) . (2.5)

kde P(ts = c|t; = a) je hledana aposteriorni pravdépodobnost a P(ty = c)
je apriorni pravdépodobnost toho, ze je hrac¢ 2 typ c. Rovnice se nazyva Baye-
sova véta nebo téz Bayesuv vzorec. Aposteriorni rozdéleni bude blize skutecnému
pravdépodobnostnimu rozdéleni nahodné veli¢iny nez apriorni rozdéleni. Skutecné
rozdéleni znd pouze Priroda.

Nyni prejdeme k hledani rovnovahy v Bayesovskych hrach. V pripadé sta-
tickych her s netplnou informaci se pouzivd Bayesova-Nashova rovnovaha.
Rovnovazny bod je v tomto pripadé mnozina strategii, jedna pro kazdy typ hréce,
takova, ze zadny typ hrace nema motivaci zménit svou strategii vzhledem k jeho
presvédéeni o typech a o tom, jaké strategie voli ostatni typy hracu. Presvédcéeni
o typech ostatnich hracu je obsazeno v jeho aposteriornim rozdéleni. Tento stav
je stabilni, protoze zadny hra¢ nemd motivaci zménit svou strategii, jelikoz zadny
hra¢ nemuze ziskat vyssi vyplaty zménou své strategie. Bayesova-Nashova rov-
novaha ve hie s neuplnou informaci H je jednoduse Nashova rovnovaha hry s

uplnou a nedokonalou informaci H*. Plati zde nésledujici véta:

Veéta 2. V kazdé konecné hre s neiplnou informaci existuje alespon jedna Bayesova-

Nashova rovnovdha. [2]

Priklad 5. Na trhu soupefi dvé firmy. Firma 1 méa dva mozné typy: expanzivni
a konzervativni. V piipadé, Ze je expanzivni, se snazi zvysit svuj podil na trhu
a pokud je konzervativni, tak se snazi udrzet si svuj podil na trhu. Firma 2
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je konzervativni. Obé firmy si mohou vybrat mezi dvéma strategiemi: zlepsit
zékaznické sluzby ¢i inovovat své vyrobky. ZlepSovanim zakaznickych sluzeb si
firma udrzi konkurenceschopnost a své zakazniky. Inovace vyrobku umozni firmeé
zlepsit kvalitu vyrobku a tim prildkat vice zdkazniku.

Mame tedy dvouprvkovou mnozinu hrac¢u {firma 1, firma 2}, prostory stra-
tegii jsou pro oba hrace stejné a obsahuji prvky inovovat vyrobky, zlepsit sluzby.
Mnozina typu hrace 1 vypadad nasledovné: T} = {expanzivni, konzervativni},
mnozina typu hrace 2 je jednoprvkova: Ty = {konzervativni}. Firma 2 na zakladé
dostupnych informaci o firmé 1 odhaduje, ze s pravdépodobnosti p = 0.6 bude
firma 1 expanzivni a s pravdépodobnosti 1 — p = 0.4 bude konzervativni. Tyto
pravdépodobnosti tvoif marginalni pravdépodobnosti rozdélen.

Sestrojime si dvé vyplatni matice, kazdou pro jiny typ firmy 1. V radcich
oznacime strategie firmy 1, ve sloupcich strategie firmy 2. Vyplaty v tabulkach
2.1 a 2.2 zobrazuji celkové uzitky firem, ve kterych je zahrnut uzitek ze zvoleni
preferované strategie - expanzivni firma preferuje inovaci vyrobku, konzervativni
firma preferuje zlepseni zakaznickych sluzeb. Do vyplaty je také zahrnut uzitek
ze zlepseni postaveni firmy na trhu a jsou od néj odec¢teny naklady, které jsou pfi

inovaci vyrobku vétsi nez pii zlepsovani sluzeb.

Firma 2
Sluzby Inovace
Sluzby -1, 1 -2, -1

Inovace 3,0 0, -2

Firma 1

Tabulka 2.1: Vyplatni matice pro expanzivni firmu 1 a firmu 2

Firma 2
Sluzby Inovace
Sluzby 1,1 0, -1

Inovace -1, 0 -2, -2

Firma 1

Tabulka 2.2: Vyplatni matice pro konzervativni firmu 1 a firmu 2

Firmy momentalné maji na trhu stejné postaveni, voli své strategie soucasné
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a rozhoduji se nezavisle. Jedna se o situaci s netiplnou informaci, jelikoz firma 2
muze pouze odhadnout, zda firma 1 usiluje o zlepSeni pozice na trhu ¢i ne.

Hru s neuplnou informaci prevedeme na hru s nedokonalou informaci, ktera
bude obsahovat tii hrace a to expanzivni firmu 1, konzervativni firmu 1 a firmu 2.
Pravdépodobnostni rozdéleni typu pred tahem Prirody znaji obé firmy, ale pouze
firma 1 bude pred zacatkem hry znat svuj typ zvoleny Prirodou. Pro firmu 2 je
klicové odhadnout optimalni strategie pro oba typy firmy 1.

Vytvorime vyplatni matici ti1 hra¢u, kdy prvni hodnota je vyplata expanzivni
firmy 1, druha hodnota je vyplata konzervativni firmy 1 a tfeti hodnota je vyplata

firmy 2.

Sluzby Inovace
(ss) -1,1,1 -2, 0, -1
(SI) -1,-1,0.6 -2,-2,-1.4
(Is) 3,1,04 0,0,-1.6
(I 3,-1,0 0,-2,-2

Tabulka 2.3: Vyplatni matice transformované hry

Dvojice strategii (SI) znaéi situaci, kdy expanzivni firma 1 zvoli jako strategii
zlepsovani zakaznickych sluzeb a konzervativni firma 1 zvoli inovaci vyrobku.
Obdobné bychom interpretovali i ostatni dvojice strategii. Pfi vypoc¢tu hodnot
vyplatnich funkci postupujeme nasledovné. Prvni dvé hodnoty bereme z tabulek
2.1 a 2.2, tfeti hodnoty musime vypocitat podle rovnice (2.4). Naptiklad vyplatu
v situaci, kdy expanzivni firma 1 zvoli zlepSeni sluzeb, konzervativni firma 1 zvoli
inovaci a firma 2 taktéz inovaci, ziskdme nésledovné: z tabulky 2.1 vezmeme z
kombinace akci (sluzby, inovace) hodnotu -2 pro expanzivni firmu 1, z tabulky 2.2
vezmeme z kombinace akei (inovace, inovace) pro konzervativni firmu 1 hodnotu
-2 a vyplatu pro firmu 2 vypocitame: (—1)-0.6 + (—2) - 0.4 = —1.4.

Konecné muzeme piejit k hledani Nashovy rovnovahy. Zjednodusené lze fict,
ze pro expanzivni firmu 1 hleddme sloupcova maxima z prvnich hodnot, pro

konzervativni firmu 1 hledame sloupcova maxima z druhych hodnot a pro firmu
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2 hledame tadkova maxima z tfetich hodnot. Tyto hodnoty si ve vyplatni matici

oznacime tucné.

Sluzby Inovace
(Ss) -1,1,1 -2,0, -1
(SI) -1,-1,0.6 -2,-2,-1.4
(Is) 3,1,04 0,0,-16
(1I1) 3,-1,0 0, -2,-2

Tabulka 2.4: Vyplatni matice transformované hry - rovnovaha

Nasli jsme Bayesovu-Nashovu rovnovahu v ryzich strategiich. Firma 2 se
zameéri na zlepSeni kvality svych zakaznickych sluzeb, stejné jako firma 1 pokud
bude typ konzervativni. Pokud bude firma 1 typ expanzivni, pak bude inovovat

vyrobky.

Jiz vime, ze pfi dynamickych hrach pozadujeme rovnovahu v kazdé podhie
hry. V pripadé her s netiiplnou informaci se tento koncept nazyva dokonala Ba-
yesovska rovnovaha, kterd je definovana jako mnozina strategii a presvédcéeni
hrace. Ptesvéd¢enim mame na mysli apriorni rozdéleni, které hra¢ ma pred zacatkem
hry a také aposteriorni rozdéleni, které hrac¢ béhem hry aktualizuje pomoci Baye-
sova vzorce (2.5). Nalezeni tohoto typu rovnovahy zavisi na konkrétnich podminkach
hry a casto se jedna o velmi slozity proces, lze ovsem, stejné jako v dynamickych
hrach s tdplnou informaci, pouzit zpétnou indukeci.

Mezi hry s netuplnou informaci patii aukce, ve kterych hraci neznaji vyplatni
funkce ostatnich hracu. Dale pak karetni hry jako poker, kdy hrac nevi, jaké karty
v ruce drzi protivnici, ani jakou maji ostatni predstavu o jeho kartach. Také
napiiklad hra lodé, ve které hra¢ nezna rozmisténi lodi protihrace. Pfi naboru
novych zaméstnancu firma neznd uchazecovy schopnosti. Pfi vstupu firmy na trh
je ¢asta neznalost podrobnosti o trhu, konkurenci, preferencich zakazniku apod.
Mnoho situaci z redlného zivota by se dalo oznacit za hry s netdplnou informaci,

predevsim ekonomické situace, ale i valec¢né konflikty apod.
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2.3. Hry s dokonalou informaci

Po vysvétleni her s iplnou a nedplnou informaci muzeme piejit k popisu her,
ve kterych vse zavisi na tom, jaké informace maji hraci béhem hry. Jako prvni
se zaméiime na hry s dokonalou informaci, pii jejichz popisu budeme vyuzivat
literaturu [1], [2], [6] a [15].

Ve hrach s dokonalou informaci jsou vsichni icastnici rozhodovaci situace plné
informovani o vSech predchozich pohybech hracu a o tom, v jakém stavu hry se
zrovna nachazi. To znamend, ze pokud bychom hru zapisovali ve formé stromu,
pak vzdy vSichni vi, v jakém uzlu momentalné jsou. Vsechny tyto predpoklady
plati po celou dobu hry. Hry s dokonalou informaci ovSsem mohou obsahovat i
nahodné prvky, jako je napiiklad hod kostkou ¢i hod minci. Hraci totiz vedi o
vSech moznych vysledcich a pravdépodobnostech téchto vysledku. Tim mame na
mysli to, ze pri hodu férovou kostkou vsichni hraci vi, ze kazda strana kostky
padne se stejnou pravdépodobnosti, a to p = é. Obdobné pti hodu minci padne

orel /panna s pravdépodobnosti p = %
Definice 6. Rozvinuta hra s dokonalou informaci obsahuje:
1. mnozinu hracu

2. mnozinu sekvenci neboli mnozinu historii, ktera obsahuje vsechny mozné
posloupnosti tahu, které ve hie mohou nastat, pricemz zadna sekvence neni

podsekvenci jiné sekvence

3. funkce, ktera kazdému rozhodovacimu bodu ve hte, tedy kazdému uzlu ve

stromu hry, pfrifazuje hrace

4. preferencni funkce pro kazdého hrace nad mnozinou sekvenci, kterou repre-

zentujeme pomoci vyplat

Pii hledani rovnovahy nenarazime na nic, co jiz nezname z predchozich typu
her. Pokud uvazujeme statickou hru, pak pouzijeme klasickou Nashovu rovnovahu,

pokud se jedna o hru dynamickou tak pouzijeme dokonalou rovnovahu podhry.
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Pro analyzu rovnovahy hry s dokonalou informaci ma zésadni vyznam nasledujici

vetas:

Veéta 3. Kazdd konecnd hra v rozvinutém tvaru s dokonalou informaci mad reseni

v ryzich strategiich. [”]

Jako priklad her s dokonalou informaci muzeme uvést mnoho klasickych des-
kovych her jako Sachy, ddma, go, ale i Monopoly a Clovéce, nezlob sel. Ve vsech
téchto hrach zna kazdy hrac predchozi tahy a tim i aktudlni pozici na hraci plose.
V pripadé deskovych her je obvykle slozité najit optimalni strategii kazdého hréce,
jelikoz obsahuji velké mnozstvi moznych tahu a hraci musi byt schopni reagovat
na tahy protivnika. V realném svété se situace, kdy maji hraci vsechny informace
o prubéhu hry, vyskytuji pouze ojedinéle.

Dokonalou informaci jsme uvazovali i v ptikladé 4 v podkapitole o hrach s
uplnou informaci. Dokonalost informace spocivala v tom, ze kandidat, ktery svou
strategii volil jako druhy, védél, co zvolil kandidat, ktery svou strategii volil jako
prvni. Pokud by tomu tak nebylo, strom hry by vypadal jinak a hru bychom ftesili

jinymi metodami. To si ukazeme v dalsi podkapitole.

2.4. Hry s nedokonalou informaci

Nakonec si vysvétlime podstatu her s nedokonalou informaci, v nichz hra¢um
chybi néjaka zasadni informace béhem hrani hry. Zaméiime se predevsim na hry
dynamické, které jsou mnohem castéjsi nez statické hry s nedokonalou informaci.
V této podkapitole budeme cerpat z [7], [10] a [L7].

Hra s nedokonalou informaci se vyznacuje tim, ze hra¢ v momenté své volby
neznd predchozi tahy ostatnich hracu a nevi, v jakém stavu se hra nachazi. To
musi platit pro alespon jednu rozhodovaci situaci ve hie. Pti zapisu hry formou
stromu to znamenad, ze hrac nevi, v jakém uzlu se zrovna nachazi. Nejbéznéjsim
prikladem her s nedokonalou informaci jsou karetni hry jako poker, marids ¢i
bridz. Hra casto obsahuje soukromé informace, coz jsou informace, které nejsou

znamé vsem hracum. Ty se hraci mohou pokusit odhadnout pomoci ruznych

35



technik. Napfiklad v karetnich hrach jsou za soukromou informaci povazovany
karty. Hra¢ nevi, jaké karty maji jeho protihraci, takze nevi jak se hra bude dal
vyvijet, ale muze nahradit neznamou informaci odhadem ziskanym z analyzy
aktudalni situace - hrac vi, jaky je celkovy pocet karet v balicku a jaké karty sam
vlastni, snadno lze zjistit i pocet zbyvajicich karet a jaké karty byly odehrany.
hrach pomérné vysoké.

Pii grafickém znazornéni dynamické hry s nedokonalou informaci budeme
pouzivat strom hry, ve kterém rozlisujeme jednotlivé informaé¢ni mnoziny. Kazdy
uzel patii jednomu hraci, jelikoz se rozhoduji postupné a v predem uréeném
poradi. Informaéni mnozina je mnozina uzlu, které jsou pro hrace nerozlisitelné,
tzn. ze hrac si nemuze byt zcela jisty, kterou z moznych cest ke konkrétnimu stavu
hry zvolil jeho protihra¢. Pokud je informaéni mnozina jednoprvkova (obsahuje
jen jeden uzel), pak hra¢ presné vi, jak se do ur¢itého herniho stavu dostal a
jedna se o hru s dokonalou informaci. Pokud je informa¢ni mnozina viceprvkova,
hra¢ musi odhadovat a predpokladat tahy svého protihrace. To vede ke vzniku
nedokonalosti informace, coz ovliviiuje rozhodovaci proces hrace a v koneéném
dusledku muze mit dopad na vysledek hry. Strategie v dynamické hie s nedokona-
lou informaci musi specifikovat akci, kterou provede hrac¢ v kazdé své informacni
mnozineé.

V hernim stromu uzly patiici do jedné informaéni mnoziny spojujeme carko-
vanou carou, viz obrazek 2.4. Na obrazku vidime znazornéné i podhry, které musi
splnovat pravidlo, ze obsahuji celou informa¢ni mnozinu.

Pri hledani rovnovahy hry v rozvinutém tvaru budou velkou roli hrat presvédceni
hrace o uzlech v informaé¢nich mnozinach. Tato pfesvédéeni budou mit podobu
pravdépodobnostniho rozdéleni, obdobneé jako v piipadé her s netiplnou informaci.
Béhem hry musi byt presvédceni kazdého hrace konzistentni s hranou strategii.
Hra¢ tedy musi mit korektni pfedstavu o tom, jak hraci hraji a jeho vlastni stra-
tegie musi byt v souladu s jeho ptresvédcéenim. K aktualizaci presvédceni hrac

pouzivé Bayesuv vzorec (2.5). To mu umoznuje hréat nejlepsi moznou strategii v
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Obrazek 2.4: Dynamicka hra s nedokonalou informaci

danou chvili. Kromé konzistence presvédcéeni budeme pozadovat sekvenéni raci-
onalitu, ktera predpoklada, ze hraci v kazdém kroku hledaji optimalni strategii
vzhledem k tomu, co vi o hie a rozhodnutich, ktera byla provedena v minulosti.

Definice rozvinuté hry s nedokonalou informaci je shodné s definici rozvinuté
hry s dokonalou informaci 6, pouze jsou zde navic presvédéeni hrace. Resenf hry

s nedokonalou informaci je popsano dvéma objekty:

e profilem strategii - mnozina strategii, kterda uvadi, jakou strategii budou

hraci hrat v kazdém uzlu hry

e systém presvédceni - sklada se z pravdépodobnosti specifikovanych pro
kazdy uzel v dané informacni mnoziné, které vyjadiuji presvédceni hréace,

ze je hra pravé v daném uzlu (dané informaéni mnoziny)
Pokud hra obsahuje pouze jednu podhru a to hru samotnou, pak rovnovahu

nalezneme jednoduse pomoci Nashovy rovnovahy. V opacném pripadé pouzijeme

dokonalou Nashovu rovnovahu podhry.

Priiklad 6. Uvazujme dva studenty vysoké skoly Jakuba a Petra. Jakub je stu-

dentem oboru Informatika a jeji specializace, Petr studuje obor Historie. Maji
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spoleény piedmét, ve kterém maji za tikol vytvofit bud spoleéné ¢i kazdy zv1ast
projekt na libovolné téma. Jakub ma vice zkuSenosti s projekty a praci v tymu,
takze on rozhodne, zda chce s Petrem spolupracovat ¢i ne. Nasledné Petr vybere
téma a Jakub zvoli metodu, kterou budou pouzivat pti vytvareni projektu. To,
jaké téma Petr vybral se Jakub dozvi az po zvoleni metody.

Petr se rozhoduje mezi dvéma tématy. Jedno o historické antropologii, druhé
téma by bylo zaméreno na vizualici historickych dat. Jakub se bude rozhodovat
mezi dvéma piistupy, jak budou projekt vytvaret. Jeden z nich je teoreticky, ktery
zahrnuje predevsim studii literatury, formovani myslenek a teorii. Druhy pristup
je prakticky, ktery se zaméfuje na aplikaci teorie do praxe, feSeni konkrétnich
problému a tvorbu realnych vysledku. Teoreticky piistup by byl vhodnéjsi pro
téma historicka antropologie, prakticky pro téma vizualizace historickych dat.

Jakuba si pro zjednuseni oznacime pismenem J, Petra pismenem P, téma o
historické antropologii jako HA a téma o vizualizaci historickych dat jako VHD.
Vyplaty ve stromu na obrazku 2.5 jsou vypocitany nasledovné: oznacime si a = 1
jako uzitek studenta, ktery zpracovava téma, které ho bavi (Petrovi se libi obé
témata, Jakub rozumi pouze tématu o VHD) a b = 2 jako uzitek z pouziti me-
tody, ktera je vhodnéjsi pro dané téma. Vyplata v situaci, kdy studenti nebudou
spolupracovat, bude pro oba stejna, a to a = 1. Pokud budou spolupracovat na
tématu o HA a pouziji teoreticky piistup, pak Jakub ziska vyplatu b = 2 a Petr
vyplatu a + b = 3. Obdobné bychom vypocitali vSechny ostatni celkové uzitky.

Pri hledani rovnovazného bodu se nejprve zamérime na podhru zacinajici v
uzlu, kde Petr vybira mezi tématem o historické antropologii a tématem o vizua-
lizace historickych dat. Tuto podhru lze zapsat v normalnim tvaru, jak muzeme

vidét v tabulce 2.5.

Petr
HA VHD
Teoreticky pfistup 2,3 1,1
Prakticky pfistup 0,1 3,3

Jakub

Tabulka 2.5: Vyplatni matice Jakuba a Petra
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3.3

Obrazek 2.5: Strom tvorby projektu.

Klasickym zpusobem budeme hledat Nashovu rovnovahu a dospéjeme k tomu,
ze tato podhra ma mozné dvé ryzi Nashovy rovnovéhy: (teoreticky piistup, HA),
(prakticky pristup, VHD).

Nyni uvazujme, ze by Nashovou rovnovahou byl profil strategii (teoreticky
pristup, HA) s vyplatami 2, 3. Pak by Jakub zvolil moznost spolupracovat, jelikoz
by mu to ptineslo vétsi vyplatu. To samé v pripadé, ze by Nashovou rovnovahou
byl profil strategii (prakticky piistup, VHD).

Optimalni strategie Jakuba pri vybéru metody - zda zvolit prakticky ¢i teore-
ticky pristup, zavisi na jeho presvédceni o tom, jaké téma zvoli Petr. Uvazujme

dveé rozdilné situace:

a) Jakub s pravdépodobnostni p = 0.3 véii, ze Petr vybere téma HA a s

pravdé-podobnosti 1 —p = 0.7, ze vybere téma VHD. Jeho ocekavany uzitek
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ze zvoleni teoretického pristupu by byl: 2 x 0.3 + 1 x 0.7 = 1.3. Pfi zvoleni
praktického pristupu by byla o¢ekdavand vyplata vypoctena nasledovné: 0 x
0.3 + 3 x 0.7 = 2.1. Pti tomto pfesvédceni je optimalni strategii Jakub je
vybrat akce (spolupracovat, prakticky pristup).

Jakub se s pravdépodobnosti p = 0.5 domniva, ze by Petr mohl zvolit téma
HA a s pravdépodobnosti 1 —p = 0.5 téma VHD. Pak by ocekdvany uzitek
pti zvoleni teoretického pristupu byl: 2 x 0.5 +1 x 0.5 = 1.5. Ocekavany
uzitek ze zvoleni praktického pristupu by vysel stejné: 0x0.5+3 x0.5 = 1.5.

V tomto piipadé pro Jakuba neexistuje jednoznacna optimalni strategie.
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V této bakalaiské praci jsme se zamérili na obor aplikované matematiky zvany
teorie her. Vysvétlili jsme si, ze teorie her najde uplatnéni v kterékoli situaci, ve
které dochazi ke stietu zajmu dvou a vice jedincu ¢i skupin jedincu. Cilem préace
bylo seznamit ctenare se zaklady této matematické discipliny a zamérit se na hry,
které se 1isi v mnozstvi informaci, které jsou hracum dostupné.

V prvni kapitole jsme se vénovali klasické teorii her, konkrétné jeji historii a
vyznamnym osobnostem. Ke spravnému pochopeni problematiky jsme si vysveétlili
zakladni pojmy teorie her jako hrac, hra, strategie, vyplata a dalsi. Nakonec jsme
uvedli, jak se ve hrach hleda rovnovazny bod pomoci dominantnich strategii,
Nashovy rovnovahy a metody sedlového bodu.

Nejdulezitéjsi casti této prace je kapitola zaméfujici se na Ctyfi typy her,
konkrétné hry s tplnou, neiplnou, dokonalou a nedokonalou informaci. Cilem
bylo predevsim vysvétlit rozdil mezi hrami s neldplnou a nedokonalou informaci,
jelikoz jsou tyto typy her v literaturach casto zaménovany. U kazdého typu jsme
uvedli zakladni charakteristiku konfliktni situace a metody hledani rovnovahy
pro dynamické i pro statické hry. Pro lepsi pochopeni jsme tyto metody nazorné
ukazali na konkrétnich prikladech.

Zaveérem lze fici, ze je teorie her velmi uzitecny nastroj pro analyzu a mode-
lovani interakci mezi jedinci v mnoha ruznych situacich. Muzeme diky ni poro-
zumét rozhodovacim procesum jednotlivych hracu a predpovidat, jak se budou
chovat v konkrétnich situacich, coz muze byt velmi cenné pro oblasti jako ekono-

mie, politika, psychologie a mnoho dalsich.
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