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Uvod

Jako téma své diplomové prace jsem si zvolila: ,,Kombinatorika
a pravdépodobnost ve vyuce na 2. stupni zakladnich $kol“. Zajimalo mé&, zda jsou Zaci

schopni fesit tyto ulohy a zda se s nimi zaci v béznych hodinach matematiky setkavaji.

Z4cina 2. stupni zakladnich $kol nemaji ponéti 0 tom, co je to kombinatorika nebo
pravdépodobnost ani neovladaji zadné slozité vzorce a funkce. Diky tomu, musi zapojit
svou fantazii a snazit se logicky, odhadem nebo né&jakym experimentem ¢i nacrtem
priklady vyftesit.

rowr

Cilem mé diplomové prace bylo v teoretické ¢asti vytvorit celkovy souhrn daného

tématu a v praktické ¢asti analyzovat vysledky tloh v pracovnich listech.,

Jak uz Dbylo v pfedchozim odstavci zminéno, prace je rozdélena na dvé
¢asti: teoretickou a praktickou. VSechny poznatky v teoretické ¢asti jsem ziskala studiem
odborn¢ literatury. Prvni kapitola teoretické ¢asti prace je zaméfena na matematiku
vV Rdmcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani. Pro piehledné;si
uspofadani jsem si téma diplomové prace rozdélila na dva okruhy: kombinatorika
a pravdépodobnost. V druhé kapitole se vénuji kombinatorice, kde se zabyvam historii,
kombinatorickym pravidlim, magickym c¢tvercim a binomické vété. Dalsi kapitola je
vénovana pravdépodobnosti. V ni nastifiuji axiomatické zavedeni pravdépodobnosti,
klasickou  definici  pravdépodobnosti,  geometrickou,  statistickou  definici
pravdépodobnosti a historii pravdépodobnosti. Ve Etvrté kapitole se vénuji kombinatorice
a pravdépodobnosti ve Skolské matematice. Posledni kapitola se zaobira vyskytem
kombinatorickych a pravdépodobnostnich uloh v matematickych soutéZich na 2. stupni

zakladnich skol.

Dtlezitou c¢asti diplomové prace je praktickd cast, kterd je zaloZena na
vyzkumném Setieni, které bylo realizovano na ¢tyfech skolach v Opavé a okoli. Tohoto
vyzkumu se zGcastnili zaci 6. — 9. ro¢nikd. Cilem bylo zjistit, jaké jsou poctarské kvality
zak pfi feseni nestandardnich tloh (z oblasti kombinatoriky a pravdépodobnosti). V dalsi
casti se vénuji Setieni, zda se tyto druhy loh vyskytuji v bézné vyuce, ¢i matematickych

soutéZich a jaké strategie Zaci pfi feSeni téchto tloh vyuzivaji.



TEORETICKA CAST
1 RVP Zakladniho vzdélavani

Zakladni vzdélavani ma pomoci zadkim utvéiet a rozvijet kliCové kompetence
a poskytnout jim spolehlivy zéklad vSeobecného vzdélavani. Mélo by byt orientované
na situace blizké zivotu a na praktické jednani, proto usiluje o napliovani cil, které jsou
napf.: umoznit zakiim osvojit si strategie uceni a motivovat je pro celozivotni uceni;
podnécovat zaky k tvofivému mysleni, logickému uvazovani a k feSeni problému; vést
zaky k vSestranné, ucinné a oteviené komunikaci; rozvijet u zakt schopnost
spolupracovat a respektovat praci a uspéchy vlastni i druhych; pfipravovat zaky k tomu,
aby se projevovali jako svébytné, svobodné a zodpovédné osobnosti, uplatitovali sva
prava a naplilovali své povinnosti; vytvaret u zadka potiebu projevovat pozitivni city
V chovani, jednani a v prozivani zivotnich situaci; rozvijet vnimavost a citlivé vztahy
k lidem, prostiedi i k pfirodé; ucit zaky aktivné rozvijet a chranit fyzické, duSevni

a socialni zdravi a byt za n& odpovédny.!

V zékladnim vzdélavani by se mélo dbat na osvojovani Sesti kli¢ovych kompetenci,
které se navzajem prolinaji: kompetence k uceni, kompetence k feSeni problémd,
kompetence komunikativni, kompetence socidlni a persondlni, kompetence obcanské,

kompetence pracovni.?

,, Klicové kompetence predstavuji souhrn védomosti, dovednosti, schopnosti, postoji
a hodnot dulezitych pro osobni rozvoj a uplatnéni kazdého clena spolecnosti. Jejich vybér
a pojeti vychazi z hodnot obecné prijimanych ve spolecnosti a z obecné sdilenych predstav
o tom, které kompetence jedince prispivaji k jeho vzdélavani, spokojenému a uspésnému

Zivotu a k posilovani funkci obcanské spolecnost.

Dalsi oblasti v RVP jsou vzdélavaci oblasti, které se déli do deviti zdkladnich skupin.

Matematika je zafazena do vzdélavaci oblasti — Matematika a jeji aplikace.

! Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.10. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
2 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.10. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
3 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.10. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/



1.1 Matematika a jeji aplikace na 1. stupni zakladnich §kol

Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace na 1. stupni

je rozdé€len na Ctyfi tematické okruhy:

e C(isla a podetni operace,
e Zavislosti, vztahy a prace s daty,
e Geometrie v roving a prostoru,

e Nestandardni aplika¢ni Glohy a problémy.*

Ke kazdému okruhu jsou stanoveny ocekdvané vystupy, které jsou rozd€leny

do 1.a 2. obdobi.
Ocekavané vystupy tematickych okruhti pro 1. stupen zékladnich Skol:
Cislo a po&etni operace 1. obdobi:

e |, Zak pouziva prirozend cisla k modelovani realnych situaci, pocita predmeéty
V daném souboru, vytvari soubory s danym poctem prvki,

e (te, zapisuje a porovndva prirozena cisla do 1000,

Uziva linearni usporadant, zobrazi cislo na ciselné ose,

Provadi zpameéti jednoduché pocetni operace s prirozenymi cisly,

e Resi a tvori iilohy, ve kterych aplikuje a modeluje osvojené pocetni operace. “

Cislo a po&etni operace 2. obdobi:

o Zdk vyuziva pri pamétném i pisemném pocitani komutativnost a asociativnost
scitani a nasobeni,

e Provadi pisemné pocetni operace v oboru prirozenych cisel,

e Zaokrouhluje prirozena cisla, provadi odhady a kontroluje vysledky pocetnich

operaci v oboru prirozenych cisel,

4 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.10. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
5 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/



o Resi a tvori uilohy, ve kterych aplikuje osvojené pocetni operace v celém oboru
prirozenych cisel,

o  Modeluje a urci cast celku, pouziva zapis ve formeé zlomku,

o Porovnd, scita a odcita zlomky se stejnym jmenovatelem v oboru kladnych cisel,

o Precte zapis desetinného cisla a vyznaci na ciselné ose desetinné cislo dané
hodnoty,

o Porozumi vyznamu znaku ,,—“ pro zdpis celého zaporného cisla a toto cislo

vvznaci na ciselné ose. “®

Ucivo, které se v tomto okruhu probira: ptfirozena Cisla, celd Cisla, desetinnd Cisla,
zlomky; zapis ¢isla v desitkové soustave a jeho znazornéni (Eiselna osa, teplomér, model);

nasobilka; vlastnosti po€etnich operaci s ¢isly; pisemné algoritmy pocetnich operaci
Zavislosti, vztahy a prace s daty 1. obdobi:

o, Zdk se orientuje v case, provadi jednoduché prevody jednotek casu,
o Popisuje jednoduché zavislosti z praktického Zivota,

e Doplituje tabulky, schémata, posloupnosti cisel
Zavislosti, vztahy a prace s daty 2. obdobi:

e, Zdk vyhleddvd, sbird a tFidi data,

e Cte a sestavuje jednoduché tabulky a diagramy.®

Ucivo, které se v tomto okruhu probira: zavislosti a jejich vlastnosti; diagramy, grafy,

tabulky, jizdni fady.
Geometrie v rovin¢ a prostoru 1. obdobi:

e Zak rozezna, pojmenuje, vymodeluje a popise zakladni rovinné utvary
a jednoducha télesa; nachdzi v realité jejich reprezentaci,

e Porovnava velikost utvarii, méri a odhaduje délku usecky,

6 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
7 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
8 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/



e Rozeznd a modeluje jednoduché soumérné vitvary v roviné.

Geometrie v rovin¢ a prostoru 2. obdobi:

e Zdk narysuje a zndazorni zakladni rovinné utvary (¢tverec, obdélnik, trojihelnik
a kruznici), uziva jednoduché konstrukce,

o Scita a odcita graficky usecky; urci délku lomené cary, obvod mnohouhelniku
sectenim délek jeho stran,

o Sestroji rovnobézky a kolmice,

o Urci obsah obrazce pomoci ctvercové site a uziva zakladni jednotky obsahu,

e Rozpoznd a zndzorni ve cCtvercove siti jednoduché osové soumeérné utvary a urci

osu soumérnosti utvaru prekladanim papiru. “*°

Ucivo tietiho okruhu: zékladni utvary v rovin€ — lomena ¢ara, ptimka, polopiimka,
usecka, ctverec, kruznice, obdélnik, trojuhelnik, kruh, ctyfuhelnik, mnohouhelnik;
zakladni utvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec; délka tsecky;
jednotky délky a jejich ptevody; obvod a obsah obrazce; vzajemna poloha dvou ptimek

V roving; osove soumeérné utvary.
Nestandardni aplika¢ni tilohy a problémy 2. obdobi:

o Zdk 7esi jednoduché praktické slovni iilohy a problémy, jejichz FeSeni
je do znacné miry nezavislé na obvyklych postupech a algoritmech skolské

matematiky. “1!

U¢ivo posledniho okruhu: slovni tlohy; ¢iselné a obrazkové fady; magické ctverce;

prostorova predstavivost.

Dle mého nazoru s kombinatorikou a pravdépodobnosti nejvice souvisi okruh
Nestandardni aplika¢ni lohy a problémy a Zavislosti, vztahy a prace s daty. Pfi feSeni
kombinatorickych a pravdépodobnostnich problémi zaci na prvnim stupni hledaji rizné

postupy a fteSitelské strategie, které v béznych tlohach vétSinou nevyuzivaji. Posledni

® Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
10 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
11 Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
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okruh se zaméfuje na magické Ctverce, které jsou u zaka jedny z nejpopularnéjsich casti

kombinatoriky. Vice o ¢tvercich je napsano v kapitol 2.3 Magické ¢tverce

11



1.2 Matematika a jeji aplikace na 2. stupni zakladnich $kol

., Vzdelavaci oblast Matematika a jeji aplikace je v zdkladnim vzdélavani zaloZena
predevsim na aktivnich cinnostech, které jsou typické pro praci s matematickymi objekty
a pro uziti matematiky v redlnych situacich. Poskytuje védomosti a dovednosti potrebné

v praktickém Zivoté, a umoziiuje tak ziskavat matematickou gramotnost. “*?

Dtiraz ve vzdélavani by mél byt kladen na porozuméni zékladnich myslenkovych
postuptl a pojmi matematiky a jejich vzajemnych vztazich. Zaci by si méli osvojit nékteré

pojmy, algoritmy, terminologii, symboliku a zptisoby jejich uziti.

Vzdélavaci obsah vzdélavaciho oboru Matematika a jeji aplikace na 2. stupni

je rozdé€len na Ctyfi tematické okruhy:

o C(islo a proménna,
e Zavislosti, vztahy a prace s daty,
e Geometrie v roving a v prostoru,

e Nestandardni aplika¢ni ulohy a problémy.®

V tematickém okruhu Cislo a proménna si zaci osvojuji aritmetické operace v jejich

tfech slozkach:

e dovednost provadéet operaci,

e algoritmické porozuméni (pro¢ je operace provadéna piedloZzenym
postupem),

e vyznamové porozuméni (umeét operaci propojit s realnou situaci).

Zaci se seznamuji s pojmem proménnd a uci se ziskdvat Ciselné udaje méfenim,

odhadovanim, vypoétem a zaokrouhlovanim.!*

Druhy tematicky okruhu Zavislosti, vztahy a prace s daty si dava za cil, Ze Zaci budou

schopni rozpozndvat urcité typy zmén a zavislosti, které¢ jsou projevem béznych jevi

12 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
13 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
14 Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
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realného svéta, a budou se seznamovat s jejich reprezentacemi. Zaci si budou uvédomovat
zmény a zavislosti znamych jevi, dochdzet k pochopeni, Ze zménou mlze byt rist
I pokles a Ze zména muze mit také nulovou hodnotu. Tyto zmény a zavislosti analyzuji
z tabulek, diagramu a grafii. V jednoduchych piipadech je zaci vykonstruuji a vyjadiuji
matematickym pfedpisem nebo je podle moznosti vymodeluji s vyuzitim vhodného

pocitacového softwaru nebo grafickych kalkulator. ™
Ve tfetim okruhu Geometrie v roviné a v prostoru Zaci:

e urcuji a znazornuji geometrické Gtvary a geometricky modeluji realné situace,

¢ vyhledaji podobnosti a odlisnosti utvard, které se vyskytuji kolem nas,

e uvédomuji si vzajemné polohy objektd v rovin€ a v prostoru,

e porovnavaji, odhaduji, méfi délku, velikost uhlu, obvod a obsah (resp. povrch
a objem),

e zdokonalovat sviij graficky projev.

Z4ky vedeme k fedeni polohovych a metrickych tloh a problémil, se kterymi se Zaci
setkaji v bézném zivoté.

Pro nas velmi dulezitou soucdsti matematického vzdélavani jsou Nestandardni
aplikacni ulohy a problémy, jejichz feSeni muze byt nezavislé na znalostech
a dovednostech Skolské matematiky. Pfi feSeni téchto uloh je nutné uplatnit logické

mygleni. 16

Ulohy z tohoto tematického okruhu, by mély prolinat viemi predeslymi tematickymi
okruhy v pribehu celého zédkladniho vzdélavani.

V této vzdélavaci oblasti se zaci udi:

e fesit problémové situace a lohy z béZného Zivota,
e pochopit a analyzovat problém, utfidit idaje a podminky,

e provadét situacni nacrty ¢i fesit optimalizacni ulohy.

15 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
16 Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdélavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.31-32. 143 s. [online]. [cit. 2017-08-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
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Ucitel by mél obtiznost téchto logickych uloh sestavovat podle miry rozumové
vyspélosti zaki, avSak feseni a procvi¢ovani téchto tloh posiluje védomi zaka ve vlastni
schopnosti logického uvazovani a miize motivovat i ty zaky, ktefi jsou v matematice méné

isp&sni.t’

RVP ZV si déava za cil: vést zaka k ,, rozvijeni kombinatorického a logického myslent,
ke kritickému usuzovani a srozumitelné a vécné argumentaci prostiednictvim reSeni
matematickych problémii. “*® Zak by mél uzivat logickou Gvahu a kombinaéni usudek
pti feSeni tloh a problémil a naléza riizna feseni predkladanych nebo zkoumanych situaci,
fesit ulohy na prostorovou ptedstavivost, aplikovat a kombinovat poznatky a dovednosti

z riiznych tematickych a vzdélavacich oblasti.*®

17 Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzdg&lavéni, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.30-40. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
18 Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zmé&nami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.30-40. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
1 Ramcovy vzdélavaci program pro zdkladni vzd&lavani, upraveny se zapracovanymi zménami. Praha:
Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2017. str.30-40. 143 s. [online]. [cit. 2017-11-17]. Dostupné z:
http://www.nuv.cz/file/318/
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2 Kombinatorika

., Kombinatorika je matematicka disciplina, ktera se zabyva rozdelovanim,
usporadavanim, vyberem prvkii z néjaké mnozZiny. Klasicka kombinatorika se zabyva
otazkou vyberu a rozmisteni prvkii do tzv. konfiguraci danych prvkii do skupin s urcitymi
viastnostmi. “?° Nejjednodussimi typy konfiguraci jsou variace, permutace, kombinace.
V soucasné dobé se kombinatorika prudce rozviji. Vyuzivame ji v pravdépodobnosti,

statistice, teorii informaci, lineadrnim programovani apod.

2.1 Historie kombinatoriky

Vznik kombinatoriky neni pevné stanoveny. Prvni kombinatorické poznatky
se objevili ve starovéké Indii a Cing. Tady se kombinatorika li§i od jinych matematickych
disciplin, které vznikly v Recku. Skuteénd kombinatorika se zaala utvafet

v 16. — 17. stoleti.?!

Prvni naznaky kombinatoriky miizeme nalézt v ¢inské posvatné knize Kniha promén
kolem roku 2200 pf. n. 1.. V této knize se objevuje pojem , konfigurace* neboli zobrazeni
mnoziny prvki do koneéné abstraktni mnoziny se zadanou strukturou.?? Jedny z prvnich
kombinatorickych aloh se objevily pravdépodobné v Indii. Ctenaii se mohli jiz v 6. stoleti
pf. n. I. v lékafském spisu Susruta docist, Ze z Sesti zakladnich pfichuti 1ze namichat

63 riiznych chuti.?

,,Za pocatek kombinatoriky v dnesnim pojeti povazuji nékteri autori Pascaluv spis
Pojednani o aritmetickém trojithelniku. “** Jini autofi uvadéji spiSe Leibniziiv spis
Ars combinatoria., ktery vysSel vroce 1666. Rozhodujicim pfedélem je kniha
Jakoba Bernoulliho Ars conjectandi vydana roku 1713, kterou mizeme brat jako knihu,

kterd zavrSila formovani kombinatoriky. Dal§i matematikové, kteti vyznamné piispéli

20 BLAZKOVA, Riizena a Irena BUDINOVA. Kombinatorika — moznosti vyuziti v ucivu matematiky na
zakladni Skole [online]. [cit. 2018-04-02]. Dostupné Z:
https://is.muni.cz/el/1441/jaro2012/MA2MP_PDM2/um/DM2P9.pdf

2L HERMAN, Jiti, Radan KUCERA a Jaromir SIMSA. Semindr ze stiedoskolské matematiky. 2., pieprac.
vyd. Brno: Masarykova univerzita, 2004. str. 3. ISBN 80-210-3528-5.

22 pRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody eseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014, str. 9-11. ISBN 978-80-7494-017-0.

23 PRIHONSKA, J.: Uvod do kombinatoriky. Tribun EU s r.0., Brno 2008, str. 3.

ISBN 978-80-7399-456-3.

24 MACAK, KAREL: Poznamky k formovani kombinatoriky v 16. a 17. stoleti. In.: Be¢vaf, Jindiich (editor);
Fuchs, Eduard (editor): Matematika v 16. a 17. stoleti. Seminat Historie matematiky III, Jevicko, 18.8.—
21.8.1997. (Czech). Praha: Prometheus, 1999. str. 237-250. 80-7196-150-7.
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v oblasti kombinatoriky byli napt.: Euler, de Moivre, Fermat ¢i Nicholson. V roce 1901
vysla v Lipsku prvni u¢ebnice matematiky a jejim autorem byl némecky matematik
Eugen Netto. Ve 20. stoleti s vyvojem vypocetni techniky jsme mohli zaznamenat
u kombinatoriky velky rozvoj. Dostala do popfedi zdjmu U mnoha matematikl

a je v dnesni dobé je vyuzivana v celé fadé jinych matematickych disciplin.?®

Kombinatoricka problematika byla nejdfive studovana v Ciné a Indii,
z toho by se dalo vyvozovat, Ze kombinatorika v Evropé vznikla jako dusledek pienosu
matematickych znalosti z Asie do Evropy. Domnivame se vsak, Ze tento ndzor neni
spravny. Evropska kombinatorika ma své vlastni mySlenkové koteny, odlisné od téch
asijskych. Bezesporu dochdzelo k ovlivnéni evropské matematiky arabskou a nasledné
I matematikou asijskou. Predpokladame, Ze dochazelo k ovlivnéni i pti formulovani
ateSeni kombinatorickych uloh. Myslime si ale, ze se jednalo jen o ovlivnéni

jiz existujiciho myslenkového proudu, nikoli o jeho vytvoteni.?®

2.2 Magické ctverce

Bezpochyby jednou z velmi popularnich ¢asti kombinatoriky jsou magické ¢tverce,
které lidstvo fascinuji n¢kolik tisic let. Tyto ¢tverce mizeme vyuzit k rozvijeni logického

mysleni ¢1 k zvySeni zdjmu o matematiku.

Jednotlivé konfigurace obsahuji skupiny bodi, z kterych, kdyz je nahradime ¢isly,
ziskdme napt. znamé magické ¢tverce. Obecné vzato je magickym Ctvercem nazyvano
jakékoliv c¢tvercové schéma nejriznéjSich objektl, nejcastéji Cisel nebo pismen,

rozmisténych podle n&jakych pravidel.?’

, Magicky ctverec je ctvercova tabulka cisel, ktera ma v kazdém radku, sloupci
I na obou diagondlach cleny se stejnym souctem. Obvykle se kazdé cislo smi vyskytovat

v tabulce pouze jednou. “?8

% VOGLOVA, Zuzana. 27. MEZINARODNI KONFERENCE - HISTORIE MATEMATIKY: HISTORIE
KOMBINATORIKY [online]. 2006 [cit. 2018-04-02]. Dostupné zZ:
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz//sborniky/sbornik-27.pdf

% MACAK, KAREL: Poznamky k formovani kombinatoriky v 16. a 17. stoleti. In.: Be¢vat, Jindfich (editor);
Fuchs, Eduard (editor): Matematika v 16. a 17. stoleti. Seminai Historie matematiky III, Jevi¢ko, 18.8.—
21.8.1997. (Czech). Praha: Prometheus, 1999. str. 237 — 250. 80-7196-150-7.

21 pRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody eseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 9. ISBN 978-80-7494-017-0.

8  ROSKOVEC, Tomas. Magické ctverce [online]. 2010 [cit. 2018-04-02]. Dostupné z:
http://docplayer.cz/10826425-Magicke-ctverce-tomas-roskovec-uvod.html
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Prvnim piikladem magického &tverce je diagram Lo Shu z obdobi starovéké Ciny.
Jedna se o obrazkovy zaznam magického &tverce tietiho fadu.?,, Prvni pisemnou zminku
nalézame v Ciné, kde byla v letech 650 pr. n. \. sepsdna legenda o Lo Shu. Podle tohoto
starého cinskeho pribéhu se magicky ctverec objevil na zemi tak, Ze za obrovské potopy

objevil cisar Yu Zelvu, kterd méla na zdadech vzor. “*°

41912
3|57
8(1|6
Obr. 1: Magicky ¢tverec

Jakykoliv magicky c¢tverec o stran¢ 3 lze za pomoci zrcadleni a rotace
z Lo Shu étverce vytvotit. Magické ¢tverce se objevily i v Perzii, ale i mezi Araby, ktefi
dokazali zkonstruovat étverce o strané 5 a 6.5 Ve 13. stoleti pf. n. 1. byly konstruovany
magické &tverce az 10. fadu, ¢i magické kruhy, obdélniky a trojuhelniky.3? Prvni pisemné
zminky v Evropé o téch to ¢tvercich pochazeji od Manuela Maschopula z roku 1300,
Luca Paciolia z roku 1450 &i z roku 1510 od Heiricha Corneliusa Agrippa.®® S magickymi

¢tverci se mizeme hojné setkavat v malifstvi nebo architektufte.

2.3 Pascaliiv trojuhelnik

Soucasti u¢iva kombinatoriky je Pascaliiv trojahelnik. Autorem je Blaise Pascal, ktery
se narodil 19. cervence 1623 v Clermontu v rodiné¢ matematika Etienna Pascala.

Od détstvi vynikal matematickym nadanim.

Vroce 1654 Pascal v dopisech s francouzskym matematikem P. Fermatem

a nizozemskym matematikem a fyzikem Ch. Huygensem konzultoval problematiku

2 VOGLOVA, Zuzana. 27. MEZINARODNI KONFERENCE - HISTORIE MATEMATIKY: HISTORIE
KOMBINATORIKY [online]. 2006 [cit. 2018-04-02]. Dostupné z:
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz//sborniky/sbornik-27.pdf

30 ROSKOVEC, Tomas. Magické ctverce [online]. 2010 [cit. 2018-04-02]. Dostupné z:
http://docplayer.cz/10826425-Magicke-ctverce-tomas-roskovec-uvod.html

31 ROSKOVEC, Tomas. Magické ctverce [online]. 2010 [cit. 2018-04-02]. Dostupné z:
http://docplayer.cz/10826425-Magicke-ctverce-tomas-roskovec-uvod.html

% VOGLOVA, Zuzana. 27. MEZINARODNI KONFERENCE - HISTORIE MATEMATIKY: HISTORIE
KOMBINATORIKY [online]. 2006 [cit. 2018-04-02]. Dostupné zZ:
http://kdm.karlin.mff.cuni.cz//sborniky/sbornik-27.pdf

3 ROSKOVEC, Tomas. Magické ctverce [online]. 2010 [cit. 2018-04-02]. Dostupné z:
http://docplayer.cz/10826425-Magicke-ctverce-tomas-roskovec-uvod.html
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hazardnich her a velmi pfinosné se zaslouzil o rozvoj myslenek teorie pravdépodobnosti.
Zabyval se otazkami kombinatoriky a vypocty binomickych koeficientd. V ,,Pojednéani
0 aritmetickém  trojuhelniku®  vyslovil n€kolik  zdkladnich  poucek teorie
pravdépodobnosti a kombinatoriky. Prvky binomického rozdéleni pravdépodobnosti
davaji znamy Pascaliiv trojuhelnik. Toto trojuhelnikové uspotfaddani binomickych
koeficientd bylo jiz zndmo dfive, ale az pod nazvem ,,Pascaltiv trojuhelnik® se rozsitilo

do Evropy.**

Pro vypocet binomickych koeficienti pomoci kombinac¢nich ¢isel slouzi tzv. Pascaliv

trojuhelnik kombinac¢nich ¢isel.®®

[

n=0 ©)
n=1 GIN6 1+ 1
n=2 ® 0 0
n=3 OO 00 1+ 9

n=4 @ @ @ G @ 1+4+6+4+1

Obr. 2: Pascaltv trojuhelnik

3 pPRIHONSKA, Jana. SEPAROVANE MODELY PASCALOVA TROJUHELNIKA [online]. [cit. 2018-04-
02]. Dostupné Z: https://kmd.fp.tul.cz/images/stories/vyuka/prihonska-
mat_pro_praxil/Pascal_3uhelnik.pdf

3% JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani.

str. 97- 100. ISBN 80-85839-73-3.
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Priklad®:

Kolika riznymi zpusoby pii pohybu doll a doprava od pismene k pismeni je mozné

predist slovo OBRAZEK (viz. Obr. 3 obrazek k tiloze — Pascaltiv trojithelnik)

Y4 E K
E K
K

Obr. 3: Obrazek k tloze — Pascaltv trojuhelnik
ReSeni:

Pii cteni slova mlZeme postupovat pouze ve dvou smérech: dolli a doprava.
Symbolicky muzeme tuto skute¢nost znazornit pomoci Sipek |, —. Abychom
se od pocatecniho pismene dostali k poslednimu, je nutno provést Sest piesunti z vychozi
pozice. Hledame tedy pocet vSech podmnoZin zakladni mnoZiny o Sesti prvcich, které
jsou dany uvedenymi sméry postupu. Dostaneme 26= 64 riiznych podmnoZin, které

odpovidaji hledanému poctu, jak je mozné piecist slovo obrazek.

Pro zkresleni zjednoduSeného planu situace vyuzijeme uzlovy graf, ve kterém vrcholy
predstavuji jednotliva pismena (uzly grafu), jejich spojnice (hrany grafu) piedstavuji
jednotlivé moznosti postupu ¢teni daného slova, viz obr. 4 obrazek k uloze — Pascaliv
trojuhelnik. Ve vrcholech ziskané sité je vepsan pocet cest, vedoucich od startu do daného
vrcholu pfi pohybu ve sméru Sipek. Pocet dostupnych cest je dan souctem cest, které

vedou do ptedchozich pismen.

3% PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody reseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 50. ISBN 978-80-7494-017-0

19




Obr. 4: Obrazek k tloze — Pascaltv trojuhelnik
Secteme-li vSechny ziskané hodnoty u pismene K, dostaneme celkovy pocet moznosti.

1+6+15+20+15+6+1=064

2.4 Binomicka véta

Definice®:
Pro v§echna realna ¢isla a, b a pro pfirozené ¢islo n plati:
2 _(n n n n-1 n n-2 p2 n n-1 n n
(a+b)?=(7).a"+(}).a"*. b+ (). a2 b*+. . +(",).a.b"*+().b
Jednotlivé s¢itance nazyvame ¢leny binomického rozvoje.

k-ty &len ma tvar (") . @™ ***. b** Kombinaéni &isla v rozvoji jsou tzv. binomické

koeficienty.

3 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani.
str. 99. ISBN 80-85839-73-3.
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Definice?®:
Jiz ze zékladni $koly je zndme vzorec (a + b)? = a? + 2ab + b2, ktery se odvodil:
(a+ b)Y2=(a+b)e(a+b)=a’+ab+ab+ b?= a?+2ab+ b?(a+b)

Nyni si vypocitame mocniny (a + b)" pro n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, které porovname

s Pascalovym trojuhelnikem.

@+ b)°=1 1

(a+ b)!=a+b 1 1
(a+ b)?> = a® +2ab + b? 1 2 1
(a+ b)3 = a®+3a%b+3ab?+ b3 1 3 3 1
(a+ b)*=a*+4a3b+6a%b?+ 4a b3+ b* 1 4 6 4 1

(a+ b)®>= a®+5a*h+10a3b?+10a? b3 +5a b* + b° 1 5 10 10 5 1

Vyse lze vidét, ze jednotlivé fadky v Pascalové trojihelniku odpovidaji numerickym
koeficientim v mnohoclenu, ktery vznikne umocnénim dvoj¢lenu a + b na n-tou, kde

n=0,1,23,4,5.
Piiklad®®:
Umocnéte:

(a+ b)*=(]).a®3°+(3).a> 13+ (3).a5232+(3).a%2. 33+ (}) .a5*3* +

+(%).a55. 3% = a°+ 2= a*3+ == .a3.9+ —— .a2.27+ —— .a.81 +
4!. 1! 3!, 2! 2!, 3! 1!. 4!

+243 = a® +15a* +90 a® + 270 a? + 405a + 243

% CALDA, Emil a Vaclav DUPAC. Matematika pro gymndzia. 5. vyd. Praha: Prometheus, 2008.
Ucebnice pro stiedni skoly (Prometheus). str. 64-65 ISBN 978-80-7196-365-3.

39 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. str. 99.
ISBN 80-85839-73-3.
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2.5 Kombinatoricka pravidla

V nasledujici kapitole se budu zabyvat pravidlem souctu a soucin, se kterymi se zéaci
na 2. stupni ZS setkavaji v riznych logickych alohach (aniz by védéli, Ze se jedna o tyto
pravidla). Nastinim zakladni pravidla pro poéitani variaci, permutaci a kombinaci
(bez opakovani, s opakovanim), i kdyZ se Zaci nejspis s témito funkcemi na klasické ZS
nesetkaji. S témito kombinatorickymi funkcemi se mohou setkat Zaci napft. s rozSifenou

vyukou matematiky nebo studenti viceletych gymnazii.

., Kombinatorika zkouma skupiny (podmnoziny) prvkii vybranych z jisté zakladni
mnoziny. Podle toho, zda se prvky v jednotlivych skupinach mohou ¢i nemohou opakovat,
rozdelujeme skupiny prvku na skupiny s opakovanim a skupiny bez opakovani. Ddle
rozlisujeme, zda jsou vybrané skupiny uspordadané ci nikoli. Vybirame tedy k prvkii
Z N prvkit konecné podmnoziny N (K € N, n € N) vsech prirozenych cisel a tvorime

(ne)usporadané k-tice. “*°

2.5.1 Kombinatorické pravidlo sou¢tu

., Prvnim pravidlem kombinatoriky je kombinatorické pravidlo souctu. To je mozné

pouzit tehdy, kdyz se nam podari rozdélit zkoumané prvky (skupiny prvkit) do nekolika
trid (mnozin), pricemz kazdy prvek patii pravé do jedné tridy. “**

,,Je pak ziejmé, zZe celkovy pocet prvkii je roven souctu poctu prvkii ve vsech tridach

(za podminky, Ze ani jedna z uvazovanych prvki nepatri do dvou nebo vice trid, tzn., ze

tridy jsou disjunktni). 2

4 pRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody eseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 15. ISBN 978-80-7494-017-0.

4 pPRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody Feseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 15. ISBN 978-80-7494-017-0.

%2 PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody reseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 15-16. ISBN 978-80-7494-017-0.
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Definice®:
Jsou-li A4, A, ... Ay kone¢né mnoziny, které maji po fad¢é nq, ny, ..., ny, prvka,
a jsou-li kazdé tyto dvé mnoziny disjunktni, pak pocet prvkd mnoziny
AU A, U..UAgjerovenng + ny, + ...+ ny.
Definice*:

Jestlize mnozina A; obsahuje n; prvki, mnozina A, ma n, prvkd, ....., mnozina Ay
ma n, prvkl a jestlize kazdé dvé z mnozin A;, Ay, ... Ay jsou disjunktni (tzn. prinik

libovolnych dvou mnozin je prazdny)

tj. A;NAj={},proi#j kdeij=1,2,...,Kk,

pak podet viech prvki sjednoceni mnozin A; U A, U ... U4, = UX4;
je roven soudtu ny + n, + ..+ n, = Y5 n;.

Definice *°;
Necht' {44,4,, ..., 4, } jsou podmnoziny konecné mnoziny A, které jsou po dvou
disjunktni (tedy pro kazd¢ i, j € {1,2,3,...n} plati A; N A; = {}, kdykoliv i # j) a jejichz

sjednocenim je cela mnozina A (A = UL, 4;). Pak plati
|Al = |Aq| + Aol + -+ An] = Xitq 4
Diikaz: kazdy prvek a € A patti dle predpokladu do jedné z podmnozin

A; (Ii=1,2,...,n), proto se na kazdé stran¢ rovnosti vyskytuje pravé jednou.

43 PRIHONSKA, J.: Uvod do kombinatoriky. Tribun EU s r.0., Brno 2008, str. 14-17. ISBN 978-80-7399-
456-3.

44 PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody Feseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 15-16. ISBN 978-80-7494-017-0.

4 HERMAN, Jiti, Radan KUCERA a Jaromir SIMSA. Semindi ze stiedoskolské matematiky. 2., preprac.
vyd. Brno: Masarykova univerzita, 2004. str. 6. ISBN 80-210-3528-5.
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P¥iklad &. 1%:

Do tfidy chodi 28 zékt. Devét z nich jezdi do Skoly autobusem a tii vozi do Skoly
rodi¢e autem. Kolik zaka z této tiidy chodi do Skoly pésky, jestlize nikdo nepouziva na

cesté do Skoly jiny dopravni prosttedek?

ReSeni:
Dopravni prostiedek: A, B, C
A = autobus, B =rodice autem, C = pésky
Déti: 1-28
Vyétem prvkii: Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9,
B10, B11, B12,
C13, C14, C15, C16, C17, C18, C19, C20, C21,
C22, C23, C24, C25, C26, C27,C28
Pocetné: 28=9+3+Xx
X=28-9-3
x=16

Z této tiidy chodi 16 zaki do Skoly pesky.

2.5.2 Kombinatorické pravidlo soucinu

., Druhé pravidlo, které nazyvame kombinatorickym pravidlem soucinu, je ponekud
vybrat prvni prvek a kolika zpiisoby prvek druhy, pritom pocet zpusobii vybéru druhého
prvku nezavisi na tom, jak byl vybran prvni prvek. Necht je prvni prvek mozno vybrat
m zpiisoby a druhy prvek n zpusoby. Pak skupinu téchto prvki (m, n) lze vybrat

m « N zpiisoby. Uvedenou viastnost miizeme zobecnit pro vybér K-tic prvkii. “*'

4% Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzita Karlova: Matematicka sekce [online]. [cit. 2018-06-21].
Dostupné z: http://www.karlin.mff.cuni.cz/~portal/kombinatorika/?page=01pravidlosouctu

47 PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody reseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 16. ISBN 978-80-7494-017-0
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Definice*s:

Jestlize mnozina A, obsahuje n, prvki, mnozina A, ma n, prvki..., mnozina A, ma
n, prvkd, pak pocet vSech moznych uspofadanych k-tic, jejichz prvni slozkou je
libovolny prvek mnoziny A;, druhou slozkou libovolny prvek mnoziny A,, ..., k-tou

slozkou libovolny prvek mnoziny Ay, je roven soucinu

Ny Ny = [
Definice *°:
Pocet vSech uspotradanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat pravé n, zpsoby, druhy
¢len po vybéru prvniho ¢lenu pravé n, zptsoby atd., az k-ty ¢len po vybéru (k- 1) - ho

¢lenu praveé ny zplsoby, je roven ny " ny * ... * Ny
Definice®:

Jestlize mnozina A, obsahuje n; prvki, mnozina A, ma n, prvki, mnozina A, ma
ny prvkd, pak pocet vSech moznych uspofadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat
ny zpusoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n, zpusoby, ... k-ty ¢len po vybéru viech

predchazejicich ¢lenti n, zplsoby, je roven soucinu ny * n, - ... " ny

Definiced®!:

znamo kolika zplisoby mizeme vybrat prvni prvek a kolika zpisoby prvek druhy, pfitom
pocet zplsobil vybéru druhého prvku nezavisi na tom, jak byl vybran prvni prvek. Necht’
prvni prvek je mozno vybrat m zptsoby a druhy prvek n zptsoby. Pak dvojici téchto

prvki 1ze vybrat mn zptsoby.

48 pPRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody Feseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 16. ISBN 978-80-7494-017-0

49 JIRASEK, Frantisek, Karel BRANIS, Stanislav HORAK a Milan VACEK. Shirka iiloh z matematiky pro
SOS a pro studijni obory SOU. 6. vydani. Praha: Prometheus, 2016. str. 47. ISBN 978-80-7196-349-3.

5 pRIHONSKA, J.: Uvod do kombinatoriky. Tribun EU s r.0., Brno 2008, str. 14-17. ISBN 978-80-7399-
456-3.

1 VILENKIN, Naum Jakovlevi¢. Kombinatorika. Vyd. 1. Praha: SNTL — Nakladatelstvi technické
literatury, 1977, str. 19-20. 298 s.
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Diikaz pravidla sou¢inu je velmi jednoduchy. Staci si pouze uvédomit, ze kazdé
Z m zpuisobu vybéru objektu A miizeme zkombinovat s n zptisoby vybéru objektu B. A to

nas vede k mn zpisobtim vybéru dvojic (A, B).>

Pravidlo souc¢inu nazorng ilustruje tabulka:

(Al;Bll); LA (AliBln)
(A2'321)' R (AZ'BZn)

(Ai;Bi1); ey (AilBin)

(Amf Bml)' o (Am' an)-

V této tabulce A4, ..., 4, oznacuji m zpusoby vybéru objektu A; By, ..., B 0znacuji
n zpasobu vybéru objektu B za predpokladu, ze objekt A byl vybran i — tym zplsobem.
Je zfejmé, ze tabulka obsahuje vSechny zplsoby vybéru dvojice (A, B)

a sklada se z mn prvki.

Jestlize zptisoby vybéru objektu B nezavisi na tom, jak byl vybran objekt A, pak misto

uvedené tabulky dostaneme tabulku jednodussi:

(A1,B1),(A1,B2), .., (A1, Bp)
(Az,Bl), (AZIBZ)' L] (AZ'Bn)

(Am B1), (Am, B2), oy (A Br).

52 VILENKIN, Naum Jakovlevi¢. Kombinatorika. Vyd. 1. Praha: SNTL — Nakladatelstvi technické
literatury, 1977, str. 19-20. 298 s.
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P¥iklad &. 2%
Urcete, kolik dvojjazyEnych slovniki je tfeba k tomu, aby byla zajiSténa moznost
pfimého ptekladu z anglického, francouzského, némeckého a ruského jazyka do kazdého

Z nich.
Reseni:

A = anglicky, F = francouzsky, N = némecky, R = rusky

Vyétem prvkii:

AF FA NA RA
AN FN NF RF
AR FR NR RN
Pocetné: 4 -3 = 12 slovniki

Graficky:

o Do

RN
600 000

/0

QN
O 00

Obr. 6: Vzorovy piiklad ¢. 2

YO RN

58 Matematicko-fyzikdlni fakulta Univerzita Karlova: Matematickd sekce [online]. [cit. 2018-06-21].
Dostupné z: http://www karlin.mff.cuni.cz/~portal/kombinatorika/?page=01pravidlosouctu
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2.5.3 Variace

., Variace je, podobné jako permutace, obména poradi. Je zde ovsem dulezity rozdil.
V permutaci mame k dispozici n prvkii a vytvarime n-clenné skupiny. Vytvarime-li variaci,
mame k dispozici n prvkii a vytvarime K-c¢lenné skupiny. Jinymi slovy vybirame K prvkii
ve stanoveném poradi z danych n prvku. Je tedy videt, Ze permutace je specialni pripad

variace, kdy k = n. “>*

Variace bez opakovani
Je charakteristicka tim, Ze kazdy prvek se v ni vyskytuje nejvyse jednou. Bud’ prvek

ve variace je, nebo tam neni, ale nesmi tam byt vicekrat. *
Definice®®:

Kazda usporadana k-tice vybrana z n prvka (k < n) tak, ze kazdy prvek se v dané
k-tici vyskytuje nejvyse jednou, se nazyva variace k-té tfidy z n prvkt bez opakovani.
Oznaceni: Vi (n)

Pocet variaci k-t¢ tfidy z n prvkl bez opakovani:

n!
(n—k)!

Vin=n-n-1)-n-2):..-(n—k+1) =
Definice®’:

Necht k < n a necht’ A je kone¢na n-prvkovad mnozina. Libovolné potadi z n¢které
k- prvkové podmnoziny mnoziny A nazveme k-prvkovou variaci z prvki n prvkové
mnoziny A (struéné¢ k-prvkovou variaci z n prvki). Je to tedy uspofadana
k- tice (x4, X3, ..., Xk) Prvka z A, kde se kazdy prvek mnoziny A vyskytuje nejvyse

jednou.

% PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody reseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 27. ISBN 978-80-7494-017-0

5% PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody reseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 27. ISBN 978-80-7494-017-0

5% JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. str. 97-
100. ISBN 80-85839-73-3.

5 HERMAN, Jiti, Radan KUCERA a Jaromir SIMSA. Semindri ze stredoskolské matematiky. 2.,

pteprac. vyd. Brno: Masarykova univerzita, 2004. str. 10-16. ISBN 80-210-3528-5.
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Definice®®:
Pro pocet k-¢lenné variace bez opakovani z n prvka budeme uzivat symbol V(K, n).

k-Clenna variace z n prvku k, n € N, k < n je kazda uspotadana k-tice sestavena z téchto
n prvki tak, Zze vSechny prvky v ni jsou rizné (tj. neopakuji se).
Pocet vSech takovych variaci V(K, n) ur¢ime dle vzorce

ne(n—1)e..o (n—-k+1)! _ n!
(n—k)! " (n-k)!

Vik,n)=n+(n-1)*@m-2)e..o (N-K+1)=

Definice®®:

Necht k, n € N,1 =k = n.Variace k-t¢ tfidy zn prvki je kazda usporadana
k- prvkova skupina sestavena pouze z téchto n prvku tak, ze kazda je v ni obsazen nejvyse

jednou.
Variace k-té tfidy z n prvkt oznacujeme Vi (n).

Vi =n(n—n—-2)..(n—k+1)

Tento vzorec se zapisuje Castéji ve tvaru

Vi(n) = (n%'k)' : kde n! ¢teme n faktorial.

nt=1-2-3 = n-2)(n—1n

pro kazdé n € N. Pro n = 0 definujeme 0! = 1.

58 PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody eseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 28. ISBN 978-80-7494-017-0

5 JIRASEK, Frantisek. Shirka iiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995, Ucebnice pro stiedni skoly. str. 49. ISBN 80-7196-012-8.
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P¥iklad®:

Kolik je mozno sestavit trikolor z téchto barev: ¢erna, modra, zelend, zluta? V kazdé

trikolofe se muze vyskytovat barva pouze jednou.

Vyétem prvkii: CMZ, CzM, CMZ, CZM, Cz7Z, C7Z
MZZ, MZZ, MCZ, MZC, MCZ, MZC
ZCM, ZMC, zC7Z, 27C, ZMZ, ZZM
7ZCM, ZMC, 72CZ, 2ZC, ZMZ, ZZM

Pocetné: V;(4)=4-3 -2=24

Graficky:

Obr. 7: Grafické znazornéni vzorového piikladu

60 JIRASEK, Frantisek. Shirka iiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995, Ucebnice pro stfedni skoly. str. 49. ISBN 80-7196-012-8.
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Variace s opakovanim

Definiceb!:

Kazda uspotradana k-tice vytvofena z n prvki tak, ze kazdy prvek se miize vyskytovat
v dané k-tici vicekrat (nejvySe k-krat), se nazyva variace k-t¢ tfidy zn prvkia

S opakovanim.
Oznadeni: V' (n)

Poéet variaci k-té tiidy z n prvki s opakovanim: Vi’ (n) = n*, pro kazdé k, n € N, kde

k<n.
Definice®?:

Variace k-té tiidy s opakovanim z n prvku je kazda uspoiadana k-prvkova skupina
sestavena pouze z téchto n prvkl. Kazdé misto k-prvkové skupiny muze byt obsazeno

n zpusoby a viech k mist mize byt obsazeno n-n - - n = nk.

K-krat
Pocet variaci k-té tfidy s opakovanim z n prvki, vypocteme podle vzorce

Vkl (n) = le.

61 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani.
str. 97- 100. ISBN 80-85839-73-3.

62 JIRASEK, Frantisek. Shirka iloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995., str. 61. Ucebnice pro stfedni Skoly. ISBN 80-7196-012-8.
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Piiklad:
Kolik riiznych péticifernych ¢isel 1ze vytvotit z Cislic 4,77

Vyétem prvkii:

7 77774 77747 77477 14777 LYaa
44444 44447 44474 44744 47444 74444
77744 77447 14477 44777 77444 74447
44477 44774 47744 47774 14747 47477
47774 74447 47744 44774 47474 74747
47447 74774

Pocetné: Vs' (2) = 2°.

(ptiklad od autora DP)

2.5.4 Permutace

O permutaci se da fict, Ze je to vlastné obména potadi.
Permutace bez opakovani

,,Obecné miiZeme Fict, Ze permutace z n prvkii bez opakovani je kazda usporadana

N tice vybrana z n prvku, pricemz kazdy prvek se v této permutaci vyskytuje prdave

Jednou. “%

Definice®:

Zvlastni ptipad variaci, kdy n = k. Pocet uspofadani kone¢ného poctu prvki, kdy se

kazdy prvek vyskytuje prave jednou, se nazyva permutace bez opakovani.
Oznaceni: P(n)

Pocet permutaci z n prvkii bez opakovani: P(n) = n!, pro kazdé n € N.

6 pPRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody eseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 20. ISBN 978-80-7494-017-0

4 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. str. 97-
100. ISBN 80-85839-73-3.
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Definice®®:
Permutace z n prvk je kazda variace n-té ttidy z téchto v prvki.
Pocet vSech permutaci z n prvki ozna¢ime P(n)
P(n) = V,(n) = n(n-1)(n-2) ...(n-n+1) = n(n-1)(n-2)...1, tj. P(n) =n!
Priklad:
Urcete kolika zplisoby 1ze na okno vedle sebe postavit 7 riiznych kvétinaca.

Moznosti uspotradani kvétinaca, uréime pomoci poctu permutaci ze sedmi prvki

bez opakovani.

Odpovéd: Sedm raznych kvétind¢h mizeme vedle sebe na parapet postavit 5040

zpusoby.
(ptiklad od autora DP)

Zaktim na ZS je vhodné podobné tilohy ukazat na niz$ich hodnotach, aby byli

schopni tyto ulohy pozd¢ji fesit v obecné roving.

Kolika zptsoby lze na okno vedle sebe postavit 3 rizné kvétinace? Pro snadnéjsi

predstavivost zakl, je dobré tuto ulohu nazorné predvést a ukazat jim, jak se priklad tesi.

Obr. 8: Grafické znazornéni vzorového piikladu

P@)=3!=3:2-1=6

Zakim by bylo dobré vzapéti dat totozny piiklad sn = 4, 5, ... kvétinadi

a upozornit je na to, aby hledali obecné pravidlo, které plati pro tuto tlohu.

6 JIRASEK, Frantisek. Shirka iiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995. Uéebnice pro stiedni Skoly. str. 55. ISBN 80-7196-012-8.
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Permutace s opakovanim
Definice®®:

Uspotadana n-tice, kterd je sestavena tak, ze mezi n prvky je k skupin, které maji
N, Ny, ..., N (K< N; ng +n, + ...+ ng =n ) stejnych elementl, se nazyva permutace
s opakovanim.

n!

,pro kazdé k,n € N, k <n.

Oznadeni: P, P (n) = -

nq!-ny. . n
Definice®’:

Permutace n prvkt s opakovanim mohou byt tvofeny ze dvou skupin prvkioran —r
prvcich nebo z m skupin o k4, k,, ..., ky, prvcich, kde k; + k, + ...+ k,, = n. Pocet

vSech permutaci s opakovanim z n prvki slozenych z kq, K5, ..., kK, skupin

oznac¢ime P’y y. y (n),

’ n!
Pk kg () = kil Kzl km!'

resp. pro dveé skupiny prvku

n!

Pr nor(n) = = (?) (&ti: n nad r)

r!(n—r)!
Priklad®®:
Kolika zpiisoby 1ze ubytovat deset hostli do dvou ttilizkovych a dvou dvoultizkovych

pokoji? Pridéleni hostli na jeden pokoj neni ovlivnéno tim, jak si tito hosté rozdéli

postele.

Pocet rozdéleni uréime pomoci poctu permutaci se skupinami, které obsahuji 2, 2,3 a 3
prvky.

10! _10.9.8.7.6.5.4. 3!
2!.21.31.3! 31.31.2.2

= 25200

P'2,2,3,3 (10) =

Odpovéd’: Hosty miizeme rozdelit 25200 zplsoby.

86JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani.

str. 97- 100. ISBN 80-85839-73-3.

67 JIRASEK, Frantidek. Shirka tiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995. str. 55-59, U¢ebnice pro stfedni skoly. ISBN 80-7196-012-8.

8 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani.

str. 97- 100. ISBN 80-85839-73-3.
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2.5.5 Kombinace

Kombinace se 1isi od permutaci a variaci a to tim, ze v kombinacich nezaleZi na poradi

prvkda.

Kombinace bez opakovani

Definice®?:

k-¢lenna kombinace bez opakovani z n prvki je kazda neusporadana k-tice (mnozina
k prvkti) vybrana z danych n prvki. V mnoziné se zadné prvky neopakuji (kazdy prvek
se v ni vyskytuje nejvyse jednou).

Definice’®:

Kazda k-prvkovd podmnozina n-prvkové mnoziny (k <n, kazdy prvek je v dané
podmnozing zastoupen nejvyse jednou, na potadi prvka nezalezi) se nazyva kombinace

k-té tfidy z n prvku bez opakovani.
Oznaceni: C,(n)

Pocet kombinaci k-té tfidy z n prvka bez opakovani:

Ce(n) = #

'_k), ,pro kazdé k,n € Ny, k <n.

8 PRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody Feseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 33. ISBN 978-80-7494-017-0

0 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. str. 97-
100. ISBN 80-85839-73-3.
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Definice’:

Kombinace K-té tfidy z n prvki je kazda k-prvkova podmnozina mnoziny uréené

témito n prvky.

Oznacujeme je Cj (n).

Ce = (1),

kde (Z) = k!(rzl;k)! '

Priklad:

Na pisemné zkousce z d&jepisu je 16 zakil, z nichz Ctyii jsou na zkouSku vyborné
pfipraveni. Polovina z4kli ma vzdy stejné zadani Glohy. Kolika zplisoby miizeme zaky

rozdg¢lit, aby v obou skupinach byli vzdy dva vyborné ptipraveni zaci?
ReSeni:

Pocet zpusobt, kterymi mizeme rozdélit Ctyfi vyborné pfipravené zédky do dvou
skupin po dvou zacich v kazdé skuping, je C,(4). Ke kazdé dvojici mizeme pfipojit

6 zakt C4(12) zpisoby. Celkovy pocet zpisobu, kterymi zaky, mizeme rozdélit je:
n= C,(4).Cs(12)=(3). (7)) =5544

Odpovéd: Zaky mizeme rozdélit 5544 zpusoby.

"JIRASEK, FrantiSek. Shirka tiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995. str. 49, Ucebnice pro stfedni skoly. ISBN 80-7196-012-8.
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Kombinace s opakovanim

Definice’?:

K-¢lenna kombinace s opakovanim z n prvku (k, n € N) je kazda neuspotadana k- tice
(mnozina k prvkil) sestavena (vybrana) z téchto n prvka, pfi¢emz vSechny prvky v ni

nemusi byt nutné rizné (tj. mohou se opakovat).

Definice’s:

Skupiny s k prvky vybranymi zn prvku (k <n) tak, ze kazdy prvek se muze ve
skupin€ vyskytovat vicekrat (nejvyse k-krat) a nezalezi na jejich potradi, se nazyvaji

kombinace k-té tfidy z n prvkl s opakovanim.
Oznaceni: C'; (n)
Pocet kombinaci k-té tfidy z n prvkil s opakovanim:

Ce(m) = ("*¥7"),prokazdé k,n € N,k <n.

Definice’:
Kombinace k-té tfidy z n prvkt s opakovanim je:

e Kk-prvkova skupina prvki, vybranych z n-prvkové zakladni mnoziny Z tak,
ze se kterykoliv prvek mize ve skupiné libovolnékrat opakovat,

e neuspofadany vybér k prvkl z n-prvkové zékladni mnoZiny Z s vracenim.

Pocet kombinaci k-té téidy z n prvkd s opakovanim: C',(n) = (n+llj_1) , nk € N,

2 pPRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody Feseni. Liberec: Technicka univerzita
v Liberci, 2014. str. 37. ISBN 978-80-7494-017-0

BJANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. str. 97-
100. ISBN 80-85839-73-3.

" HRADECKY, Pavel, Matéj TURCAN a Anna MADRYOVA. Pravdépodobnost. 3. vyd. Ostrava: VSB-
Technicka univerzita Ostrava, 2012. str. 1-29. ISBN 978-80-248-2617-2.
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Definice’:

k-¢lenna kombinace s opakovani z n prvku (k, n € N) je kazda neuspotadana k- tice
(mnozina k prvki) sestavena z téchto n prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse

k- krat. Pocet vSech k-Elenych kombinaci s opakovanim se zna¢i C’(k, n).

Vzorec:C' (k,n)=(n+k—1Kk)

Priklad:

V obchod¢ méli Ctyfi rizné druhy lizatek, které stoji 8 K¢ za 1 ks. Kolika zptisoby Ize
zakoupit lizatko, mame-li Kk dispozici 56 K¢&? Kazdy nakup se sklada ze sedmi kust

a jednotlivé druhy lizatek mohou byt zastoupeny vicekrat (max. 7x)

C'7(4)= (4+;_1): (170): 10! _10.9.8.7!:5.3.8:120

7131 71.3.2

Odpovéd’: Lizatka jde nakoupit 120 zptisoby.

SCALDA, Emil a Vaclav DUPAC. Matematika pro gymndzia. 5. vyd. Praha: Prometheus, 2008.
Ucebnice pro stiedni skoly (Prometheus). str. 46. ISBN 978-80-7196-365-3.
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3 Pravdépodobnost

., Pravdépodobnost jevu je mira moznosti uskutecnéni tohoto jevu. “™

3.1 Nahodny pokus a nahodny jev

Pod pojmem pokus, si mnozi vybavi hodinu fyziky ¢i chemie na zakladni Skole
¢i stfedni Skole a s nimi spojené pokusy. Tyto pokusy vétSinou probihaly v laboratornich
podminkach a vétSinou byl vysledek pokusu zndm. OhlaSeny vysledek hodné zalezel
na dodrzeni podminek pokusu, a pokud byly tyto podminky dodrzeny, ocekavany
vysledek se dostavil. Vysledek pokusu byl tedy jednoznacné pteduren podminkam,
za kterymi pokus probihal.

Setkavame se ale s velkym mnozstvim pokusti (obecné ¢innosti), jejichz vysledek
muze byt rizny, 1 kdyZ se snazime dodrzet veskeré podminky pokusu. Dilezité slova jsou
»snazime dodrzet®. Na rozdil od laboratornich podminek je téchto podminek pfili§ mnoho
a dodrzet je byva velmi obtizné. Znamena to, ze tyto podminky, které predurcuji vysledek

v W

pokusu, jsou obtizné kontrolovatelné.

Pokud napft. cestujeme kazdé rano do prace stejnym autobusem po stejné trase,

ve stejny Cas dle jizdniho tadu, nikdy nejsme schopni urcit, jak ptresné dlouho pojedeme.

Néhodnym pokusem tedy budeme rozumét takovou Cinnost, jejiz vysledek neni
jednoznacné preduréen podminkami, za kterych pokus probihd, a tento pokus je

(alespon teoreticky) mnohonasobné opakovatelny za stejnych podminek.’’

. Jednim z cilii teorie pravdepodobnosti je nahradit neurcitd tvrzeni o vysledcich
nahodnych pokusiu mirou pocetnosti vysledkii téchto vysledkii a dale zavést pravidlo

Pro pocitani s témito mirami. '

Lidstvo uz od nepaméti zajimalo, jaké jsou Sance na vitézstvi v nékterych

jednoduchych hrach napft.: hazeni minci, losovani z osudu, kostky, karetni hry apod..

8 HRADECKY, Pavel, Mat&j TURCAN a Anna MADRYOVA. Pravdépodobnost. 3. vyd. Ostrava: VSB-
Technicka univerzita Ostrava, 2012. str. 1-29. ISBN 978-80-248-2617-2.

" MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 13-15. ISBN 978-80-
7431-087-4.

8 MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 13. ISBN 978-80-7431-
087-4.
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Pocatky pravdépodobnosti jsou spjaty pravé s témito hrami. Jsou to hry, jejichz vysledky

jsou vysledkem realizace ndhodného pokusu.”

,,POKus, probihajici za stejnych podminek nebo priblizné stejnych podminek,

U kterych nemiizeme urcit jejich vysledek, se nazyva nahodny pokus. “®

., Nahodnym jevem je jakékoliv tvrzeni o vysledku nahodného pokusu, o kterém lze po
uskutecneni pokusu jednoznacné rozhodnout, zda je pri dané realizaci pokusu pravdive

¢i nepravdivé. 8t

., Vysledek nahodného pokusu, o kterém ma smysl tvrdit, Ze nastal nebo nenastal, se

nazyva nahodny jev. “%?

3.2 Nahodna veli¢ina

Vétsina ndhodnych pokusti mé vysledek vyjadieny redlnym cCislem. At jiz néco
meéfime napf.: vySka, hmotnost cloveéka, hmotnost zbozi, rychlost nebo pocitame

napft.: pocet udélosti, pocet volicl, pocet zakazniki u pokladny, vysledek je Eislo.

., |V pFipade, Ze vysledek nahodného pokusu je kvalitativni povahy (barva oci, stupen
dosazeného vzdeélani, pohlavi apod.), stejneé vétsinou vysledek prevadime

na cisla — urcujeme pocet, relativni cetnost atd.

V téchto pripadech tedy pracujeme s ndhodnym pokusem, jehoZ prostor
elementarnich jevii S je mnozina redlnych cisel R nebo néjaka jeji podmnoZina. Potom
hodnotou nahodné veliciny X budeme rozumeét vysledek nahodného pokusu, vyjadreny

realnym cislem. <&

" MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 13-15. ISBN 978-80-
7431-087-4.

80 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. Str.
100. ISBN 80-85839-73-3.

81 MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 13-15. ISBN 978-80-
7431-087-4.

8 JANUROVA, Eva a Miroslav JANURA. Matematika na dlani. Olomouc: Rubico, 2002. Na dlani. Str.
100. ISBN 80-85839-73-3.

8 MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 41. ISBN 978-80-7431-
087-4.
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Definices4:

Méjme pravdépodobnostni pole {S, 2, P}. Nahodna veli¢ina X je realna funkce X(E)
prvkli E prostoru elementarnich jevt S takova, ze pro kazdé realné x je mnozina

{E € S; X(E) < x} ndhodnym jevem (tj. prvkem systému 2).

3.3 Historie pravdépodobnosti

Pravdépodobnost chapeme v matematické teorii pravdépodobnosti jako vlastnost jeva
okolniho svéta (tzv. objektivni pravdépodobnost), je ji ale také mozné chépat
jako vlastnost naSich znalosti, naSeho uvazovani, jako miru nasi jistoty o spravnosti
n¢jakého tvrzeni (tzv. subjektivni pravdépodobnost). Obé& tato pojeti nebyla
v 17. a 18. stoleti pfesné¢ oddélena. Co se tyce druhého pojeti, stalo se postupné spise
doménou matematicky orientovanych filozofi napt. Bolzan-Wissenschaftslehre,
1837 nebo Carnap-Logical Foundations of Probability, 1950.%

Od nepaméti se lidstvo setkavalo s ndhodnymi jevy, ale k jejich matematickému
zkoumani ptikrocCilo az v novovéku. Pocatkem teorie pravdépodobnosti je vSeobecné
povazovana korespondence, kterou v roce 1654 spolu vedli Blaise Pascal

a Pierre de Fermat. Pfi¢in tohoto pomérné pozdniho pocatku matematického piistupu

K jevu nahody je asi vice, ale miizeme je rozdé€lit do dvou skupin:

1. Tuto skupinu by bylo mozno nazvat pfi¢inami epistemologickymi. Priciny
spocivaji v tom, ze nikdo nevidél (nerozpoznal) Zadnou souvislost mezi matematikou
na strané jedné a ndhodnymi jevy na strané druhé. Co se matematiky tyce, byla do ni
tradicné zahrnovana geometrie, aritmetika a algebra a zde se nic nahodného
nevyskytovalo. Pokud se ndhody ty€e, bylo kni pfistupovano v podstaté¢ dvojim
zpisobem: 1. Nahoda byla jistym zptuisobem povazovany za projev vile tajemného

bozstva a jejich zkouméani nalezelo do kompetence knézi, nikoli matematikd. 2. Ndhoda

8 MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 41. ISBN 978-80-7431-
087-4.

8 MACAK, KAREL: Pozndmky k formovani teorie pravdépodobnosti v XVII. a XVIII. stoleti., In.: Bedvar,
Jindfich (editor); Fuchs, Eduard (editor): Historie matematiky. II. Seminar pro vyucujici na
strednich Skolach, Jevicko, 21. 8. — 24. 8. 1995, Sbornik. (Czech). Praha: Prometheus, 1997. str. 31 .80-
7196-046-2
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byla povazovana za synonymum pro neznalost vSech pfi¢in a kauzéalnich vazeb, coz

znamena odmitnuti objektivni existence.

2. Skupinu by bylo mozno nazvat ptfi¢inami utilitaristickymi. Tyto pfi¢iny spocivaji
v tom, ze matematické zkoumani ndhodnych jevli nebylo nutné. Nikdo ho totiz k nicemu
nepotieboval. ,, Nutnost presného popisu nahodnych jevii se objevila v souvislosti
S rozvojem napr. moreplavby, obchodu, moderniho burZzoazniho statu a z toho plynouctho
vzniku demografie a pojistovnictvi, jednak v souvislosti s rozvojem exaktnich prirodnich
ved (hlavné astronomie a experimentalni fyziky) a z toho plynouci nutnosti zpracovavat

vysledky méreni zatizené nahodnymi chybami. %

Tyto skutec¢nosti mohly byt pfi¢inou toho, ze matematickd teorie pravdépodobnosti
zacala vznikat v 16. stoleti, i kdyZ jeji zakladni principy jsou velice jednoduché. Velmi

vyznamnou roli pfi jejim vzniku sehraly hazardni hry a sazky, obzvlasté hra v kostky.®’

Za datum vzniku teorie pravdépodobnosti je tedy povazovan rok 1654. V té dob¢ uz
byly ustaleny dva typy problému z oblasti hazardnich her a sazek. Ty slouzily formujici

se teorii pravdépodobnosti jako zédkladni material:

Prvnim typem problémi bylo kombinatorické, které se tykalo napft. toho, kolika
zpusoby muize padnout jisty pocet ¢isel pii hazeni jednou, dvéma, tfemi kostkami. Velmi

podobného ulohy se objevuji v teorii pravdépodobnosti i dnes.

., Druhy typ problémit ma dnes vyznam cisté historicky a tykal se tzv. ulohy o rozdéleni
sazky, kterou lze formulovat v nejjednodussi podobé takto: Dva hraci hraji sérii her
0 néjakou castku A tuto Ccastku ziska tem hrdc, ktery jako prvmni vyhraje k her.
Pravdépodobnost vyhry v kazdé jednotlivé hre je pro oba hrace stejna (oba hraci jsou
., Stejné dobri"). Série her je predcasné ukoncena ve chvili, kdy jednomu hraci chybi

do vwhry m her, druhému hraci chybi do vyhry n her. Jak ma byt spravedlive rozdélena

8 MACAK, KAREL: Poznamky k formovani teorie pravdépodobnosti v XVII. a XVIIL. stoleti. In.: Be¢vaf,
Jindfich (editor); Fuchs, Eduard (editor): Historie matematiky. II. Seminai pro vyucujici na strednich
Skoldach, Jevicko, 21. 8. —24. 8. 1995, Sbornik. (Czech). Praha: Prometheus, 1997. str. 31 .80-7196-046-2
87 MACAK, KAREL: Pozndmky k formovani teorie pravdépodobnosti v XVII. a XVIII. stoleti., In.: Be&vat,
Jindtich (editor); Fuchs, Eduard (editor): Historie matematiky. II. Semindi* pro vyucujici na strednich
Skolach, Jevicko, 21. 8. — 24. 8. 1995, Shornik. (Czech). Praha: Prometheus, 1997. str. 31 .80-7196-046-2
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castka A mezi hrace?“®® Oba typy problémi lze formulovat bez pouziti pojmu

»pravdépodobnost" a ptivodné byly formulovany bez pouziti pravdépodobnosti.

3.4 Axiomatické zavedeni pravdépodobnosti

Definices®:

Necht’ A je jevové pole. Pravdépodobnost jevu A€ A je realné Cislo P(A) spliujici

3 axiomy:
1. P(A)=0 axiom nezapornosti,
2. P(h=1 axiom jednotky,

3. Jsou-li jevy Ay, A,, ... navzajem nesluéitelné, pak plati:
P41 + A, +...))=P(A1) + P(A,) + ... axiom aditivity.

Usportadana trojice [, A, P] se nazyva pravdépodobnostni prostor.
Definice®:
Necht' ¥ je jevové pole. Libovolnou redlnou mnozinou funkce P, definovanou na P,

nazveme pravdépodobnosti (pravdépodobnostni funkci, pravdépodobnostni mirou,

rozdélenim pravdépodobnosti), jestlize splituje tyto podminky:

1. A€W =>P(A)>0
2. P(S)=1
3. {ALicW, A n A= 0,i#] =P(U;4;) =%, P(4).

Cislo P(A) nazyvame pravdépodobnostni ndhodného jevu A.

Vztahim 1-3 fikdme axiomy pravdépodobnosti. Trojice (S, ¥, P) se nazyva

pravdépodobnostni prostor, nékdy také pravdépodobnostni pole.

8 MACAK, KAREL: Poznamky k formovani teorie pravdépodobnosti v XVII. a XVIIL. stoleti In.: Be&va,
Jindfich (editor); Fuchs, Eduard (editor): Historie matematiky. II. Seminav pro vyucujici na stFednich
Skoldach, Jevicko, 21. 8. — 24. 8. 1995, Sbornik. (Czech). Praha: Prometheus, 1997. str. 31 .80-7196-046-2
8 HRADECKY, Pavel, Matéj TURCAN a Anna MADRYOVA. Pravdépodobnost. 3. vyd. Ostrava: VSB
- Technicka univerzita Ostrava, 2012. str. 1-29. ISBN 978-80-248-2617-2.

% LINDA, Bohdan. Pravdépodobnost. Vyd. 2. Pardubice: Univerzita Pardubice, Fakulta ekonomicko-
spravni, 2011. str. 11-36. ISBN 978-80-7395-430-7.
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Definice®:

Ptredpokladame, ze (2 , A) je méfitelny prostor. Prvky mnoziny Q budeme nazyvat
elementarni jevy a znacit w; prvky o — algebry A budeme nazyvat jev a znacit je velkymi
pismeny se zacatku abecedy.

Pravdépodobnost P je definovana jako mira na A S vlastnosti

P () = 1,tj. P je mnozinova funkce na A s vlastnostmi:

e P(A)>0AEA;
e P(Q)=1P(®)=0;
o P (UnpZ14,) =221 P(4,), je-li {A,} posloupnost po dvou disjunktnich jevi.

Trojice (Q, 4, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

3.5 Klasicka definice pravdépodobnost

Nézev klasickd definice pravdépodobnosti vychdzi ztoho, Ze byla prvni
zformulovanou definici pravdépodobnosti, vychéazejici z teoretickych uvah o podstaté
nahodného pokusu. Tuto definici lze pouzit jenom pro pokusy, majici konecny pocet

vysledki.® Zavedl ji statistik Laplace.
Definice?:

Necht' [Q,A,P] je pravdépodobnostni prostor, kde zakladni prostor Q obsahuje
kone¢ny prostor n stejné moznych elementarnich jevi. Pak pravdépodobnost jevu A,

ktery se rozpadad na m elementarnich jevi (pfirozenych jevu A), je:

P(A) =2

n .

91 DUPAC, Véclav a Marie HUSKOVA. Pravdépodobnost a matematicka statistika. 2., upr. vyd. Praha:
Karolinum, 2013. str. 8-12. ISBN 978-80-246-2208-8.

%2 LINDA, Bohdan. Pravdépodobnost. V'yd. 2. Pardubice: Univerzita Pardubice, Fakulta ekonomicko-
spravni, 2011. str. 11-36. ISBN 978-80-7395-430-7.

% HRADECKY, Pavel, Mat&j TURCAN a Anna MADRYOVA. Pravdépodobnost. 3. vyd. Ostrava: VSB
- Technicka univerzita Ostrava, 2012. str. 1-29. ISBN 978-80-248-2617-2.
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Klasicka definice pravdépodobnosti spliuje vS§echny 3 axiomy:

e P(A)=Z=>0,nebot m=> 0,n >0

n

° P(]_):;:]_

o P(A+B)=TATTE =4 4 T8 = p(A) + P(B)

n

Definice®:

Tento model predpoklada, ze prostor vSech elementarnich jevli S mé jenom konecny
pocet vysledki a kazdy elementdrni jev ma stejnou moznost nastat po vykonani
nahodného pokusu. Oznacime-li N [-] pocet elementarnich jevi, kterymi je tvofen
nahodny jev uvedeny v hranatych zavorkach, tak potom pro pravdépodobnost P(A)

libovolného ndhodného jevu A plati:

N [4]

P(A) = 15

Cislu N[A] #kdme polet piipadii piiznivych a &islu N[S] pocet piipadi viech

moznych.

Definice®:

Klasickou definici pravdépodobnosti milizeme pouzit pro konecny prostor
elementarnich jevii. Pokud mé prostor elementarnich jevi n prvkl, které pokladame
zastejn¢ mozné, a jestlize jev A je sjednocenim m elementarnich jevi, pak je

pravdépodobnost jevu A definovana jako

P(A)==2

% LINDA, Bohdan. Pravdépodobnost. V'yd. 2. Pardubice: Univerzita Pardubice, Fakulta ekonomicko-
spravni, 2011. str. 11-36. ISBN 978-80-7395-430-7.

% MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 22. ISBN 978-80-7431-
087-4.
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Definice®:

Jestlize jde o takovy ndhodny pokus, u néhoz jsou vysledky stejné mozné, je jich
kone¢ny pocet a vzijemné se vylucuji, potom pravdépodobnost jevu A uréime

podle vzorce P(A) = %,kde m je pocet vysledki, které maji za nasledek nastoupeni jevu
A, an je pocet vSech moznych vysledku.
Podminéna pravdépodobnost P (A|B) jevu A vzhledem K jevu B je dana vztahem

P(ANB)
oy kde P(B) 0.

P (AB) =

Pravdépodobnost priniku P(A N B) nezavislych jevi A a B je dana vztahem
P(ANB) = P(A) * P(B).
Pravdépodobnost sjednoceni libovolnych jevi je dana vztahem

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

Pro nesluditelné jevy plati, ze P(A N B) = 0.

Priklad:
Jaka je pravdépodobnost, Ze pti jednom hodu jednou hraci kostkou padne
a) sudé cislo
b) ¢tytku

c) deset

%JIRASEK, FrantiSek. Shirka tiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995. str. 49, Ucebnice pro stfedni skoly. ISBN 80-7196-012-8.
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ReSeni:
a)

pocet vSech moznych vysledktije: n = 6

pocet vysledka, kterych chceme dosahnout je (suda Cisla: 2,4,6): m=3
_m

P(A) = —

P(A)=2=05

P(A) =50 %

Pravdépodobnost, Ze hodim jednou kostkou suda cisla je 50 %.
b)
pocet vSech moznych vysledkiije: n = 6

pocet vysledkt, kterych chceme dosdhnout je: m= 1

P(A) = =

P(A) = = 0,167

P(A) =167 %

Pravdépodobnost, Ze hodim jednou kostkou ¢tytku je 16,7 %.
c)
pocet vSech moznych vysledkije: n = 6

pocet vysledki, kterych chceme dosdhnout je: m = 0 => je to nemozny jev, protoze

nemuzeme jednou kostkou hodit vic nez 6.

_m
P(A)= =
P(A)=2=0
P(A)=0%

Pravdépodobnost, ze hodim jednou kostkou deset je 0 %.

47



3.6 Geometricka definice pravdépodobnosti

Definice®’:
Necht' [Q,A,P] je pravdépodobnostni prostor, kde zakladni prostor Q obsahuje

nekonecny pocet stejné moznych elementarnich jevi.
Necht’ v né¢jakém metrickém prostoru je:
A geometricky model jevu A€ A,
| geometricky model jevu jistého I,
|A| je mira geometrického modelu jevu A,
1] je mira geometrického modelu jevu jistého I.

Pak pravdépodobnost jevu A:

P(A) =1

Geometricka pravdépodobnost splituje vSechny 3 axiomy:
1. P(A) :% > 0,nebot [4| = 0a|l| >0
_
2. P()= m 1
B

+ [ =P(A) + P(B)

_|Al+1B] _ |A|

3. P(A+B)== TR

9% HRADECKY, Pavel, Matéj TURCAN a Anna MADRYOVA. Pravdépodobnost. 3. vyd. Ostrava:
VSB- Technicka univerzita Ostrava, 2012. str. 1-29. ISBN 978-80-248-2617-2.
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Definice®:

Geometricka definice pravdépodobnosti 1ze pouzit pro jistou tfidu ndhodnych pokust
s nespocetné mnoha vysledky. Uvazujme nahodny pokus, majici nespocetné mnoho
vysledku, které lze interpretovat jako body n-rozmérného realného prostoru R,,. Body
reprezentujici prostor vSech elementarnich jevl S potom vytvoii v R,, geometricky utvar
nenulové miry m(S) (Pod mirou mnoziny zde rozumime délku v piipadé n = 1, plochu pro
n = 2 a objem pro n = 3). Nahodné jevy jsou podmnoziny S a budou reprezentovany
geometrickymi Utvary, lezici v S. Dale predpokladame, Ze jestli A €S je nahodny jev, tak
moznost, ze bod reprezentujici vysledek nahodného pokusu bude lezet v mnozing A, je
umérna jeji mife m (A) bez ohledu na jeji tvar a polohu S (jedna se stejné jako v klasické
definici o pozadavek stejné moznosti nastani pro kazdy elementarni jev). Potom pro

pravdépodobnost nahodného jevu A plati:

m (4)
m(s)’

P(A) =
Definice®:

Necht' mnozina ) je borelovska podmnozina R™ s kladnou a kone¢nou Lebesgueovou

mirou p () a necht’ A = B™(€). Pravdépodobnost P definuje piepisem:

_ r®)
P(A) = ol A€ A

Je vhodnym modelem tam, kde vysledklim 1ze vzdjemné& jednoznac¢né pfifadit body

o € Q c R" akde zadnym vysledkiim nelze apriori dat pfednost pied ostatnimi.

% LINDA, Bohdan. Pravdépodobnost. V'yd. 2. Pardubice: Univerzita Pardubice, Fakulta ekonomicko-
spravni, 2011. str. 11-36. ISBN 978-80-7395-430-7.
% DUPAC, Véclav a Marie HUSKOVA. Pravdépodobnost a matematickd statistika. 2., upr. vyd. Praha:
Karolinum, 2013. str. 13. ISBN 978-80-246-2208-8.
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Definicel%:

Tuto definici ziskdme za pomoci modifikace klasické definice. Oznac¢me jako
E prostor stejné moznych elementarnich jevli. Pokud je tento prostor geometrickou
oblasti (libovolné dimenze), jejiz velikost (délka, obsah, objem,...) je konecna a je roven
V(E), a cast této oblasti predstavujici jev A ma velikost V(A), pak je pravdépodobnost

jevu Arovna:

P(A) = 1O

V(E)

Priklad:

Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné¢ zvoleny meteor dopadne na pevnou cést

zemékoule, kdyZ vime, Ze 149 mil. km? povrchu Zemé je pevnina a 361 mil. km? je mote?

ReSeni:
[I] = 149 + 361 = 510
|A| =149
P(A) = % =2 =0,292

Pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany meteor dopadne na pevnou zem je 0,292.

3.7 Statisticka definice pravdépodobnosti

Byla zavedena matematikem R. Misesem, ktery odmital tzv. apriorni vypocet

pravdépodobnosti — vypocet, ktery se provadi na zaklad€ teoretického poznani struktury

nahodného pokusu, aniz by byl pokus proveden.®!

10 MAREK, Lubos. Pravdépodobnost. Praha: Professional Publishing, 2012. str. 22. ISBN 978-80-7431-
087-4.

101 LINDA, Bohdan. Pravdépodobnost. \Vyd. 2. Pardubice: Univerzita Pardubice, Fakulta ekonomicko-
spravni, 2011. str. 11-36. ISBN 978-80-7395-430-7.
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Definicel%:

Statisticka definice pravdépodobnosti je zaloZzena na pojmu relativni ¢etnosti vyskytu

hromadného jevy A € A v n nezavislych pokusech.

Absolutni ¢etnost f 4 je pocet vyskytl jevu A pii n pokusech.
Relativni ¢etnost jevu A je % :

Pro rostouci pocet pokusii se relativni ¢etnost stabilizuje, uptesiuje.

Statisticka pravdépodobnost jevu A je Cislo P(A), k némuz se bliZi relativni ¢etnost

jevu A pron — + oo:

P(A)= lim .

n->+ocon

Statisticka definice pravdépodobnosti splituje vSechny 3 axiomy:
L P(A)= lim L4°> 0. nebot' £, 20,n>0
n-— oo

2. P()= lim Z = 1lim 2 =1
n->+oon n-+oon

3. PA+B)= lim 2222 jim 24 + 1im ZE=p(A) +P(B)

n—-+ o n n-+oon n->+oon

Definicel®:
Opakujeme-li n-krat nezavisle nahodny pokus a bude-li relativni Cetnost jevu A,

p(A) = % (kde n (A) je pocet pokust pii kterych nastal jev A) pfi rostoucim celkovém

A4

poctu pokust n kolisat ve stidle uzSich mezich kolem wurcitého Ccisla, miZeme

piedpokladat, Ze toto Cislo je pravdépodobnost jevu A. Plati tedy, ze P(A) = lim p(A).
n — oo

102 HRADECKY, Pavel, Matéj TURCAN a Anna MADRYOVA. Pravdépodobnost. 3. vyd. Ostrava:
VSB- Technicka univerzita Ostrava, 2012. str. 1-29. ISBN 978-80-248-2617-2.
103 JIRASEK, Frantisek. Shirka iiloh z matematiky pro SOS a pro studijni obory SOU. 3. upr. vyd. Praha:
Prometheus, 1995. str. 55-59, U¢ebnice pro stfedni skoly. ISBN 80-7196-012-8.
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Definicel%:

Necht’ n je pocet opakovani ndhodného pokusu & a necht’ m udava, kolikrat v dané

sérii pokust nastal ndhodny jev A. Potom pravdépodobnost nahodného jevu A

P(A)= lim —=.

n-+on

104 LINDA, Bohdan. Pravdépodobnost. \Vyd. 2. Pardubice: Univerzita Pardubice, Fakulta ekonomicko-
spravni, 2011. str. 28. ISBN 978-80-7395-430-7.
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4 Kombinatorika a pravdépodobnost ve §kolské matematice

Kombinatorika a pravdépodobnost hraji v rozvoji matematického mysleni vyraznou
roli. Rozviji zejména logické mysleni a obecné kombinac¢nich schopnosti. Jedna se hlavné
o ucivo stfednich Skol, kde se omezuje na klasickou problematiku vytvareni skupin
predmét, uréovani poctl vSech skupin, které spliuji ur¢ité podminky. Na druhém stupni
zakladnich Skol se kombinatorické a pravdépodobnostni ulohy fesi také, ale pouze
intuitivné, usudkem nebo dosazovanim hodnot bez pouziti vzorci a obecnych
kombinatorickych a pravdépodobnostnich pravidel. Zaci zakladnich $kol se s témito

ilohami setkavaji na riznych matematickych olympiadach a jinych soutézich.1%

Ulohou ugitele je najit co nejlepsi metodu budovani kombinatorického
a pravdépodobnostniho mysleni u zaki, nejdiive bez znalosti kombinatorickych
a pravdépodobnostnich pojmu. Je dobré vyucovat deduktivni metodou vychazejici ze
zkuSenosti a poznatki zakd, které ziskali v matematice nebo bézném zivoté. Ucitelé

mohou vyuzit riizné hry, hlavolamy &i rébusy.%

Pro zaky je pfirozengjsi vytvaret modelové situace z jednoduchych her, nebot’ to
vyhovuje mentalité¢ zakt. Po vytfeseni n¢kolika pirikladl Zaci sami nachéazeji zakonitosti,
jimiz se vypocet fidi. Podstatou vyuky je, aby zak pii popisovani jemu blizkych situaci
dokézal samostatné a smysluplné formulovat otazky a problémy, samostatné je prevedl

do jazyka matematiky a hledal a nachazel prosttedky k jejich feseni.’?’

Ucitel by mél také zakim predstavit a pfiblizit situace z redlného zivota, ve kterych
se pouziva vypocet kombinatoriky a pravdépodobnosti podle jednotlivych modelt, napt.:
kontrola kvality vyrobkt, ochrana utajovanych dat, zji§tovani Gi¢innosti 1€kil, ovétovani

spolehlivosti nové technologie pii vyrobé soucastek, pojistovnictvi apod.1%®

105pRIHONSKA, Jana. Kombinatorika: jak ji moznd nezndme [online]. [cit. 2018-04-02]. Dostupné z:
http://slideplayer.cz/slide/2293204/

106 7TLKOVA, Monika. Kombinatorické hry v skolskej matematike. [online]. [cit. 2017-10-17]. Dostupné
z: http://math.ku.sk/data/konferenciasub/pdf2003/Zilkova.pdf

107 ACSOVA, Silvia. Zbornik prispevkov z konferencie Matematika v §kole dnes a zajtra (6. rocnik): Kedy
a ako vyucovat pravdepodobnost a statistiku na ZS a SS [online]. 2005. Ruzomberok [cit. 2018-04-10].
Dostupné z: math.ku.sk/data/konferenciasub/zbornik04.doc

108 BUDINOVA, Irena, Rizena BLAZKOVA, Milena VANUROVA a Helena DURNOVA. Ulohy
z matematiky pro bystré a nadané déti prvniho stupné ZS, jejich ucitele a rodice: §kaly pro identifikaci
nadani, zkusSenosti s nadanymi Zaky. Brno: Edika, 2016. str. 72 ISBN 978-80-266-1012-0.
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., Kombinatorika je predpokladem k uspésnému zvladnuti dalSich témat uciva,
napr. pravdépodobnosti, statistiky, teorie cisel, teorie informaci, kodovani, Sifrovani

aj. «109

Dulezitou slozkou pii feSeni kombinatorickych tloh je kombina¢ni mysleni, u kterého

jde predevsim o nauceni a rozvoj nasledujicich schopnosti a dovednosti:

* . Vybirat ze skupiny podle urcitého pravidla.

» Uveédomovat si, zda v dané skupiné existuji prvky pozadovanych vlastnosti.
* Rozdelovat prvky dané skupiny na zdaklade urcitého pozadavku.

* Provadet usporadani prvkii dané skupiny danym zpiisobem.

* Poznavat, zda se jedna o skupiny usporadané nebo neusporadané.

* Rozlisovat, zda se prvky ve skupindach mohou nebo nemohou opakovat.

* Hledat pravidlo pro vyhledavani viech skupin splitujicich dané podminky. “11°

Reseni kombinatorickych tloh, bychom mohli rozpracovat na jednotlivé elementy.
Elementy FeSeni uloh z kombinatoriky:

1. ,,Analyza textu a ziskani vhledu do situace ulohy (sleduje se porozumeni textu
ulohy),

2. Vyber vhodné metody a strategie reSeni (pozornost je venovana okamziku
rozhodovani a volbé postupu reSeni),

3. Vyjmenovani vSech moznosti (nejbéznéjsi metoda pro reseni kombinatorickych
problémii; pozornost je vénovana kontrole a systematicnosti zapisu),

4. Propedeutika pro pravidla soucinu (pozornost je vénovana intuitivnimu vyuziti
pravidla),

5. Propedeutika pro pravidlo souctu — uméni tridit (pozornost je venovina
schopnosti  Zakii roztridit prvky mnozZiny do dvou navzdjem disjunktnich

podmnozin na zakladeé daného kritéria),

19BLAZKOVA, Rizena, Milena VANUROVA
a Kvétoslava MATOUSKOVA. Kapitoly z didaktiky matematiky:  (slovni ~ iilohy, — projekty). Bmo:
Masarykova univerzita, 2002. str. 2. ISBN 80-210-3022-4.

110 BUDINOVA, Irena, Rizena BLAZKOVA, Milena VANUROVA a Helena DURNOVA. Ulohy
z matematiky pro bystré a nadané déti prvniho stupné ZS, jejich ucitele a rodice: §kaly pro identifikaci
nadani, zkusSenosti s nadanymi Zaky. Brno: Edika, 2016. str. 72 ISBN 978-80-266-1012-0.
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10.

11.

12.

13.

Kdy jsou dva objekty ,, stejné “? (sledovan je problém ,,rovnosti“ v matematickém
smyslu a chapani rovnosti v bézném Zivote,; pozornost je venovana rozhodovact
fazi o ,, rovnosti ),

Grafické znazornéni (pozornost je veénovana vyuziti grafického znazornéni
priteseni kombinatorickych uloh z hlediska faze reseni a jeho smyslu
vyuziti — jako vychodiska resent, dopliiujictho faktoru ¢i pouhé ilustrace),
Divergentni ulohy — rozvoj divergentniho mysleni (pozornost je vénovina
divergentnim myslenkovym procesiim — hledani, objevovani resitelskych strategii,
vytvareni novych strategii, schopnosti pretvaret osvojené zkusenosti; sledovany
Jjsou dosazené vysledky zakii),

Usporadani versus neusporddani (pozornost je venovana problémum
V rozhodovaci fazi o usporadaném ¢i neusporadaném vyberu danych moznosti),
Prvky v objektech — nejvyse jednou, pravé jednou, nebo i vicekrat? (pozornost
je vénovana analyze ulohy problémit s opakovanim konkrétnich prvkii
Ve vytvarenych konfiguracich),

Organizace a systém (pozornost je vénovana vytvareni organizacnich principii
a systémi V reseni uloh — nalezeni vSech moznosti daného vyberu),

Interpretace vysledkii (pozornost je vénovana spravné interpretaci vysledku
a v souvislosti s tim hleddni formalizace v matematickém poznani Zdka),
Viytvoreni uiloh (pozornost je venovana samostatnosti pri vytvareni jednoduchych

uloh s uplatnénim kombinatorického pristupu). ‘1t

Podle polského matematika profesora Plockého, by feSeni uloh z pravdépodobnosti

mélo obsahovat tyto faze:

faze matematizace

V této fazi Zak problém z redlného svéta promitne do matematické abstrakce. Je to
etapa konstruovani pravdépodobnostniho prostoru, tedy popis realné situace
pomoci schémat typickych pro teorii pravdépodobnosti.

faze vypocta a dedukci

Obsahuje matematické vypocty uvnitt pravdépodobnostniho prostoru.

11 pRIHONSKA, Jana. Kombinatorické problémy: aplikace a metody reseni. Liberec: Technicka
univerzita v Liberci, 2014. str. 118. ISBN 978-80-7494-017-0.
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e fizi interpretace

Obsahuje formulovani zavéru pro realnou situaci na zdkladé vypoctené

pravdépodobnosti.1?

Pii kazdé vyuce je dulezitA motivace. Cilem vyucovani kombinatoriky
a pravdépodobnosti nemiize byt jen soubor pojmu, definic a vét, ale i rozvoj techniky
vypoctu. Neni diilezité zavalit zdky mnozstvim vzorci, ale vice rozvijet logické mysleni

74kl a ve vyuce uplatiiovat deduktivni metodu.™®

112 Pr.OCKI, Adam. Pravdépodobnost kolem nds: pocet pravdépodobnosti v ulohdch a problémech.
Usti nad Labem: Univerzita J.E. Purkyng, 2001. Studia matematica. ISBN 8070443553,

13 ACSOVA, Silvia. Zbornik prispevkov z konferencie Matematika v skole dnes a zajtra (6. rocnik): Kedy
a ako vyucovat pravdepodobnost a Statistiku na ZS a SS [online]. 2005. Ruzomberok [cit. 2018-04-10].
Dostupné z: math.ku.sk/data/konferenciasub/zbornik04.doc
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5 Kombinatorika a pravdépodobnost v matematickych
soutézich

S kombinatorikou a pravdépodobnosti jako se samostatnou kapitolou se v u¢ebnicich
Casto nesetkdvame. Jedna se spiSe o rozsifujici ucivo, které u zaki na ZS rozviji logické

mysleni. Tyto ulohy se Casto vyskytuji na riznych matematickych soutézich.

., Matematické soutéze jsou jednou z forem popularizace matematiky a zapojeni
talentované mladeze do reSeni netradicnich uloh a rozvijeni jejich matematickych

schopnosti. “14

Pro zéky 2. stupné jde predevsim o tyto soutéze:

e Matematicky klokan,
oV kategorii Benjamin (6. - 7. tiida ZS)
o v kategorii Kadet (8. - 9. t¥ida ZS)
e Matematicka olympiada pro 2. stupeii ZS,
e Pythagoriada,
e Dejte hlavy dohromady,
e riizné korespondenéni matematické soutéze pro 2. stupeti ZS — napf. Pikomat,

e Online soutéze — napt. Abaku.

Tyto soutéze jsou viceméné organizovany centralné pro vSechny $koly v republice,
nebo aspoit v nékterych regionech. Navic na nékterych zakladnich Skolach ucitelé

organizuji mistni soutéze nebo dokonce jen ve tiidach, kde u¢i.**®

Ulohy, které jsou v matematickych soutézich pouzivany, mohou slouzit pedagogiim
jako inspirace, jaké ptiklady v béZnych hodindch matematiky vyuZzivat. Jako uk4dzku jsem
vybrala nekolik piikladi z matematickych soutézi Klokan a Matematicka olympiada.

Vysledky piikladi jsou vyznaceny tucné.

114 pRIHONSKA, Jana. Déleni iiloh - metody Feseni: privodce studiem pro vybérovy semindr. Liberec:
Technicka univerzita v Liberci, 2014. str. 23. ISBN 978-80-7494-010-1.

U5 ZHOUF, Jaroslav. ZAJMOVE CINNOSTI ZAKU ZAKLADNICH A STREDNICH SKOL
V MATEMATICE [online]. 2008 [cit. 2018-02-10]. Dostupné Z:
http://class.pedf.cuni.cz/NewSUMA/Download/VVolne/SUMA_80.pdf
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V matematické soutézi Klokan se v roce 2015 v kategorii Benjamin, ktera je uréena

zakim 6. a 7. tfid, vyskytla tato uloha.

,,Honza ma v batohu jablka a hrusky. V batohu jsou 3 zelena jablka, 5 Zlutych jablek,
7 zelenych hrusek a 2 zluté hrusky. Honza z batohu vytahuje nahodné jeden kus ovoce za
druhym. Urcete nejmensi mozny pocet kusii ovoce, ktery Honza musi z batohu vyndat, aby

mezi nimi existovalo jablko i hruska stejné barvy. “*®

(A)9 (B) 10 (C) 11 (D) 12 (E) 13

Ve stejném roce se V kategorii Kadet, ktera je urCena pro zaky 8. a 9. tiid, objevila

tato uloha:

,, Véera jsem si zapsal telefonni cislo svého pritele Emila. Telefonni c¢islo na mém
listecku ma Sest cislic, ale vzpominam si, Ze Emilovo cislo ma cislic sedm. Viibec si
nevzpomindam, kterou z cislic jsem zapomnéel napsat ani kde se v telefonnim Ccisle
nachazela. Najdeéte nejmensi mozny pocet riiznych telefonnich cisel, které budu muset
zkusit, abych mél jistotu, Ze mezi nimi je spravné telefonni cislo. (Telefonni cislo miize

zacinat jakoukoli ¢islici véetné 0.) “*7

(A) 55 (B) 60 (C) 64 (D) 70 (E) 80

Tato uloha patfila mezi tlohy, které byly ohodnoceny 4 body. Jednalo se tedy o ulohu

stfedné obtiZnou.
V 2016 se ve stejné soutézi v kategorii Benjamin objevila uloha:

. Milada, AneZka a Natalie pracuji ve skolce. Kazdy den, od pondéli do patku, chodi
do prdce prave dvé z nich. Milada pracuje 3 dny v tydnu a Anezka 4 dny v tydnu. Kolik

dni v tydnu pracuje Natdlie? “1®

(B)1 (B) 2 (€3 (D) 4 (E)5

116 Matematicky klokan [online]. Olomouc: Jednota eskych matematiki a fyziké, pobocka Olomouc, 2015
[cit. 2018-06-15]. ISBN 978-80-244-4870-1. Dostupné z
http://matematickyklokan.net/phocadownload/sborniky/sbornik_klokan 2015.

17 Matematicky klokan [online]. Olomouc: Jednota eskych matematiki a fyziké, pobocka Olomouc, 2015
[cit. 2018-06-15]. ISBN 978-80-244-4870-1. Dostupné z
http://matematickyklokan.net/phocadownload/sborniky/sbornik_klokan 2015.

118 Matematicky klokan [online]. Olomouc: Jednota Ceskych matematikii a fyzik{, pobocka Olomouc, 2016
[cit. 2018-06-15]. ISBN 978-80-244-4870-1. Dostupné
z: http://matematickyklokan.net/phocadownload/sborniky/sbornik_klokan 2016.pdf
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I vjinych matematickych soutézich se objevuji tlohy kombinatorického nebo
pravdépodobnostniho charakteru. V Matematické olympiadé ve Skolnim roce 2015/2016

v kategorii Z8, m¢li zaci 8. tiid moznost fesit tuto ulohu:

., Misa mél na policce malé klavesy, které vidite na obrazku. Na bilych klavesach byly

vyznaceny jejich tony.

C|IDIE|F|G|A|H

Obr. 9: Obrazek k ptikladu z Matematické olympiady

Klavesy nasla mala Klara. Kdyz je brala z policky, vypadly ji z ruky a vS§echny bilé klavesy
se z nich vysypaly. Aby se bratr nezlobil, zacala je Klara skladat zpét. Vsimla si pritom,
Ze se daly vlozit jen na nékterd mista, nebot jim prekdzely cerné kldvesy umisténé presné

doprostred mezi dve bile.

Klare se podarilo klavesy néjak slozit, avsak tony na nich byly pomichané, protoze
jesté nmeznala hudebni stupnici. Zjistéte, kolika zpusoby mohla Kldra klavesy

poskladat. “11°

Zvyse uvedenych piikladi miZeme vidét, Ze se ulohy na kombinatoriku
a pravdépodobnost opravu objevuji v matematickych soutézich a je proto dobré, tyto

ulohy zatadit do béznych hodin matematiky na zékladnich Skoléch.

119 65. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY: I. kolo kategorie Z8 [onling]. [cit. 2018-06-15]. Dostupné
z: http://lwww.matematickaolympiada.cz/media/2603411/z65i.pdf
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PRAKTICKA CAST

Praktickd cast diplomové prace se zabyva Uspé$nosti zaki a metodami pfi feSeni
kombinatorickych a pravdépodobnostnich tloh v matematice na 2. stupni zakladnich
Skol.

1 Cil vyzkumu

Cilem vyzkumu bylo zjistit, jakou UspéSnost zaci dosahuji pifi feSeni
kombinatorickych a pravdépodobnostnich tloh a jaké metody strategie pii pocitani

Vyuziji.

2 Metodologie

Pro vyzkumny projekt jsme si vytvotili pracovni list, ktery jsme nasledné vyhodnotili
kvantitativnim pfistupem. Pro vyzkum jsme pouzili 2 druhy pracovnich listd. Prvni

pracovni list, ktery byl vytvoten pro 6. a 7. ro¢nik a druhy pracovni list pro 8. a 9. ro¢nik.

Prvni pracovni list, ktery byl ur€en pro nizsi ro¢niky 2. stupné zékladnich Skol
se skladal z 5 tloh. Ulohy byly spise kombinatorického charakteru, protoze Zaci v t&chto
roCnicich nemaji dostaCujici poctarské znalosti a dovednosti pro vypocet
pravdépodobnosti. Druhy pracovni list byl vytvofen pro 8. a 9. ro¢nik a obsahoval 4 slovni
ulohy. Tyto tlohy byly kombinaci jak kombinatorickych, tak pravdépodobnostnich tloh.

V obou pracovnich listech se vyskytovaly dvé zcela shodné tlohy.

., Kvantitativni pristup predpokladad, Ze fenomény socidlniho sveta (jeho riizné
aspekty, objekty, procesy), které cini predmétem zkoumdni, jsou svym zpiisobem
méritelné, ¢i néjak triditelné, usporadatelné. Informace o nich, ziskavané v jisté
kvantifikovatelné a co nejvice formdalné porovnatelné podobé. Pak je analyzuje
statistickymi metodami se zdamérem overit platnost predstav o vyskytu néjakych
charakteristik, také o jejich vztazich k dalsim objektum a jejich vlastnostem apod.
Kvantitativni vyzkum se vyuzije v pripadé potreby K zodpoveézeni otazek CO? KOLIK?

Jinymi slovy zabyva se ziskavanim udajii o Cetnosti vyskytu urcitého jevu a vztahy mezi
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temito jevy (proménnymi), ale zaroven vsak tyto proménné nepopisuje. Aby bylo mozné
urcit ,,silu vztahii mezi jevy“, statisticky presnéji rFeceno , miru korelace mezi
proménnymi“, je zapotiebi sesbirat velky pocet dat z ruznych zdrojii (od respondentii,
Z dokumentii). Sesbirana data jsou poté vyhodnocena pomoci statisticko-matematickych
operact. V soucasné dobé se pouziva sofistikovany software (MS-Excel, SPSS, Statistica,

R a dalsi). “1?°

3 Vyzkumny soubor

Do mého vyzkumu se zapojily celkem 4 Skoly. Vyzkumné Setfeni probihalo
v 6.— 9. tfidé. Spektrum skol, na kterych jsme provadéli vyzkum bylo velmi
rozmanité: vesnicka Skola, Skola s rozsifenou vyukou jazyka a dvé klasické méstské

Skoly.

Celkovy pocet testovanych zaku ¢inil 558 (285 divek a 273 chlapcti). Prvni pracovni
list feSilo 172 zakt 6. tfidy (92 divek a 80 chlapct), 153 zdka 7. t¥idy (76 divek
a 77 chlapcit). Druhy pracovni list vyplilovalo 131 74kt 8. tfidy (63 divek a 68 chlapci)
a 102 zaka 9. tridy (54 divek a 48 chlapcti).

Tab. 1: Pocet zaku zapojenych do vyzkumu

1. pracovni list 6. + 7. tfida 2. pracovni list 8. + 9. tfida
divky chlapci celkem divky chlapci celkem
6. tiida 8. tiida
92 80 172 68 63 131
7. tiida 9. tiida
76 77 153 48 54 102
168 157 325 116 117 233

120 1 INDEROVA, Ivica, Petr SCHOLZ a Michal MUNDUCH. Uvod do metodiky vyzkumu. Jihlava:

Vysoka skola polytechnicka Jihlava, 2016. 40-48 s. ISBN 978-80-88064-23-7.
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Na grafu mlizeme vidét, ze pocet zi¢astnénych chlapcii a divek byl velmi vyrovnany.

POHLAVI

Echlapci mdivky

Graf 1: Slozeni respondentl podle pohlavi
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4 Zadani pracovniho listu

Zadani a vypracovani pracovniho listu zabralo v kazdé¢ tfid¢ jednu vyucovaci hodinu.
Pted kazdou hodinou probéhla s vyucujicimi konzulta¢ni schiizka, kdy jsem je seznamila
s obsahem pracovniho listu a s tim, jak si pfedstavuji realizaci vyuky. V hodinach jsem

meéla moznost zakim vysvétlit smysl pracovniho listu a blize jim ptiblizit zadani.

Zaci méli moznost se v pribéhu fedeni pracovniho listu ptat na potiebné informace.
VEtsi ¢ast déti tuto moznost vyuzila. Nejcastéji se ptali: ,,Bude se to znamkovat?, ,,Jak
to mam pocitat?, ,,Mame tam psat jen odpovéd’ nebo i vypocet?*, ,,Ja tomu nerozumim.*.
Radu dotazii jsem jim zodpovédéla, znovu jsem je ujistila, ze pracovni listy jsou
anonymni a budou slouzZit pouze pro mé diplomové Setieni. Zaci poéitali zcela samostatng
a nedavala jsem jim zadné rady k vyfeSeni piikladd, protoze jsem potiebovala zcela

neovlivnéné vysledky.

4.1 Kritéria hodnoceni

Stanovili jsme si kritéria hodnoceni a obodovali jednotlivé kroky a ilohy. Rozsah
bodu v jednotlivych tillohach byl rizny. Néktera tiloha byla obodovana napt. 3 body a jina
10 body.

e Spravné vyfeseno - toto kritérium zaci splnili, pokud ziskali plny pocet
bodl (méli ulohu vyfeSenou zcela spravng),

e Polovina vyfesena spravné — zaci museli ziskat minimalné polovinu boda
V daném ptikladu,

e Nespravné vyfeSeno — do tohoto kritéria spadali zéci, kteti vyfeSili méné

neZ polovinu piikladu.

4.2 Pracovni list s FeSenim

Prvni pracovni list, ktery byl uréen pro nizsi rocniky 2. stupné zakladnich skol se
skladal z 5 tloh. Druhy pracovni list byl vytvofen pro 8. a 9. ro¢nik a obsahoval 4 slovni

tilohy. V obou pracovnich listech se vyskytovaly dvé shodné tlohy. Uloha &. 2 pro
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6. a 7. ro¢nik je stejna jako uloha €. 4 v pracovnim list¢ pro 7. a 8. tfidu a tloha ¢. 2 pro

vyssi rocniky je shodnd s tlohou €. 3 v pracovnim listé pro 6. a 7. tfidu.

4.2.1 Pracovni list S FeSenim pro 6. a 7. tiidu

Uloha & 114

Zadani: V hokejovém zapase padly 3 goly. Vysledek byl 2:1. Tym A dal 2 goly a tym

B dal 1 gol, ale neznas pribéh zapasu.

Jak mohl vypadat priubezny stav tohoto zdapasu? Vypis vSechny moznosti, jak se mohl

ménit stav zapasu. Jeden mozny priibéh zapasu byl: 0.0, 1:0, 2:0, 2:1

1. moznost: 0:0, 1:0, 2:0, 2:1

ReSeni:

Zacatek

1. gol tym A tym B
2. gol tym A tym B tym A
3. gél tym B tym A tym A

Graf. 2: Grafické znazornéni feseni ulohy ¢. 1

121 Upraveno a volny pieklad z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie kluicovych matematickych kompetencii Ziakov zdkladnych Skol-Zbierka
problémovych uloh beiného zZivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych stadii, 2014. str. 159. ISBN 978-80-558-0664-8.
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1. moznost: 0:0, 1:0, 2:0, 2:1
2. moznost: 0:0, 1:0, 1:1, 2:1
3. moznost: 0:0, 0:1, 1:1, 2:1

Odpovéd’: Zapas se mohl odehravat 3 riznymi zptisoby.

Uloha &, 2 122
Zadani: Karin chtéla poslat sms kamaradkam: Anezce, Bare, Denise, Monice a Lucii.

Zjistila vsak, ze ma kredit pouze na dvé sms zpravy. Zvazovala, kterym kamaradkam
napise a vypsala si nejprve vSechny moznosti. Pokus se zndazornit vS§echny moznosti. Kolik

ma Karin moznosti?
ReSeni:

Graficky:

Anezka Bara Denisa Monika Lucie

\/

Graf. 3: Grafické znazornéni feseni ulohy ¢. 2

122 Inspirovano a upraveno z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie kluicovych matematickych kompetencii Ziakov zdkladnych Skol-Zbierka
problémovych uloh beiného zZivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych $tadii, 2014. str. 160-203. ISBN 978-80-558-0664-8.
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Graf. 4: Grafické znazornéni feseni ulohy ¢. 2

Do tabulky:

Tab. 2: Vypocet tlohy €. 2 za pomoci tabulky

Anezka

Bara

Denisa

Monika

Lucie

Anezka

Bara

Denisa

Monika

Lucie

Tab. 3: Vypocet tlohy ¢. 2 za pomoci tabulky

moznost

Anezka

Bara

Denisa

Monika

Lucie

=

©| o N o g & LD

[EEY
©
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Vyétem prvkii: AB, AD, AM, AL

BD, BM, BL
DM, DL
ML
Vypocet: 4+3+2+1=10
Odpovéd’: Karin ma 10 moznosti.
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Uloha & 313

Zadani: Jista loterijni spolecnost vydava vice druhu stiracich losu, mezi kterymi jsou
stiract losy s nazvy Vesela cisla a Magické penize. Pocet losit vydanych v loterii Veselad
cisla je 2 250000 kusii a v loterii Magické penize 4 000 000 kusii. Na kazdéem losu
se nachazi bud’ financni vyhra nebo zadna vyhra. V tabulce jsou uvedené hodnoty

financnich vyher a pocet losii, na kterych jsou vyhry prislusnée hodnoty.

Tab. 4: Tabulka hodnot k piikladu ¢. 3

Vyhra v korunach Potet vyhernich losii v ks
Vesela Cisla Magické Penize
20 K¢ 500 000 780 000
40 K¢ 0 180 000
60 K¢ 50 000 0
100 K¢ 20 000 78 000
300 K¢ 15000 0
400 K¢ 0 9720
600 K¢ 6 000 8000
1 000 K¢ 3000 4000
2 000 K¢ 300 2000
10 000 K¢ 0 0
20 000 K¢ 10 i
200 000 K¢ 5 5

a) Ve které loterii je pii zakoupeni jednoho losu vétsi Sance na vyhru 20 000 K¢é?

Vypocet: Sance na vyhru 20 000 K& v loterii Magické penize
je15:3999 985 =1: 266 665,66 a Vv loterii Vesela ¢isla 10 : 2 249 990 = 1 : 224 999.

Odpovéd’:  VéEtsi Sanci mame v losech od loterie Vesela Cisla.

123 Inspirovano a upraveno z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie kluicovych matematickych kompetencii Ziakov zdkladnych Skol-Zbierka
problémovych uloh beiného zZivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych $tadii, 2014. str. 160-203. ISBN 978-80-558-0664-8.
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b) Ve které loterii je vétsi Sance na vyhru maximalné 100 K¢?
Vypocet: Magické penize: 780 000 + 180 000 + 0 + 78 000 = 1 038 000
Vesela ¢isla: 500 000 + 0 + 50 000 + 20 000 = 570 000
Sance na vyhru ve hie Magické penize je 1 038 000 : 2 962 000 =1 : 2,853
ve hie Vesela ¢isla je 570 000 : 1 680 000 =1 : 2,94.

Odpovéd’: Sance na vyhru maximalng 100 K¢& je vétsi ve hie Magické penize.

c) Kdyby sis mohl vybrat jeden los zdarma, ktery by to byl a pro¢?

Mohli bychom si vybrat podle toho, ve které hie je vétsi Sance na vyhru. Postupujeme

stejné jako v predeslé uloze.

Vypocet: Magické penize: vyhernich lost: 1 061 780

celkem losti: 4 000 000
1061 780 : 2938 220 = 1: 2,767
Veseld isla: vyhernich losti: 594 315
celkem losti: 2 250 000
594315:1655685=1:2,785

Odpovéd’: Sance jsou velmi podobné, ale o trosku vétsi Sanci na vyhru bychom méli

s losem Magické penize.
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Uloha &. 4 1%

Zadani: V 6.B. se zdci neuméli dohodnout, kam pojedou na konci Skolniho roku na
vylet. Hlasovali. Rozhodovali se mezi Jeseniky, Beskydami, Prahou a lanovym centrem.
Tridu navstévuje 32 Zaki, avsak nekteri byli v den hlasovani nemocni. Nasledny graf

vyjadruje vysledek hlasovani vSech pritomnych zZdkii.

Vysledky hlasovani

Jeseniky Beskydy lanové centrum Praha

O Rr N W b 1 OO Y

B chlapci ® divky

Graf. 5: Graf hodnot k piikladu ¢. 4

a) Na zakladé grafu doplii tabulku vysledku hlasovani.

Tab. 5: Vysledky piikladu ¢. 5

misto vyletu hlast celkem
Jeseniky 5
Beskydy 4
lanové centrum 8
Praha 11

124 lloha autora
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b) Kdyby ten den byli pfitomni vSichni Zaci, mohli by jet Zaci 6.B na vylet jinam?
Vypocet: V tiidé bylo: 5+ 4+ 8+ 11 =28 zaku
32 —28 =4 zaci

Rozdil mezi poctem hlasti, které ziskal vylet na prvnim misté a vylet na druhém mist¢,

jsou 3 hlasy.

Odpovéd’: Kdyby byli ptfitomni vSichni zéci, mohli by jet zaci 6.B jinam.

Uloha &. 5 1%

Zadani: Od chatek vedou Kk rybniku ctyri cesty. Od rybniku k domku vedou dvé cesty.
Kolika zpiisoby se lze dojit od chatek pres rybnik az k domku?

ResSeni:

Graficky:

/\
AN

Obr. 10: Vzorovy piiklad ¢. 2

125 HEJNY, Milan a Darina JIROTKOVA. Matematické iilohy pro druhy stupern zdkladniho vzdélavani:
naméty pro rozvoj kompetenci Zakii na zakladeé zjisteni vyzkumu TIMSS 2007. Praha: Ustav pro informace
ve vzdélavani, 2010. ISBN 978-80-211-0612-3.
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cesty od chatek k rybniku: A, B, C, D

cesty od rybniku k domku: a, b

Vydétem prvkii: Aa, Ab, Ba, Bb, Ca, Cb, Da, Db
Vypocdet: 4*2=8
Odpovéd’: Lze dojit 8 zpiisoby.

4.2.2 Pracovni list s FeSenim pro 8. a 9. tfidu

Uloha &. 1 1%

Zadani: Pepa se rozhodl cestovat viakem, ale zapomnél si koupit mistenku. Ve vlaku,
kterym cestoval, bylo v kazdém kupé 8 mist k sezeni. Pepa si pri nastupovani vybral kupé,

ve kterém zatim nikdo nesedeél, ale 3 mista byly rezervovana.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze neobsadi misto, které ma nékdo rezervované?
Vypocet: pravdépodobnost:  5/3=0,625=62,5%
Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze Pepa neobsadi rezervované misto je 62,5 %.

b) Jaka je pravdépodobnost, Ze obsadi misto, které ma nékdo rezervované?
Vypocet: pravdépodobnost: ~ 3/8 =0,375=375%

100-62,5=37,5%

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze Pepa obsadi rezervované misto je 37,5 %.

c) Porovnej, ktera pravdépodobnost z ilohy 1 a ulohy 2 je vétsi? Kolik mist

by muselo byt rezervovana, aby byla pravdépodobnost stejna?

Odpovéd’: Pravdépodobnost, ze Pepa neobsadi nikomu misto je veEtsi, nez
pravdépodobnost, Ze nékomu misto obsadi. Aby byla pravdépodobnost stejnd, musely by

byt rezervované 4 mist.

126 Inspirovano a upraveno z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie kluicovych matematickych kompetencii Ziakov zdkladnych Skol-Zbierka
problémovych uloh bezného zZivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych $tadii, 2014. str. 160-203. ISBN 978-80-558-0664-8.
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Uloha & 31%7

Zadani: Tomas dostal na narozeniny novy mobilni telefon. Kdyz chtél zavolat svéemu
kamaradovi Milanovi. Zjistil, zZe jeho telefonni cislo nema ulozené v kontaktech. Predcisli

a prvnich Sest cisel si pamatoval, chybélo mu posledni trojcisli.

a) Tomas si vzpomnél, Ze na misté stovek hledaného trojéisli je bud’ 3 nebo 5

a na misté desitek je bud’ 0 nebo 1. Kolik je takovych telefonnich c¢isel?

Vypocet: Hledame trojciferné ¢islo: A B C.

Na misto stovek (A) mizou byt ¢isla 3, 5.

Ke kazdému tomuto ¢islo mizeme pfipsat na misto desitek (B) ¢isla 0, 1.

Na misto jednotek (C) mohou byt ¢isla 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Vyétem: 300, 301, 302, 303, 304, 305, 306, 307, 308, 309

310, 311, 312, 313, 314, 315, 316, 317, 318, 319

500, 501, 502, 503, 504, 505, 506, 507, 508, 509

510, 511, 512, 513, 514, 515, 516, 517, 518, 519

Nebo 4 * 10 = 40 moZnosti

Odpovéd’:  Tomas muze vytvotit 40 riznych telefonnich ¢isel.

b) Tomas si jeSté vzpomnél, Ze na misté jednotek je Cislo vétsi nez 5. O kolik

mozZnosti se pocet Cisel snizil proti loze a)?
Vypocet: Hledame trojciferné Cislo: A B C.
Na misto stovek (A) mohou byt ¢isla 3, 5.
Ke kazdému tomuto ¢islo miizeme piipsat na misto desitek (B) ¢isla 0, 1.

Na misto jednotek (C) mohou byt ¢isla 6, 7, 8, 9

127 Inspirovano a upraveno z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie klicovych matematickych kompetencii Ziakov zakladnych skol-Zbierka
problémovych uloh bezného zZivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych $tadii, 2014. str. 160-203. ISBN 978-80-558-0664-8.
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Vyctem: 306, 307, 308, 309 506, 507, 508, 509
316, 317, 318, 319 516, 517, 518, 519
Nebo 4 * 4 = 16 moznosti

Odpovéd’:  Pocet Cisel se snizil o 24 moznosti.
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5 Vysledky a diskuse

5.1 Vyhodnoceni vyzkumu 6. + 7. tiid

5.1.1 Uloha &. 1

Uloha byla podle odborné literatury uréena pro paty roénik. V grafech miizeme vidét,
ze 6. ro¢nik byl ve spravném teseni lepsi o 11 procentnich bodt, ale v nespravném feseni
horsi 0 13 p. b. nez 7. ro¢nik. Kritérium ,,polovina vyfeSena spravné* je mysleno tak, ze
ze dvou moznosti zaci vypsali alespon jednu spravné. Velmi Casta chyba byla v tom, Ze
si zaci nezkontrolovali svoji moznost s moznosti, ktera jim byla v ivodu vypsana. Uloha

patfila mezi leh¢i a toto potvrdily 1 vysledky. VSichni zéci teSili tuto ulohy pouze

vypsanim moznosti.

Tab. 6: Spravnost feSeni 1. tlohy — Zaci 6. a 7. t¥id

6. tiida
divky chlapci
Spravné vyfeseno 31 30
polovina vyfeSena spravné 41 32
nespravné vyieSeno 20 18
7. tfida
divky chlapci
Spravn¢ vyreseno 20 19
polovina vyfeSena spravné 53 48
Nespravné vyreseno 3 10
6. TRIDA 7. TRIDA

M spravné vyreseno

M polovina vyresena spravné

M nespravné vyreseno

Graf 6 a 7: Vysledky 1. ulohy zaku 6. a 7. tiid
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5.1.2 Uloha &. 2

Doporugeny ro¢nik pro tuto tlohu byl Sesty. Slo o hledani po¢tu kombinaci
vypisovanim prvkil. Uloha se nachazela v obou pracovnich listech. V této uloze dopadl
1épe 7. rocnik - spravné feseni vypocitalo vice nez 55 % déti, coz je 20 % bodu vice nez
V 6. ro¢niku. Kritérium ,,polovina vyieSena spravné“ znamenalo, ze zaci méli sprave
vypsano vice nez 5 kombinaci. Pokud bychom toto kritérium pficetli k Zaktim, kteti tlohu
vyfesili spravné, zjistime, ze v 7. ro¢niku tuto ulohu zvladlo vyfesit vice nez 75 %

aV 6. roéniku 65 % zaku.

Tab. 7: Spravnost feSeni 2. Glohy — zaci 6. a 7. tiid

6. tiida
divky chlapci
Spravné vyreseno 43 19
polovina vyfeSena spravné 16 33
nespravné vyieSeno 33 28
7. tfida
divky chlapci
Spravné vyfeseno 41 44
polovina vyfeSena spravné 20 11
nespravné vyreseno 15 22
6. TRIDA 7. TRIDA
M spravné vyreseno MW spravné vyreseno
M polovina vyfeSena spravné M polovina vyfesena spravné
M nespravné vyreseno M nespravneé vyreseno

Graf 8 a 9: Vysledky 2. ulohy zaku 6. a 7. tiid
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5.1.3 Uloha &. 3

Tuto tlohu méli zaci 6. + 7. a 8. + 9. ro¢niki totoznou. Kdyz porovname 6. a 7. ro¢nik,
tak jsou vysledky velmi vyrovnané. Pfestoze se jevi uloha vyrovnand, o néco 1épe dopadly
7. roéniky. Zaci niz§iho roéniku velmi &asto uvadéli, Ze si s ulohou nevédéli rady

a vysledek pouze tipovali.

Tab. 8: Spravnost feSeni 3. Glohy — Zaci 6. a 7. t¥id

6. tirida
divky chlapci
Spravné vyfeseno 7 4
polovina vyfeSena spravné 73 51
nespravné vyreseno 12 25
7. tiida
divky chlapci
Spravné vyreseno 11 2
polovina vyfeSena spravné 50 70
Nespravné vyreseno 15 5
6. TRIDA 7. TRIDA
M spravné vyreseno M spravné vyreseno
W 2/3 vyfeSeno spravné M 2/3 vyfeSeno spravné
M nespravné vyreseno H nespravné vyreseno
| | | |

Graf 10 a 11: Vysledky 3. ulohy zaku 6. a 7. tfid
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5.1.4 Uloha &. 4

Tato tloha byla do pracovniho listu pro 6. a 7. tfidu zatazena, protoze zaci v téchto
tiidach nemaji jesteé dostacujici pocétaiské znalosti pro vypocet pravdépodobnosti. Jednalo

se o leh¢i ulohu, ale zatadila jsem ji do pracovniho listu, protoze mne zajimalo, jak Zaci

zvladaji ¢ist udaje z grafu.

Podle zjisténych dat dopadla tato (iloha velmi dobie. Zaci, ktefi spadaji pod kritérium
»polovina vyfeSena spravné“, udélali vétSinou pouze drobné chyby v pocetnich

operacich. Uspé&S$né nebo ¢astecné uspésné feseni presahlo v obou roénicich 80 %.

Tab. 9: Spravnost feSeni 4. tlohy — Zaci 6. a 7. tfid

6. trida
divky chlapci
Spravné vyreseno 20 46
polovina vyfeSena spravné 52 26
nespravné vyreseno 20 8
7. trida
divky chlapci
Spravné vyreseno 43 48
polovina vyfeSena spravné 15 21
Nespravné vyreseno 18 8
6. TRIDA 7. TRIDA
M spravné vyreseno M spravné vyreseno
M polovina vyfesena spravné M polovina vyfeSena spravné
M nespravné vyreseno M nespravné vyreseno

Graf 12 a 13: Vysledky 4. tlohy zakt 6. a 7. tid
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5.1.5 Uloha &. 5

Posledni uloha mé nejvice ptekvapila. Podle odborné literatury byla uréena zakiim
1. stupné a dopadla ze vSech uloh nejhtt. Lépe dopadl 7. roénik, ktery v feSeni ilohy mél

uspesnost 52 %. 6. ro¢nik m¢l Gspésnost pouze 36 %.

Dle mého nazoru dopadla uloha $patné, protoZe v ni Zaci hledali sloZitosti. Zakaim by
pti feseni Ulohy pomohlo grafické znazornéni, coz velka ¢ast z nich neprovedla.

Nejcastéjsi odpoveédi na tuto ulohu bylo ¢islo 6.
4 cesty + 2 cesty =6

Tab. 10: Spravnost feseni 5. Gilohy — zaci 6. a 7. tfid

6. tiida
divky chlapci
Spravn¢ vyreseno 37 25
nespravné vyieSeno 55 55
7. tiida
divky chlapci
Spravné vyreseno 37 43
nespravné vyreseno 39 34
6. TRIDA 7. TRIDA
M spravné vyreseno M spravné vyfeseno

M nespravné vyreseno

M nespravné vyireseno

Graf 14 a 15: Vysledky 5. ulohy zakd 6. a 7. tiid
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5.2 Vyhodnoceni vyzkumu 8. + 9. tiid

5.2.1 Uloha &. 1

Uloha byla uréena pro 8. roénik a zaméfena na vypoéet pravdépodobnosti. Podle grafii

vvvvvv

Tab. 11: Spravnost feseni 1. Glohy — zaci 8. a 9. tfid

8. trida
divky chlapci
Spravné vyfeseno 16 24
polovina vyfeSena spravné 25 27
nespravné vyreseno 22 17
9. trida
divky chlapci
spravné vyieseno 18 22
polovina vyfeSena spravné 27 8
nespravné vyreseno 9 18
8. TRIDA 9. TRIDA
MW spravné vyfeseno W spravné vyfeseno
M polovina vyfesena spravné M polovina vyfesena spravné
M nespravné vyreseno M nespravné vyfeseno

Graf 16 a 17: Vysledky 1. ulohy zaku 8. a 9. tfid
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5.2.2 Uloha &. 2

Tato uloha dopadla velmi dobte. V 8. ro€niku spravné vytesilo ulohu 50 % studentii
a v 9. ro¢niku dokonce 56 %. Neuspésné fesilo ulohu 21 % zakt v 8. tfidé a pouhych

14 % zaka v 9. tfide.

Tab. 12: Spravnost feseni 2. Gilohy — zaci 8. a 9. tfid

8. trida
divky chlapci
Spravn¢ vyreseno 28 36
1/3 vyfeseno spravné 18 19
nespravné vyieSeno 17 13
9. trida
divky chlapci
Spravn¢ vyreseno 29 28
1/3 vyfeseno spravné 16 15
nespravné vyieSeno 9 5
8. TRIDA 9. TRIDA

M spravné vyreseno

M polovina vyfeSena spravné

M nesprdvné vyreseno

Graf 18 a 19: Vysledky 2. tlohy zakd 8. a 9. tiid
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5.2.3 Uloha &. 3

V této uloze byl lepsi 8. ro¢nik. Spravné ulohu vyfeSilo 25 % zakd, coZ je

0 5 procentnich bodii vice nez v 9. ro¢niku. Alespon jednu ze dvou podotazek vytesilo

ptiblizné 32 % z&kia v obou ro¢nicich. 85 % zak tesilo tuto lohu vyctem prvki.

Tab. 13: Spravnost feseni 3. Glohy — zaci 8. a 9. tfid

8. trida
divky chlapci
Spravn¢ vyreseno 18 14
polovina vyieSena spravné 23 22
nespravné vyieSeno 22 32
9. tida
divky chlapci
Spravné vyfeseno 11 9
polovina vyfeSena spravné 16 17
nespravné vyieSeno 27 22
8. TRIDA 9. TRIDA

MW spravné vyfeseno

m polovina vyresena spravné

M nespravné vyreseno

M spravné vyreseno

M polovina vyfesena spravné

M nespravneé vyreseno

82

Graf 20 a 21: Vysledky 3. ulohy zaku 8. a 9. tfid



5.2.4 Uloha &. 4

Posledni ulohu vyteSilo spravné 45 % Zaka v 8. ro¢niku a 55 % v 9. ro¢niku.

vvvvvv

26 %, coz bylo o pouhé 3 p. b. lepsi vysledek oproti niz§imu ro¢niku. Tuto lohu fesilo

vyctem prvki 55 % zakl, pomoci tabulky 35 % Zakt a zbyvajicich 10 % ji feSila graficky.

Tab. 14: Spravnost feseni 4. tlohy — zaci 8. a 9. tiid

8. ti'ida

divky chlapci
Spravn¢ vyreseno 27 31
polovina vyfeSena spravné 12 18
nespravné vyreseno 23 19

9. ti'ida

divky chlapci
Spravné vyreseno 23 33
polovina vyfeSena spravné 19 8
Nespravné vyreseno 12 7

8. TRIDA 9. TRIDA

M spravné vyreseno

M polovina vyreSena spravné

M nespravné vyreseno

M spravné vyreseno

M polovina vyfesena spravné

M nesprdvné vyreseno

Graf 22 a 23: Vysledky 4. ulohy zaku 8. a 9. tiid
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5.3 Porovnani shodnych tloh z 1. a 2. pracovniho listu

Jak jiz bylo vySe zminéno v obou pracovnich listech se vyskytovaly dvé totozné
tilohy. Uloha ¢&. 2 pro 6. a 7. ro¢nik je stejna jako tloha ¢. 4 v pracovnim listé pro
7. a 8. tfidu a uloha ¢. 2 pro vyssi rocniky je shodna s tlohou €. 3 v pracovnim listé pro

6.a 7. tridu.

Pro statistické Setfeni jsme si zvolili Pearsontv chi-kvadrat test. U obou tloh jsme
porovnavali, zda je po¢et bodt nezavisly/zavisly na ro¢nicich (6. + 7. téida a 8. + 9. téida)

nebo na pohlavi (chlapci a divky).
Prvni spole¢na uloha, kterou jsme testovali byla tato:

,, Karin chtéla poslat sms kamaradkdam: AneZce, Bare, Denise, Monice a Lucii. Zjistila
vSak, Ze ma kredit pouze na dvé sms zpravy. Zvazovala, kterym kamaradkam napise
a vypsala si nejprve vSechny moznosti. Pokus se zndzornit vSsechny moznosti. Kolik ma

Karin moznosti? ‘1%

Vysledky zakt jsme si obodovali. 1 bod - zak mél tlohu zcela $patné nebo se ji
nesnazil ani vypocitat, 2 body — zdk mél spravné vypsanych minimalné¢ 5 mozZnosti,

3 body — zak mél tlohu spravné.

Tab. 15: Pocty zakut v jednotlivych kategorii k 1. spole¢né tloze podle ro¢nikti

ro¢niky 1 bod 2 body 3 body
6. + 7. roénik 98 80 147
8. +9. ro¢nik 61 58 114

H, = Pocet bodu je nezavisly na ro¢niku.
H, = Pocet bodt je zavisly na ro¢niku.

Hladinu vyznamnosti jsme volili 0,05. Pro vypocet kvantifikace miry jsme pouzili

Cramerovo V.

128 Inspirovano a upraveno z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie klicovych matematickych kompetencii Ziakov zakladnych skol-Zbierka
problémovych uloh bezného zivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych $tadii, 2014. str. 160-203. ISBN 978-80-558-0664-8.
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P-value = 0,562 a je vétsi nez 0,05. Ztoho vyplyva, Ze neni divod pochybovat
0 nezavislosti ro¢niku a bodového zisku. Cramerovo V = 0,0454 (je blizko 0) a tudiz tam

zéavislost neni. Plati tedy nulova hypotéza.

Tab. 16: Pocty zakt v jednotlivych kategorii k 1. spole¢né tloze podle pohlavi

pohlavi 1 bod 2 body 3 body
chlapec 76 70 127
divka 83 68 134

H, = Pocet bodil je nezavisly na pohlavi.
H, = Pocet bodi je zavisly na pohlavi.

Opét jsme si hladinu vyznamnosti zvolili 0,05 a pro vypocet kvantifikace miry jsme

pouzili Cramerovo V.

Vysledné p-value = 0,875 > 0,05. Cramerovo V = 0,0219 (je blizko 0) a tudiz tam opé&t
neni zavislost. Potvrzujeme tedy nulovou hypotézu, ze pocet bodi je nezavisly na

pohlavi.
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Druha tuloha, ktera se v listech shodovala byla tato:

., Jista loterijni spolecnost vydava vice druhit stiracich losu, mezi kterymi jsou stiraci
losy s ndzvy Veseld cisla a Magické penize. Pocet losu vydanych v loterii Vesela cisla je
2 250000 kusii a v loterii Magické penize 4 000 000 kusii. Na kazdém losu se nachazi bud’
financni vyhra nebo zadna vyhra. V tabulce jsou uvedené hodnoty financnich vyher

a pocet losii, na kterych jsou vyhry prislusné hodnoty. “*?°

Tab. 4: Tabulka hodnot k piikladu ¢. 3

v¥hra v korundch pocet vyhernich lost v ks
Vesela Cisla Magické Penize
20 K¢ 500 000 780 000
40 K¢ 0 180 000
60 K¢ 50 000 0
100 K¢ 20 000 78 000
300 K¢ 15 000 0
400 K¢ 0 9740
600 K¢ 6 000 8 000
1 000 K¢ 3000 4 000
2 000 K¢ 300 2 000
10 000 K¢ 0 20
20 000 K¢ 10 15
200 000 K¢ 5 5

a) Ve které loterii je pii zakoupeni jednoho losu vétsi Sance na vyhru 20 000 K¢?
b) Ve které loterii je vétsi Sance na vyhru maximalné 100 K¢?

¢) Kdyby sis mohl vybrat jeden los zdarma, ktery by to byl a pro¢?

129 Inspirovano a upraveno z knihy: FULIER, Jozef, Attila KOMZSIK, Marie KMETOVA, et
al. Matematika: ZvySovanie kluicovych matematickych kompetencii Ziakov zdkladnych Skol-Zbierka
problémovych uloh bezného zZivota. Nitra: Univerzita Konstantina Filozofa v Nitre, Fakulta
stredoevropskych $tadii, 2014. str. 160-203. ISBN 978-80-558-0664-8.
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Pro snadngjsi testovani jsme si ulohu obodovali takto: 1 bod - zak mél ulohu zcela
Spatné nebo se ji nesnazil ani vypocitat, 2 body — zak mél spravné vyteSenu jednu ze tii
otazek, 3 body — spravné byly vyieSeny 2 otazky, 4 body — zak m¢l vyfeSeny vSechny

otazky spravné.

Tab. 17: Pocty zaka v jednotlivych kategorii k 2. spolecné uloze podle ro¢nikt

ro¢niky 1 bod 2 body 3 body 4 body
6. + 7. roénik 57 84 160 24
8.+ 9. ro¢nik 38 a7 102 46

H, = Pocet bodil je nezavisly na ro¢niku.
H, = Pocet bodi je zavisly na ro¢niku.

Opét jsme si hladinu vyznamnosti zvolili 0,05 a pro vypocet kvantifikace miry jsme

pouzili Cramerovo V.

Vysledné p-value = 0,00023 < 0,05. Zamitame tedy H, o nezavislosti a pfijimame
alternativu, Ze existuje zavislost mezi rofnikem a bodovym = ziskem.

Cramerovo V = 0,132 (cca 13 %). Z toho vyplyva, ze zavislost existuje, ale je velmi mala.

Tab. 18: Pocty zaku v jednotlivych kategorii k 2. spole¢né tloze podle pohlavi

pohlavi 1 bod 2 body 3 body 4 body
chlapec 50 80 111 44
divka 45 51 151 26

H, = Pocet bodil je nezavisly na pohlavi.
H, = Pocet bodi je zavisly na pohlavi.
Hladinu vyznamnosti je 0,05 a pro vypocet kvantifikace miry jsme pouzili Cramerovo V.

Vysledné p-value vysla 0,00065 < 0,05. Zamitame tedy opét H, o nezavislosti

apfijimame alternativu, Ze existuje zavislost mezi pohlavim a bodovym ziskem.
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Cramerovo V = 0,248 (cca 25 %). Z toho vyplyva, ze zavislost existuje, ale je relativné

slaba.

wewvr

To nam naznacuji predeslé grafy s vysledky jednotlivych ro¢nikti, ve kterych jsme si
mohli v§imnout, ze z4ci nizsich ro¢nikti na 2. stupni ZS byli vyrazné horsi ve spravném

feSeni ulohy, nez zéci 8. a 9. ro¢nika.

5.4 Vyhodnoceni ostatnich otazek

Soucasti pracovniho listu byly také 3 otazky:

o Setkal(a) ses uz nékdy s podobnymi ulohami?

o ano
o he
e Pokud jsi odpovédél ano, kde to bylo?
o skola
o doma
o Mmatematicka olympidda
o jinde:

e Me¢l(a) jsi s né&jakou tlohou problém? Pokud ano, ktera to byla?

Vysledky prvni otazky byly velmi zajimavé. Vice nez 55 % dotazovanych
zodpovédéla, ze ano. Pro ty, kteti oznacili odpovéd’ ano nasledovala otdzka ,,Kde jste se
s tlohami setkali?* Vice nez 65 % zakt odpovédélo ,,8kola“. Toto ¢islo me& velmi
ptekvapilo, myslim si, Ze se jedna o vysoky pocet. Zajimavé bylo také zjisténi, Ze velka
cast zaki, kterd zakrouzkovala moznost ,jinde” se s ptiklady setkala v pfipravnych
kurzech na pfijimaci zkousky nebo v knizkach slogickymi ulohami. Jeden zak se
s priklady dokonce setkal na Skole v Anglii. Skoro jedna ¢tvrtina se setkala s ulohami
v matematickych olympiadach, kde se skutec¢né tyto tlohy ¢asto vyskytuji. Jen 5 % zakt

odpovédelo ,,doma“.
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SETKALI JSTE SE S KDE JSTE SE SETKALI S

PODOBNYMI ULOHAMI?
ULOHAMI?
mANO mNE Hskola mdoma Molympidda M jinde

Graf 24 a 25: Vysledky ostatnich otazek, které byly soucasti pracovniho listu

Velmi zajimavé vysledky jsme ziskali Vv odpovédich naposledni otazku.
U 6. a 7. ro¢niku se jako nejobtizngjsi jevily otazky €. 3 a €. 5. Odpovédi na tuto otazku
nam potvrdily vysledky z pracovniho listu. Ostatni Ulohy se pohybovaly v rozmezi

15-17 %.

U 8. a 9. ro¢niku byly vysledky uz vice rozdilné. Dle Zaki byly obtiznéjsi ulohy ¢. 1
a €. 3, kde se pocet spravnych vysledku pohyboval okolo 34 %.

PROBLEMOVE ULOHY PROBLEMOVE ULOHY
PODLE ZAKU 6. A 7. PODLE ZAKU 8. A 9.
TRIiDY TRIiDY
M 1. Uloha m 2. Gloha m 3. Uloha M 1. Uloha m2. Uloha m 3. Gloha m4. Gloha

W 4. Gloha m 5. Uloha

Graf 26 a 27: Vysledky uloh, které Zaci urcili za problémové
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6 Strategie Zakovskych ieSeni u spole¢né ulohy

Pro statistiku a ukazku zakovskych feseni uloh jsem vybrala ptiklad, ktery mély obé
skupiny totozné. Jednalo se o tloha ¢. 2 v pracovnim listé pro nizsi rocniky a ulohu ¢. 4
Vv listé pro 8. a 9. tiidu. Tato uloha byla z didaktického pohledu zajimava, protoze v ni
proti jinym ulohdm, Zéaci vyuzili rizné strategie feSeni. V nasledujicich tabulkach
muzeme vidét, jaké strategie jednotlivé ro¢niky vyuzivaly. Tabulky prokladam ukazkami

fesSeni, které zaci pii poc€itani vyuzili.

Tab. 19: Uziti strategie pii vypoctu spolecné tlohy zaky 6. tfid

6. tfida
vycet graficky | tabulkou | nefeseno | odpovéd
divky 53 20 5 4 10
chlapci 49 11 7 5 8
celkem 102 31 12 9 18

Vétsina zaka teSila ulohu vyctem. Jednalo se celkem o 401 zakd. Na obr. 10 a 11

mizeme vidét ukazky, jak vypadaly feSeni vydtem prvkd. Zadna jina forma se

v zékovskych odpovédich nenachazela.
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Obr. 11: Reseni vyétem prvki
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Tab. 20: Uziti strategie pfi vypoctu spolecné ulohy zaky 7. tiid

7. trida
vycet graficky | tabulkou | nefeseno | odpovéd
divky 56 8 3 3 6
chlapci 54 6 5 7 5
celkem 110 14 8 10 11

Graficky fesili nejcastéji ilohu zaci 6. tiid, celkem 31 chlapct a divek. Celkove timto
zptisobem ulohu fesily spise divky. Zaci u tohoto fedeni vyuzivali barvy nebo rtizné druhy

¢ar, které muzeme vidét na obr. 12.
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Obr. 13 a 14: Ukazka grafického feseni

91



Tab. 21: Uziti strategie pii vypoctu spolecné ulohy zaky 8. tfid

8. tfida
vycet graficky | tabulkou | nefeseno | odpovéd
divky 47 4 2 7 3
chlapci 52 0 1 10 5
celkem 99 4 3 17 8

Celkem 26 zaku fesilo tlohu tabulkovou metodou. Zajimavé bylo, Ze vSichni tito

zaci méli ulohu vyfeSenou spravné. Zaci vyuzili tyto dva druhy feseni.
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Obr. 15 a 16: Ukazka feseni pomoci tabulky
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Tab. 22: Uziti strategie pii vypoctu spolecné ulohy zaky 9. tiid

9. tfida
vycet graficky | tabulkou | nefeseno | odpovéd
divky 47 0 3 3 1
chlapci 43 1 0 2 2
celkem 90 1 3 5 3

Cast zaki tuto ulohu pojala velmi zajimavé. V odpovédich se napiiklad dodteme:
»Karin napiSe sms Anezce a Anezka zavola Barbote, Denise, Monice a Lucii.“, ,,Posle
sms pouze dvéma kamaradkam a napiSe jim tam, aby sms pieposlaly ostatnim.*, ,,NapiSe
sms AneZce at’ ona zavola Bafe a Bara zavola Denise a Denisa je sestra s Monikou a ony

zavolaji Lucii a daji si sraz.*.
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Obr. 17 a 18: Ukazka zakovskych odpovédi

Celkem 41 zaka tuto lohu vubec netesilo.
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Z.avér

Cilem diplomové prace bylo vytvofit uceleny souhrn poznatkii o kombinatorice
a pravdépodobnosti ve vyuce na zadkladnich Skoldch. Tyto poznatky jsem uvadéla

i na ptikladech pro snadnéjsi pochopeni.

V praktické c¢asti jsem vysledky z pracovnich listi zpracovala a nasledné
zanalyzovala. Vysledky uloh, které Zaci feSili, jsem opravila a zpracovala do tabulek
a graft. U dvou uloh, které méli vSichni Zaci totozné, jsem provedla Pearsontv chi-
kvadrat test, kterym jsem porovnavala, zda je pocet dosazenych bodu nezavisly/zavisly
na rocnicich nebo pohlavi. Nasledné¢ jsem u jedné ze spoleénych tuloh roztiidila
a analyzovala strategie a postupy zakovskych feseni. Nejcastéjsi metodou se ukazal vycet
prvka a grafické znazornéni. I kdyz byla uloha velmi snadna, délali zaci ve vypoctech
velké mnozstvi chyb. Zavérem jsem porovnavala, zda se zaci jiz S podobnymi tlohami

setkali, nebo ktera z tiloh jim d¢lala obtize.

Nekteré vysledky a zplisoby feSeni iloh mé velmi piekvapily. Napftiklad vysledky
ulohy €. 5, kterou fesili zaci 6. a 7. ro¢nikli. Tato uloha byla podle odborné literatury

urc¢ena zaktim 1. stupné, ale vysledky tomu neodpovidaly.

Pro mé jako zac¢inajiciho ucitele je velmi piinosné zjistit, Ze praveé pomoci téchto uloh
muzu zakim ukdazat, ze se s kombinatorikou a pravdépodobnosti ¢asto nevédomky
setkavaji uz od détstvi. Tento typ loh slouZi nejen pro rozvijeni logického mysleni, ale
napomaha také ucitelim zatraktivnit u¢ivo matematiky. Déti vice zaujmeme a upoutame,
kdyz pouZijeme piiklady z jejich béZného Zivota. Maji pak moZnost objevovat, zkoumat

a ukazat své kreativni mysleni.

Tento vyzkum mi jako zacinajicimu uciteli dal hodné pro budouci praxi. Ukézal mi,
jak stavét slovni ulohy, rizné typy uloh, kterymi lze zaky zaujmout, rozvijet tak jejich

logické mysleni a zajem o matematiku.

Stanovené cile prace jsem splnila a ve své praxi budu urc€ité¢ podobné tlohy zarazovat

do vyuky.
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Souhrn

Diplomova prace se zabyva kombinatorikou a pravdépodobnosti ve vyuce na 2. stupni
zakladnich skol. Teoreticka ¢ast prace se zabyva tim, jak je kombinatorika
a pravdépodobnost zafazena v Rdmcovém vzdélavacim programu zékladnich Skol, ale
i historii kombinatoriky a pravdépodobnosti. Také se zabyva vymezenim zakladnich

kombinatorickych a pravdépodobnostnich pravidel.

Prakticka cast se vénuje vyzkumu. Zaci 6. az 9. ro¢nikt fesili rizné kombinatorické

a pravdépodobnostni ulohy.

Klicové slova: kombinatorika, pravdépodobnost, zdkladni kombinatorické pravidla,

pravdépodobnostni pravidla, kombinatorick¢é tulohy, pravdépodobnostni ulohy,
kombinatorika v Ramcovém vzdélavacim programu, pravdépodobnost v Ramcovém

vzdélavacim programu.

Summary

This Master’s Degree thesis examines how combinatorics and probability is perceived
and taught at the 2nd level of Elementary school Education. The theoretic part is
concerned with the history of both combinatorics and probability and it states the basic
combinatoric and probability rules and principles. The theoretic part also further states
how the combinatorics and probability is classified and how it is incorporated into the
Czech Framework Educational Programme for Elementary Education.

The practical part focuses on research of students between 6th and 9th grade of
elementary schools and their approach while solving various combinatoric and

probability tasks.

Key words: Combinatorics, probability, basic combinatorial rules, basic probability

rules, combinatorial tasks, probability tasks, combinatorics in the Framework Education

Programme, probability in the Framework Education Programme.
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Priloha ¢. 1

6. trida/ 7. trida (zakrouzkuj)
chlapec/divka (zakrouzkuj)

PRACOVNI LIST

1) V hokejovém zapase padly 3 goly. Vysledek byl 2:1. Tym A dal 2 goly a tym B dal 1
g0l, ale neznas pribéh zapasu. Jak mohl vypadat pribézny stav tohoto zépasu? Vypis
vSechny moznosti, jak se mohl ménit stav zapasu. Jeden mozny pribéh zapasu byl:
0:0, 1:0, 2:0, 2:1.

1. moznost: 0:0, 1:0, 2:0, 2:1

2) Karin chtéla poslat sms svym kamaradkam: AneZce, Barboie, Denise, Monice a Lucii.
Zjistila v8ak, ze ma kredit pouze na dv€ sms zpravy. Zvazovala, kterym kamaradkam

napiSe a vypsala si nejprve vS§echny moznosti. Pokus se zndzornit vSechny moznosti.



3) lista loterijni spolecnost vydava vice druht stiracich lost, mezi kterymi jsou stiraci
losy s nazvy Vesela ¢isla a Magické penize. Pocet losti vydanych v loterii Vesela ¢isla
je 2 250000 kust a v loterii Magické penize 4 000 000 kust. Na kazdém losu se
nachazi bud’ finan¢ni vyhra nebo zadna vyhra. V tabulce jsou uvedené¢ hodnoty

finan¢nich vyher a pocet losti, na kterych jsou vyhry ptislusné hodnoty.

pocet vyhernich losi v ks
V¥hra v korunach Vesela ¢isla Magické Penize
20 K¢ 500 000 780 000
40 K¢ 0 180 000
60 K¢ 50 000 0
100 K¢ 20 000 78 000
300 K¢ 15 000 0
400 K¢ 0 9740
600 K¢ 6 000 8 000
1000 K¢ 3000 4 000
2000 K¢ 300 2 000
10 000 K¢ 0 20
20 000 K¢ 10 15
200 000 K¢ 5 5

a) Ve které loterii je pii zakoupeni jednoho losu vétsi Sance na vyhru 20 000 K¢?
b) Ve které loterii je vétsi Sance na vyhru maximalné 100 K¢?

c) Kdyby sis mohl vybrat jeden los zdarma, ktery by to byl a pro¢?



4) V 6.B. se zaci neuméli dohodnout, kam pojedou na konci $kolniho roku na vylet.
Hlasovali. Rozhodovali se mezi Jeseniky, Beskydami, Prahou a lanovym centrem.
Ttidu navstévuje 32 zaki, avsak néktefi byli v den hlasovani nemocni. Nasledny graf

vyjadiuje vysledek hlasovéni vSech ptitomnych zaki.

Vysledky hlasovani

O R, N W b U1 OO Y

Jeseniky Beskydy lanové centrum Praha

B chlapci ® divky

a) Na zakladé grafu doplii tabulku vysledki hlasovani.

misto vyletu hlasi celkem

b) Kdyby ten den byli pi‘itomni v§ichni Zaci, mohli by jet Zaci 6.B na vylet jinam?

5) Od chatek vedou k rybniku ¢étyfi cesty. Od rybniku k domku vedou dvé cesty. Kolika
zpusoby se lze dojit od chatek pfes rybnik az k domku?



e Setkal(a) ses uz nékdy s podobnymi tllohami?
o ANO
o NE
e Pokud ANO, kde to bylo?
o ve Skole
o doma

o matematickd olympiada

e Me¢l(a) jsi s né¢jakou tlohou problém? Pokud ano, ktera to byla?



8. trida/9. trida (zakrouZzkuj)
chlapec/divka (zakrouzkuj)

PRACOVNI LIST

1. Pepa se rozhodl cestovat vlakem, ale zapomnél si koupit mistenku. Ve vlaku, kterym
cestoval, bylo v kazdém kupé 8 mist k sezeni. Pepa si pii nastupovani vybral kupé, ve
kterém zatim nikdo nesed¢l, ale 3 mista byly rezervovana.

a) Jaka je pravdépodobnost, Ze neobsadi misto, které ma nékdo rezervované?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze obsadi misto, které ma nékdo rezervované?
c) Porovnej, ktera pravdépodobnost z ulohy 1 a ulohy 2 je vét$i? Kolik mist

by muselo byt rezervovsnych, aby byla pravdépodobnost stejna?



2.

Jista loterijni spole¢nost vydava vice druhii stiracich losti, mezi kterymi jsou stiraci
losy s nazvy Vesela ¢isla a Magické penize. Pocet losti vydanych v loterii Vesela ¢isla
je 2 250000 kust a v loterii Magické penize 4 000 000 kust. Na kazdém losu se
nachazi bud’ financni vyhra nebo zadna vyhra. V tabulce jsou uvedené hodnoty

finan¢nich vyher a pocet losti, na kterych jsou vyhry ptislusné hodnoty.

pocet vyhernich losiu v ks
V¥hra v korunach Vesela ¢isla Magické Penize
20 K¢ 500 000 780 000
40 K¢ 0 180 000
60 K¢ 50 000 0
100 K¢ 20 000 78 000
300 K¢ 15 000 0
400 K¢ 0 9740
600 K¢ 6 000 8 000
1000 K¢ 3000 4 000
2000 K¢ 300 2 000
10 000 K¢ 0 20
20 000 K¢ 10 15
200 000 K¢ 5 5

a) Ve které loterii je pri zakoupeni jednoho losu vétsi Sance na vyhru 20 000

K¢?

b) Ve které¢ loterii je vétsi Sance na vyhru maximalné 100 K¢?

c) Kdyby sis mohl vybrat jeden los zdarma, ktery by to byl a pro¢?




3. Tomas dostal na narozeniny novy mobilni telefon. Kdyz chtél zavolat svému
kamaradovi Milanovi, tak zjistil, Ze jeho telefonni ¢islo nema ulozené v kontaktech.
Predc¢isli a prvnich Sest ¢isel si pamatoval, chybélo mu posledni trojéisli.

a) Tomas si vzpomnél, Ze na misté stovek hledaného trojcisli je bud’ 3 nebo 5
a na misté desitek je bud’ 0 nebo 1. Kolik je takovych telefonnich cCisel?
b) Tomas si jesté vzpomnél, Ze na misté jednotek je Cislo vétsi nez 5. O kolik

moznosti se pocet sniZil proti uloze a)?

4, Karin chtéla poslat sms svym kamaradkam: Anezce, Barboie, Denise, Monice a Lucii.
Zjistila vSak, Ze ma kredit pouze na dv€é sms zpravy. Zvazovala, kterym kamarddkdm

napiSe a vypsala si nejprve vSechny moznosti. Pokus se zndzornit v§echny moZznosti.

e Setkal(a) ses uz n€kdy s podobnymi tilohami?
o ANO
o NE
e Pokud ANO, kde to bylo?
o ve skole
o doma

o matematickd olympidda

e M¢l(a) jsi s n¢jakou tlohou problém? Pokud ano, které to byla?
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