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Uvod

S pojmem funkéni posloupnosti a fady jsem se poprvé potkal na prednasce
predmétu Matematika 2, kde byly této problematice vénovany posledni dvé ho-
diny. Kdyz se mi naskytla pfilezitost, zvolit si toto téma zavérecné prace, bral
jsem to jako moznost ucelit a prohloubit si znalosti jiz ziskané z prednasek. A byl
bych rad, kdyby k tomuto tcel ma prace poslouzila i ostatnim ¢tenaitm.

Cela prace je rozdélena na tii kapitoly a je psana s predpokladem, ze ¢tenar
ma osvojené znalosti tykajici se posloupnosti a ¢iselnych rad.

Prvni kapitola je vénovana funkénim posloupnostem, jejim vlastnostem a
tomu kdy a jakym zpusobem mohou konvergovat. V druhé kapitole se dostdvame
k funkénim fadam. Opét zde uvedeme zakladni pojmy, vlastnosti tad, kritéria
konvergence, zminime se o dvou specidlnich tvarech funkénich fad a nakonec
uvedeme jejich aplikaci. Posledni kapitola se zabyva Fourierovymi fadami, coz je
piimo jedna z odnozi funkénich fad. Konkrétné se jednd o funkéni tadu, jejiz cleny
jsou goniometrické funkce. Také v této kapitole si uvedeme podminky konvergenci
a ukazeme si, jak lze rozvinout periodickou funkci ve Fourierovu tadu.

Kazda kapitola zahrnuje i priklady k dané problematice a nékteré z téchto
prikladti budou doplnény i grafy vytvorenymi v prostredi matematického softwaru

MATLAB.
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Kapitola 1

Funkc¢ni posloupnost

Nejdiive se budeme zabyvat problematikou funkcénich posloupnosti. Konkrétné
si v této kapitole uvedeme jejich definici a zpusoby zadani, dale se budeme zabyvat
ruznymi typy konvergenci (v bodé, bodovou a stejnomérnou) a jejich vzdjemnymi
vztahy, ukazeme si tii véty, které nam pomohou pii vySetfovani stejnomérné
konvergence a nakonec si uvedeme véty o spojitosti, integrovatelnosti a derivaci
funkénich posloupnosti.

Vsechny uvedené definice a véty jsou ¢erpany z (1], [2] a [4].

1.1. Funkéni posloupnost

Definice 1.1.1. Jestlize ke kazdému pfirozenému ¢islu n € N je pritazena prave
jedna funkce f, definovand na nékteré (pro vSechny funkce spoletné) mnoziné
D C R, pak tomuto jednoznaénému piitazeni (zobrazeni) se iikéd posloupnost
funkci (neboli funkéni posloupnost). Znaci se (obdobné jako u ¢iselnych po-

sloupnosti):

(filz), folx), ..o, fulx), ... ) = (ful2))sly, 2 € D.
Poznamka 1.

Také se muze pouzit néasledujici znaceni (f,,)°, resp. (fn)-



V Piikladu 1 ukdzeme, jak muze byt funkéni posloupnost (f,(x))22, zaddna a

jak vypada jeji grafické znazornéni.

Priklad 1.

Vykreslete prvnich pét clenu zadanych funkénich posloupnosti.

i) (fu(2)) = (nz), 2 € (0, 00),

)
i) (fu(2)) = ("), € (=1, 1),
iii) (fn(z)) = (arctg (nx)),z € R.
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Obrazek 1.1: Prvnich pét ¢lenu posloupnosti (f,,(x)) = (nz)
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Obrazek 1.3: Prvnich pét ¢lenu posloupnosti (f,,(z)) = (arctg(nx))
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1.2. Konvergence v bodé a bodova konvergence

Definice 1.2.1. Rekneme, 7ze posloupnost funkei ( f,(z)) konverguje v bodé

xg € D, jestlize konverguje posloupnost ¢isel (f, (o))
Poznamka 2.

- pokud posloupnost funkei konverguje v bodé x, pak existuje vlastni lim f,,(x¢) =
n—oo

beR
- pokud je vyse uvedend limita nevlastni (rovnda se +/ — 0o) nebo neexistuje, pak

fukéni posloupnost diverguje v bodeé xg

Priklad 2.

Konverguje posloupnost ()5, v bodé 29 =5 7

ResSeni

Ukéazeme si, jak by vypadalo prvnich par ¢lenu této posloupnosti:

fle) =L AG)=1
falwo) = 2 fol5) =3

[e.e]

Nyni se podivame, jestli je limita nasi ¢iselné posloupnosti ()52, vlastni nebo

nevlastni:

lim2=1%.1limn=o00-

= 0
n—oo ° 5 nooo

1
5

Vidime, ze limita je rovna nekone¢nu (je nevlastni), coz v tomto piipadé

znamend, ze funkceni posloupnost (%) v bodé xy = 5 diverguje.
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Obrézek 1.4: Prvnich pét clent posloupnosti (%)

Toto si ukazeme i na grafu, ktery nam znazornuje prvnich pét ¢lent posloupnosti.

Lze pozorovat, jak funkéni hodnota jednotlivych ¢lenu posloupnosti (f,(z)) v

1

bodé zo = 5 roste s kazdym dalsim ¢lenem o :

. Takovyto trend by si drzela s

kazdym dalsim ¢lenem az do hodnoty rovné nekonecnu.
OJ

Definice 1.2.2. Rekneme, Ze posloupnost (f,(z)) bodové konverguje na

mnoziné D k funkei f(x), jestlize konverguje v kazdém bodé zq € D k f(zo), tj.

Vag € D Ve >0 3ng € NVn € Nn > ng plati |f,(zo) — f(x)] <e¢ (1.1)
Tuto skutecnost znacime f,(z) — f(zx).

Bodovou konvergenci si ukdzeme na funkéni posloupnosti ()", pro z € (0, 1),

jejiz prvnich osm ¢lenu je znédzornéno na Obrazku 1.5. Podle symbolického zapisu

13



(1.1) si nejprve zvolime jakékoliv zg z mnoziny D. Pro vSechna ¢ libovolné hod-
noty veétsi nez 0 vzdy najdeme néjaké ng € N tak, aby pro vSechna n € N,
ktera jsou vetsi nebo rovna ng, platil vztah | f,,(z¢) — f(z)| < e. Prox € (0,1) se
nlggo 2" =0avbodéxr=1se 1113.10 2™ = 1. Tudiz naptiklad pii volbé zy = 0.5 a

e = 0.2 lze odvodit, ze ng = 3.
|0.5" — 0] < 0.2
0.5" < 0.2

log 0.5" < log0.2

nlog0.5 < log0.2

log 0.2
>
log 0.5

n > 2,321928

V tabulce 1.1 vidime, jak se hodnota ng méni v zavislosti na zméneé jak zy tak i

E.

08

0.7

0.6

05

04

- -

- et d
- Trasitis -

i |

—
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obréazek 1.5: Prvnich osm ¢lenu posloupnosti (z)°; pro z € (0, 1)
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o 9 Nno
05102 3
0604 2
07104 3
08104 5
03102 2
03103 2
03]05| 1
1 1021
1 3 1
1 1081
0 (011

Tabulka 1.1: Ukazka zavislosti ng na vybéru xg a ¢

Definice 1.2.3. Mnozinu K C D, kterou tvoti body, v nichz posloupnost funkei

konverguje, nazveme oborem konvergence uvazované posloupnosti funkci.
Priklad 3.

a) Naleznéte obor konvergence funkéni posloupnosti (/1 + 27)%°

Pro limitu posloupnosti plati nasledujici:

B jeliz € (~o0,—1),
lim /14+27=< 1 jelize(-1,1),

e z  jeliz e (1,400).

Pii pohledu na tyto vysledky muzeme fict, ze funkéni posloupnost

(«"/1 + x”);’f:l konverguje na intervalu K = (—1; +OO)'

o0

b) Naleznéte obor konvergence funkéni posloupnosti (arctg nz)$e,

Jednotlivé cleny této posloupnosti (arctgx, arctg 2z, arctg 3z, . .. ) maji stejny
defini¢ni obor D = R.

Vypocteme si limitu této funkéni posloupnosti:

-5 Jeliz <O,

lim arctgnx = 0 jeliz=0,
n—oo T . .

5 Jeliz >0.

15



Tyto vysledky nam tikaji, ze obor konvergence je v tomto pripadé roven

defini¢nimu oboru jednotlivych ¢lenu zadané posloupnosti, tzn. K = D.

1.3. Stejnomérna konvergence

Definice 1.3.1. Rekneme, 7e posloupnost funkci (f,(r)) konverguje stej-
nomérné k funkci f(z) na intervalu K, pravé kdyz ke kazdému e > 0 existuje
¢islo ng € N takové, ze pro kazdé n € N;n > ng a pro kazdy bod x € K plati

nerovnost | f,(z) — f(z)] < e.

Ve>0dno e NVz e KVne N: (n>nyg=|fu(z) — f(z)| <e) (1.2)

0.5

f(x) + €

fx) o
f(x) - €

-0.5

I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Obréazek 1.6: Prvnich pét ¢lenu posloupnosti (£5%)%2, pro = € (0, 2m)

n

cos:c)oo

Na Obréazku 1.6 vidime graf funkcni posloupnosti (€%5%)7%; na intervalu (0, 27).

Je potieba védét, ze lim (“%5%) = 0, tzn. f(x) = 0. Podle vztahu (1.2) si muzeme
n—oo

16



zvolit € libovolné hodnoty vétsi nez nula. Zvolime si tedy € = %. Nyni si vytvoiime
epsilonovy pas kolem f(x) tak, ze jeho horni mez bude f(x)-+¢ a spodni f(x)—e.
V tuto chvili hledame takovy ¢len posloupnosti, ktery se bude pro vSechna x z
intervalu (0, 27) nachazet pravé uvnitt epsilonového pasu a bude platit, ze kazdy
dalsi ¢len posloupnosti se v ném nachazi také. V nasem ptipadé tyto podminky

spliuje ng = 3.

Pti pohledu na symbolické zapisy bodové a stejnomérné konvergence je patrné,
ze si jsou podobné. Jediny rozdil najdeme v pozici kvantifikatoru dng € N. V
zapisu bodové konvergence se nachazi na treti pozici a to znamenad, ze pii pevné
zvoleném ¢ > 0 zavisi i na volbé z € D.

U stejnomérné konvergence je ovSsem ng stejné pro vSechna x € D, pfi pevné
zvoleném ¢ > 0. Tento vztah mezi konvergencemi nam ukazuje, ze ,,silnéjsi“ je

konvergence stejnomeérna, coz vysvétluje nasledujici véta.

Véta 1.3.1. (o vztahu mezi stejnomérnou konvergenci a bodovou kon-
vergenct)

Jestlize funkcéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné K (K C
R, K # 0) k limitni funkci f, pak také konverguje bodové na K k téze limitni
funkci f.

Poznamka 3.

Obrécené tvrzeni, ze pokud funkéni posloupnost konverguje bodoveé, tak konver-
guje i stejnomérné, obecné neplati. Déle z této véty vyplyvd, ze pokud funkéni

posloupnost nekonverguje bodové, nemtuze konvergovat ani stejnomeérneé.
Nésledujici véta nam umozni vysSetiovat stejnomérnou konvergenci pomérné snadnéji,

nez by tomu bylo s pouzitim jeji definice. Zaroven je to i postacujici podminka

stejnomérné konvergence.
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Véta 1.3.2. (postacéujici podminka stejnomérné konvergence funkéni
posloupnosti)
Necht (f,) je funkéni posloupnost a K C D = D(f,,), (K # 0 a D(f,) je definicni

obor (f,)). Jestlize existuje posloupnost (ay), a, >0, Vn € N takovd, Ze plati:

lim a, =0
n—oo

a pro skoro vsechny cleny f, dané posloupnosti (tj. vsechny cleny f, od urcitého

indexu ng pocinaje) je

|fu(z) — f(2)] < a, pro kazdé x € K,

pak funkéni posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na mnoziné K k limitni

funkci f.
Aplikaci této podminky si ukédzeme na Piikladu 4.

Priklad 4.

Rozhodnéte, zda funkéni posloupnost (f,(x)) = (e7"*) konverguje stejnomérné

na mnoziné K = (1, 00).
Reseni

Nejprve uréime limitni funkci f bodové konvergence dané funkéni posloupnosti:

)= lim f,(z) = lime™ = lim = =+ =0,z € K
f(z) =

eTL(L‘
n—oo n—oo n—o0

Déle najdeme (a,) takovou, ze bude pro kazdé x € K platit |f,(x) — f(z)| < a,:

[ful@) = f(2)] = e = 0] = | &

A teké plati:

= L <ipror>1(tjnaK)aVneN

eTL(L‘ —_—

an:%>07 lim £ =0
n—oo

Podle véty 1.3.2 tedy ™™ = 0 na mnoziné K = (1,00) C R, tzn. ze (e7"*)%°

n=1

konverguje na mnoziné K = (1, 00) stejnomérné k funkei f(z) = 0.

18
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Obrazek 1.7: Prvnich pét ¢lenu posloupnosti (e="*)%°, pro x € (1, 00)

O

1.4. Véta o spojitosti, integrovatelnosti a deri-
vaci

Véta 1.4.1. (o spojitosti limitni funkce stejnomérné konvergentni funk-
éni posloupnosti)

Je-li (fn) posloupnost funkci spojitiych na libovolném intervalu J, kterd na ném
konverguje stejnomeérné k limitni funkci f, pak funkce f je také spojitd na inter-

valu J.

19



Priklad 5.

Jak jsme si ukdzali v Piikladu 4., tak posloupnost spojitych funkei (e="*)>
konverguje stejnomérné na intervalu K = (1, +00) k nulové limitni funkei f, to

znamena, ze i funkce f je spojitd na stejném intervalu, viz. Obrazek 1.7.
O

Véta 1.4.2. (o integrovatelnosti limitni funkce stejnomérné konver-
genitni funkéni posloupnosti)

Je-li (fn) posloupnost funkci integrovatelngch na omezeném intervalu J = (a,b),
kterd na ném konverguje steynomérné k limitni funkci f, pak tato funkce f je také

integrovatelnd na intervalu J = {a,b) a plati

T

I f( f im fo(t)dt = lim ffn t)dt pro kazdé x € {(a,b)

a
cili specialné pro x = b:

b b

b
/f(x)dx: /nh_{go fo(z)dr = lim [ f,(x)dx (1.3)

n—oo

a a

Priklad 6.

Vezmenme si funkcni posloupnost (f,(x)) = (<%

), kterd konverguje stejnomeérné

na intervalu (0, 27) k limitni funkei:

, cos
flo) = iy Jnle) = g, = =0
Nyni dosadime do prvni ¢asti vztahu (1.3):
b b 2T 27
fydt = [ tim f0)dt = [ tim %40 = [ 0de =0 1.4
2
n—00 n—oo N
a a 0 0

20



Ted dosadime do druhé ¢dsti vztahu (1.3):

r 2w ' . ' '
2
lim fn(t)dt — lim COSl‘dm — lim ST — lim s 2w sin O] _
n—00 n—00 n2 n— 00 n2 0 n—oot  n2 n2
a 0
= Jim (0—-0) =0 (1.5)

Vidime tedy, ze pii splnéni podminek, které nam udava Véta 1.4.2, lze vyuzit

zameény poradi operaci tak, jak je uvedeno ve vztahu (1.3).

Véta 1.4.3. (o derivaci limitni funkce stejnomérné konvergentni
funk-éni posloupnosti)

Je-li (fn) posloupnost funkei diferencovatelnijch na intervalu J = {(a,b), (tj.
magicich na ném vlastni derivace f,(x), pricemz derivaci f,(a) se rozumi
derivace zprava a derivact f,(b) se rozumi derivace zleva), (f,) je konvergentni
alespori v jednom bodé xo € {a,b) a posloupnost derivaci (f,) konverguje

stejnomeérné na intervalu J = (a,b), pak limitni funkce

f(iL‘) = lim fn<x>

n—o0

je také diferencovatelnd na J a plati

/

f(z) = [lim fn(a:)] = lim f,(z). (1.6)

n—oo n—oo

Priklad 7.

Meéjmeé funkéni posloupnost ( > , zadanou pro x € (0,1). Ukazeme si, ze

1+32502)

(fu(z)) je diferencovatelnd na nasem intervalu pro vsechna n.

f/ (ili’) _ 14n2z2—2n222 _  1-n2z?
n - (1+n%a2)2 — (1+n22?)?

Posloupnost (f,,) konverguje stejnomérné na intervalu x € (0, 1) k nulové limitni

funkei. A nyni si dosadime do vztahu (1.6) uvedeného ve Vété 1.4.3.

21
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’

[hm HT] 0 =0

n—oo
: 1-n22 | 0 proz#0,
nh—>n(;IO (1+n?22)2 { 1 prox=0

Z téchto vysledku je patrné, ze v tomto piipadé uvedeny vztah neplati, jelikoz
(f) je posloupnost spojitych funkei a limitni funkce je nespojitd, tzn. ze

konvergence je nestejnomérnda. Tim pddem nemuzeme zaménovat poradi operaci.

O
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Kapitola 2

Funkéni rady

V této kapitole si osvétlime problematiku funkcénich rad. Struktura kapitoly
bude podobna té predchozi. Nejprve si nadefinujeme, jak funkéni rada vibec
vypada. Ukazeme si i vyuziti jejtho ¢astecného souctu. Hlavni ¢ast bude tvorit
problematika tykajici se konvergenci a to konvergence v bodé, stejnomérné
konvergence a jejiho vysettovani. Nakonec si uvedeme, k ¢emu nam stejnomérna
konvergence slouzi.

Vsechny uvedené definice a véty jsou cerpany z [1], [2], [3] a [4].
2.1. Funkéni rada a jeji castecny soucet

Definice 2.1.1. Necht (f,)%; je posloupnost funkci f,, definovanych na
mnoziné D C R. Pak symbol (vyraz)

> fu= fik fot oo+ ke

neboli

glfn(x) = fi(z) + fo(x) + ... + fulz) + ...

se nazyva Ffada funkci (neboli funkéni fada) a funkci f, se iikd n-ty ¢len

funkéni rady.
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V Prikladu 8 si ukdzeme, jak takovéa funkéni fada muze vypadat:

Priklad 8.

: = z" T x2 3

l) Zln(n——‘rl):ﬁ—i_g_‘_ﬁ_'_
00

i) > In"z =1+ Inz +In’z + ...
n=0

Poznamka 4.

Specidlnim pfipadem funkénich fad jsou mocninné rady a rady
trigonometrické. Jejich tvary si zde také uvedeme. Konkrétné radami
trigonometrickymi se budeme zabyvat ve tieti kapitole a praktické pouziti rad

mocninych si uvedeme v posledni podkapitole funkénich tad.

i) Mocninnd fada mé pro x € R tento tvar:
ST an(x — 20)" = ag + ar(x — x0) + ag(x — x0)? + -+ + an(x — 20)" + ...
n=0

(o, a0, a1, ..., a,,... €R jsou konstanty).

ii) Trigonometrickd fada ma pro = € R tento tvar:

(e}

> ag + (aycos (nx) + bysin (nx))

n=1

(ag, an, by, jsou realné konstanty pro n € N).

Definice 2.1.2. Necht je ddna fada > f,(z) funkci definovanych na neprazdné
n=1

mnoziné D C R. Funkci s, uréenou predpisem
sp(z) = fi(z) + fo(z) + -+ fulz), z€D,

nazyvame n-tym ¢aste¢nym souctem funkéni fady. Posloupnost (s,)%2
nazyvame posloupnosti ¢astecnych souctt funkéni rady.
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2.2. Bodova konvergence a obor konvergence

Definice 2.2.1. Rekneme, Ze funkéni fada Y f,(z) konverguje bodové na
n=1

D a ma soucet s(z), jestlize posloupnost ¢asteénych souctu (s, (z)) konverguje

bodové na D k funkei s(x), tj. s, — s. Znacime:

Definice 2.2.2. Oborem konvergence funkéni fady > f.(z),z € D,

n=1

nazyvame mnozinu vsech ¢isel x € D, ve kterych funkéni fada bodové

konverguje. Obor budeme znacit K.

Definice 2.2.3. Necht Y f, je fada funkci definovanych na mnoziné D a
n=1

necht a € D. Rikdme, ze dand funkéni fada je absolutné konvergentni v

bodeé a, pravé kdyz v ném konverguje fada _ |f,|, tj. je-li konvergentni ¢iselna

n=1

fada 3 |, (a)

Pti vySettovani absolutni konvergence funkéni fady miuizeme pouzit kritéria
srovnavaci, limitni podilové nebo treba odmocninové, ktera se pouzivaji pro

zjisténi konvergence ¢iselnych rad.

Definice 2.2.4. Necht Y f, je fada funkci definovanych na mnoziné D.

n=1

Mnozina vsech ¢isel © € D takovych, ze je v nich dana funkéni fada absolutné
konvergentni, se nazyva obor absolutni konvergence funkéni fady. Znaci
se K,. Obor absolutni konvergence K, funkéni fady je tedy maximalni mnozina,

na niz funkéni fada absolutné konverguje.
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Poznamka 5.

Z definic uvedenych v této kapitole zjevné vyplyva, ze obor absolutni
konvergence funkéni fady je podmnozinou oboru konvergence funkéni rady, tj.
K, CK.

Vysetieni oboru konvergence funkéni fady si ukazeme na Piikladu 9

Priklad 9.

Urcete obor konvergence funkéni fady 22"73”"
n=1

Reseni

Pouzijeme limitni odmocninové kritérium.

. . . n 22_n _ . n 22_n _ . L _
Mim Y lan] = B {55 Jan| = fo] lim /55 = 4le] lm 7 = 4]

i 92n {konverguje proz € (=%, 1),
n

= diverguje pro|z| > 1

Interval absolutni konvergence je tedy (_%u i) Nyni budeme zkoumat
konvergenci v krajnich bodech tohoto intervalu.

Jestlize, x = %1, pak

S|

S 22nmn S
P D D
n=1 n=1

Ziskana funkéni fada je znama harmonickd rada, o které vime, ze je divergentni.

Pro z = —% lze nasi funkéni fadu upravit na tvar

3 C0
n=1 "

Tentokrat dostavame alternujici funkéni fadu, ktera je relativné konvergentni.

Dostavame se tedy k nasemu oboru konvergence, kterym je interval <—}1, %)
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2.3. Stejnomérna konvergence

Definice 2.3.1. Rekneme, ze fada funkei 3 f,(z) konverguje stejnomérné
n=1

na intervalu D ke svému souctu s(x), jestlize posloupnost (s,(z)) jejich

¢asteénych souctu stejnomérné konverguje na D k funkei s(z).

Chceme-li zjistit, zda fada funkci konverguje stejnomérné na intervalu D, je

vhodné pouzit tzv. Weierstrassovo kritérium, které je popsano ve Vété 2.3.1.

Véta 2.3.1. (Weierstrassovo kritérium)

o
Necht na intervalu D je definovdna fada Y. fn(x) a existuje konvergentni
n=1

o
¢iselnd tada Y a, s nezdpornymi cleny takovd, Ze pro kazZdé x € D a vsechna
n=1

n €N je
()] < an,

pak > fn(x) konverguje stejnomérné na intervalu D.
n=1

Pouziti Weierstrassova kritéria demonstruje Ptiklad 10.

Priklad 10.

Dokazte, ze funkéni rada m konverguje stejnomérné na (0, +00).
=1

Reseni
Podle Weierstrassova kritéria hledame k dané funkcéni fadé majorantni fadu,

ktera bude zaroven konvergentni. Protoze vime, ze pro vSechna x > 0 je

o0

/x> 0, tak muzeme jako majorantu brat napifklad radu ) n—13 Pro vSechna
n=1

x € (0,00) a vSechna n € N plati

1 1
%+n3 S n3 "

Nase majoranta je konvergentni a tim padem muzeme fict, ze na intervalu

o0
(0,400) je funkeni fada ) W stejnomeérné konvergentni.
=1
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2.4. Vlastnosti stejnomérné konvergentnich
funkénich rad

Stejnomérnd konvergence funkénich fad je uzitetnd i v tom, Ze nam zajistuje
prenos urcitych vlastnosti. O takovych tiech uziteénych vlastnostech se zminime

ve Vétach 2.4.1, 2.4.2 a 2.4.3.

Véta 2.4.1. (o spojitosti soucétové funkce stejnomérné konvergentni

funkéni tady)

Necht > f je funkéni Fada, kterd konverguje stejnomérné na daném
n=1
(libovolném) intervalu J € R k funkci (souctu) s. Jestlize vsechny éleny tady

fn gsou funkce spojité na J, pak také souctovd funkce s je spojitd na J.
n=1

Véta 2.4.2. (o integrovdni stejnomérné konvergentni funkéni Fady

po élenech)

o
Necht > f,. je funkéni Fada, kterd stejnomérné konverguje na intervalu J C R
n=1

oo
k souctové funkci s. Jestlize viechny cleny funkéni tady > f, jsou funkce
n=1
integrovatelné (specidlné spojité) na intervalu J, pak pro kazZdé xo,x € J

konverguje také funkeni fada Y [ f.(t)dt a jeji soucet je [ s(t)dt, tj. plati

n=1zg o

/x s(t)dt = / (i fn(t))dt:nf:l / Fa(t)dt. (2.1)

Specidlné , je-li J omezeny interval s krajnimi body a, b (a j b), pak poloZime-li

ro = a,r = b, dostdvdme:

b b

[stoe= [ <i o))z = fj / ().

a a

Strucné tikame, Ze za uvedenych predpokladi lze funkéni tadu Y fp
n=1
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integrovat po ¢&lenech (élen po clenu), tj. stejné jako v pripadé integrovani

konecného poctu funkci.
V Prikladu 11 si nyni ukazeme, jak se da Véta 2.4.2 vyuzit v praxi.
Priklad 11.

Vypoctéte urcity integral v mezich od -1 do 1 funkce definované v intervalu
(—1,1) fadou ) %3.
n=1

Reseni
Nejprve vysetiime, zda dana fada konverguje stejnomérné. Pouzijeme proto

Weierstrassovo kritérium z Véty 2.3.1. Na daném intervalu muzeme zvolit jako

o0
majorantu napifklad Y -5
n=1

n

1

n3

X

n3

Vsechny ¢leny dané rady jsou v uvazovaném intervalu spojité. Tudiz podle Véty

2.4.2:

1 1 1 1
/s(aj)dm - %dx + %dx + —dx +- /—d:c +.

-1 -1 -1

Protoze plati
1
/x"dx:O pron=1,3,5,... ,
~1

1
T

1
/x"dsz/ﬁda: pron=246,...,
0

-1

1 1 1
x? xt ’n 11 11 11
/s(w)dx = 2[/ ﬁdx—i—/ Eda:—F- - -+/ (2n)3d$+' = 2(§§+35+?@+' ).
0 0 0



Diky splnéni podminek z Véty 2.4.2 jsme mohli vyuzit vztahu (2.1) a vymeénit

poradi operaci a tim si zjednodusit vypocet urcitého integralu.

Véta 2.4.3. (o derivovdni funkéni rady po élenech)

Necht Y~ fn je funkéni vada, jejiz viechny éleny f, maji derivace f! na
n=1

intervalu J C R. Jestlize funkéni tada derivaci Y fl je stejnomérné
n=1

konvergentni na J a je-li funkéni rada Y, f, konvergentni alespon v jednom
n=1

bodé xo € J, pak je konvergentni na celém intervalu J, a to stejnomerne,

(o)
pricemZ souctovd funkce s funkéni fady > f, md vlastni derivaci s', kterd je
n=1

souctovou funkci funkéni rady derivaci ), fl na J, tj. plati
n=1

s'(z) = [Z fn(x)] = Zf;t(x) pro kazdé x € J

Strucné tikame, Ze za uvedenych predpokladi lze funkéni fadu Y f, derivovat
n=1

po ¢lenech (clen po élenu), tj. stejné jako v pripadé derivovdni konecného

souctu funkci.

Priklad 12.

o0
S In(1+n2a? P . .
Dokazte, ze % ma diferencovatelny soucet na R.
n=1

Reseni
o0
Véta o derivovani funkéni rady ¢len po ¢lenu tika, ze je-li fada > f,
n=1

konvergentni alespon v jednom bodé zy € J a pokud fada derivaci konverguje
stejnomérné na J, potom je soucet vysetrované rady diferencovatelny na J.
Dosadime-li do nasi fady za x napiiklad 0, ukaze se, ze fada v tomto bodé
konverguje - f,,(0) = 0. V dalsim kroku se budeme zajimat o konvergenci rady

derivaci.
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e8]

nzzjl(f")/ - nZ::l a2

Zda tato fada konverguje stejnomérné na R vySetifime pomoci Weierstrassova

kritéria. Pro kazdé x € R a pro kazdé n € N plati:

T 1
14+ n2z2 — n2’

oo (o]
Zvolena majoranta Y # je konvergentn{ na R, to znamend, ze _ ;-5 je
n=1 n=1

stejnomérné konvergentni na R. Pfi splnéni téchto predpokladi muzeme tedy

pouzit uvedeny vztah:

s 1n(1+n2x2) / =
§(x) = [Z — ] => T pro z € R.
n=1 n=1

Diky Vété 2.4.3 muzeme tedy derivovat funkéni fadu clen po ¢lenu, coz muze

byt v mnoha piipadech jednodussi.

2.5. Vyuziti funkénich rad

Jak jiz bylo zminéno v Poznamece 4., specidlnim tvarem funkcnich tad je rada
mocninna. Pravé rozvoj funkce na mocninou fadu nam muze ulehcit vypocty v
pripadech, jako jsou tyto - priblizny vypocet funkénich hodnot, vypocet limit
nebo priblizny vypocet integralu. VSechna tato vyuziti stoji na stejném principu
a to takovém, ze slozitou funkci nahrazujeme fadou funkei jednodussich. Pri
vypoctu pribliznych funkénich hodnot funkei pomoci rozvoje funkce v mocninou
fadu byva typickym zastupcem funkci napiiklad e® nebo goniometrické funkce

cosx a sinux.

T T
e$:1+—+—+_+...:Z— x € (—00,00)
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o)
3 5 $2n+1

I B

sm:c—ﬁ—a—irg—'--—nzo<2n+1)! r € (—00,00)
2 ot = L r’n

cosx:1—§+z—~-:n5:0(—1) 20 z € (—00,00)

Co se tyka vypoctu limit, tak pfi jejich vypoctu muzeme pouzit pravé nékteré z

vysSe uvedenych rozvoju. Na stejném principu funguje i priblizny vypocet

integralu. Ukazeme si na konkrétnim prikladu.
Priklad 13.

Vypocitejte limitu.

2 .3
lim e’sinz—a(l+a) _ lim A+ F+ 5 +5r+- )(F— 5+ 5 — ) —z(1+z)

3
x—0 z x—0

3 5
. r4a?4+Z-—Z 4 V—z(l+z .
lim g gt ) ellie) lim (

3
z—0 x z—0
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Kapitola 3

Fourierovy rady

V posledni kapitole se budeme zabyvat jednou z odnozi funkénich fad a to
fadami trigonometrickymi, konkrétné rozvojem funkeci do Fourierovych tad.
Fourierovy trigonometrické rady jsou specidlnim pripadem rad
trigonometrickych. Vyhodou Fourierovych fad oproti fadam Taylorovym je, ze
jsou méné naro¢né na podminky konvergence rady (napiiklad se nepozaduje
existence derivace vsech fadu dané funkce v daném bodé).

Pted tim, nez se dostaneme k samotné definici Fourierovy fady, je nezbytné si
uvést nekteré dulezité pojmy. Prvnim z nich bude trigonometricky polynom
nasledovany trigonometrickou fadou.

Vsechny uvedené definice a véty jsou ¢erpany z [1], [3], [5] a [6].

Definice 3.0.1. Funkce S,, definovand funkénim predpisem
Sy = % + Z(akcos (kwz) + bysin (kwz)) w=—,x € R,

kde ag, ar a by € R (k=1,2,...,n), se nazyva trigonometricky polynom.
Definice 3.0.2. Funkéni fada tvaru

- 2
Zancos nwx) + by, sin (nwz) w:%$€R
=1

_0
2

se nazyva trigonometricka fada s periodou T' = %“ Redlna ¢isla ag, a,, b, (n

=1, 2,...) se nazyvaji koeficienty trigonometrické rady.
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Trigonometricka rada se muze objevovat ve dvou specidlnich tvarech, které si
ted ukdzeme:
1) pokud koeficient b, = 0,n = 1,2, ..., dostavame tento tvar:

oo

ao

2+ 21 1, COS NWT.
n=

Rikame, ze se jedné o kosinovu trigonometrickou radu.

2) v situaci, kdy koeficient a,, = 0,n = 1,2,..., mé rada tvar:

oo
> bysin nwz.
n=1

Radu v takovémto tvaru nazyvame sinova trigonometricka fada.

Nyni se uz pfesuneme piimo do problematiky Fourierovych tad, kde zejména

vyuzijeme znalost tvaru praveé definové trigonometrické rady:.

Definice 3.0.3. Necht f je periodicka funkce se zdkladni periodou T,
integrovatelna na intervalu periodicity (o, + T, € R. Potom

trigonometricka rada

o0
. 2T
+ Z(ancos nwe + bysin nwr)  w=—,r €R,
n=1

Qg
2 T

kde

2
a = / f(z) dz, (3.1)

a+T

2

anzf/f(x)cosnwxdx,nzl,Z,..., (3.2)
5 a+T

bn:f/f(x)sinnwxdx,nzl,Q,..., (3.3)

se nazyva Fourierova rfada funkce f. Koeficienty a,, b, této rady se nazyvaji

Fourierovy koeficienty funkce f.
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Zpravidla volime délku periody jako T'= 2l a o = —%. Po dosazeni téchto délek
period do vySe uvedenych vztahtu dostaneme o = -l a a+ T = 1.

Fourierovu fadu, kterou jsme si pravé nadefinovali, zapisujeme timto zpusobem:

N 2
flz) ~ % + ;(ancos nw + bysin nwz), w = %

V zapise tohoto vztahu se ndm objevuje symbol ~, ktery tika, ze funkci f je
Fourierova fada ptifazena jen formalné. Jinak feceno, Fourierova fada nemusi

konvergovat k této funkci f.

Veéta 3.0.1. 1. Pro Fourierovy koeficienty sudé periodické funkce f se zdkladni

periodou T = 21,1 > 0, integrovatelné na intervalu periodicity délky T, plati

Ap =

~ D

Fourierova tada sudé periodické funkce f je tedy kosinova trigonometrickd Tada

> 2
%—i—Zancosnwx w:%:%

n=1
2. Pro Fourierovy koeficienty liché periodické funkce f se zdkladni periodou

T =2l,1 > 0, integrovatelné na intervalu periodicity délky T, plati

a, =0, n=1,2,... ,

b, =

~| N

I
/f(x)sinmua: dx w:T,n:1,2,...
0

Fourierova tada liché periodické funkce f je tedy sinovd trigonometrickd Tada

o0
stinnwx wzQ—W:E
n:ln T I
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Pri formulovani kritérii konvergence Fourierovych fad, budeme vyuzivat pojmu,
které nam jsou jiz duvérné znamy. Jedna se napiiklad o definici funkce po

¢astech spojité nebo funkce po ¢astech monotonni.

O konvergenci Fourierovych fad muzeme rozhodovat na zakladé koeficientu a,, a
b, nebo na zakladé vlastnosti funkce f. K tomuto rozhodovani nam pomuzou
nasledujici dvé véty - Dirichletova a véta o stejnomérné konvergenci pro
Fourierovy tady, které tikaji, pti jakych podminkach tato funkce f konverguje

bodové nebo stejnomérne.

Véta 3.0.2. (Dirichletova)
Necht funkce f je po édstech spojitd a po édstech monoténni na intervalu

|—7, w]. Pak jeji Fourierova tada konverguje na [—m, | a jeji soucet je roven:
1. f(xo) v kazdém bodé x¢ € (—m, ), v némsz je f spojitd,
2. Lf(xg) + f(ad)] v kazdém bodé xy € (—m, ), v némz je f nend spojitd,
3. Lf(=7%) + f(77)] v krajnich bodech intervalu [—m, ).

Poznamka 6.

Symbolem f(zd) je mysleno ¢islo lim+ f(z) a analogicky se f(z,) bude rovnat
33—>Z'0

lim f(z).

T—To

Véta 3.0.3. Necht 2n-periodickd funkce f(z) je spojitd na intervalu [—m, 7] a
jeji derivace f'(x) je na témze intervalu po édstech spojitda. Pak jeji Fourierova

rada konverguje k funkci f(x) stejnomérné na intervalu (—oo, 00).

Definice 3.0.4. Jestlize ur¢cime Fourierovu fadu dané periodické funkce f a

tato fada konverguje na R tak, ze pro kazdé x € R plati

©° 2
flz) = % + ;(ancos nwr + bysin nwr)  w = %, reR (3.4)
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nebo

21

a0 (ancos nwzx + bysin nwz) w = &€ R (3.5)

1
§[f(1’+) + flz—)] = 5 T

NE

n=1

potom fikame, ze tim danou periodickou funkci f rozvijime ve Fourierovu radu.

Tato fada se nazyva Fourieruv rozvoj dané periodické funkce.

Pti feseni ulohy, ve které mame funkci f rozvinout na radu Fourierovu si
nejprve ovérime, zda funkce f spliuje podminky z Véty 3.0.2. Déle si pomoci
vzorct (3.1), (3.2) a (3.3) vypocitame Fourierovy koeficienty a nakonec
zapiseme rozvoj dané funkce ve Fourierovu fadu do tvaru (3.4) nebo (3.5).
Tento postup si nyni ukazeme ptimo na prikladech.

Priklady

Necht mame funkei f(z) = 2? — 2z, definovanou na intervalu (0, 2). Rozvineme
tuto funkci ve Fourierovu tadu.

Reseni

Nage funkce f(z) = 22 — 2z je na definovaném intervale po ¢dstech spojita i
monoténni, tim spliuje Dirichletovy podminky pro konvergenci. Déle si

spocitame Fourierovy koeficienty. Zakladni periodou f(x) je T = 2, takze

T _ 2
l pu— 5 pu— 5 pu— ]_‘
T 2 ,
a0 =% [ fla)de = J(a* = 20) do =[5 +25] = [§+4] =4
0 0
T 2
an = = [ f(z)cos (%) do = [ (2* — 2z) cos (nmz) do =
0 0
u=a2*-2r W =2x-2 |
v' = cos(nmz) v = L sin(nrx)
22z 2 2 : :
[Tsm (mr:z:)} — 2 [ (z — 1)sin(nnz) do =
0 0
u=1x—1 u =1 - 2 (3:—1)2 1 : —
v = sin(nwz) v = —-L cos(nwx) | 0= { [_ n ]o T OfCOS (nme) do ¢ =




# {[(m — 1) cos (mm)]g + # [sin (n7)] 2} -

2, [(x — 1) cos (nmx)]5 + 0 — 5 [cos (2nm) — (1)) = 25 (14 1) = —

n2m? n2m?2

T 2
by = 2 [ f(x)sin(®2) dz = [(2® — 2z) sin(nrx) do =
0 0
u = 1‘2 — 2{L‘ U, = 21‘ — 2 (a;2—2x) 2
v = sin(nrz) v = _% cos(nwzx) | - nw cos(nmz)|s +
2 /
B B u=1x—1 u =1 o
2 bf x — 1) cos(nrz)dr = o = cos(nra) v = L sin(nma) |
2

nm nm

- cos(nma)ff + & {W 2 cos(nma)]f — - [ sin(nm) dw} =
0

[— 222 Cos(mm)] +0 + 25 [cos(nma)]2 = —L[(4 - 4) cos(zm) -
(0) cos(2nm)] + 0+ — [cos(2n7r) — (c0s0)] = —=L[0—- 0]+ 0+ 5[l —1] =0

Po dosazeni pravé vypoctenych koeficientu do (3.4) dostavame vysledny tvar

rozvoje f(x) ve Fourierovu radu.

o
Z — cos(nmx)

fx) =

wII\D

Fourierovy fady maji Siroké uplatnéni v oblastech fyziky a nékterych
technickych oborech. Pti ukladani zvuku, kdyz dostaneme zvukovy vzorek, tak
pravé Fourierova transformace ndm umoziuje jej rozlozit na zakladni viny a
uchovat v tomto tvaru. To je zdklad zvukového formatu mp3. Fourieruv rozklad
je mozno zobecnit na vice dimenzi, coz se da vyuzit i pro zachovani obrazové
informace. Tento princip je naptiklad zédkladem systému pouzivaného FBI k
uchovavani databéze otisku prstu. V dnesni dobé existuji rizné modifikace
Fourierovych fad, jako je napiiklad FFT (Fast Fourier Transform). Tyto
modifikace predevsim zrychluji cely proces hledani Fourierovych koeficientu, k

¢emuz prispivaji samoziejmeé i novéjsi a vykonéjsi softwary.
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Zaver

Cilem prace bylo blize nastudovat problematiku funkénich posloupnosti a tad.
Tato latka byla obsazena v kurzu Matematika 2, kde jsme byli sezndmeni se
zaklady, které jsem se snazil upevnit a nasledujicim samostudiem rozvinout o
néco dal. Zakladni poznatky jsem tedy doplnil tfeba o téma Fourierovych rad,
jejichz aplikace nas dennodenné obklopuji a ve vétsiné pripadu si toho nejsme
ani védomi. Ke kazdému okruhu problému jsem se snazil vybrat vhodné
priklady, které by c¢tenari pomohly lépe pochopit danou problematiku, pro jesté
lepsi porozuméni jsem konkrétni priklady doplnil grafy a cely proces jsem se
snazil okomentovat svymi slovy.

Celd prace byla psana v prostiedi systému IXTEX, ktery je urc¢en pro sazbu
matematického textu. Grafy byly vytvoreny v matematické softwaru MATLAB.
Pro orientaci v téchto prostfedich a nauceni se zdkladnim dovednostem, bylo
nutno navstévovat predméty tomu urcené. Diky této praci jsem se tedy naucil i

témto dovednostem.
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