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Uvod

Analyza preziti je analyza tzv. time-to-event dat. Takova data popisuji dobu od po-
¢atecniho Casu po sledovany konecny bod. Analyza se tak stala souCasti mnoha oborii,
priklady pouziti najdeme predevsim v medicing, biologii, sociologii, technickych oborech,
pojistovnictvi a bankovnictvi.

Cilem této prace je ¢tenafi vylozit zakladni problematiku a pouzivané metody. Teore-
tické poznatky budou doprovazeny ilustracemi a v zavéru prace aplikovany na rozsahlou
skupinu dat z pojistovny.

Préace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole se budeme vénovat principu analyzy
preziti, predstavime cenzorovani dat, diky kterému se analyza preziti odlisuje od ostatnich
oblasti statistiky. Zadefinujeme t¥i zakladni funkce, které charakterizuji rozdéleni ¢asu pre-
7it{ a znazornime vzajemné vztahy mezi funkcemi.

Druha kapitola je vénovana odhadtim rozdéleni ¢asu preziti pomoci funkce preziti. Mezi
nejpouzivanéjsi metody fadime Kaplanovu-Meierovu metodu, ¢i imrtnostni tabulky:.

Ve treti kapitole se zamétrime na testy, které porovnavaji rozdéleni ¢asu preziti ve sku-
pinach dat.

Ctvrta kapitola se zabyva zakladim predstavenim Coxova modelu proporcionalnich ri-
zik, ktery nasel uplatnéni i mimo oblast, ve které vznikl — biostatistiku. V bankovnictvi
byva zahrnut v credit-scoringovych modelech.

Posledni kapitola je vénovana aplikaci teoretickych poznatki na data z pojistovny.

V kapitole zahrneme piikazy, které byly pouzity k analyze v softwaru RStudio.



1 Analyza preziti

Metody analyzy preziti se obvykle pouzivaji k analyze tdaji shroméazdénych prospek-
tivné (zaméfujicich se na budoucnost) v ¢ase, jako jsou data z prospektivni kohortové
studie nebo data shromazdéna pro klinické hodnoceni.

Prikladem dat preziti mohou byt dva soubory pacienti s urc¢itym onemocnénim a to-
toznym podilem zemfelych po deseti letech od diagnézy, u nichz vsak pteziti miuze mit
naprosto odlisny prubéh, kdy jedna skupina vykazuje vyssi imrtnost brzy po zacatku sle-
dovéni (napf. zahajeni 16¢by) s naslednou klesajici tendenci, zatimco druhé skupina naopak
pro analyzu preziti neni podstatna udalost (smrt), ale ¢as, ktery uplynul do této udélosti.
Tento cas je potieba definovat.

Cas pieziti je doba, ktera uplynula do vyskytu pozorované udalosti. Znacime ji 7.
Aby mohl byt jednoznacné urcen Cas preziti, je potieba specifikovat pocatecni cas tak,
aby subjekty byly sledovany od urc¢ité udalosti (charakteristické pro vSechny subjekty).
Napriklad, pokud se studuje doba preziti pacienti s konkrétnim typem rakoviny, mohl by
byt pocatecni cas zvolen jako ¢asovy bod diagnézy tohoto typu rakoviny. Stejné dulezité
je, aby byl vhodné definovan kone¢ny bod nebo udalost. Ve vyse uvedeném piikladu by to
mohla byt smrt kviili studované rakoviné.

Jednim z duvodd, pro¢ analyza preziti vyzaduje ,specidlni“ techniky (data nejsou
vhodna k béznému statistickému pouziti), je asymetri¢nost v rozdéleni a kladné zesik-
meni. Je to zplisobeno ¢asem preziti, ktery nabyva pouze nezdpornych hodnot. Proto neni
vhodné predpokladat, ze takova data maji normalni rozdéleni.

Druhym dtavodem je ¢asté cenzorovani dat. To znamena, Ze ¢as T' je sledovan castecné.
Napriklad jednotlivei mohou ze studie odstoupit, nebo se miize stat jina udélost, napriklad
ve vySe uvedeném piikladu smrt v dusledku nehody, ktera neni soucésti sledovaného pa-
rametru. Jinou moznosti je, Ze nastane ¢as konce studie a u nékterych subjekti nenastane
udélost, tudiz nebude jejich ¢as pozorovan. Tato netplna pozorovani nelze ignorovat, ale

je tfeba s nimi zachéazet odlisné.



1.1 Cenzorovani a kraceni dat

Rozlisujeme vice druhti cenzorovani. Nejbéznéj$im typem cenzury a nejjednodussi ma-

nipulaci v analyze je cenzorovani zprava.

Definice 1.1. Necht T;, : = 1,...,n je nezavisla doba preziti nahodné veli¢iny T a C;,
1 = 1,...,n, cenzorovany Cas preziti nezavisly na 7T;. Doba preziti u ¢-tého subjektu je

znédma, pokud T; < C; a cenzorovdna zprava, pokud C; < T;

Pozorovany ¢as reprezentujeme pomoci dvojice nahodnych velicin (¢;,6;), kde ¢; =
min(7;, C;) a 6; = I(T; < C;). Nahodna veli¢ina I udava hodnoty (0,1), kde pro 6; = 1
udalost nastala a 9; = 0 udalost cenzorovana.

Dalsim typem cenzorovani je cenzorovani zleva. Je to situace, kdy u subjektu nastala

udélost jesté pred pocatecnim Casem. S timto problémem se setkidvame ziidkakdy.

Definice 1.2. Necht T;, : = 1,...,n je nezavisla doba preziti nahodné veli¢iny T a Cj,
1 = 1,...,n, cenzorovany c¢as preziti nezavisly na 7;. Doba pfeziti u ¢-tého subjektu je

znéama, pokud T; > C; a cenzorovdna zprava, pokud C; > T;.

Opét pozorovany ¢as reprezentujeme pomoci dvojice ndhodnych veli¢in (t;,9;), kde
t; = max(T;,C;) a §; = I(T; > C;). Nahodna veli¢ina I udava hodnoty (0,1), kde pro
0; = 1 udalost nastala a J; = 0 udalost cenzorovana.

Ttetim typem je intervalové cenzorovéani, kdy je zndmo, Ze mezi dvéma po sobé jdoucimi
casy se vyskytla sledovana udalost. Prikladem jsou predem planovana pozorovani ve stu-
diich, protoze subjekt miize na dalsi kontrolu prijit se zménénym stavem. Z toho vime, Ze
nastala udalost je vétsi nez posledni doba pozorovani (ve které ke zméné nedoslo) a mensi
nebo rovna pozorovanému casu ve kterém byla zjisténa udalost. Podrobnéjsi informace lze
nalézt ve ¢lanku [2] a [5].

Pro pfedstavu cenzorovani je pouzit obrazek 1.1. Na vodorovné ose je vyobrazen cas a
na svislé jednotlivi pacienti. Usecka u jednotlivého pacienta predstavuje délku ¢asu pieziti.
Oznaceni pismeny u kazdého pacienta vyjadiuje ur¢itou informaci. Pacienti 1, 4 a 7, ozna-
¢en{ pismenem D jsou mrtvi — nastala udalost. Pacienti 2 a 6 oznaceni pismenem L byli
"ztraceni", v prubéhu studie ukoncili spolupréci — byli cenzorovani. Pacienti 3 a 5 byli ke
konci studie stale nazivu (alive). Udalost u nich mohla nastat po konci studie (to ovSem

nevime), proto i tito pacienti budou ve studii cenzorovani.
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Obréazek 1.1: Priklad pro cenzorovéani zprava

1.2 Funkce preziti a rizikova funkce

Cas preziti je ndhodné veli¢ina, ktera mize nabyvat pouze nezédpornych hodnot. Roz-
déleni casu preziti 1ze charakterizovat pomoci tii zakladnich funkci. Prvni z nich je funkce
preziti, poté rizikova funkce a hustota pravdépodobnosti. Kazda z téchto funkci zobrazuje
rizné vlastnosti dat.

Predpokladejme, ze ndhodna veli¢ina 7' méa rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou f(t).
Ta nam udavéa pravdépodobnost vyskytu sledované udélosti v ¢ase t, respektive v daném
¢asovém intervalu na realné ose.

() = A?E(l” P(t< TA<t t+ At)

(1.1)

Distribu¢ni funkce, tedy funkce udévajici pravdépodobnost toho, Ze ¢as preziti bude

mensi nez hodnota t € (0, 00), je pak definovana jako

t
F(t)=P(T <t)= / f(u)du. (1.2)
0
Definice 1.3. Funkce pfeZiti (survival function) nahodné veli¢iny T je definovana jako
S(t)=P(T > t). (1.3)

Funkce preziti je tedy pravdépodobnost, Ze subjekt prezije dobu vétsi nebo rovnou t. Z

predchoziho vztahu tedy plyne, ze funkce preziti je doplitkem distribu¢ni funkce. Lze ji



tedy vyjadrit jako
S(t)=1-F(t), (1.4)

Ve spojitém piipadé pak

S(t) = /t " )

Funkce S(t) nabyva hodnot mezi 0 a 1, kdy hodnotu 1 nabyva v ¢ase ¢(0) a hodnoty 0
nabyva limitné v nekoneénu. Funkce preziti je tedy nerostouci funkce. Grafem funkce S(t)

je nazyvana kiivka preziti.

Definice 1.4. Rizikovd funkce (hazard function) nam udava pravdépodobnost, Ze jedinec
zemie v Case t za podminky, Zze subjekt prezil do ¢asu t. Rizikova funkce ptredstavuje

momentalni amrtnost. Pro nahodnou veli¢inu T definujeme jako

_ Pt<T<t+At|t<T]
h(t) = Jim- N . (1.5)

Vi weiv s

proces. Rizikova funkce jako okamzita intenzita vyskytu sledované udalosti je velmi dile-
zitou funkci zejména v modelovani preziti, nicméné pro vécny popis dosahovaného preziti
v souboru subjekti je praktickd spiSe jeji kumulativni varianta, tedy kumulativni rizikova

funkece.

Definice 1.5. Kumulativni rizikovou funkci (cumulative hazard function) pro spojitou

nédhodnou veli¢inu 7' definujeme jako

H(t):/o h(u)du (1.6)

1.3 Vzajemné vztahy mezi funkcemi

Vsechny vyse definované funkce popisujici pravdépodobnostni choviani ndhodné veli¢iny
jsou matematicky ekvivalentni, nebot pri znalosti jedné z nich lze dopocitat ostatni. Vza-
jemné vypocetni vztahy lze odvodit nasledujici tivahou. Soucasti definice rizikové funkce
je podminéné pravdépodobnost, respektive pravdépodobnost vyskytu sledované udalosti v
intervalu t + At za podminky, Ze k ni nedoglo do ¢asu t.

Uvédomime-li si, ze P(A | B) lze pomoci véty o podminéné pravdépodobnosti vyjadrit

jako P(A N B)/P(B), muzeme podminénou pravdépodobnost v definici rizikové funkce

9



vyjadrit pomoci nasledujictho vztahu:

Pt <T<t+At)

P(T >1t)
Dostéavame:
P<T<t+At) lim —P(t§T§t+At)
B(t) = lm —POZD A0 T
At—>0+ At P(T Z t)
Pomoci funkece (1.1), kteréd je ekvivalentni ¢itateli, a funkce (1.3) lze tento vyraz prepsat
jako
0
h(t) = —+. 1.7
= 50 (1.7
Déle podle vztahu (1.4) vime, ze pravdépodobnostni hustota se rovna derivaci distribu¢ni
funkce
d ’
ft) =4 1 =5 =-5). (1.8)

Dosazenim tohoto vyrazu do rovnice (1.7) ziskame

W) = *Z((f)) — _[log S()]'. (1.9)

Pokud tento vysledek dosadime do definice kumulativni rizikové funkce dané vztahem
(1.6), ziskdme vzorec dokumentujici pfimou souvislost funkce preziti a kumulativni rizikové

funkce, ktery ma tvar
H(t) = —log S(t) (1.10)
nebo
¢
S(t) = exp{—H(#)} :exp{ —/ h(x)d:c}. (1.11)
0
Vyuzitim rovnice (1.7) a (1.11) ziskame

F(t) = ht) exp{—H(1)}. (1.12)

Pro piehled jsou v tabulce 1.1 uvedeny vztahy (viz [7]).

10



ft) = —5'(t) = h(t) exp{—H(t)}

S(t) = 1—-F(t)=  exp{-H(1)}
h(t) = —[log S(1)]" = e
H(t) = —logS(t) =

Tabulka 1.1: Vztahy pro ruzné funkce
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2 Odhad funkce preziti

Statistické metody lze rozdélit na parametrické a neparametrické. Parametrické metody
(parametric survival analysis) jsou metody, pro jejichz odvozeni je nutné specifikovat rozdé-
leni ndhodné veli¢iny T, zatimco neparametrické metody (nonparametric survival analysis)
predpoklady ohledné rozdéleni ndhodné veli¢iny T' nevyzaduji. V analyze preziti se vysky-
tuje jesté tfeti metoda, zvana semiparametrickd (semiparametric survival analysis). Jedn4
se o modelovaci pristupy, které nejsou plné parametrické, protoze nevyzaduji predpoklad
o znalosti rozdéleni veli¢iny, nicméné jakozto modely s parametry, respektive regresnimi

koeficienty, pracuji. [6]

2.1 Parametrické modely

Parametrické metody (parametric survival analysis) jsou metody, které vyzaduji speci-
fikaci konkrétniho rozdéleni ndhodné veli¢iny 7. V analyze preziti je specifikace rozdélent
velmi silny predpoklad, to mé své vyhody i nevyhody. Jestlize Spatné zvolime rozdélent,
nebude se shodovat s napozorovanymi daty a odhady téz budou $patné. Vyhodou byva
jednodussi odhad medianu funkce preziti, nizsi variabilita nebo presnéjsi odhad oproti
Kaplanovu-Meierovu (kapitola (2.2.1)). Jednim ze zakladnich, b&zné pouzivanych rozdé-

leni v analyze pfeziti je napt. Exponencialni nebo Weibullovo.

2.1.1 Exponencialni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni vyjadiuje rozdéleni délky ¢asovych intervalii mezi vyskyty udé-
losti, pokud se tyto udélosti vyskytuji nezévisle na sobé. Prikladem muze byt ve strojiren-
stvi pouziti rozdéleni k méfeni Casu spojeného s prijetim vadné soucasti na montazni lince.
Ve financich se predevsim casto pouziva k méfeni pravdépodobnosti piistiho selhani pro

portfolio finan¢nich aktiv.

12



Predpokladejme, ze T' ~ Exp()\), kde A > 0. Hustota je pak definovana jako

Aexp{—At} kdet >0,

f(t) = :
0 kdet <0

Pomoci vztaht vyjadrenych v kapitole 1.3 1ze odvodit funkci preziti a rizikovou funkci

S(t) = exp{—Xt}
h(t) = \.

2.1.2 Weibullovo rozdéleni

Predpokladejme, ze T' ~ Weib(\,v) s parametry A > 0,7 > 0. Weibullovo rozdéleni
pravdépodobnosti je zobecnénim exponencidlniho rozdéleni, které navrhl Weibull pro popis
zivotnosti materiali. Na rozdil od exponencidlntho Weibullovo rozdéleni nepredpoklada
konstantni riziko vyskytu sledované udélosti v ¢ase, ale uvazuje monoténni rizikovou funkci
(tedy s ¢asem monotonné rostouci nebo klesajici funkei), z ¢ehoz plyne také jeho Sirsi

uplatnéni v praxi.

AMy(At) T Lexp{—(At)"} kdet >0,
0 kdet <0

ft) =

Pomoci vztahu vyjadirenych v kapitole 1.3 1ze odvodit funkei preziti a rizikovou funkci

S(t) = exp{—(t)"},
h(t) = Ay(Mt) L (2.1)

Parametr v ur¢uje tvar rozdéleni a parametr A skdlovani. Z rovnice (2.1) lze vypozorovat,

ze rizikova funkce silné zavisi na parametru . Plati
e pro v < 1 je rizikova funkce nahodné velic¢iny T' klesajici,
e pro v = 1 je rizikova funkce ndhodné velic¢iny T" konstantni,

e pro v > 1 je rizikova funkce nadhodné velic¢iny T" rostouci.

13



2.2 Neparametrické modely

Neparametrické metody jsou velmi jednoduché metody, které nekladou zaddné néaroky
na rozdéleni nahodné veliciny T'. Neparametrické modely jsou uziteéné pro shrnuti tidaji
o preziti a pro jednoduché srovnéni, ovsem nikoli pro komplexnéjsi situace. Nevyhodou
oproti parametrickym metodam je nepresnost ve vysledcich, uz z principu absence zna-
losti o rozdéleni dat. Nejznamnéjsim a nejpouzivanéjsim neparametrickym modelem pro
urceni funkce preziti se pro jeho jednoduchost stal Kaplanuv-Meieruv odhad funkce pie-
ziti (viz zdroj [3], [1]). Jako dalsim odhadem funkce pfeziti se budeme zabyvat odhadem

pomoci tmrtnostnich tabulek.

2.2.1 Kaplantv-Meiertv odhad

Kaplanovu-Meierovu krivku lze pouzit v jednoduchych analyzach, jejichz cilem je po-
rovnat doby preziti dvou nebo vice skupin. Tato metoda je vhodné pro cenzorované data.

Necht t; < ty < --+ < t jsou sefazené napozorované casy a n velikost vzorku dat.
Necht d; je pocet udalosti v ¢ase t;, kde j = 1,...,k a m; je pocet cenzorovanych subjekti
v intervalu (t;,t;11). Potom n; = (m; +d;) + --- + (my, + di) je pocet subjektii v riziku
pied Casem t;. éasovy interval (¢;,t;11) zahrnuje alespon jednu udalost. Protoze je zde n;
piezivsich pred casem t; a d; udélosti v case t;, pravdépodobnost nastani udalosti béhem
intervalu (t;,t;41) je odhadnuta jako d;/n;. Odhad pravdépodobnosti pfeziti je potom
(n;—d;)/n;. Pfedpokladame, Ze jednotlivé sledované udalosti jsou na sobé nezavislé. Potom
Kaplanuv-Meieruv odhad funkce preziti je definovany jako soucin jednotlivych odhadu

pravdépodobnosti preziti do casu t;:

St =PIT >4 = ] = - (1—@). 2.2
(t) = P[T" > t] jl;[q o jllt 0, (2.2)

Kaplanitv-Meierity odhad S(t) je krokova funkce se skoky v Gase udalosti t;. Velikost
kroki zavisi na poctu udalosti d; a po¢tu ohrozenych osob n; v odpovidajicim case. Z vyse
uvedeného zavedeni je vidét, Ze cenzorované data skok nezptsobuji, ovSsem navysSuji pocet
osob n;. Pokud jsou posledni data cenzorovana, odhad funkce se nedostane k 0. Pokud by
se v datech nevyskytovala cenzorované pozorovani, pak Kaplan-Meiertiv odhad je totozny
s tzv. empirickym odhadem, ktery je jednodussi, ale pro vétsinu dat preziti nepostacujici.

Jako ukéazkovy priklad pro Kaplantv-Meiertiv odhad jsem zvolil dataset ,ovarian“ z
programu R. Vychéazi z randomizované studie porovnavajici dva typy lécby rakoviny vajec-

niku na 26 pozorovanych subjektech. Zde jsou uvedeny dalsi klinické informace:

14



e number - ¢islo pacienta

e futime - doba do smrti, nebo cenzorovani

e fustat - idaj o tom, zda byl pacient cenzorovan
e age - v¢k v letech

e resid.ds - pritomnost zbytkové nemoci

e rXx - lécebna skupina

e ecog.ps - vykonostni stav

Pro zjednoduseni je vidét v tabulce 2.1 vybér pacientu ze skupiny A. Tito pacienti jsou

jiz sefazeni podle ¢asu preziti.

number | futime | fustat age | resid.ds | rx
1 59 1] 72.3315 yes | A
2 115 1] 74.4932 yes | A
3 156 1| 66.4658 yes | A
22 268 1| 74.5041 yes | A
23 329 1] 43.1370 yes | A

431 1| 50.3397 yes | A
6 448 0 | 56.4301 no| A
9 ATT7 0 | 64.1753 yes | A
11 638 1] 56.7562 no| A
15 803 0 | 39.2712 no| A
16 855 0 | 43.1233 no | A
17 1040 0 | 38.8932 yes | A
18 1106 0 | 44.6000 no | A

Tabulka 2.1: Vycet pacientu ze skupiny A

Odhad funkce preziti se poc¢ita postupné podle vzorce (2.2).
Takto ziskané hodnoty zakreslime do grafu spolu se skupinou B (Obrazek 2.1).
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Survival probability

Cas t; | n; | d; S (t;)

59 | 13| 1| 0.9230769
115 |12 | 1| 0.8461538
156 | 11 | 1| 0.7692308
268 | 10 | 1 | 0.6923077
329 1 9| 1] 0.6153846
431 | 8| 1] 0.5384615
448 | 7| 0] 0.5384615
477 | 6| 0] 0.5384615
638 | 5| 1|0.4307692
803 | 4| 0| 0.4307692
855 | 3| 0 0.4307692
1040 | 2| 0| 0.4307692
1106 | 1| 0] 0.4307692

Tabulka 2.2: Hodnoty odhadu funkce preziti skupiny A - K-M odhad

Section A+ B

L

Time

Obréazek 2.1: Kaplantuv-Meieruv odhad skupin A a B
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2.2.2 Umrtnostni tabulky

Tabulka amrtnosti, nebo také life-table, je jedna z nejstarSich a nejpouzivanéjsich statis-
tickych metod pro zjisténi timrtnosti. Tabulky tmrtnosti se v pojistovnictvi ¢asto pouzivaji
ke stanoveni pojistného.

Cilem je podobné jako u Kaplanova-Meierova odhadu, vyjadfit odhad funkce preziti
jako souc¢in podminénych pravdépodobnosti v urcitych intervalech rozdélenim doby pozo-
rovani. Vétsinou se tato metoda pouziva, kdyz nezname presny vznik udalosti.

Protoze pracujeme s delsimi ¢asovymi intervaly, budou nam stacit souhrnné adaje pro
jednotlivé casové intervaly. Oznacme d; pocet sledovanych udalosti v j-tém intervalu, kde
Jj =1,...,k, ktery se rozklada od casu t; k t;;;. Nasledné ¢; ozna¢me jako pocet cenzo-
rovanych dob preziti. Predpokladame, Ze cenzorované doby preziti se v daném intervalu
vyskytuji rovnomérné. Proto n;, jako pocet subjektt na zacatku k-tého intervalu, je casto
upravovan tak, aby odrézel primérny pocet subjektt v riziku vyskytu sledované udalosti
takto:

/ Cj
=N, — —. 2.3
= mn =g (2.3)

Definice 2.1. Odhad funkce preziti pomoci tabulek tmrtnosti je pak definovan jako

. b d;
S(t):H(l—n—f).
=1 i
Na data ,,ovarian® pouzijeme tentokrat metodu tmrtnostnich tabulek. Z tabulky 2.3,
pro skupinu A, vidime intervalové rozdéleni, které si miuzeme v programu libovolné nastavit.
Vsimnéme si, Ze diky cenzorovanym hodnotam mize priimérny pocet subjektii n; nabyvat
ne-celoc¢iselnych hodnot.
Obrazek 2.2 vyjadiuje odhad pomoci timrtnostnich tabulek skupiny A a B. Pokud
porovname tento graf s grafem 2.1, vidime u skupiny A rozdilné odhady. U K-M odhadu
cenzorované udaje nezpusobovaly ,skoky*, pouze zvySovaly pocet subjektt v riziku. U

tumrtnostnich tabulek cenzorované udaje ovliviuji velikost ,,skokii®.
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interval | n} | d; | S(t;)
0-100 | 13.0 | 1 | 1.0000
100-200 | 12.0 | 2 | 0.9230
200-300 | 10.0 | 1 | 0.7692
300-400 | 9.0 | 1 |0.6923
400-500 | 7.0 | 1 0.6153
500-600 | 5.0 | 0] 0.5274
600-700 | 5.0 | 1] 0.5274
700-800 | 4.0 | 0] 0.4219
800-900 | 3.0 | 0| 0.4219
900-1000 | 2.0 | 0] 0.4219
1000-1100 | 1.5 | 0 | 0.4219
1100-1200 | 0.5 | 0 | 0.4219

Tabulka 2.3: Hodnoty odhadu funkce pteziti skupiny A — timrtnostni tabulky

Skupina A Skupina B

Survival (Umrntostni tabulka)

Dny

Obrazek 2.2: Odhad funkce preziti pomoci amrtnostnich tabulek — dataset ,ovarian®
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3 Porovnani rozdéleni

V predchozi kapitole jsme si ukazali jak odhadnout distribuci casi 7. V této kapitole
si ukdzeme jak takové odhady distribuce porovnat. V analyze preziti se mize porovnavat

vice odhadu, jimiz jsou funkce preziti. Testujeme tedy hypotézu
H0251:SQZ"':Sk, (31)

kde S; je funkce preziti v i-té skupiné proi =1,2,..., k.

Pokud se v pozorovanich nevyskytuji cenzorovanéa data, lze pouzit klasické neparame-
trické testy, napt. Mannuv-Whitneyuv test, ¢i Kruskaliv-Wallisiv. Pro data s cenzorova-

nymi pozorovanimi byly vyvinuty specialni testy.

3.1 Log-rank test

Log-rank test je jednim z nejpouzivanéjsich statistickych testii pro porovnani distribuce
dvou, ¢ vice skupin. Tento test vychazi z Mantelova-Haenszelova testu jako modifikace pro
analyzu stratifikovanych kontingen¢nich tabulek. Logiku testu si odvodime pro porovnéani
dvou skupin. Pro vice skupin by platily vztahy obdobné.

Predpokladejme ve dvou skupindch necenzorované casy preziti ¢, < to < .-+ < t,,.
V kazdém z téchto m casii lze sestrojit kontingenc¢ni tabulku shrnujici pozorované preziti.
Piedpoklddame ve dvou skupindch pocet n;1,n;2 jedinct v nebezpeci amrti pred casem
t; a celkovy rozsah vybéru n; = n;; + n;j2. Obdobné pak ve dvou skupinéach d;;,d; 2 jako
pocty sledovanych udélosti (amrti) v case t;. Piikladem kontingené¢ni tabulky shrnujic

preziti ve skupinich 1 a 2 je tabulka 3.1.
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skupina udalost nastala udalost nenastala celkem

1 dja nj1 — dja nj1
2 dj2 njo — djo N2
celkem d: n: —d.; n

J J J J

Tabulka 3.1: Pozorované pocty udalosti v case t;

Na zakladé hypotézy Hy : S1 = So tedy Hy : S1 # Ss a jeji platnosti lze ukazat (viz [1]),
ze ndhodna veli¢ina d;; ma hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hod-
notou

n;d;
E(d;,) = b '}
1
a rozptylem d; ,
njan;ad;(n; — d;)

var(d;,) = 22 (n; — 1)
j

Zavedeme statistiku U

m

U= Jl - )%

7=1
ktera vyjadiuje rozdil mezi celkovym a o¢ekavanym poctem sledovanych udélosti ve skupiné

1. Pro jeji rozptyl plati

var(U) = Zvar Z el 171] 2 (n; — dj).

n]—l)

7j=1 7j=1
Ma-li statistika U ptiblizné norméalni rozdéleni pravdépodobnosti s nulovou stfedni hod-

notou, pak statistika

U
L=—— ~N(01
var(U) 0.1)

mé priblizné normélni rozdéleni pravdépodobnosti s nulovou stfedni hodnotou a jednotko-
vym rozptylem (aproximace je tim lepsi, ¢im vice mame pozorovanych udélosti) [6]. Dale
vime, ze pokud nédhodnou veli¢inu se standardizovanym normalnim rozdélenim umocnime
na druhou, ziskdme ndhodnou veli¢inu, ktera se 1idi rozdélenim chi-kvadrat
2 _ U
~ war(U)

~ (). (3.2)
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Statistika L? nam vyjadiuje odchyleni pozorovanych dob preziti od ocekavanych, pro dvé
skupiny. Hypotézu Hy, kdy neni prepoklddan rozdil mezi skupinami, zamitame pro vysoké
hodnoty statistiky L2. Testova statistika L? bude mit pro k skupin x? rozdéleni s k& — 1
stupni volnosti. V pfipadé zamitnuti nulové hypotézy vime, Ze mezi skupinami existuje
né¢jaky rozdil. K pfesnému urceni rozdilu mezi skupinami musime udélat post-hoc testy

mnohonéasobného porovnéni.

3.2 Wilcoxonuv test

Wilcoxontiv test je velmi podobny log-rankovému testu. Pti stejné nulové hypotéze je

pak Wilcoxoniiv text zalozen na statistice
m
U= ) nildix — E(d;y)),
j=1
ve které je navic uvazovana vaha rozdilu pozorovanych a ocekavanych dob vsech skupin v

case t; poctem jedinct n;. Rozptyl statistiky U je dan jako

f:nj,lnﬂd n; —dj)

var
Jj=1

a Wilcoxonova testova statistika

U2 ,
W:F(U)NX(U

mé za platnosti nulové hypotézy chi-kvadrat rozdéleni o jednom stupni volnosti.

Z téchto dvou testu je log-rank test silnéjsi, pokud dveé sledované skupiny maji vzajemné
proporcionalni rizikové funkce. Lze tedy v odhadech funkei pfeziti obou skupin pozorovat
nartstajici rozdil. V ostatnich pripadech je lepsi pouziti Wilcoxonova testu, protoze oproti
log-rank testu dava vétsi vahu pocatec¢nim hodnotdm a ne tehdy, kdy je pocet Zijicich je-

dinct maly.

Pro nejjednodussi rozhodnuti o tom, jaky test pouzit, nam dobte poslouzi vyobrazeni
dvou skupin pomoci Kaplan-Meierova odhadu. Pii kiizeni funkei preziti je vhodné pouzit
Wilcoxoniiv test, protoze nevyzaduje konzistentni pomér rizika, ale vyzaduje, aby jedna
skupina méla trvale vyssi riziko. Pro tyto a dalsi informace o porovnanich rozdéleni je

mozné najit ve zdroji [6] nebo [5] v kapitole 5.
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4 Coxtiv model proporcionalnich rizik

V predchozich kapitolach jsme se vénovali neparametrickym metodam, které jsou vhodné
pro porovnavani dvou ¢i vice skupin. Nicméné u vétsiny studii byva doplnéno mnoho dal-
sich informaci u kazdého subjektu. Prikladem mohou byt lékarské studie, které u pacientu
kromé informaci o pohlavi, nabizeji informace o zivotnim stylu — koufeni, stravovaci na-
vyky. Ty mohou mit ovSem vyznamny dopad na délku preziti pacienti. Pro zpracovani
téchto informaci slouzi regresni modely, které hodnoti vztahy mezi vysvétlovanou promén-
nou a vysvétlujicimi proménnymi (informace o Zivotnim stylu). V analyze preziti se vlivem
cenzorovani vyskytuji kompletni i nekompletni tdaje, proto nelze pouzit klasické postupy
pri regresnim modelovéni.

Tato kapitola tedy pojednava o pouziti regresnich modeli v analyze preziti, konkrétné
Coxova modelu proporciondlnich rizik — ¢asto vyuzivaného ve financich a pojistovnictvi.
Model vychézi ze slozité teorie, které se nebudeme vénovat. PopiSeme tento model, ukdzeme
jeho aplikaci a vyznam. Podrobné&jsi informace o Coxovu modelu lze nalézt ve zdroji [1]
kapitola 3, [5] kapitola 12 nebo [4].

Definice 4.1. Coziiv model proporciondlnich rizik je vyjadien pomoci rizikové funkce vzta-

hem

h(t|x) = ho(t) exp(Biz1 + Baa + - -+ + Bp1,,) = ho(t) exp(x'B),
kde z;, i = 1,...,p jsou ovliviwjici faktory (kovariaty) vysvétlujicich proménnych, 3;,
1 =1,...,p jsou odhadované parametry ptislusné jednotlivym kovariatiim.

Funkce ho(t) se nazyva zakladni rizikova funkce (baseline hazard function), ktera
predstavuje zmény rizika v case. Tuto funkci neni potieba znat, protoze postup odhadu
regresnich koeficienttt modelu neni zavisly na podobé této funkce. Vyraz exp(x’'3) vyjadiuje
tzv. pomér rizik, to je pomér rizikové funkce k zakladni rizikové funkeci, ktery je v priubéhu

¢asu konstantni. Pouziti exponencialni funkce zajistuje, Ze nebezpeci je pozitivni. Pomér
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rizik 1ze vyjadrit pro dvé proménné takto:

htlas) _ ho(t) exp(x,)
h(tlzs)  ho(t) exp(x50)

Mira rizika, ktera se odhaduje z Coxova modelu proporcionalnich rizik, se interpretuje

= exp((x1 — X2)'B).

spiSe jako relativni nez absolutni riziko. Predpoklada se, ze kovariaty x; maji aditivni
ucinek na prirozeny logaritmus rizikové funkce. Interpretace parametri f; je takova, ze pro
kazdé zvyseni kovarianty x; o jednotku,se zvysi riziko nasobkem exp ;. Kladna hodnota
keoficientu znamend, ze riziko udalosti je vétsi s vyssi hodnotou vysvétlujici proménné.
Zaporny koeficient ndm fiké, ze vysvétlujici proménna méa s vyssi hodnotou nizsi riziko

vyskytu udélosti.

h(t,l’l,l'g, R T PPN ,;Cp>

h(t,ml,xg,...,xi,...,mp)

V pripadé binarni proménné nabyvajici hodnot 0 a 1 tato hodnota vyjadiuje, koli-
krat vétsi riziko vyskytu sledované udélosti mé rizikova skupina subjektu proti skupiné
referenc¢ni (za predpokladu, Ze jsou obé skupiny srovnatelné s ohledem na ostatni faktory).

Odhad jednotlivych regresnich koeficient probtha metodou parcidlni verohodnosti, které
je obdobou metody maximélni vérohodnosti. Misto standardni funkce vérohodnosti je ma-
ximalizovana tzv. parcialni vérohodnostni funkce:

k /
L)~ [] 28
13" exp (x48)

=1
kde n udava pocet zkoumanych objektti a k pocet necenzorovanych subjektt. V praxi se
obvykle pracuje s logaritmem vérohodnostni funkce, jejiz maximum se hleda. Pro nalezeni
odhadu jednotlivych regresnich koeficienti se provede k parcialnich derivaci, které se polozi

rovno 0, a vyTesi se prislusny systém rovnic.
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5 Analyza dat

V této kapitole predstavime data z pojistovny. Pro analyzu pfeziti jsme vybrali data o
likvidaci pojistnych udélosti havarijniho pojisténi. Budeme tedy zkoumat dobu od hlaseni
pojistné udalosti po dokonceni likvidace pojistné udélosti.

Havarijni pojisténi, tzv. KASKO (Casualty and Collision), spada pod nezivotni pojis-
téni. Toto pojisténi kryje skody na motorovych vozidlech, at uz ji fidi¢ zptusobil, ¢ nikoli.
Kryje rizika skody na vozidle, dale rizika zivelni, riziko odcizeni a vandalstvi. Cenu pojis-
téni ovliviiuje vySe spolutiCasti (¢astka, kterou se pojistnik podili na vysi skody), pofizovaci

cena vozidla, typ vozidla, obsah, vék Tidi¢e nebo pocet osob vyuzivajicich vozidlo.

5.1 Uprava a reprezentace dat

K dispozici méame 6914 pripadu pojistnych udalosti. Surova data musela byt upravena
pro dalsi pouziti v analyze. Musel byt vypocitan ¢as preziti — tj. ¢as do doby likvidace,
doplnény tudaje o cenzorovani a vhodné rozdélit ptivodni proménné do kategorii. Vsechny
upravy probihaly v aplikaci Excel. Nasledna podoba dat obsahuje 6914 radk, tedy pojistné

udalosti, 9 sloupcu poskytujicich dodate¢né informace k udalosti.
e ANRD: 1 - muz, 2 - Zena, 4 - firma
e time: Cas preziti ve dnech
e indicator: I - cas prezZiti, 0 - cenzorovany cas preziti
e PSC: 1-7 - Struktura PSC
e cechy morava: proménnd PSC rozdélena na Cechy a Moravu
e obdobi: jaro, 1éto, podzim, zima

e obdobi_2: jaro+léto a podzim+zima
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e vyroba: kategorie rozdélujici rok vyroby auta - 1990 2000, 2000 2010, 2010 2017

e vehicle age: nove - auta mladsi osmi let; stare - stara osm a vice let

Data z pojistoven a bank se oproti jinym oblastem lisi v cenzorovani a kréaceni dat.
Vétsinou k cenzorovani dochazi z casovych divodi. Cenzorovanymi tdaji byly uzaviené,
ale nevyplacené udalosti. Proménna PSC byla rozdélena do kategorii podle prvni ¢islice, ta
priblizné odpovida starému ¢lenéni Ceskoslovenska na kraje. Proménné obdobi vyjadiuje
rozdéleni ro¢niho obdobi podle datumu nahlaseni skody.

Po zpracovani v Excelu byla data importovana do aplikace RStudio. Obrazek 5.1 pied-

stavuje ukazku dat datasetu likvidaceW.

“ ANRD time indicator PSC cechy_morava obdobi vyroba vehicle_age obdobi_2
11 0 1 1 1 podzim 2010_2017 | nove zima
2 4 0 4] 2 1 zima 2000_2010  nove zima
3|2 0 1 3 1 leto 20002010 | stare leto
4 4 U] 4] 3 1 leto 20102017 | nove leto
51 0 1 7 2 lato 20102017 | nove leto
6|1 0 0 6 2 zima 2000_2010 | nove zima
7|2 0 4] 2 1 jaro 2000_2010  stare leto
8 1 0 1 1 1 podzim 2010_2017  nove zima
9 2 0 4] 2 1 leto 2010_2017  nove leto
10 1 0 1 1 1 leto 2000_2010  stare leto
1 4 1 1 [ 2 zima 20102017  nove zima
12 | 2 1 1 2 1 zima 2000_2010  nove zima
13 4 1 1 1 1 leto 20102017  nove leto

Obrazek 5.1: Nahled dat

5.2 Kaplantiv-Meiertiv odhad

Nejprve za¢neme ¢istym odhadem funkce pteziti, ktera predstavuje dobu do likvidity.
Pro tyto ticely budeme vyuZivat funkcionalitu baliku survivall. Udélost je tedy v nasem
pripadé likvidita a riziko udéva Sanci, ze bude udalost v dalsim okamziku zlikvidovana.
Pokud chceme v analyze dat pouzit Kaplantuv-Meieruv odhad, aplikujeme na data funkci
survfit, ktera sdruzuje odhady funkce preziti pomoci riznych metod, dle zadadné formule
(pfedpisu). Pokud chceme prosty K-M odhad, pak se voli zavislost na nespecifické pro-

ménné 1. Pokud se jedna o odhady pomoci proménnych z datasetu, volime zévislost jedné

Thttps:/ /cran.r-project.org/web /packages/survival /index.html
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N

proménné. Tato funkce obsahuje dva hlavni argumenty — survival object (tj. formule) a
dataset. Survival object se vytvoii pomoci funkce Surv, kterd obsahuje proménné cas
preziti a cenzorovanou proménnou. Jako vysledek analyzy se zobrazi zékladni informace o
modelu znézornéné ve vystupu 5.1 doplnéné o piikazy. Mame tedy 6914 zaznamt, z toho
je 6299 udalosti. K cenzorovani doslo v 615 ptipadech. Polovina pfipadi bude vyfesena do
43 dnt od zac¢atku fizeni (median) a s 95% odhadem 42 az 44 dnau.

> surv_object <- Surv(time = likvidaceW$time, event = likvidaceW$

indicator)
> fit_KM <- survfit(surv_object ~ 1, data = likvidaceW)

> print (f£it _KM)

Call: survfit(formula = surv_object ~ 1, data = likvidaceW)

n events median 0.95LCL 0.95UCL
6914 6299 43 42 44

Vypis 5.1: Zékladni informace o odhadu

Podrobnéjsi informace o K-M odhadu nam poskytuje funkce summary, ktera vypise
informace o prvnich deseti dnech pozorovani. Ve vystupu 5.2 v prvnim sloupci se vyskytuje
vzestupné sefazeny ¢as ve dnech, ktery uvadi ¢as do likvidace. V druhém sloupci pocet
hlasenych udélosti. Nasleduje tieti sloupec s poc¢tem zlikvidovanych a vyplacenych skod.
Sloupec survival vyjadiuje odhad funkce preZiti a posledni dva sloupce jeho 95% interval
spolehlivosti.

> summary (fit _KM)
Call: survfit(formula = surv_object ~ 1, data = likvidaceW)

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI

0 6914 5 0.99928 0.000323 0.998643 0.99991

6904 33 0.99450 0.000890 0.992758 0.99625
2 6842 63 0.98534 0.001448 0.982510 0.98818
3 6754 54 0.97747 0.001790 0.973964 0.98098
4 6691 39 0.97177 0.001998 0.967859 0.97569
5 6637 49 0.96459 0.002231 0.960231 0.96898
6 6580 50 0.95726 0.002443 0.952488 0.96206
7 6521 57 0.94890 0.002661 0.943695 0.95413
8 6458 89 0.93582 0.002964 0.930029 0.94165
9 6361 89 0.92273 0.003231 0.916415 0.92908
10 6267 79 0.91109 0.003445 0.904367 0.91787

Vypis 5.2: Podrobnéjsi informace o odhadu
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Obrazek 5.2 vyobrazuje podobu Kaplanova-Meierova grafu pomoci funkce ggsurvplot.
Ta obsahuje nepfeberné mnozstvi zpusobt, jak graficky znazornit odhadovanou funkci pre-

ziti — ukazka v podkapitole 5.3. Funkce preziti na zacatku prudce klesa. To je pravdépo-

Move

roku krivka zvolhuje a v tomto pozvolném trendu pokracuje dale.

Section All

Survival probability

Time

Obrazek 5.2: Kaplantv-Meieruv graf

NMsv s

NMove

uzavienim, pokud jsou nelikvidni. Protoze je tento krok systematicky, mohl by ovliviiovat
vysledky nasi analyzy. Musime tedy zlikvidované udélosti, delsi dvou let cenzorovat.
Odhad funkce preziti jiz vypada sourodé (obrazek 5.3). S takto upravenymi daty mii-
zeme pokracovat déle.
Zajimavou informaci o tomto grafu nam poskytne funkce quantile. Vidime, Ze ¢tvrtina
udalosti bude zlikvidovana do 22 dni, polovina do 43 dnt a tfi ¢tvrtiny do t¥i mésicu.

> quantile (fit_KM, probs = c(0.25, 0.5, 0.75))
$quantile

3 25 50 75

22 43 92
Vypis 5.3: Kvantily K-M odhadu
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Section All

Survival probability

Time
Obrazek 5.3: Upraveny Kaplantuv-Meieruv odhad

5.3 Dvouvybérovy test

Z predchozi podkapitoly jiz vime, jak v RStudiu vytvorit odhad funkce preziti. Pomoci
dvouvybérovych testii mizeme na datech zkoumat rozdily v rozdéleni ¢asu preziti napiriklad
pro fyzické (FO) a pravnické osoby (PO). V proménné ANRD byly spojeny hodnoty Muzi a
Zeny, &im# pak vznikla kategorie fyzickych osob v novém datasetu data_FOvsP0O. PouZijeme
stejné funkce Surv, survfit a udélame odhad vztazeny na proménnou ANRD, jak je vidét
z prikazi ve vystupu 5.4, ve kterém je zobrazen i vysledek odhadu.
> fit_ANRD <- survfit(surv_object ~ ANRD, data = data_FOvsPO0)

2 > print (£it _ANRD)
3 Call: survfit(formula = surv_object ~ ANRD, data = data_FOvsP0O)

n events median 0.95LCL 0.95UCL
ANRD=F0 2915 2608 34 32 36

7 ANRD=P0 3999 3494 51 49 54

Vypis 5.4: Zakladni informace pro obé skupiny

Jiz z ptehledu je vidét, Ze se doby likvidace pro fyzické a pravnické osoby budou vyrazné
lisit. Medidn pro FO je 34, pro PO je 51. Tento rozdil bude jesté vyraznéji vidét, pokud
si odhady funkci pfeziti vykreslime pomoci funkce ggsurvplot. Tato funkce nabizi do

vystupu zahrnout dalsi ¢ast grafu, naptiklad pocet cenzorovanych udalosti v pribéhu ¢asu
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(obrazek 5.4). Vidime zde vysoky pocet cenzorovanych udélosti v obdobi dvou let, to jsou

presné ty Casy preziti, které zptusobovaly propady v odhadech preziti.

Section ANRD=1 = ANRD=4

Survival probability

Time

Number of censoring

n.censor

0 150 300 450 500 750 900 1050 1200
Time

Obrazek 5.4: K-M odhad pro fyzické a pravnické osoby

Z obrazku 5.4 bohuzel nevidime tak dobfe podstatnou ¢ast pritbéhu odhadované funkece.
Vétsina Skodnich udalosti byla zlikvidovana do pul roku, proto byl graf upraven do podoby
obrazku 5.5. Z ného je mozné jednoduSe vypozorovat medidn jednotlivych skupin, po-
pripadé horni i dolni kvantily. V tabulce pod funkcemi je vyobrazen jak pocet aktualné
nezlikvidovanych skodnich udalosti, tak i procentualni zastoupeni.

7 pohledu na graf 5.5 lze predpokladat, Ze rozdéleni ¢asu preziti obou skupin se lisi. Pro
potvrzeni tohoto predpokladu, vzhledem k nekiizeni odhadi preziti, pouzijeme zakladni
Log-rankovy test. Pro tento test pouzijeme funkci survdiff, ktera obsahuje parametry
formula, data a rho, které znac¢i typ testu. Pro hodnotu 0 je to Log-rankovy test, pro
hodnotu 1 je ekvivalentni Peto-Petouv modifikovany Gehantuv-Wilcoxoniiv test. Z vystupu
5.5 zjistime hodnotu testové statistiky a p-hodnotu, ktera je témér nulova. Na zakladné
p-hodnoty hypotézu H, zamitdme, vzhledem k 5% hladiné vyznamnosti. Rozdé¢leni casii

preziti se tedy vyznamné lisi. Delsi ¢as likvidity mé skupina pravnickych osob. Mohlo by to
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Section ANRD=1 -+ ANRD=4

Survival probability

Time

Number at risk: n (%)

Section

Time

Obrazek 5.5: Zkréceny odhad preziti

byt zapri¢inéno hromadnymi pojisténimi, kdy je preci jen slozitéjsi administrativa. Nebo
je to zapfi¢inéno tim, ze pravnické osoby, oproti fyzickym, nespéchaji tolik na opravu a
nepotfebuji penize hned, jsou schopni néjakou chvili ¢ekat.

1 > survdiff (surv_object ~ ANRD, data = data_FOvsPO, rho = 0)

2 Call:

3 survdiff (formula = surv_object ~ ANRD, data = data_FOvsPO, rho = 0)

5 N Observed Expected (0-E)~2/E (0-E)~2/V
¢ ANRD=F0 2915 2608 2144 100.6 158
7 ANRD=P0O 3999 3494 3958 54.5 158

9 Chisq= 158 on 1 degrees of freedom, p= <2e-16

Vypis 5.5: Log-rankovy test

Pro priklad zde uvedeme Log-rankovy test pro vice polozek. Jako proménnou do funkce
survdiff pouzijeme PSC. Z tvodu vime, Ze tato ¢isla oznacuji prvni misto v PSC starého

rozdéleni Ceskoslovenska na kraje:

e 1- PSC Prahy,
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e 2 - PSC Stiedoteskéeho kraje,

3 - PSC Jiho¢eského a Zapadoceského kraje,

4 - PSC Severoceského kraje,

5- PSC Vychodoceského kraje a ¢asti Jihomoravského kraje,

6 - PSC Jihomoravského kraje,
e 7 - PSC Severomoravského kraje.

Z vystupu 5.6 opét zamitame nulovou hypotézu, vime tedy, Ze mezi skupinami exituje
néjaky rozdil. Abychom uréili konkrétné, mezi jakymi skupinami jsou signifikantni rozdily,
pouzijeme funkci pairwise_survdiff.
> survdiff (surv_object ~ PSC, data = data_FOvsPO, rho = 0)

Call:
3 survdiff (formula = surv_object ~ PSC, data = data_FOvsPO, rho = 0)

N Observed Expected (0-E)~2/E (0-E)~2/V

Tato funkce spadé pod testy mnohonasobného porovnani. Z vystupu 5.7 vidime tabulku

Vypis 5.6: Log-rankovy test pro vice polozek

p-hodnot, vyjadiujici vysledek testt vSech dvojic.

> res <- pairwise_survdiff (Surv(time=time,event =indicator)

+

> res

Pairwise comparisons

data:

data_FOvsP0O and

data

PSC=1 2724 2373 2670 32.9721 59.5838
r PSC=2 849 761 671 12.15621 13.8593
PSC=3 699 613 595 0.5197 0.5845
PSC=4 747 646 640 0.0521 0.0591
PSC=5 566 515 471 4.1002 4.5109
PSC=6 677 598 579 0.6431 0.7211
PSC=7 652 596 476 30.1411 33.2406
Chisgq= 82 on 6 degrees of freedom, p= 1le-15

data_FOvsP0)

using Log-Rank test

PSC
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10

11

12

1 2 3 4 5 6
2 1.9e-08 - - - - -
3 0.0023 0.1352 - - - -
4 0.0090 0.0741 0.7771 - - -
5 5.1e-05 0.5944 0.4049 0.2713 - -
6 0.0023 0.1514 0.92561 0.7771 0.4281 -
7 6.5e-14 0.1674 0.0023 0.0021 0.0572 0.0037

Vypis 5.7: Post-hoc test

Pro zjednoduseni jsme pomoci funkce symnum nahradili p-hodnoty symboly, které urcuji
vyznamnosti testi. Z toho plyne, ze hypotézy zamitame mezi hlavnim méstem Prahou a
vSemi kraji. Rozdéleni cast preziti mezi Prahou a ostatnimi kraji se lisi. Dale vidime, ze
hypotézy zamitdme mezi vSemi kraji (az na vyjimku Jihomoravského kraje) a Severomo-
ravskym krajem. Z toho plyne, Ze nebylo dobré sloucit proménnou PSC na cechy_morava.

Lepsi bude sloucit proménnou na Prahu, éechy a Moravu — proménné PSC2.

> symnum(res$p.value, cutpoints = c(0, 0.0001, 0.001, 0.01, 0.05, 0.1, 1)

B

+ symbols = c(Mkkkk | Maokok ! Mook ! N g oy
+ abbr.colnames = FALSE, na = "")
1 2 3 4 5 6
2 kkkxk
3 kx
4 xx +
5 kxkxkx
6 kx
T kkkx * % * % + * %
attr(,"legend")
[1] O ’#%%%’ 1e-04 ’#%#%> 0.001 ’#%’ 0.01 ’#%’ 0.05 >+’ 0.1 ’ > 1 \t iy
NA: 27

Vypis 5.8: Vizualizace post-hoc testu

5.4 Coxtv model proporcionalnich rizik

V dalsim kroku nés zajima, jaky vliv maji ostatni proménné na vybrané data. Pouzi-
jeme funkeci coxph, kde k ANRD piidame dal$i proménné — obdobi_2, PSC2, vehicle_age.
Vysledek zobrazime pomoci funkce summary, viz vystup 5.9. VSimnéme si, Zze model oznacil
pravnické osoby, zimni ¢ast roku, Moravu a Prahu, jako signifikantni. Hledané parametry

B;, které ovliviuji hodnotu piirozeného logaritmu rizikové funkce, pfestavuji sloupec coef.
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Proménné ANRD$PO podle parametru snizuje hodnotu rizikové funkce. Sloupec exp(coef)
vyjadiuje poméry rizika.

> cox <- coxph(surv_object ANRD + obdobi_2+ cechy_morava +vehicle_age,
+ data = data_FOvsP0O)

> summary (cox)

coxph(formula = surv_object ~ ANRD + obdobi_2 + PSC2 + vehicle_age,

data = data_FQ0OvsP0)

n= 6914, number of events= 6102

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)
ANRDPO -0.29872 0.74177 0.02852 -10.475 <2e-16 **x*
obdobi_2zima 0.05522 1.05677 0.02567 2.151 0.0314 =
PSC2Morava 0.07693 1.07997 0.03515 2.188 0.0286 =
PSC2Praha -0.07557 0.92721 0.03082 -2.452 0.0142 =
vehicle_agestare -0.02751 0.97287 0.03211 -0.857 0.3916
; Signif. codes: 0O ’*x%x’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1 > ’ 1

Vypis 5.9: Souhrn informaci o modelu

Dalsi informace o modelu poskytuje vystup 5.10. Hodnota concordance — shoda, nam
iika na kolik tyto proménné vysvétluji chovani tohoto modelu. Likehood ratio test, Wald

test a Score test jsou testy regresnich koeficienti.

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

ANRDPO 0.7418 1.3481 0.7014 0.7844
obdobi_2zima 1.0568 0.9463 1.0049 1.1113
PSC2Morava 1.0800 0.9260 1.0081 1.1570
PSC2Praha 0.9272 1.0785 0.8729 0.9849
vehicle_agestare 0.9729 1.0279 0.9135 1.0361
Concordance= 0.568 (se = 0.004 )

Likelihood ratio test= 176.2 on 5 df, p=<2e-16

Wald test = 179.3 on 5 df, p=<2e-16

Score (logrank) test = 180.8 on 5 df, p=<2e-16

s ¥z

Vypis 5.10: Druha ¢ast vystupu

Nasledné tyto vysledky modelu vyzualizujeme pomoci funkce ggforest. Tento typ
vyobrazeni ndm piehledné ukéze jiz zminéné poméry rizik (HR) pro vSechny proménné,
které jsou zahrnuty v modelu. HR > 1 naznacuje zvySené riziko nastani udalosti, v nasem
pripadé dokonceni likvidace pojistné udélosti. V opacném piipadé HR < 1 je riziko mensi.

Kazdy pomeér rizik predstavuje relativni riziko dokonc¢eni pojistné udalosti, které porovnava
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jednu ¢ast kovaritu s dalsi casti. Naptiklad pomér rizika 0,74 pro skupinu fyzickych a
pravnickych osob z obrézku 5.6 nam tiké, Ze pravnické osoby, maji snizené riziko nastani
sledované udalost (dokonéeni likvidace pojistné udalosti) ve srovnani s fyzickymi osobami.
Interval spolehlivosti je 0,70, az 0,78, tento vysledek je vyznamny. Na obrézku je hezky
vidét pomér rizik u proménné PSC2, kde Praha riziko snizuje a Morava prozmeénu zvySuje.

U Prahy by se to dalo vysvétlit zvySenou nehodovosti vzhledem ke zbytku CR.

Hazard ratio

ANRD E\CI)=2915) reference |
po 0I74 wTEE
(N=3999) (0.70-0.78) W <0.001
obdobi_2 ??\523385) reference L
zima 1.06 *
(N=3529) (1.00-1.11) —&— 0031
PSC2 %\?2255” reference n
Morava 1.08 *
(N=1329) (1.01-1.16) — & 0.029
Praha 0.93 *
(N=2724) (0.87 - 0.98) — 0.014
vehicle_age ?1'32412) reference [ ]
i g — 0.392

(N=1502) (0.91-1.04)
# Events: 6102; Global p-value (Log-Rank): 3.4272e-36
7 075 na 085 09 095 1 105 11 115
AlIC: 97880.47; Concordance Index: 0.57

Obrazek 5.6: Pomeér rizik

Nad ramec predstavené teorie je mozné vyuzit vestavéné funkce pro Aalentuv aditivni
regresni model, ktery zahrnuje do modelu ¢asovou slozku. Znézornuje, jak se ucinky ko-
variat méni v ¢ase. Pokud se z obrazku 5.7 zaméfime na kovariatu ANRD$PO, vidime hned
ze zacatku prudky pokles ucinku, ktery se zastavil az po sto dnech. Interpretace tohoto
vysledku je slozita, protoze zména koficientu S; v prubéhu ¢asu nam nemuze poslouzit ke
vyznamnych kovariat, ale Aalenovy grafy jsou jedinym zptisobem, jak interpretovat para-

metry v Case.
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Obrazek 5.7: Aaleniiv aditivni regresni model



Zaver

Analyza preziti nasla uplatnéni v mnoha oborech. Diky tomu se stala soucasti mnoha
statistickych programi, nevyjimaje jazyka R, ktery je jednim z nejrozsitenéjsich a nejpou-
zivanéjsich pro statistické analyzy.

V teoretické ¢asti jsme se vénovali né€jcastéji pouzivanym zakladnim metodam, které
jsou pomoci balicki obsazené i v programu RStudio. Ukazali jsme si rtizné metody od-
hadu funkce pfeziti a vysvétlili zakladni testy pro porovnani rozdéleni ¢asu preziti ve dvou
skupinach. Teoretickou ¢ast jsme zakoncili vykladem o semi-parametrikém modelu, hojné
vyuzivaného ve financich.

Tyto teoretické poznatky jsme aplikovali na realnych datech z pojistovny. Pii analyze
dat, jsme pomoci vizualizace odhadu funkce preziti narazili na nesoulad v datech, ktery
by jinak mohl ovliviiovat vysledky. Pomoci dvouvybérovych testt jsme byli schopni roz-
hodnout o rozdéleni casu preziti dvou skupin a nasledné ukézali, jakym nedostatkem trpi
Log-rank test pii porovnéani vicero skupin. V posledni ¢asti jsme pomoci Coxova modelu

rozhodovali o vyznamnosti jednotlivych kovariati a prehledné vizualizovali poméry rizik.

36



Literatura

1]

3]

4]

5]

6]

17l

David Collett. Modelling survival data in medical research. CRC press, 2015.

Jian Huang et al. Efficient estimation for the proportional hazards model with interval
censoring. The Annals of Statistics, 24(2):540-568, 1996.

Edward L. Kaplan and Paul Meier. Nonparametric estimation from incomplete ob-
servations. Journal of the American statistical association, 53(282):457-481, 1958.

Christiana Kartsonaki. Survival analysis. Diagnostic Histopathology, 22(7):263-270,
2016.

Elisa T Lee and John Wang. Statistical methods for survival data analysis, volume 476.
John Wiley & Sons, 2003.

Tomas Pavlik. Aplikovana analyza prezivani. https://portal.matematickabiolog
ie.cz/index.php?pg=aplikovana-analyza-klinickych-a-biologickych-dat--ap

likovana-analyza-preziti, (20. tnora 2020).

Marta Sestelo. A short course on survival analysis applied to the financial industry.

https://bookdown.org/sestelo/sa_financial/.

37



